幼 时 因 智商 测验 分 数 之 低 被 列 为 弱智 ， 成 年 
时 叉 因 数学 天 分 之 高 被 誉 为 最 后 一 个 通才 . 

营 目 国际 数学 奥林匹克 金牌 选手 ， 今 天 举世 
:瞩目 的 俄罗斯 数学 隐士 。 
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菲 尔 兹 奖 


菲 尔 兹 奖 (Fields Medal, 全 名 The International Medals for Outstanding 
Discoveries in Mathematics ) 是 一 个 在 国际 数学 联盟 的 国际 数学 家 大 会 上 颁发 的 
奖项 。 每 四 年 颁奖 一 次 , 颁 给 有 卓越 贡献 的 年 轻 数学 家 ,每 次 最 多 四 人 得 奖 。 得 奖 
者 须 在 该 年 元 旦 前 未 满 四 十 岁 。 它 是 据 加 拿 大 数学 家 约翰 :查尔斯 * 菲 尔 兹 的 要 求 
设立 的 。 菲 尔 兹 奖 被 视 为 数学 界 的 诺 贝 尔 奖 。 


奖章 由 加 拿 大 雕塑 家 罗伯特 : 泰 特 . 麦 肯 齐 (Robert Tait McKenzie) 设 计 。 

正面 有 古 希 腊 科 学 家 阿 基 米 德 右 侧 头 像 。 在 头像 旁 刻 上 希腊 文 
“APXIMHAOY2”, 意思 为 “ 阿 基 米 德 的 (头像 )。 又 刻 上 作者 名 字 缩 写 
RTM ,和 设计 年 份 的 罗马 数字 MCNXXXIll( 1933 年 ,第 二 个 M FIN 代替 ), 还 有 
一 句 拉 丁 文 “TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI”, 意 为 “超越 他 的 
心灵 ,掌握 世界 ”, 出 自 罗马 诗人 马尔 库 斯 马 尼 利 乌 斯 (Marcus Manilius) 的 著作 
《天 文学 》(Astronomica) 卷 四 第 392 行 。 句 中 "suum”( 他 的 ) 原 文 作 "tuum”( 你 的 )。 

奖章 背面 刻 有 拉丁 文 “CONGREGATI EX TOTO ORBE MATHEMATICI OB 
SCRIPTA INSIGNIA TRIBUERE”, 意 为 “聚集 自 全 球 的 数学 家 ,为 了 杰出 著作 颁发 
(XH). BRAM BAK BHA AAA. 
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得 奖 列表 


年 份 wo A 得 主 ( 国 籍 , 当 年 生日 后 岁数 ) 


拉 尔 斯 。 瓦 莱 里 安 . 阿尔 弗 斯 ( 芬兰 ，29 岁 ) 


1936 挪威 奥斯陆 


杰 西 道格拉斯 ( 美国 ，39 岁 ) 


SBA > 施 瓦 茨 ( AB, 354 ) 


1950 BRA a 
sip ee 阿 特 勒 * ERG ( MeL, 337 ) 


小 平 邦 彦 (BA, 395 ) 


1954 ”荷兰 阿姆斯特丹 
荷兰 阿姆斯特丹 让 - 皮 挨 尔 . ER ( 法 国 ，28 岁 ) 


克 劳 斯 。 弗 里 德里 希 . 罗斯 ( 英国 ，33 岁 ) 


1958 英国 苏格兰 爱丁堡 


勒 内 。 托 姆 (SKE, 355 ) 


FUR + HAR SB ( 瑞典 ，31 岁 ) 


1962 瑞典 斯 德 哥 尔 摩 
约翰 .米尔 诺 ( 美国 ，31 岁 ) 


DER. BW (RE, 377 ) 


RS RA (RH, 325 ) 


1966 俄罗斯 莫斯科 


H 


亚历山大 ， 格 罗 腾 迪克 (无 国籍 ， 居 于 法 国 ， 生 于 德国 , 387 ) 


斯 蒂 芬 .斯 梅 尔 ( 美国 ，36 岁 ) 
艾 伦 . 贝克 (RB, 319) 


r pH ( BA, 393 ) 


1972 法 国 尼 其 
尼斯 We. 诺 维 柯 夫 ( 苏联 ，32 岁 ) 


约翰 。 格 里 格 斯 . 汤普森 ( 美国 ，38 岁 ) 


BBR + 邦 别 里 ( BAA, 345 ) 


1974 芬兰 赫尔辛基 AP- 芒 福 德 ( 美国 ， 生 于 英国 ，37 岁 ) 


BURR + BAS ( 比利时 ，34 岁 ) 


查尔斯 RAS (HB, 294 ) 


& ka E1 
He i MAES 亚 历 山 德 罗 维 奇 ,马尔 古 利 斯 (苏联 ,32 岁 ) 


丹尼尔 . WE EM (HE, 384 ) 


阿兰 。 孔 涅 ( ABI, 354 ) 


1982 波兰 华沙 威廉 . 瑟 斯 顿 ( SH, 363 ) 


丘成桐 (2H, FH, 334 ) 
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得 奖 列表 


地 点 


得 主 (国籍 ,当年 生日 后 岁数 ) 


美国 加 州 伯克利 


POR > BAAR ( 英国 ，29 岁 ) 


格 尔 德 。 法 尔 廷 斯 ( 西 德 ，32 岁 ) 


迈克 尔 。 哈 特 利 . BABS ( 美国 ，35 岁 ) 


1990 


日 本 京都 


弗 拉 基 米 尔 ， 德 林 费 尔 德 ( 苏联 ，36 岁 ) 


RS BBB + ZT + 琼斯 ( 新 西 兰 ，38 岁 ) 


REX (AA, 39% ) 


爱德华 ' RR ( SH, 393 ) 


1994 


AE e ARE ( 比利时 ，40 岁 ) 


皮 埃 尔 -路 易 . 利 人 ( 法 国 ，38 岁 ) 


让 -- 克 里 斯 托 夫 … ABE ( 法 国 ，37 岁 ) 


叶 菲 姆 . ERK ( 俄罗斯 ，39 岁 ) 


1998 


德国 柏林 


EOS Mme ( 英国 ， 生 于 南非 ，39 岁 ) 


威廉 . BR + 高 尔 斯 ( 英国 ，35 岁 ) 


马克 西 姆 . ILRES ( 俄罗斯 ，34 岁 ) 


柯 蒂 斯 ， 麦克 马 伦 ( 美国 ，40 岁 ) 


2002 


中 国 北京 


SBA . 拉 佛 阁 ( 法 国 ，36 岁 ) 


弗 拉 基 米尔 ， 沃 埃 沃 德 斯 基 ( 俄罗斯 ，36 岁 ) 


2006 


西班牙 马德里 


REA > 欧 克 恩 科 夫 ( 苏联 美 籍 ，37 岁 ) 


HELE: MERZ ( 俄罗斯 ，40 岁 ) 


陶 哲 轩 ( 澳大利亚 ，31 岁 ) 


温 德 林 ' KAW ( 法 国 ，38 岁 ) 


2010 


印度 班加罗尔 


吴 宝 珠 (AB MB, 384 ) 


TRAE > 林 登 施 特 劳 斯 ( 以 色 列 ，40 岁 ) 


斯 坦 尼 斯 拉夫 。 斯 米尔 诺 夫 ( 俄罗斯 ，40 岁 ) 


REER RE ( 法 国 ，37 岁 ) 


TU 


沙 ttm 1. 

数学 史学 家 胡 作 玄 先生 在 《近代 数学 史 》( 济 南 :山东 教育 
出 版 社 ,2006 年 ) 的 序言 中 指出 : 

世界 数学 史 的 研究 有 资料 的 限制 ,语言 的 困难 和 文化 背景 
的 差异 .特别 地 ,近代 数学 史 的 研究 更 要 求 研究 者 具备 数学 的 
功底 ,科学 的 知识 及 哲学 的 头脑 ,没有 一 定 的 训练 丽 怕 难 有 什 
么 成 就 .如 果 再 加 上 社会 上 的 反 智 传统 ,科学 界 对 于 历史 的 无 
知 及 茂 视 , 那 么 其 后 果 就 只 能 是 呈现 出 一 种 文化 沙漠 的 景象 . 

在 此 文化 沙漠 上 植树 种 草 ,不 论 活 与 不 活 都 是 值得 一 试 
的 ,更 何况 是 一 株 法 国 梧桐 . 

英国 《金融 时 报 》 刊 登 的 专栏 作家 西蒙 " 库 珀 的 文章 说 :“ 人 
们 过 去 常 说 每 个 文明 人 都 有 两 个 祖国 :一 个 是 自己 的 国家 , 另 
一 个 是 法 国 .” 

对 于 数学 史 来 说 这 旬 话 太 准 确 了 .法 兰 西 这 个 以 浪漫 闻名 
于 世 的 民族 居然 在 以 理性 与 严谨 为 其 特征 的 数学 中 屡屡 领先 . 
庞 加 莱 这 位 曾 被 著名 的 IQ 测试 判 为 “傻子 ”的 法 国人 近年 来 再 
一 次 成 为 世界 关注 的 焦点 .原因 是 他 提出 的 著名 庞 加 莱 猜 想 被 
俄国 数学 家 佩 雷 尔 曼 证 明了 . 

美国 数学 家 阿诺德 ` 塞 庚 在 谈 及 法 国 的 数学 时 ,用 一 首 叫 
“至 美的 诗 对 法 国 数 学 ,特别 是 庞 加 莱 进 行 了 赞美 ,这 首 诗 是 
这 样 的 (翻译 成 中 文 后 已 无 任何 美感 ) 


天 皇 皇 ,地 皇 皇 . 

He We, HY 

证 明 漂 亮 定理 ， 

不 慌 也 不 忙 . 

使 用 对 偶 , 还 有 亏 格 ， 

就 把 流 形 微 分 同 胚 分 类 光 . 

德国 著名 导演 赫 尔 佐 格 导演 了 一 部 颇 为 另类 的 关于 南极 的 电影 , 片 名 叫 
《在 世界 的 尽头 相遇 》, 在 这 部 片子 中 最 让 人 难忘 的 是 那 只 决绝 的 企鹅 , 它 从 队 
伍 中 转 头 ,背离 海洋 向 70 公里 外 的 群 山 狂奔 ,“ 它 的 步 态 滑稽 而 孤独 ,着 狂 而 决 
绝 , 那 确实 是 难以 忘怀 的 背影 .” 

有 人 说 :每 个 物种 都 有 这 样 的 “开拓 者 和 好 奇 者 ”. 佩 雷 尔 曼 恰 似 人 类 中 那 
只 决绝 的 企鹅. 

法 国 的 纪 德 说 :“ 别 人 比 成 功 ,我 愿 比 永久 .” 

本 书 所 记录 下 的 几 百 位 在 征服 庞 加 莱 猜 想 征程 上 的 世界 各 国 数 学 家 因 他 
们 各 自 的 出 色 工 作 , 虽 然 没 有 取得 最 后 的 成 功 ,但 都 永久 地 铸 刻 在 人 类 智库 的 
金榜 上 .这 其 中 也 有 我 们 中 国 数学 家 的 名 字 , 尽 管 在 国际 与 论 界 的 承认 问题 上 
有 许多 戏剧 性 的 情节 ,但 这 毕竟 是 在 世界 级 的 著名 数学 猜想 的 解决 过 程 中 闪现 
出 了 国人 的 身影 ,这 是 足以 令 我 们 感到 自豪 的 . 

2005 年 11 月 ,中 科 院 数学 与 系统 科学 研究 院 举办 “华罗庚 讲座 ”学 术 报 告 
会 ,邀请 了 对 庞 加 莱 猿 想 作出 开创 性 贡献 的 美国 科学 院 院 士 \ 数 学 家 哈密 尔 顿 
作 学 术 报 告 , 他 在 黑板 上 写 下 了 三 四 位 华人 的 名 字 , 其 中 就 有 朱熹 平和 曹 怀 东 ， 
还 提 到 了 他 们 的 工作 . 

数学 界 与 围棋 界 颇 类 似 , 都 是 靠 实力 、 靠 硬 功夫 打 天 下 ,来 不 得 半点 虚假 ， 
但 正如 中 、 日 韩 三 足 易 立 .要 想 分 出 绝对 高 下 ,也 并 非 易 事 . 

有 人 这 样 写 道 :万 涓 成 水 ,岁月 铅 华 洗 净 , 拨 开 数 十 载 乱 云 尘 土 , 整 个 围棋 
HAA RWEAR RMSE REM SOMES ,无愧 无 外, 参天 而 立 .……. 

在 证 明 庞 加 莱 猜 想 的 数 十 载 风 云 变 幻 中 最 后 参天 而 立 的 两 棵 大 树 是 哈密 
RRR ERS ,这 一 点 在 国际 数学 界 似 已 有 定论 ,而且 这 两 位 都 是 颇具 传奇 
色彩 的 人 物 ,与 国人 想象 中 的 数学 家 及 现实 生活 中 的 数学 家 都 很 不 相像 . 

哈密 尔 顿 (Richurd Hamilton) 是 国际 公认 的 几何 分 析 大 师 . 据 说 在 证 明 庞 加 
莱 猜 想 的 功劳 簿 上 他 应 该 分 享 50% 以 上 ,但 他 不 是 传统 意义 上 刻板 的 数学 家 ， 
而 是 颇 有 浪漫 气息 的 人 , 据 草 怀 东 的 夫人 了 映 怕 在 《偶然 侍 》 中 描述 :; “有 一 次 ,他 
一 个 人 在 家 生火 , 炉 火 不 知 怎么 就 烧 到 炉 壁 外 面 来 了 , 急 得 这 位 天 才 数 学 家 赶 
紧 给 房东 老 太 太 打 电 话 , 借 灭火 器 . 没 想到 这 一 回电 话 那 边 传 来 的 却 是 房东 便 


女 的 甜美 声音 . 噢 ,你 们 知道 ,她 可 是 个 金发 靓女 ! 在 这 之 前 Richurd EAR 
着 机 会 跟 她 啼 哮 呢 , 屋 里 浓 烟 弥漫 ,Richurd 仍旧 与 靓女 聊 了 近 一 刻 钟 ,然后 才 
问 她 : “我 能 借 你 的 灭火 器 用 一 下 吗 ?'“ 干 嘛 ?” RARER KT MMR EH 
的 一 声 惊 叫 . "( 映 碧 , 著 .偶然 尘 . 长 沙 :湖南 科学 技术 出 版 社 ,2010:273) 

就 是 这 样 一 位 颇具 浪漫 情怀 的 数学 家 才 会 想到 用 瑞 奇 流 来 攻克 庞 加 菜 猜 
想 ,这 一 大 胆 的 想法 连 以 敢 想 著称 的 丘成桐 大 师 都 感到 “是 疯 了 ”. 哈 密 尔 顿 曾 
在 几 年 前 来 过 一 次 中 国 ,不 过 不 是 来 做 学 术 报告 的 ,据说 是 来 追求 某 位 心仪 的 
中 国 女士 的 . 

北京 师范 大 学 教育 学 部 博士 生 高 政 在 一 篇 题 为 “自我 为 什么 是 深渊 ?” 的 文 
章 中 指出 :”“…… 在 今天 看 来 ,有 些 哲学 家 自 以 为 成 功 的 思想 成 果 未 必 是 真 的 成 
功 .但 至 少 ,他 们 自己 会 感觉 幸福 而 圆满 .有 一 件 自己 喜欢 又 毕生 追求 的 事情 是 
多 么 的 美好 ,如 果 碰 巧 解决 了 ,就 像 牛顿 谦虚 地 说 他 在 海边 捡 到 几 个 贝壳 一 样 ， 
真是 要 感谢 上 帝 了 ! 今天 ,有 一 件 自己 喜欢 又 毕生 追求 的 事情 ,几乎 成 为 大 多 
数 人 的 奢望 .”( 张 立 升 ,主编 .社会 学 家 茶座 .济南 :山东 人 民 出 版 社 ,2011 年 第 
2 辑 ) 

本 书 虽 然 是 讲述 拓扑 学 中 的 一 个 重要 猜想 ,但 多 数 读者 可 能 对 隐士 佩 雷 尔 
曼 和 骑士 哈密 尔 顿 及 斗士 丘成桐 更 感 兴趣 .他 们 都 有 自己 独特 的 人 生 观 、 价 值 
观 、 世 界 观 .正如 哈佛 大 学 的 阿 瑟 ' 杰 夫 所 说 :我 觉得 他 ( 佩 雷 尔 曼 ) 是 一 个 非常 
反 传 统 的 人 ,他 拒绝 与 炫耀 和 偶像 崇拜 扯 上 关系 .” 
刀 雷 尔 曼 的 与 众 不 同 归 根 到 底 是 他 是 一 个 有 信仰 的 人 .中 国 社会 科学 院 副 
研究 员 海 青 对 此 有 一 番 高 论 : 
舍 仰 容易 让 人 吃亏 犯 傻 ,甚至 丧命 ,没有 信仰 的 人 应 该 活 得 更 舒服 .但 是 ， 
信仰 是 货真价实 的 双 刃 剑 , 有 它 没 它 都 很 痛苦 .如 果 一 个 人 什么 都 没 信仰 过 , 没 
为 钱 以 外 的 任何 东西 ,自己 以 外 的 任何 人 牺牲 过 哪怕 一 根 头发 ,甚至 买 东西 讨 
价 还 价 都 没 吃 过 一 次 亏 , 那 么 他 到 中 年 时 ,可 能 会 感到 空虚 英名 ,上 蹄 下 跳 想 找 
到 一 点 儿 牺 牲 的 感觉 ,这 种 “信仰 型 "中 年 危机 , 比 什 么 都 无 药 可 救 . 

这 本 书 从 广义 上 说 可 以 算 做 拓扑 学 史书 .作家 石 康 曾 说 :“ 我 想 要 干 点 实事 
儿 , 不 怕 别 人 笑话 ,我 把 它 说 出 来 , 那 就 是 ,我 要 写 一 本 浅显 易 懂 又 生动 有 趣 的 
《数学 史 》. 这 样 的 书 在 国内 没有 ( 早 就 有 ,但 他 不 知道 ), 我 要 写 出 它 ,也 可 让 后 
面 有 天 赋 的 中 国 小 孩 对 数学 发 生 兴 趣 , 要 是 万 一 有 人 能 干 出 比 高 斯 牛顿 、 阿 基 
米 得 更 有 价值 的 事 来 ,那么 我 也 可 以 得 到 少许 安慰 .当然 ,我 就 是 再 不 切实 际 ， 
也 不 会 藻 唐 到 指望 中 国 能 出 个 伯 努 利家 族 .我 知道 , 那 不 可 能 ,但 我 仍 存 侥幸 心 
理 ,希望 个 别 天 才能 横 空 出 世 , 对 世界 有 真正 持久 的 贡献 .” 

现在 天 才 终 于 出 世 了 ,但 不 是 中 国 的 朱 和 曹 ,而 是 佩 雷 尔 曙 .奇怪 的 是 


2003 年 当 俄罗斯 斯 捷克 洛 夫 数 学 所 没有 推选 佩 雷 尔 曼 为 其 研究 员 时 ,他 的 信 
心 遭 到 了 打击 , 据 他 的 一 位 朋友 说 ,他 感到 自己 是 一 个 “无 能 而 缺乏 天 赋 的 人 ”. 
尽管 他 早 在 16 岁 那 年 即 在 1982 年 国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 以 满分 获得 金奖 ， 
而 且 他 还 是 一 位 颇具 才华 的 小 提琴 手 和 乒乓 球 选 手 . 

本 书 与 一 般 的 科普 书 相 比 难度 超大 ,但 非 刻 意 而 为 ,牛顿 之 所 以 要 把 《自然 
哲学 的 数学 原理 》 写 得 很 星 涩 难 懂 , 以 至 有 人 将 其 称 为 “最 难看 懂 的 书 之 一 ”, 是 
因为 他 害怕 被 那些 他 所 认定 的 数学 “门外汉 ”纠缠 不 休 . 

现代 的 中 国 也 是 如 此 ,“ 民 科 ” 遍 地 ,只 要 有 菜 一 个 世界 难题 他 们 一 知 半 解 ， 
便 开 始 大 肆 向 媒体 与 出 版 机 构 进行 所 谓 已 证 明 的 狂 素 滥 炸 ,所 以 建立 一 定 的 阅 
读 门 槛 虽然 会 失去 一 部 分 虽 对 数学 感到 好 奇 但 缺少 必要 数学 修养 的 读者 ,但 得 
到 的 好 处 是 进行 了 有 效 与 精准 的 传播 . 

本 书 其 实 是 对 庞 加 莱 猜 想 获 证 这 一 重大 历史 事件 的 一 个 全 方位 解读 ,包括 
历史 文化 .哲学 \ 心 理学 等 诸多 方面 ,在 此 我 们 声明 ,我 们 能 做 的 仅 是 解读 而 
on 

我 们 既 像 狗仔 队 到 处 搜寻 有 关 这 一 猜想 的 “涉案 ”学术 明星 的 点 滴 个 人 信 
息 , 也 像 影 评 人 一 样 按照 自己 的 一 知 半 解 将 煽动 起 观众 热情 .这 种 工作 是 需要 
的 ,否则 像 庞 加 羔 那 样 生活 在 上 个 世纪 初 的 法 国 贵 族 和 像 佩 雷 尔 曼 那 样 生 活 在 
现代 的 俄罗斯 隐士 是 很 难 被 了 解 的 . 佩 雷 尔 曼 低调 到 了 极致 ,正如 纽约 州立 大 
学 数学 家 迈克 尔 . 安 森 所 说 :“ 佩 雷 尔 曼 来 过 了 ,解决 了 问题 .其 他 的 一 切 对 于 他 
都 是 肤浅 的 .” 如 果 没 有 人 像 我 们 这 样 关注 数学 家 那 粒 幽 明 的 香火 和 数学 儒 林 
那 份 执 著 的 传承 ,这 伟大 的 时 刻 将 会 被 漆 没 . 

在 人 们 对 数学 史 多 少 有 些 了 解 后 都 会 产生 这 样 的 疑问 :为 什么 数学 家 如 此 
倾向 于 将 毕 达 哥 拉 斯 共 济 会 的 高 度 秘密 在 他 们 之 中 严 加 保守 .对 普通 人 来 说 ， 
他 们 “真实 的 "世界 的 完善 意味 着 虚幻 .普通 人 生活 于 其 中 的 世界 , 乃 是 一 个 斗 
争 和 和 失败、 实验 和 错误 的 世界 .而 在 数学 世界 中 ,一 旦 你 习惯 于 任 一 事物 后 , 它 
都 是 显而易见 的 ,我 们 通常 被 蒙 在 鼓 里 的 是 :人 类 也 许 费 了 一 千年 时 间 , 才 看 出 
了 在 数学 论证 中 只 需 举 手 之 劳 就 “显而易见 的 ”事物 . 

1976 年 一 位 英国 文人 威尔逊 送 给 董 桥 一 本 《The Colossus of Maroussi》 时 说 了 
— “PRAT ,我们 差 一 点 错过 了 这 样 远 十 的 一 声 别 叹 !” 对 此 我 们 深 有 
同感 . 


刘 培 杰 
2012 年 5 月 27 日 
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1 Atk AEGRO. 


一 一 ~ 一 mw 一 ~ 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 人 ~ 人 ~ 人 ~ 一 人 ~ 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 一 一 


20 世纪 末 ,数学 家 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 解 决 数论 上 高 
悬 三 百 多 年 的 重要 猜想 一 一 费 马 最 后 定理 .最 后 ,一 个 拓扑 学 
上 最 重要 的 问题 一 一 庞 加 莱 猜 想 (Poincar Conjecture) ,也 在 提 
出 近 百 年 后 ,在 21 世纪 初 被 攻克 了 .俄国 数学 家 佩 雷 尔 曼 
(Grisha Perelman) 和 美国 数学 家 汉 米 尔 顿 (Richard Hamilton) 是 
| 解决 庞 加 莱 猜 想 的 最 大 功臣 . 

2006 年 8 月 底 , 四 年 一 度 的 国际 数学 家 大 会 (ICM) 在 西 班 
牙 首都 马德里 隆重 举行 , 庞 加 莱 猜 想 的 验证 ,是 这 场 盛会 中 最 
令 人 振奋 及 众人 的 焦点 所 在 .正如 同 大 家 所 预期 的 , 佩 雷 尔 曼 
获得 了 素 有 数学 界 诺 贝 尔 奖 之 称 的 菲 尔 兹 奖 (Fields Medal) ,这 
个 奖 每 四 年 才 颁 发 一 次 ,而 且 得 奖 者 年 龄 必须 在 40 岁 以 下 . 然 
而 , 佩 雷 尔 曼 不 仅 没有 出 席 本 次 的 国际 数学 家 大 会 ,还 史 无 前 
例 地 拒绝 接受 菲 尔 兹 奖 , 引 起 众人 许多 错 情 及 遗憾 . 

庞 加 莱 猜 想 ,是 法 国 数学 家 庞 加 莱 (Henri Poincaré) E 1904 
年 所 提出 的 一 个 关于 三 维 流 形 的 重要 猜想 .这 个 猜想 是 20 世 
纪 带 动 拓扑 学 研究 及 发 展 的 主要 动力 ,百年 来 数学 家 前 仆 后 
继 , 不 届 不 挠 ,在 不 断 尝 试 的 过 程 中 ,逐渐 累积 了 我 们 对 拓扑 学 
更 深 一 层 的 了 解 . 

世纪 之 交 , 庞 加 莱 猜 想 依旧 名 列 数学 上 最 重要 的 未 解 问题 
之 一 ,美国 数学 家 ,同时 也 是 菲 尔 兹 奖 得 主 的 斯 梅 尔 (Stephen 
Smale) ,在 1997 年 将 它 纳 入 “21 世纪 18 个 重要 数学 问题 ”, 这 
个 猜想 也 是 美国 克 菜 数学 研究 所 (Clay Mathematics Institute) 悬 
赏 百 万 美金 的 七 大 名 题 之 一 . 
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庞 加 莱 猜 想 的 解决 ,依赖 三 十 多 年 来 在 几何 分 析 领 域 中 所 发 展 及 累积 的 知 
识 及 技巧 ,而 为 解决 这 个 问题 所 发 展 出 的 处 理 奇 异 点 的 新 方法 ,也 极 有 可 能 会 
在 新 世纪 中 ,对 研究 其 他 具 奇 异 点 的 重要 问题 ,产生 突破 性 的 影响 。 

数学 家 们 在 10 年 中 目睹 了 两 个 史上 著名 难题 接续 被 解决 ,不 禁 要 腾 测 是 
否 数 学 界 将 进入 一 个 百花 齐 放 的 黄金 时 期 ,我 们 正 热 切 期 盼 着 这 个 新 纪元 的 到 
来 .在 这 个 令 人 振奋 的 历史 时 刻 , 本 文 希望 将 庞 加 莱 猜 想 的 背景 及 解决 过 程 , 作 
一 个 粗浅 的 介绍 ,以 纵 所 有 的 读者 . 


一 、 什 么 是 庞 加 莱 猜 想 ? 


要 介绍 庞 加 莱 猜 想 ,首先 必须 认识 拓扑 学 (Topology) .数学 家 研究 各 式 各 样 
的 数学 结构 ,并 试图 在 这 些 结构 中 作 完 整 的 分 类 .所 谓 的 拓扑 学 ,就 是 将 能 像 橡 
皮 糖 一 样 变形 得 到 的 东西 (不 能 扯 断 ) ,都 视 为 一 样 . 所 有 的 二 维 曲面 ( 设 为 可 定 
问 、 有 限 且 没有 边界 ) ,都 可 以 变形 成 球 .一 个 洞 ` 二 个 洞 三 个 洞 等 (图 1); 也 就 
是 说 ,二 维 曲面 可 以 用 它 有 几 个 洞 来 完全 刻画 . 接 下 来 最 重要 的 问题 ,就 是 对 三 
维 空间 作 分 类 ,所 谓 的 三 维 是 指 有 三 个 自由 变动 的 独立 方向 . 


球 轮胎 (一 个 洞 ) 两 个 洞 三 个 洞 


图 1 

我 们 可 以 从 所 处 的 三 度 空 间 中 “看 到 ”一 个 
二 维 曲 面 的 样子 ,但 对 于 生长 在 曲面 上 的 蚂蚁 ， 
它 却 无 法 飞 出 曲面 来 看 看 自己 所 生存 的 曲面 . S 
它 是 否 能 在 不 离开 曲面 的 情况 下 ,就 知道 自己 。 封闭 的 路 名 这 一 圈 永 远 
的 曲面 是 哪 一 种 拓扑 形态 呢 ? 答案 是 可 以 的 .都 可 以 缩 成 -点 没 办 法 缩 成 一 点 
例如 二 维 球 具 有 一 个 性 质 ,任何 一 圈 路 径 都 可 图 2 
以 在 曲面 上 缩 成 一 个 点 ,这 在 其 他 有 洞 的 曲面 
是 办 不 到 的 (图 2). 

人 类 在 面 对 所 生活 的 宇宙 时 ,也 和 蚂蚁 处 于 相同 的 困境 ,我 们 无 法 脱离 所 
在 的 “这 个 世界 ”, 从 外 面 去 “看 到 ” 它 长 什么 样子 . 那 我 们 是 否 能 像 二 维 曲 面 上 
的 蚂蚁 一 样 ,从 所 在 的 “这 个 世界 ”中 ,推测 我 们 所 处 的 空间 的 模样 呢 ? 

这 项 工作 ,有 赖 我 们 对 三 维 空间 的 了 解 及 分 类 ,其 中 最 基本 的 问题 就 是 庞 
加 莱 猜 想 . 庞 加 莱 仿 照 二 维 球 定义 三 维 球 { (X,Y,2Z,W)1 台 + 4 724 W= 
1} ,这 可 以 说 是 最 简单 的 三 维 有 限 且 无 边界 的 空间 .本 文 所 探讨 的 空间 ,都 将 局 
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限 在 有 限 且 无 边界 的 空间 ,数学 上 称 这 个 空间 为 “ 紧 致 空间 ”. 

庞 加 莱 所 提出 的 问题 是 :一 个 紧 致 的 三 维 空间 ,如 果 它 上 面 每 一 条 封闭 曲 
线 都 可 以 缩 成 一 个 点 , 则 这 个 空间 是 否 必 定 和 三 维 球 相 同 ?" 叙 述 里 的 相同 , 指 
的 就 是 我 们 在 前 面 所 介绍 的 “拓扑 "相同 , 亦 即 可 以 透 过 橡皮 糖 变形 成 完成 一 
样 . 这 个 问题 后 来 就 被 大 家 称 为 庞 加 莱 猜 想 . 


二 、 解 决 猜想 的 漫漫 长 路 


数学 家 在 一 开始 面 对 这 个 问题 时 ,忽略 了 其 中 一 些 细腻 的 复杂 现象 及 困 
难 ,曾经 有 许多 知名 的 数学 家 提出 过 错误 的 证 明 .事实 上 ,第 一 个 错误 即 是 庞 加 
莱 自 己 所 犯 .他 在 1900 年 以 为 自己 证 得 一 个 更 广 的 定理 ,后 来 他 自己 发 现 了 反 
例 , 才 修 正成 目前 的 叙述 .虽然 走 了 许多 冤枉 路 ,但 是 每 次 的 错误 都 让 我 们 更 进 
步 一 些 . 数 学 家 在 发 现 证 明 的 错误 及 寻找 反例 当中 ,逐步 建立 及 累积 我 们 对 三 
维 拓扑 的 知识 . 

“一 般 化 ”是 数学 家 研究 问题 时 常用 的 一 种 策略 ,因此 数学 家 试 着 探讨 一 般 
维度 的 庞 加 莱 猜 想 ,希望 能 一 举 解决 这 个 问题 .一 般 人 可 能 以 为 如 果 维 度 越 高 ， 
问题 就 会 更 困难 ,但 事实 上 并 不 一 定 如 此 .1956 年 美国 数学 家 米尔 诺 (John Mil- 
nor) 发 现 , 如 果 将 上 述 的 “相同 ”解释 成 保持 微分 结构 的 相同 , 那 七 维 以 上 将 会 
有 不 只 一 个 球 .这 表示 研究 庞 加 莱 猜 想 时 ,必须 明 辨 “相同 ”的 意义 .米尔 诺 以 这 
个 震惊 当时 数学 社 群 的 结果 ,获得 了 1962 FIERA. 

没 隔 多 久 ( 在 1960 年 ) , 另 一 位 美国 数学 家 斯 梅 尔 就 以 一 贯 的 方法 ,证 明了 
五 维 以 上 的 庞 加 莱 猜 想 , 他 也 因 这 项 贡献 而 获 颁 1966 F AY AER 2% .但 很 可 异 
的 是 斯 梅 尔 的 一 般 方 法 在 低 维度 的 三 维和 四 维 并 不 适用 ,因此 并 没有 解决 原来 
的 问题 . 

四 维 的 情况 ,要 等 到 约 20 年 后 才 有 突破 性 的 新 发 展 .1982 年 美国 数学 家 福 
里 德 曼 (Michael Freedman) 利 用 两 个 不 变量 ,对 某 一 大 类 较 简 单 的 四 维 紧 致 拓扑 
空间 作 了 分 类 ,他 的 分 类 结果 特别 地 解决 了 四 维 的 庞 加 莱 猜 想 . 而 在 福 里 德 曼 
稍 后 ,英国 数学 家 多 纳 森 (Simon Donaldson) 利 用 偏 微分 方程 ,做 了 一 些 四 维 可 微 
流 形 拓扑 限制 的 深刻 工作 ,结合 两 人 的 工作 ,甚至 证 明了 普通 四 维 欧 氏 空间 上 
有 无 穷 多 个 可 微 结构 的 结果 .这 些 令 人 兴奋 的 结果 ,让 多 纳 森 及 福 里 德 曼 获 颁 
1986 F ASAE AR ZAR . 

当然 ,也 有 很 多 数学 家 并 守 研 究 本 来 三 维 的 庞 加 莱 猜 想 , 在 三 维 拓扑 的 研 
究 不 断 地 得 到 许多 深入 的 结果 .其 中 最 重要 的 一 个 成 就 ,来 自 另 一 名 美国 数学 
家 瑟 斯 顿 (William Thurston) . 

瑟 斯 顿 在 1978 年 针对 三 维 拓扑 的 分 类 ,刻画 出 一 个 细致 而 完整 的 研究 方 
WE ,这 个 涵盖 了 庞 加 莱 猜 想 的 想法 ,后 来 被 称 为 几何 化 猜想 (Geometrization Con- 
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jecture) .他 认为 所 有 的 三 维 拓扑 空间 ,都 是 由 一 些 基 本 类 型 的 空间 再 以 特殊 的 
方法 结合 组 成 ,而 这 些 类 型 的 空间 之 所 以 称 为 基本 ,是 因为 上 面 都 有 很 好 的 距 
离 度量 ,这 也 正 是 “几何 化 ”得 名 的 由 来 . 

几何 化 猜想 带动 了 另 一 波 新 的 研究 风潮 .然而 瑟 斯 顿 自 己 与 其 他 数学 家 所 
证 得 的 许多 结果 ,都 是 关于 负 曲 率 的 情况 (这 相当 于 二 维 曲面 中 洞 的 个 数 大 于 
1 的 情况 ) ,对 原始 的 庞 加 莱 猜 想 依然 束手无策 . 瑟 斯 顿 因为 他 对 三 维 空间 的 开 
创 性 想法 ,而 获 颁 1982 年 的 菲 尔 效 奖 . 


三 看 见 曙 光一 一 瑞 奇 流 


在 环 斯 顿 的 工作 之 后 ,数学 家 不 再 对 庞 加 莱 猜 想 是 否 正确 有 所 怀疑 ,开始 
有 数学 家 假设 庞 加 莱 猜 想 正确 ,然后 继续 做 进 一 层 的 探讨 及 研究 .而 另 一 方面 ， 
由 于 琴 斯 顿 预测 在 三 维 的 基本 类 型 上 , 均 存 在 好 的 距离 函数 ,这 也 意味 着 可 能 
可 以 用 分 析 的 办 法 来 解决 这 个 拓扑 的 问题 . 谈 到 几何 中 的 分 析 方 法 ,就 不 能 不 
提 另 外 一 个 数学 家 一 一 丘成桐 

丘成桐 是 1982 年 的 菲 尔 兹 奖 得 主 , 也 是 第 一 位 获 颂 这 个 奖项 的 华裔 数学 
家 .从 1970 年 代 中 期 起 ,当时 才 20 几 岁 的 丘成桐 与 一 群 合 作者 ,将 非 线性 分 析 
的 方法 及 技巧 大 量 地 引进 几何 问题 的 研究 ,并 接连 解决 许多 著名 的 猜想 及 重大 
结果 ,这 也 开创 了 一 个 现今 非常 重要 的 数学 领域 一 一 几何 分 析 (Geometric Anal- 
ysis) . 庞 加 莱 猜 想 的 解决 ,所 依赖 的 正 是 这 三 十 多 年 来 所 发 展 的 几何 分 析 知 识 . 

1979 年 ,丘成桐 和 孙 理 察 (Richard Schoen) 首 先 利用 极 小 曲面 的 分 析 理 论 来 
研究 三 维 拓扑 . 佩 雷 尔 曼 及 汉 米 尔 顿 分 析 瑞 奇 流 (Ricci Flow) 的 退化 行为 这 个 重 
要 问题 时 ,丘成桐 和 孙 理 察 的 上 述 结 果 居 于 关键 的 地 位 . 

丘成桐 对 庞 加 莱 猜 想 的 相关 研究 ,一直 非 常 注意 .在 琴 斯 顿 的 几何 化 猜想 
之 前 ,研究 庞 加 莱 猜 想 的 主要 拓扑 工具 ,是 迪 恩 引 理 (Dehn’s Lemma) 、 回 路 定理 
(Loop Theorem) 以 及 球 定理 (Sphere Theorem) .1981 年 , 密 可 斯 (William Meeks) 和 
丘成桐 利用 极 小 曲面 的 分 析 方 法 ,不 但 重新 证 明了 这 三 个 结果 ,同时 更 推广 到 
有 限 群 作用 下 的 等 价 观点 ,他们 也 因此 解决 一 个 知名 的 拓扑 问题 一 一 史密斯 猜 
想 (Smith Conjecture) . 

这 些 都 为 利用 几何 分 析 来 研究 拓扑 问题 的 威力 提供 有 利 的 佐证 ,更 进一步 
与 庞 加 莱 猜 想 密 切 相关 的 ,是 汉 米 尔 顿 在 1982 年 所 提出 的 瑞 奇 流 .所 谓 瑞 奇 
流 ,就 是 让 距离 函数 随 着 时 间 往 2 倍 瑞 奇 曲率 (Ricci Curvature) 的 相反 方向 变 
动 . 这 很 像 热传导 的 方式 ,虽然 一 开始 的 温度 并 不 一 定 均 匀 ,但 随 着 时 间 的 累 
积 ,温度 的 变化 会 遵循 热传导 方程 式 , 而 逐渐 地 均匀 化 ,使 得 各 处 的 温度 趋 于 相 
同 . 

我 们 期 望 瑞 奇 流 同 样 能 将 距离 函数 逐渐 均匀 化 ,最 后 变 成 处 处 相同 的 常 曲 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


率 距 离 度量 ,这 是 非常 自然 的 想法 ,但 其 中 的 困难 很 多 . 瑞 奇 流 与 热传导 方式 不 
同 ,不 只 牵涉 一 个 函数 ,而 是 许多 函数 ,或 者 更 正确 地 说 是 牵涉 所 谓 的 张 量 , 这 
是 一 个 复杂 的 非 线性 方程 组 ; 随 着 时 间 的 变动 ,可 能 很 快 就 会 产生 奇异 点 , 接 下 
来 要 怎样 继续 变动 .怎样 控制 ,全 部 是 困难 .在 汉 米 尔 顿 1982 年 的 文章 中 ,他 证 
明 当 瑞 奇 曲率 是 正 的 时 候 , 整 件 事 是 行 得 通 的 .丘成桐 对 汉 米 尔 顿 的 瑞 奇 流 研究 ， 
非常 关注 及 感 兴趣 ,他 向 汉 米 尔 顿 建议 可 以 用 瑞 奇 流 来 做 庞 加 莱 猜 想 . 

丘成桐 与 李 伟 光 在 1986 年 发 表 了 关于 热传导 方程 式 一 些 哈 纳 克 不 等 式 
( Harnack Inequality) 的 先 验 估计 ;丘成桐 建议 汉 米 尔 顿 在 瑞 奇 流 中 研究 及 推广 
相应 的 结果 ,他 相信 这 绝对 会 产生 很 重要 的 影响 . 

几 年 后 , 汉 米 尔 顿 果然 将 这 个 结果 推广 到 张 量 场 中 , 这 是 一 个 非常 重要 的 
结果 ,但 距离 解 开 庞 加 莱 猜 想 还 相当 远 ,因为 还 得 要 分 析 流 形 是 怎么 变化 .1995 
年 汉 米 尔 顿 发 表 一 篇 文章 ,讨论 在 瑞 奇 流 中 如 何 控制 奇异 点 的 形成 ,如 何 做 “ 手 
术 ”(Surgery) 及 流 形 的 分 解 ,使 瑞 奇 流 能 继续 进行 .这 往 证 明 庞 加 莱 猜 想 又 迈 前 
一 大 步 ,解决 这 个 世纪 谜团 似乎 已 经 指日可待 了 ,但 眼前 依然 有 几 个 重大 困难 
尚 待 克服 .首先 ,我们 是 否 能 控制 所 需 手术 的 次 数 ?” 再 者 ,经 手术 动作 的 瑞 奇 流 
的 解 ,其 几何 及 长 时 间 的 行为 是 否 都 能 被 充分 了 解 及 控制 ? 


\ 突 破 瓶颈 


从 1982 年 汉 米 尔 顿 提出 瑞 奇 流 后 ,这 个 领域 就 开始 莲 勃 发 展 ,丘成桐 有 许 
多 学 生 , 如 曹 怀 东 \ 周 培 能 . 施 皖 雄 等 都 对 这 个 领域 做 过 非常 重要 的 贡献 . 近 几 
年 ,中 国 中 山大 学 的 朱熹 平 及 陈兵 龙 ,也 获得 了 许多 非常 杰出 的 结果 . 瑞 奇 流 的 
研究 需要 用 到 许多 估计 及 分 析 , 是 个 不 容易 入 门 且 具 高 度 技术 的 领域 . 

2002 年 11 月 佩 雷 尔 曼 在 网 络 上 张贴 一 篇 文章 ,提出 一 些 开创 性 的 想法 来 
解决 汉 米 尔 顿 所 遭遇 到 的 困难 .他 的 作法 若 被 证 实 , 将 可 以 顺利 完成 汉 米 尔 顿 
所 起 始 的 ,利用 瑞 奇 流 来 解决 庞 加 莱 猜 想 及 几何 化 猜想 的 计划 . 

这 个 消息 不 但 震撼 了 从 事 瑞 奇 流 研究 的 数学 家 ,整个 数学 界 甚至 一 般 媒 体 
均 十 分 关注 .没有 人 知道 佩 雷 尔 曼 在 做 关于 瑞 奇 流 的 研究 ,但 他 的 文章 显示 出 他 
对 瑞 奇 流 相关 的 文献 及 结果 相当 熟悉 .虽然 大 家 都 对 这 个 消息 非常 振奋 ,然而 包 
括 瑞 奇 流 的 专家 ,都 很 难 在 短 时 间 内 完全 理解 及 验证 佩 雷 尔 曼 的 文章 内 容 . 

这 有 几 个 原因 ,首先 是 佩 雷 尔 曼 的 文章 写 得 相当 简洁 .他 在 文章 中 对 证 明 
提供 大 略 证 明 ,以 及 脐 测 的 想法 ,有 很 清楚 的 区 分 .然而 ,即使 他 认为 已 经 证 明 
的 部 分 ,也 仅 是 将 重要 的 步骤 及 结果 提纲 大 领 地 写 出 来 . 佩 雷 尔 曼 思 索 这 个 问 
题 将 近 十 年 ,有 些 想 法 或 许 对 他 而 言 再 清楚 不 过 了 ,但 在 这 段 时 间 内 , 佩 雷 尔 曼 
从 未 跟 其 他 人 沟通 交流 ,外 界 对 于 这 些 想法 及 概念 自然 不 熟悉 . 

男 外 一 个 原因 ,是 有 些 佩 雷 尔 曼 的 想法 从 其 他 领域 引入 ,这 对 做 瑞 奇 流 的 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


专家 而 言 ,是 不 熟悉 的 主题 ,而 对 这 些 主题 有 涉猎 的 人 , 则 可 能 完全 不 了 解 瑞 奇 
流 的 相关 研究 . 

佩 雷 尔 曼 在 前 苏联 的 圣彼得堡 大 学 取得 博士 学 位 ,1992 年 秋天 及 1993 年 
春天 分 别 访问 美国 纽约 大 学 及 石 溪 大 学 ,1993 ~ 1995 年 任教 于 伯克利 大 学 . 
1995 年 他 虽然 获得 一 些 美国 学 校 的 教 职 , 但 选择 回 到 故乡 圣彼得堡 . 

1992 ~ 1993 年 普林斯顿 高 等 研究 院 数学 所 的 主题 是 几何 ,包括 汉 米 尔 顿 的 
许多 知名 几何 学 家 都 在 那里 访问 . 当时 笔者 也 刚 毕 业 ,正在 高 等 研究 院 做 博士 
后 研究 ,我 记得 每 星期 佩 雷 尔 曼 都 会 从 纽约 来 听 汉 米尔 顿 的 课 及 参加 其 他 活 
动 .他 非常 害羞 ,几乎 都 是 独 来 独 往 ,但 当时 他 已 经 是 个 令 人 瞩目 的 新 秀 ,很 能 
洞悉 问题 的 本 质 ,并 提出 简洁 的 作法 . 

佩 雷 尔 曼 的 后 续 研 究 ,主要 是 探讨 一 种 流 形 的 极限 空间 上 的 性 质 . 正 因为 
这 样 的 背景 ,所 以 当 1993 年 汉 米 尔 顿 在 伯克利 向 他 提 及 利用 瑞 奇 流 来 作 庞 加 
莱 猜 想 和 几何 化 猜想 的 计划 ,以 及 其 中 所 遭遇 的 一 些 困 难 时 ,他 很 快 就 意识 到 
自己 在 这 种 极限 空间 上 一 个 关于 塌陷 (Collapsing) 的 结果 ,可 能 可 以 派 上 用 场 . 

汉 米 尔 顿 是 个 十 分 具有 原创 性 的 数学 家 ,他 习惯 用 自己 的 想法 解决 数学 问 
题 ,所 以 当 佩 雷 尔 曼 向 他 提出 自己 的 观察 时 ,他 可 能 完全 没有 放 在 心中 . 汉 米 尔 
顿 同时 是 个 热情 而 且 心 胸 开 阔 的 人 , 他 毫 无 保留 地 告诉 佩 雷 尔 曼 他 的 想法 , 包 
括 几 年 后 他 才 发 表 的 工作 (笔者 腾 测 是 1995 年 所 发 表 关于 奇异 点 的 分 析 及 流 
形 分 解 ). 

佩 雷 尔 曼 从 这 些 会 谈 及 汉 米 尔 顿 文章 中 学 习 瑞 奇 流 的 知识 ,所 以 虽然 佩 雷 
尔 曼 并 不 直接 受 教 于 汉 米 尔 顿 ,但 他 自 认为 是 汉 米 尔 顿 的 门徒 . 


五 、 褪 尽 迷 雾 ,展望 未 来 


佩 雷 尔 曼 2003 年 3 月 在 网 络 上 张贴 另 一 篇 22 页 的 文章 ,以 证 明 上 一 篇 中 
被 省 略 以 及 较 技 术 性 的 部 分 ,但 这 依然 不 能 理 清 众人 的 疑惑 .2003 年 4 月 他 应 
邀 到 美国 各 知名 大 学 演讲 访问 一 个 月 ,演讲 中 佩 雷 尔 曼 解答 大 家 所 提 的 一 些 问 
题 . 佩 雷 尔 曼 的 这 趟 旅程 显然 最 想 和 汉 米 尔 顿 见 面 讨论 ,但 或 许 整 件 事 的 发 展 
太 出 乎 汉 米 尔 顿 意料 ,他 们 之 间 并 没有 什么 互动 .同年 7 月 , 佩 雷 尔 曼 在 网 络 张 
贴 最 后 一 篇 7 页 的 文章 后 ,拒绝 提供 更 详尽 的 版 本 ,同时 也 不 回 大 部 分 人 的 电 
子 邮件 . 

有 些 数学 家 汲取 佩 雷 尔 曼 文章 中 的 部 分 想法 ,应 用 到 其 他 问题 ,并 且 得 到 
很 好 的 进展 .然而 庞 加 莱 猜 想到 底 解决 了 没 ? 谁 来 背书 及 验证 呢 ? 这 是 件 困难 
而 且 吃 力 不 讨 好 的 事 , 个 人 原先 的 研究 必须 先 放 在 一 边 ,投注 几 年 的 时 间 ,可 能 
最 后 没有 任何 收获 .而 由 于 无 法 理解 佩 雷 尔 曼 的 一 些 想法 及 所 使 用 的 工具 ,从 事 
瑞 奇 流 研究 的 数学 家 ,还 得 尝试 用 其 他 的 方法 来 证 明 及 补足 这 些 不 清楚 的 地 方 . 
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由 于 庞 加 菜 猜 想 是 克 莱 数 学 研究 所 悬赏 百 万 美金 的 七 大 问题 之 一 ,他 们 于 
2003 年 主动 委托 密 西 根 大 学 的 克 莱 那 (Bruce Kleiner) 和 洛 特 (John Lott) , LARA 
一 组 人 马 哥伦比亚 大 学 的 摩根 (John Morgan) 及 普林斯顿 大 学 的 田 刚 一 一 
来 检查 及 验证 佩 雷 尔 曼 的 工作 . 

克 莱 那 及 洛 特 陆续 在 网 络 上 发 表 检 查 的 进度 ,2006 年 5 月 他 们 在 网 络 上 张 
贴 较 完整 的 手稿 ;2006 年 6 月 ,中国 中 山大 学 朱 彭 平 及 美国 里 海 大 学 的 曹 怀 东 
则 在 《亚洲 数学 期 刊 》(The Asian Journal of Mathematics) 发 表 他 们 的 完整 证 明 ; 
2006 年 7 月 摩根 及 田 刚 也 在 网 络 上 发 表 他 们 的 结果 .大 家 一 致 确认 佩 雷 尔 曼 的 
想法 是 行 得 通 的 ,因此 庞 加 莱 猜 想 及 几何 化 猜想 已 经 顺利 被 解决 了 ! 

庞 加 莱 猜 想 的 解决 ,除了 结束 一 个 高 悬 已 久 的 重要 问题 及 世纪 难题 ,更 重 
要 的 是 ,我 们 希望 在 这 个 过 程 中 所 发 展 出 来 的 新 技巧 ,能 协助 我 们 解决 其 他 重 
要 问题 . 瑞 奇 流 是 一 个 复杂 的 非 线性 偏 微分 方程 组 ,这 是 数学 家 们 第 一 次 能 够 
完全 理解 复杂 的 偏 微分 方程 组 的 奇异 点 和 演化 .类 似 的 方程 组 在 自然 现象 中 比 
比 丝 是 ,例如 爱 因 斯 坦 方程 以 及 Navier Stokes 方程 等 ,解决 瑞 奇 流 的 方法 ,将 对 
这 些 自然 的 方程 的 研究 带 来 曙光 .另外 ,其 他 如 四 维 中 可 微 版 本 的 庞 加 莱 猜 想 、 
物理 中 重 整 化 群 的 概念 ,以 及 均 曲 率 流 等 , 亦 是 这 些 新 想法 可 能 会 派 上 用 场 的 
地 方 . 


1904 ~ 2006 年 庞 加 莱 猜 想 的 解 题 接 力 赛 
年 数学 家 对 庞 加 莱 猜 想 的 贡献 
1904 法 国 庞 加 莱 提 出 猜想 . 
1956 美国 米尔 勒 提出 一 个 相关 问题 的 反例 , 获 颁 1962 FIERAR. 
1960 | 美国 斯 梅 尔 证 明 五 维 以 上 维度 的 庞 加 莱 猜 想 ,获得 1966 FIEIRA K. 
美国 瑟 斯 顿 提 出 三 维 拓扑 分 类 一 些 更 细致 完整 的 影像 以 及 几何 化 猜想 , 获 
得 1982 年 菲 尔 效 奖 . 
美国 福 里 德 曼 解决 了 四 维 的 庞 加 莱 猜 想 ,获得 1986 年 菲 尔 兹 奖 ; 同 时 , 汉 米 
尔 顿 提 出 瑞 奇 流 . 
汉 米 尔 顿 发 表 文章 ,讨论 瑞 奇 流 如 何 控制 奇异 点 的 形成 ,以 及 手术 与 流 形 
的 分 解 ,使 瑞 奇 流 顺 利 进行 . 
俄国 佩 雷 尔 曼 在 网 络 张贴 第 一 篇 文章 ,提供 关于 几何 化 猜想 的 概略 证 明 ， 
随后 在 2003 年 3 月 及 7 月 贴 出 男 两 篇 . 
2006 美国 克 莱 那 和 洛 特 张贴 验证 佩 雷 尔 曼 证 明 的 较 完整 手稿 . 
中 国 朱 喜平 和 美国 曹 怀 东 在 亚洲 数学 期 刊 发 表 论 文 ,表示 完整 证 明了 庞 加 
莱 猜 想 及 几何 化 猜想 . 
2006 | 美国 摩根 和 田 刚 也 张贴 他 们 验证 佩 雷 尔 曼 证 明 的 文章 . 
2006 国际 数学 家 大 会 颁发 2006 年 菲 尔 兹 奖 给 佩 雷 尔 曼 ,但 他 拒绝 受奖 . 
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六 后 记 


庞 加 莱 猜 想 的 解决 ,以 及 佩 雷 尔 曼 不 同 于 一 般 人 的 抉择 ,引起 媒体 广泛 的 
报导 ,但 在 媒体 的 操作 下 ,也 引起 许多 扭曲 及 风波 纷扰 .例如 一 再 呈现 在 公众 面 
前 的 数学 家 形象 , 均 是 如 电影 “美丽 心灵 ”中 的 纳什 (John Nash) 或 现在 的 佩 雷 尔 
曼 等 较 殊 异 的 特例 .事实 上 ,数学 家 不 是 一 个 怪异 族群 ,大 部 分 都 和 其 他 人 一 
样 ,拥有 正常 的 人 际 关系 及 家 庭 生活 ,在 自己 工作 岗位 上 欧 兢 业 业 地 努力 ,才能 
在 研究 上 有 些许 的 突破 .2006 “ESE AK 2K 3 49 MIT FF (‘Terence Tao) 等 人 ,也 都 
和 佩 雷 尔 曼 一 样 杰出 ,我 们 可 以 预见 他 们 将 继续 引领 数学 界 数 十 年 的 发 展 , 然 
而 这 几 位 聪明 的 年 轻 数学 家 ,显然 都 被 媒体 忽略 了 . 

佩 雷 尔 曼 对 数学 研究 的 全 然 投入 与 执著 令 人 景仰 及 动容 ,他 的 物质 需求 很 
低 , 生 活 简单 得 近似 苦行 僧 , 他 认为 研究 的 努力 在 问题 被 解决 的 那 一 刻 , 即 已 得 
到 馈 赏 及 回报 ,并 不 需要 其 他 桂冠 .他 的 朋友 ,也 是 来 自前 苏联 的 史 丹 佛 大 学 教 
授 伊利 沙 柏 格 (Yakov Eliashberg) , 腑 测 当初 八 雷 尔 曼 会 离开 美国 回 到 圣彼得堡 
的 原因 , 正 是 为 了 专心 解决 庞 加 莱 猜 想 . 

佩 雷 尔 曼 的 特 立 独行 其 来 有 自 , 在 1990 年 代 他 就 曾 拒绝 接受 欧洲 数学 学 
会 颁 给 他 的 奖项 ,他 认为 他 们 无 法 评 断 他 的 工作 ; 1995 年 一 些 美 国 知名 大 学 邀 
请 他 申请 教 职 时 ,他 也 拒绝 寄 履历 表 及 推荐 信 , 因 为 如 果 他 们 了 解 他 的 工作 ,就 
不 需要 这 些 资料 ,如 果 需 要 这 些 资 料 , 则 显然 并 不 了 解 他 的 工作 . 佩 雷 尔 曼 希 望 
能 完全 不 受 外 界 干扰 地 做 他 自己 想 做 的 研究 ,外 界 及 媒体 过 多 的 关注 及 瞩目 ， 
或 许 才 是 佩 雷 尔 曼 再 度 封闭 自己 的 主要 原因 . 

除了 佩 雷 尔 曼 外 ,其 他 投入 这 项 研究 的 数学 家 同样 令 人 佩服 . 汉 米 尔 顿 投 
人 瑞 奇 流 的 研究 近 30 年 ,他 长 期 的 坚持 是 这 个 领域 能 开花 结果 的 主要 原因 ,期 
间 他 还 曾经 因为 发 表 的 论文 数量 不 够 多 ,而 没 得 到 美国 国 科 会 的 资助 ,但 他 并 
不 因此 而 放弃 .其 他 如 曹 怀 东 \ 周 培 能 ,也 都 是 长 期 耕耘 这 个 领域 的 专家 

妨 一 位 补充 庞 加 莱 猜 想 证 明 的 中 国 数学 家 朱熹 平 , 并 不 是 在 中 国 最 受 重视 
的 明星 学 者 ,他 在 转换 领域 时 ,曾经 四 五 年 没 发 表 什 么 文章 ,但 他 不 急功近利 和 
一 味 追 逐 论文 的 数量 ,而 是 踏实 地 持续 努力 ,坚持 做 重要 的 好 问题 .不 管 有 什么 
风波 及 纷扰 ,他 和 曹 怀 东 的 工作 毫 无 疑问 是 世界 最 顶尖 的 ,也 是 汉 米 尔 顿 眼中 
非常 杰出 的 研究 学 者 . 

丸 外 两 组 数学 家 克 莱 那 和 洛 特 以 及 摩根 和 田 刚 , 他 们 愿意 接受 委托 ,投注 
这 么 多 的 心力 ,检查 及 验证 佩 雷 尔 曼 的 论文 ,解答 众人 心中 的 疑惑 ,让 数学 界 能 
在 这 个 基础 上 继续 前 进 ,他 们 无 私 的 奉献 同样 令 人 由 衷 钦佩 . 

2006 年 7 月 丘成桐 院士 曾 在 台湾 召开 记者 会 ,说 明 曹 怀 东 和 朱熹 平 的 工 
作 .他 的 目的 有 两 个 ,一 个 是 鼓励 在 台湾 从 事 研究 的 数学 家 ,即使 不 是 身 处 世界 
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的 学 术 中 心 ,也 依然 能 够 像 朱 喜平 一 样 做 出 世界 一 流 的 工作 . 另 一 个 目的 , 则 是 
要 提醒 台湾 的 官员 及 学 术 界 ,不 要 一 味 追 逐 SCI 论文 数 ,研究 工作 的 质 远 比 量 
还 要 重要 .然而 可 惜 的 是 ,在 媒体 的 报导 下 ,大 家 的 焦点 均 落 在 克 莱 数 学 研究 所 
的 百 万 奖金 上 ,这 实在 是 扭曲 了 丘 院士 的 本 意 ! 


2 HERR MERZ 

佩 雷 尔 曼 是 一 位 俄罗斯 数学 家 .他 是 一 位 Ricci 流 的 专家 ,他 可 能 证 明了 数 
学 中 一 个 重要 的 未 解决 的 问题 : 庞 加 莱 猜 想 . 

佩 雷 尔 曼 在 著名 的 圣彼得堡 学 院 就 学 ,他 的 专业 深造 是 高 等 数学 和 物理 程 
序 .1982 年 他 参加 国际 数学 奥林匹克 竞赛 并 获 金牌 .他 在 圣彼得堡 国家 大 学 数 
学 和 机 械 系 获 博士 学 位 ,此 后 他 在 圣彼得堡 俄罗斯 科学 院 的 Steklov 数学 研究 
所 工作 . 

20 世纪 80 年 代 末 和 90 年 代 初 佩 雷 尔 曼 到 美国 多 所 大 学 工作 ,他 于 1995 年 
或 1996 年 回 到 俄罗斯 并 重新 在 Steklov 研究 所 工作 .到 2002 年 秋 为 止 他 以 他 在 
比较 几何 方面 的 工作 而 知名 .在 这 个 方面 他 获得 了 一 些 可 观 的 结果 . 

2002 年 11 月 他 在 预 印 本 文献 库 发 表 了 一 篇 文章 ,这 是 一 系列 文章 的 第 一 
篇 .这 些 文章 似乎 说 明 佩 雷 尔 曼 证 明了 几何 化 猜想 ,这 个 猜想 的 一 个 特殊 情况 
就 是 庞 加 莱 猜 想 .许多 人 认为 ,法 国 数学 家 享 利 庞 加 莱 于 1904 年 提出 的 庞 加 
莱 猜 想 是 拓扑 学 最 著名 的 未 解决 的 问题 .许多 数学 家 徒劳 地 试图 证 明 这 个 问 
题 , 克 莱 数 学 研究 所 为 它 的 解决 出 赏 金 100 万 美元 . 

佩 雷 尔 曼 的 解 题 方案 在 于 使 用 Ricci 流 来 改变 理 查 得 .哈密 尔 顿 的 几何 化 
方法 .与 直接 的 拓扑 学 方案 相 比 这 个 方案 似乎 更 可 行 . 

到 2004 年 9 月 为 止 , 数 学界 仍 在 检查 佩 雷 尔 曼 的 证 明 ,他 本 人 在 一 些 知 名 
的 大 学 里 讲课 来 解释 他 在 预 印 本 文献 库 发 表 的 文章 中 的 证 明 . 

有 人 怀疑 假如 他 的 证 明 被 确认 是 正确 的 ,他 是 否 会 获得 那 100 万 美元 奖 
金 .20 世纪 90 年 代 初 他 拒绝 接受 欧洲 数学 协会 的 一 个 奖金 .有 人 说 他 “非常 不 
物质 主义 ” ,至今 为 止 他 也 不 打算 将 他 的 证 明 发 表 在 任何 由 同行 评价 的 数学 杂 
志 上 .而 在 一 份 同行 评价 的 杂志 上 发 表 其 证 明 是 获得 该 奖金 的 条 件 之 一 . 另 一 
方面 ,至 今 为 止 其 他 数学 家 对 他 在 预 印 本 文献 库 上 发 表 的 文章 的 检查 已 经 远 超 
过 了 杂志 中 的 同行 评价 ,该 奖金 的 委员 会 表示 在 这 种 情况 下 它 可 能 修改 获得 奖 
金 的 条 件 ,对 预 印 本 文献 库 来 说 ,这 是 一 个 非常 重要 的 步骤 ,因为 它 可 能 将 预 印 
本 文献 库 提 高 到 与 传统 出 版 物 相 同 的 地 位 . 

美国 《4 科学 杂志 公布 了 该 刊 评选 出 的 2006 年 度 十 大 科学 进展 ,其 中 科学 
家 证 明 庞 加 莱 猜 想 被 列 为 头号 科学 进展 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


《科学 杂志 说 ,科学 家 们 在 2006 年 完成 了 “数学 史上 的 一 个 重要 章节 ”, 这 
个 “有 关 三 维 空间 抽象 形状 "的 问题 终于 被 解决 . 庞 加 莱 猜 想 属 于 数学 中 的 拓扑 
学 分 支 ,1904 年 由 法 国 数学 家 庞 加 莱 提 出 , 即 如 果 一 个 封闭 空间 中 所 有 的 封闭 
曲线 都 可 以 收缩 成 一 点 ,那么 这 个 空间 一 定 是 三 维 圆 球 . 百 余年 来 ,数学 家 们 为 
证 明 这 一 猜想 付出 了 艰辛 的 努力 . 

被 称 为 数学 隐士 的 俄罗斯 数学 家 佩 雷 尔 曼 在 证 明 庞 加 莱 猜 想 过 程 中 发 挥 
了 最 为 重要 的 作用 ,后 来 三 个 独立 的 小 组 又 进一步 填补 了 佩 雷 尔 曼 证 明 中 缺失 
的 关键 细节 ,百年 难题 终 获 破解 .《 科 学 》 杂 志 称 ,科学 家 们 已 经 达成 共识 ,认为 
这 一 猜想 已 经 被 证 明 . 

2006 年 菲 尔 兹 奖 得 主 之 一 俄罗斯 数学 家 格 里 戈 里 ' 佩 雷 尔 曼 是 一 个 神秘 
人 物 .自从 在 因特网 上 发 表 3 篇 庞 加 莱 猜 想 的 关键 论文 之 后 不 久 , 佩 雷 尔 曼 就 
不 再 露面 ,甚至 连 菲 尔 兹 奖 可 能 也 无 法 把 他 吸引 出 来 . 

实际 上 , 佩 雷 尔 曼 在 他 的 学 术 生 涯 中 曾 多 次 拒绝 荣誉 或 奖项 .1995 年 ,他 
拒绝 斯 坦 福 大 学 等 一 批 美国 著名 学 府 的 邀请 ;1996 年 ,他 拒绝 接受 欧洲 数学 学 
会 颁发 的 杰出 青年 数学 家 奖 . 

Á 2002 年 11 月 起 , 佩 雷 尔 曼 先 后 把 3 页 简短 的 论文 贴 到 互联 网 上 ,宣布 
他 解决 了 七 大 数学 难题 之 一 的 “ 庞 加 莱 猜 想 ”.4 个 月 后 佩 雷 尔 曼 又 在 网 上 公布 
了 第 二 份 报告 ,介绍 了 证 明 的 更 多 细节 .同时 他 也 通过 电子 邮件 与 该 领域 的 少 
数 专家 进行 交流 . 

但 是 ,旋风 般 地 在 美国 进行 了 巡回 演讲 并 取得 成 功 后 , 佩 雷 尔 曼 于 2003 年 
春 从 人 们 的 视线 里 消失 , 留 下 全 世界 数学 家 费 尽心 力 一 行 一 行 地 梳理 他 的 论 
文 ,填补 细节 并 寻找 论文 在 逻辑 上 的 漏洞 . 

“如 果 有 人 对 我 解决 问题 的 方式 感 兴趣 , 它 就 在 那 ." 佩 雷 尔 曼 说 ,“ 我 公布 
了 所 有 的 计算 .这 是 我 能 提供 给 公众 的 .” 

美国 《纽约 时 报 》 近 日 的 一 篇 报道 ,开头 就 是 “ 佩 雷 尔 曼 ,你 在 哪里 ?” 据 说 ， 
美国 数学 界 对 这 位 天 才 极 其 佩服 ,但 他 拒绝 了 斯 坦 福 大 学 、 普 林 斯 顿 高 等 研究 
院 等 著名 学 府 的 聘请 ,而 宁可 "在 圣彼得堡 附近 的 森林 里 找 蘑 菇 ”. 

美国 数学 家 说 ,不 修 边 幅 的 佩 雷 尔 曼 “友善 而 害羞 ,对 一 切 物质 财富 不 感 兴 
BR” ,他 “似乎 不 是 生活 在 这 个 世界 的 人 ”. 纽 约 州 立 大 学 数学 家 迈克 尔 :安德森 
说 ,“ 佩 雷 尔 曼 来 过 了 ,解决 了 问题 ,其 他 的 一 切 对 于 他 都 是 肤浅 的 .” 

佩 雷 尔 曼 的 拒 领 大 奖 和 深 居 简 出 引起 了 人 们 的 猜疑 ,一 些 人 认为 他 也 许 正 
在 攻克 其 他 什么 学 术 难 题 . 

佩 雷 尔 曼 曾 在 圣彼得堡 接受 采访 时 表示 ,自己 根本 不 值得 人 们 如 此 关注 . 
他 说 :“ 我 不 认为 自己 说 的 话 能 引起 公众 的 兴趣 .我 不 说 ,是 因为 我 重视 隐私 ,而 

名 不 是 我 隐藏 了 自己 正在 做 的 事情 .没有 什么 所 谓 的 顶级 计划 正在 进行 .我 只 是 
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认为 公众 对 我 根本 没有 兴趣 .” 

据 俄罗斯 数学 家 诺 维 科 夫 介 绍 , 佩 雷 尔 曼 早 在 1992 年 就 已 开始 了 “ 庞 加 莱 
猜想 "的 证 明 ,在 此 后 漫长 的 过 程 中 , 佩 雷 尔 曼 除 了 这 个 猜想 心中 已 经 没有 其 
他 . 

不 管 清贫 与 否 , 佩 雷 尔 曼 生 活 简单 是 无 疑 的 . 据 他 的 邻居 们 说 , 佩 雷 尔 曼 一 
直 过 着 隐居 的 生活 .除了 会 定时 光顾 离 家 不 远 的 一 个 副食 商店 外 ,他 基本 不 离 
开 自 己 的 家 

据 该 副食 商店 商品 检验 员 奥 丽 加 : 明 芯 和 塔 季 扬 娜 * 波 里 亚 科 娃 介绍 ,许多 
年 来 , 佩 雷 尔 曼 买 的 东西 基本 没有 改变 过 :一 个 黑 面包 ,一 包 通 心 粉 , 比 非 多 克 
牌 和 比 菲 来 弗 牌 酸奶 .水 果 部 那 边 他 几乎 都 不 过 去 ,进口 苹果 和 橙子 他 似乎 买 
不 起 .他 也 不 买 酒水 和 其 他 多 余 的 东西 .总 之 ,“ 只 买 那些 很 便宜 又 好 做 的 简单 
食品 .” 

是 否 因为 像 外 界 所 传言 “ 因 路 费 问题 " 佩 雷 尔 曼 才 未 去 领 奖 时 , 基 斯 里 亚 科 
夫 否 认 了 这 种 可 能 ,因为 国际 数学 家 大 会 组 委 会 会 为 他 支付 一 切 相关 费用 . 另 
外 ,拒绝 领取 奖章 和 接受 奖金 是 两 码 事 .据悉 ,即使 佩 雷 尔 曼 没 有 到 颁奖 现场 ， 
美国 克 莱 数 学 研究 所 也 须 在 2 年 内 就 该 问题 成 立 专门 委员 会 ,来 最 终 决 定 是 否 
给 他 颁发 这 笔 奖金 . 

“一 身 黑色 的 衣服 ,长 长 的 头发 ,长 长 的 指甲 ,一 成 不 变 的 食品 ,总 是 在 同一 
个 时 间 来 商店 ……” 

如 果 这 笔 奖金 最 终 送 达 佩 雷 尔 曼 手 里 ,也 许 他 应 该 考虑 整理 一 下 服饰 , 顺 
便 购 物 时 多 些 花样 ,以便 奥 丽 加 ' 明 茨 和 塔 季 扬 娜 ' 波 里 亚 科 娃 不 再 觉得 他 像 上 
面 那样 ,如同 幽 灵 . 


3 AAF 


RAF, F , 1982 年 本 科 毕 业 于 中 山大 学 数学 系 ,1984 年 在 中 山大 学 数学 
系 取得 硕士 学 位 ,1989 年 在 中 国 科学 院 武汉 数学 物理 研究 所 取得 博士 学 位 . 现 
任 中 山大 学 数学 系 教授 、 博 士 生 导师 ,数学 与 计算 科学 学 院 院 长 ,兼任 广东 省 数 
学 学 会 理事 长 ,中 国 科学 院 晨 兴 数 学 中 心 学 术 委员 会 委员 ,浙江 大 学 数学 科学 
研究 中 心 顾问 . 朱 意 平 于 1991 年 获 中 国 科 学 院 自然 科学 二 等 奖 ,于 1997 年 人 
选 教育 部 “ 跨 志 纪 人 才 培 养 计划 ”, 1998 年 获 国家 杰出 青年 基金 , 列 人 1999 年 度 
人 事 部 “ 百 千 万 人 才 工 程 ” 第 一 、 第 二 层次 人 选 , 并 于 2001 年 被 聘 为 教育 部 “长 
江 学 者 奖励 计划 ”特聘 教授 ,2004 年 获得 全 球 华 人 数学 家 大 会 颁发 的 晨 兴 数学 
银 奖 . 
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丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


4 tmk 


曹 怀 东 :Lehigh 大 学 数学 系 讲座 教授 . 

曹 怀 东 教授 是 美国 里 海 (Lehigh) 大 学 数学 系 的 A. Everett Pitcher 讲座 教授 . 

曹 怀 东 1981 年 本 科 毕 业 于 清华 大 学 ,1986 年 在 Princeton 大 学 数学 系 获得 
博士 学 位 , 师 从 著名 数学 家 丘成桐 . 曹 怀 东 主 要 从 事 的 研究 领域 是 微分 几何 学 ， 
涉及 Kahler-Ricci 流 数学 物理 等 众多 方面 . 

曹 怀 东 曾 获 得 Alfred P. Sloan 基础 研究 奖金 (1991 ~ 1993), John Simon 
Guggenheim 基金 会 奖金 (2004) 等 ,是 国际 著名 数学 杂志 Journal of Differential 
Geometry 的 执行 主编 . 

曹 怀 东 以 及 另 一 位 Yau 的 学 生 周 培 能 (Bennett Chow) Æ Ricci 流 的 研究 中 
做 出 了 许多 重要 的 工作 ,受到 Ricci 流 理论 的 创始 者 美国 科学 院 院 士 理 查 德 . 哈 
密 尔 顿 的 高 度 评价 . 

令 人 特别 佩服 的 是 , 曹 怀 东 在 国外 的 前 4 篇 文章 ,分 别 发 表 在 1985, 1986, 
1990, 1992 年 的 Inventiones Mathematicae 上 .一般 认 为 ,目前 最 顶尖 的 数学 综合 性 
杂志 (不 包括 JDG, Topology 这 样 的 专业 性 顶尖 杂志 ) 是 Inventiones Mathematicae , 
Annals of Mathematics , Acta Mathematica 以 及 Jounal of AMSo .国内 的 教授 如 果 能 
有 一 篇 论文 发 在 上 述 杂 志 上 ,基本 上 评 博 导 是 没有 问题 的 . 

哈密 尔 顿 从 Eells-Sampson 的 调和 映照 热流 的 工作 受到 启发 ,在 1982 年 的 
文章 中 首先 引入 Ricci 流 的 概念 ,就 是 从 一 个 给 定 的 初始 黎 曼 度量 出 发 ,依照 其 
Ricci 曲率 的 变化 ,通过 解 一 个 抛物 型 的 发 展 方程 ,得 到 一 个 单 参数 族 的 黎 曼 度 
量 , 最 后 希望 证 明 当 参数 趋 于 无 穷 时 ,收敛 到 一 个 常 曲 率 的 度量 . 

哈密 尔 顿 在 1982 年 证 明了 三 维 闭 流 形 上 当初 始 度量 具有 正 的 Ricci 曲率 
时 ,Ricci 流 方程 的 解 在 任意 时 刻 都 存在 ,并 且 收 敛 到 一 个 正 的 常 截 曲率 度量 . 
大 家 回忆 一 下 庞 加 莱 猜 想 , 闭 的 单 连通 3 维 拓扑 流 形 若 和 3 维 球面 有 相同 的 同 
调 群 (或 等 价 地 说 ,和 3 维 球面 同 伦 ) , 则 其 实 同 胚 于 3 维 球面 .而 哈密 尔 顿 的 这 
个 曾 又 动 一 时 的 发 现 使 得 我 们 只 要 证 明 任 何 一 个 闭 的 3 维 同 伦 球面 上 都 存在 
正 的 Ricci 曲率 度量 ,就 证 明了 庞 加 莱 猜 想 .这 个 猜想 是 庞 加 莱 在 1904 年 提出 
来 的 .这 是 一 个 让 无 数 拓扑 学 家 迷恋 的 难题 ,错误 的 证 明 层 出 不 穷 ,对 它 的 研究 
极 大 地 推动 了 3 维 拓 扑 学 的 发 展 .人 们 把 它 推广 到 高 维 情形 的 广义 庞 加 莱 猜 
想 , 是 说 n 维 闭 流 形 若 同 伦 于 n 维 球面 , 则 其 实 同 胚 于 n 维 球面 . n >4 被 Smale 
证 明 ,n =4 被 Freedman 证 明 .Thurston 从 更 高 的 观点 考虑 庞 加 莱 猜 想 ,提出 了 椭 
圆 化 猜想 ,是 说 每 个 具有 有 限 基本 群 的 闭 的 3 维 流 形 上 ,都 存在 正 的 常 曲率 度 
量 . 由 于 具有 常 正 曲 率 的 3 维 流 形 都 以 3 维 球面 为 它 的 万 有 覆盖 . 
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所 以 从 这 个 椭圆 化 猜想 就 可 以 推出 庞 加 莱 猜 想 .椭圆 化 猜想 是 更 广 的 
Thurston 几何 化 猜想 的 一 个 特例 (对 应 球面 几何 情形 ) . Smale, Freedman , Thurston 
都 是 由 于 以 上 这 些 所 提 到 的 工作 ,获得 了 菲 尔 兹 奖 .可 见 这 个 问题 的 重要 . 

由 于 一 般 来 说 ,Ricci 流 方程 的 解 在 有 限时 间 后 会 出 现 奇 点 ,所 以 哈密 尔 顿 
又 引入 了 对 拓扑 流 形 进行 外 科 手 术 的 技巧 ,和 分 析 工 具 结 合 使 用 ,得 到 了 一 大 
批 激动 人 心 的 结果 ,建立 起 了 一 整套 的 证 明 Thurston 几何 化 猜想 的 框架 .他 的 
工作 ,使 得 人 们 相信 ,只 要 沿 着 Ricci 流 的 方向 走 下 去 ,迟早 能 解决 这 个 让 拓扑 
学 家 无 能 为 力 的 难题 .最 近 , 俄 国 数学 家 佩 雷 尔 曼 宣 称 已 经 完全 证 明了 哈密 尔 
顿 框架 里 的 关键 步骤 ,从 而 也 彻底 解决 了 Thurston 的 几何 化 猜想 .他 的 工作 虽 
然 还 在 审查 中 ,但 从 目前 得 到 的 信息 来 看 ,是 非常 乐观 的 .可 以 确定 的 是 , 佩 雷 
尔 曼 的 工作 极 大 地 推动 了 Ricci 流 的 发 展 , 促 进 了 分 析 学 和 拓扑 学 的 融合 . 


5 da 


想起 数学 家 ,我 们 自然 会 想起 国际 数学 界 的 泰斗 .2002 年 国际 数学 家 大 会 
名 誉 主席 陈省身 先生 ,他 一 生 不 仅 在 几何 学 上 取得 巨大 的 成 就 ,还 为 祖国 培养 
了 很 多 世界 级 的 数学 家 , 吴 文俊 是 其 中 一 位 .而 我 们 今天 要 介绍 的 这 位 潮汕 人 
则 是 他 的 另 一 位 高 徒 , 他 于 1983 年 获得 菲 尔 效 奖 ,这 是 世界 数学 领域 的 诺 贝尔 
奖 ,直到 今天 ,他 还 是 华人 中 唯一 的 获奖 者 ,这 个 殊荣 就 连 陈省身 先生 都 没有 获 
得 过 ,他 就 是 丘成桐 

丘成桐 26 岁 便 登峰造极 ,成 就 了 一 生 的 辉煌 .他 最 重要 的 工作 在 26 岁 之 
前 就 完成 了 . 几 十 年 来 他 对 数学 永 不 停歇 的 追求 ,让 他 的 名 字 在 几何 ,拓扑 和 理 
论 物理 学 界 儿 乎 无 处 不 在 .国外 一 个 很 有 名 的 数学 家 劳 森 说 ,他 和 丘 教 授 合作 
的 时 候 , 丘 教授 还 没 毕 业 , 但 当时 他 就 感觉 到 这 个 年 轻 人 的 名 字 将 会 在 几何 领 
域 里 处 处 稠密 ,但 他 没有 想到 如 今 这 个 名 字 在 理论 物理 界 也 是 处 处 稠密 .大 家 
应 该 有 稠密 这 个 概念 ,就 是 说 总 是 能 听 到 看 到 这 个 名 字 , 比如 说 开 超 弦 大 会 , 卡 
HEEE - 丘 流 形 ,几乎 每 一 个 演讲 里 都 会 提 到 这 个 名 词 . 

几 十 年 来 数学 就 是 他 的 生活 ,他 的 娱乐 ,他 的 生命 . 跟 他 在 一 起 很 累 ,因为 
你 要 不 停 地 跟着 他 的 脑子 想 数 学 .与 他 相处 ,开始 时 或 许 你 不 会 觉得 他 有 任何 
过 人 之 处 ,大 家 看 他 也 许 普 普 通通 ,其 至 连 普通 话 都 讲 得 不 是 很 清楚 .但 在 讨论 
问题 的 时 候 , 他 直达 难题 本 质 的 气魄 ,只 能 是 天 生 才 有 ,这 是 天 生 的 大 气 掀 . 因 
为 解决 问题 时 ,一般人 有 时 总 想 要 一 点 小 技巧 ,可 他 碰 到 难题 就 是 硬 要 把 它 砸 
开 .有 人 称 他 是 数学 界 的 “凯撒 大 帝 ”. 

他 似乎 是 为 数学 而 生 , 数 学 因 他 变 得 更 精彩 ,他 做 人 、 做 事 、 做 学 问 ,都 有 一 种 
KAKE .征服 一 切 的 勇气 ,在 数学 内 外 他 都 有 着 无 与 伦比 的 影响 力 和 感染 力 . 
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丘成桐 1949 年 出 生 于 广东 汕头 ,后 全 家 定居 香港 .父亲 曾 在 香港 香江 学 院 
及 香港 中 文大 学 的 前 身 崇 基 学 院 任 教 . 父 教 母 慈 ,童年 的 丘成桐 无 忧 无 虑 ,成 绩 
优异 .但 在 他 14 岁 那 年 ,父亲 突然 辞世 ,一 家 人 顿时 失去 经 济 来 源 .尽管 丘成桐 
不 得 不 一 边 打 工 一 边 学 习 , 却 仍然 以 优异 成 绩 考 人 香港 中 文大 学 数学 系 . 

他 中 学 的 时 候 逃 学 一 年 ,曾经 成 绩 很 差 , 差 一 点 落榜 .19 岁 的 时 候 来 到 美 
国 伯 克利 ,“21 岁 毕 业 时 就 注定 要 改变 数学 的 面貌 .这 是 几 年 前 加 州 大 学 洛 杉 
矶 分 校 希 望 把 丘成桐 聘请 过 来 的 时 候 , 系 里 讨论 时 一 个 年 纪 很 大 的 几何 学 家 引 
用 陈省身 先生 说 的 一 句 话 .他 10 年 之 后 成 为 数学 界 的 一 代 天 骄 .从 他 人 学 伯 克 
利 到 在 世界 数学 家 大 会 做 一 小 时 报告 还 不 到 10 年 , 当年 他 只 有 28 岁 ,也 是 在 
那 一 年 ,陈景润 先生 被 邀请 作 45 分 钟 的 报告 .这 期 间 他 证 明了 卡拉 比 猜想 、 正 
质量 猜想 ,开创 了 一 个 鼎新 的 领域 :几何 分 析 . 

1981 年 ,他 32 岁 时 ,获得 了 美国 数学 会 的 维 布 伦 (Veblen) 奖 一 一 这 是 世界 
微分 几何 界 的 最 高 奖项 之 一 ;1983 年 ,他 被 授予 非 尔 兹 ( Fields) 奖 章 一 一 这 是 世 
界 数学 界 的 最 高 荣誉 ;1994 年 ,他 又 荣获 了 克 劳 福 (Crawford) 奖 . 

除 此 之 外 ,他 还 获得 过 美国 国家 科学 奖章 和 加 利 福 尼 亚 州 最 优秀 的 科学 家 


大 学 期 间 , 他 以 三 年 时 间 修 完全 部 必修 课程 ,还 阅读 了 大 量 课外 资料 .他 的 
突出 成 绩 和 钻研 精神 为 当时 的 美 籍 教授 萨 拉 夫 所 赏识 , 萨 拉 夫 力荐 他 到 美国 加 
利 福 尼 亚 大 学 伯克利 分 校 攻读 博士 研究 生 .20 世纪 70 年 代 左 右 的 伯克利 分 校 
是 世界 微分 几何 的 中 心 ,云集 了 许多 优秀 的 几何 学 家 和 年 轻 学 者 .在 这 里 , 丘 成 
桐 得 到 IBM 奖学金 ,并 师 从 著名 微分 几何 学 家 陈省身 . 


5.2 we 


数学 是 奇妙 的 ,也 是 艰 涩 的 .即使 是 立志 在 数学 领域 建功 立业 的 年 轻 学 生 ， 
能 坚持 到 最 后 并 出 成 果 的 ,也 是 密 若 晨星 .丘成桐 正 可 谓 是 这 样 一 颗 “ 晨 星 ”. 常 
党 有 这 样 的 情景 一 一 借 大 的 教室 中 ,听课 的 学 生 越 来 越 少 ,最 后 竞 然 只 剩 下 教 
授 一 人 面 对 讲 台 下 唯一 的 学 生 悉 心 教 诲 .这 唯一 的 学 生 , 就 是 丘成桐 .到 伯克利 
分 校 学 习 一 年 后 ,丘成桐 便 完成 了 他 的 博士 论文 ,文中 巧妙 地 解决 了 当时 十 分 
著名 的 “ 沃 尔 夫 猜测 ”. 他 对 这 个 问题 的 巧妙 解决 ,使 当时 的 世界 数学 界 意识 到 
一 个 数学 新 星 的 出 现 . 

丘成桐 取得 博士 学 位 后 ,在 应 邀 前 往 普 林 斯 顿 高 等 研究 院 访 问 的 一 年 中 ， 
他 结识 了 许多 年 轻 的 世界 一 流 数 学 家 ,完成 了 两 篇 论文 .1972 年 秋 , 年 仅 23 岁 
的 丘成桐 应 邀 来 到 纽约 大 学 石 溪 分 校 担 任 副教授 ,又 完成 了 几 篇 论文 .在 1973 
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年 美国 数学 会 举行 的 微分 几何 大 会 上 ,丘成桐 做 了 三 个 学 术 报 告 ,以 卓越 的 能 
力 和 杰出 的 贡献 ,向 数学 界 显示 了 自己 在 微分 几何 领域 的 领先 水 平 .这 一 年 是 
丘成桐 数学 事业 上 十 分 重要 的 一 年 ,他 完成 了 题 为 "完备 黎 曼 流 形 上 调和 函数 ” 
的 著名 论文 ,用 他 自己 的 话说 ,这 篇 文章 是 他 数学 生涯 的 转折 点 .实际 上 ,该 文 
莫 定 了 他 应 用 分 析 方 法 的 基本 思想 和 技巧 . 

丘成桐 最 重要 、 最 有 影响 的 工作 是 对 “卡拉 比 猜想 ”的 证 明 . 他 是 在 1976 年 
底 用 强 有 力 的 偏 微分 方程 估计 解决 了 这 一 问题 的 .在 解决 “卡拉 比 猜想 ”的 同 
时 ,他 还 证 明了 负 定 第 一 陈 类 的 紧 克 勒 流 形 上 克 勒 - 爱 因 斯 坦 度量 的 存在 性 . 

1976 年 ,丘成桐 被 提升 为 斯 坦 福 大 学 数学 教授 . 1978 年 ,他 应 邀 在 芬兰 举 
行 的 世界 数学 大 会 上 做 题 为 “微分 几何 中 偏 微分 方程 应 用 ”的 学 术 报告 .这 一 报 
告 代 表 了 20 世纪 80 年 代 前 后 微分 几何 的 研究 方向 方法 及 其 主流 .这 之 后 ,他 
又 解决 了 正 质量 猜测 ”等 一 系列 数学 领域 难题 . 

丘成桐 的 研究 工作 深刻 又 广泛 ,涉及 微分 几何 的 各 个 方面 ,成 果 累 累 .1989 
年 ,美国 数学 会 在 洛杉矶 举行 微分 几何 大 会 ,丘成桐 作为 世界 微分 几何 的 新 一 
代 领 导 人 出 任 大 会 主席 . 


5.3 ”精神 


命运 是 公平 的 ,奖章 、 荣 誉 授予 了 那个 在 教室 中 坚持 到 最 后 的 人 .这 ,并 没 
有 让 丘成桐 止步 不 前 ,他 继续 进行 着 大 量 繁 杂 的 研究 工作 ,并 不 断 取得 成 就 . 

坚韧 .坚持 ,忽而 不 舍 , 这 就 是 丘成桐 的 精神 .当然 ,也 不 是 每 个 有 着 这 样 精 
神 的 人 都 能 取得 丘成桐 一 样 的 成 就 .数学 需要 勤奋 ,更 需要 天 才 .正如 著名 数学 
家 尼 伦 伯 格 所 说 ,丘成桐 “不 仅 具 备 几何 学 家 的 直观 能 力 ,而 且 兼 有 分 析 家 的 才 
能 ”. 著 名 数学 家 郑 绍 远 先生 回忆 说 ,对 于 许多 艰深 的 数学 问题 ,丘成桐 已 思考 
了 近 20 年 ,虽然 仍 未 解决 ,他 还 是 没有 轻易 放弃 . 

丘成桐 对 中 国 的 数学 事业 一 直 非 常 关心 .从 1984 年 起 ,他 先后 招收 了 十 几 
名 来 自 中 国 的 博士 研究 生 , 要 为 中 国 培养 微分 几何 方面 的 人 才 . 他 的 做 法 是 ,不 
仅 要 教 给 学 生 一 些 特殊 的 技巧 ,更 重要 的 是 教会 他 们 如 何 领 会 数学 的 精辟 之 
处 .他 的 学 生 田 刚 ,也 于 1996 年 获得 了 维 布 伦 奖 ,被 公认 为 世界 最 杰出 的 微分 
几何 学 家 之 一 . 

数学 是 奇妙 的 ,只 有 忽而 不 舍 才 能 探求 其 中 真 说 .对 于 丘成桐 这 样 的 数学 
家 来 说 ,这 种 探求 不 但 是 人 生 的 意义 ,也 是 人 生 的 乐趣 . 

丘成桐 不 是 一 个 完 人 ,但 绝对 是 一 个 伟大 的 数学 家 .你 可 以 不 喜欢 这 个 人 ， 
但 你 不 可 能 不 喜欢 他 的 数学 ,他 证 明了 许多 妙 不 可 言 的 定理 .大 家 如 果 学 数学 ， 
读 到 研究 生 的 话 你 就 会 知道 他 的 定理 非常 美妙 ,他 对 卡拉 比 猜想 的 证 明 毫 无 疑 
问 是 数学 中 最 深刻 的 理论 之 一 ,尤其 是 在 超 弦 理 论 中 应 用 之 广 不 可 思议 . 

几 十 年 来 , 丘 先生 不 仅 时 刻 把 握 着 数学 与 物理 跳动 的 脉搏 ,引导 着 世界 数 
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学 发 展 的 潮流 ,还 一 直 怀 着 一 颗 赤 子 之 心 ,关心 和 帮助 着 中 国 数学 的 进步 .他 培 
养 了 众多 的 华人 数学 家 .他 的 学 生 和 博士 后 在 国外 各 个 重要 的 大 学 里 几乎 
都 有 . 


5.4 尾声 


他 创建 了 4 个 数学 中 心 ,目的 就 是 为 培养 中 国 的 一 代 年 轻 人 ,他 把 它 作为 
自己 一 生 事业 的 重点 .现在 他 每 天 忙 着 待人 接 物 ,其 实 很 多 目的 是 捐款 ,希望 能 
够 为 国家 省 一 些 钱 ,用 富商 们 的 捐款 来 培养 中 国 的 年 轻 人 . 丘 教授 的 目标 就 是 
希望 过 5 年 .10 年 能 够 再 培养 出 几 个 朱熹 平 .他 创办 了 世界 华人 数学 家 大 会 ， 
让 无 数 海内 外 数学 家 受益 . 

一 些 仰 望 他 的 无 名 学 子 , 有 幸 成 为 他 的 弟子 ,又 成 为 他 的 合作 者 和 朋友 , 相 
互 的 交往 让 这 些 学 子 对 他 的 尊敬 和 爱戴 与 日 俱 增 .做 学 生 时 看 到 波士顿 的 科学 
博物 馆 里 数学 馆 的 墙壁 上 独 刻 着 几 十 个 当代 伟大 数学 家 的 名 字 , 其 中 有 3 个 中 
国人 :华罗庚 、 陈 省 身 、 丘 成 桐 . 丘 教授 的 名 字 刻 上 去 的 时 候 才 三 十 几 岁 .到 如 今 
想到 几何 ,想到 物理 ,想到 中 国 的 科学 ,当今 世上 任何 一 个 数学 家 或 者 物理 学 家 
都 会 想到 这 个 名 字 一 一 丘成桐 ,一 个 镑 刻 在 数学 史上 的 中 国人 的 名 字 


Rau 


1936 年 开始 颁发 的 菲 尔 兹 (Fields) 奖 被 称 为 数学 界 的 诺 贝 尔 奖 . 

菲 尔 效 奖 是 以 已 故 的 加 拿 大 数学 家 .教育 家 J.C dE (Fields) AMER At 
名 的 ,中 文 全 名 A AIT AER. 

菲 尔 兹 奖 是 最 著名 的 世界 性 数学 奖 , 由 于 诺 贝 尔 奖 没有 数学 奖 , 因 此 也 有 
人 将 菲 尔 兹 奖 誉 为 数学 中 的 “ 诺 贝 尔 奖 ”. 

J"C: 非 尔 兹 1863 年 5 月 14 日 生 于 加 拿 大 滥 太 华 .他 11 岁 丧 父 ,18 HE 
母 ,家 境 不 算 太 好 .J.C: 非 尔 兹 17 岁 进 入 多 伦 多 大 学 攻读 数学 ,24 岁 时 在 美国 
的 约翰 ' 霍 普 金 斯 大 学 获 博士 学 位 ,26 岁 任 美国 阿 勒 格 尼 大 学 教授 .1892 年 他 
到 巴黎 、 柏 林学 习 和 工作 ,1902 年 回国 后 执教 于 多 伦 多 大 学 .J*C: 菲 尔 兹 于 
1907 年 当选 为 加 拿 大 皇家 学 会 会 员 .他 还 被 选 为 英国 皇家 学 会 .苏联 科学 院 等 
许多 科学 团体 的 成 员 . 

二 C: 菲 尔 兹 强烈 地 主张 数学 发 展 应 是 国际 性 的 ,他 对 于 数学 的 国际 交流 ， 
对 于 促进 北美 洲 数学 的 发 展 都 抱 有 独特 的 见解 并 满腔 热情 地 作出 了 很 大 的 贡 
献 .为 了 使 北美 洲 数学 迅速 发 展 并 赶 上 欧洲 ,他 第 一 个 在 加 拿 大 推进 研究 生 教 
育 ,也 是 他 全 力 筹 备 并 主持 了 1924 年 在 多 伦 多 召开 的 国际 数学 家 大 会 (这 是 在 
欧洲 之 外 召开 的 第 一 次 国际 数学 家 大 会 ) . 正 是 这 次 大 会 使 他 过 分 劳累 ,从 此 健 
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康 状 况 再 也 没有 好 转 , 但 这 次 大 会 对 于 促进 北美 的 数学 发 展 和 数学 家 之 间 的 国 
际 交 流 ,确实 产生 了 深远 的 影响 . 当 他 得 知 这 次 大 会 的 经 费 有 结余 时 ,他 就 萌发 
了 把 它 作为 基金 设立 一 个 国际 数学 奖 的 念头 .他 为 此 积极 奔走 于 欧美 各 国 谋 求 
广泛 支持 ,并 打算 于 1932 年 在 苏黎世 召开 的 第 九 次 国际 数学 家 大 会 上 亲自 提 
出 建议 .但 不 幸 的 是 未 等 到 大 会 开幕 他 就 去 世 了 .JJ C. 菲 尔 兹 在 去 世 前 立 下 了 
遗嘱 ,他 把 自己 留 下 的 遗产 加 到 上 述 剩余 经 费 中 ,由 多 伦 多 大 学 数学 系 转交 给 
第 九 次 国际 数学 家 大 会 ,大 会 立即 接受 了 这 一 建议 . 

J"C: 非 尔 兹 本 来 要 求 奖金 不 要 以 个 人 、 国 家 或 机 构 来 命名 ,而 用 “国际 奖 
金 ” 的 名 义 .但 是 ,参加 国际 数学 家 大 会 的 数学 家 们 为 了 赞许 和 缅怀 J+ CEA 
兹 的 远见 卓识 组织 才 能 和 他 为 促进 数学 事业 的 国际 交流 所 表现 出 的 无 私 奉献 
的 伟大 精神 ,一致 同意 将 该 奖 命名 为 非 尔 兹 奖 . 

第 一 次 菲 尔 效 奖 颁发 于 1936 年 ,当时 并 没有 在 世界 上 引起 多 大 注意 . 连 许 
多 数学 专业 的 大 学 生 也 未 必 知 道 这 个 奖 , 科 学 杂志 也 不 报道 获奖 者 及 其 业绩 . 
然而 30 年 以 后 的 情况 就 完全 不 一 样 了 .每 次 国际 数学 家 大 会 的 召开 ,从 国际 上 
权威 性 的 数学 杂志 到 一 般 性 的 数学 刊物 ,都 争 相 报导 获奖 人 物 . 非 尔 兹 奖 的 声誉 
不 断 提高 ,终于 被 人 们 确认 :对 于 青年 人 来 说 , 非 尔 兹 奖 是 国际 上 最 高 的 数学 奖 . 

菲 尔 兹 奖 的 一 个 最 大 特点 是 奖励 年 轻 人 ,只 授予 40 岁 以 下 的 数学 家 (这 一 
点 在 刚 开 始 时 似乎 只 是 个 不 成 文 的 规定 ,后 来 则 作出 了 明文 规定 ) , 即 授予 那些 
能 对 未 来 数学 发 展 起 到 重大 作用 的 人 . 

非 尔 兹 奖 的 奖品 是 一 枚 金 质 奖章 和 1 500 美元 的 奖金 ,奖章 的 正面 是 阿 基 
米 德 的 浮雕 头像 .就 奖金 数目 来 说 与 诺 贝尔 奖金 相 比 可 以 说 是 微不足道 ,但 为 
什么 在 人 们 的 心目 中 , 它 的 地 位 竟 如 此 崇高 呢 ? 主要 原因 有 三 :第 一 , 它 是 由 数 
学 界 的 国际 权威 学 术 团体 一 一 国际 数学 联合 会 主持 ,从 全 世界 的 第 一 流 青年 数 
学 家 中 评定 . 遂 选 出 来 的 ;第 二 , 它 是 在 每 隔 四 年 才 召 开 一 次 的 国际 数学 家 大 会 
上 隆重 颁发 的 , 且 每 次 获奖 者 仅 2~4 名 (一 般 只 有 2 名 ), 因 此 获奖 的 机 会 比 庶 
贝尔 奖 还 要 少 ;第 三 ,也 是 最 根本 的 一 条 是 由 于 得 奖 人 的 出 色 才 干 ,赢得 了 国际 
社会 的 声誉 .正如 20 世纪 著名 数学 家 C.H'H: 外 尔 对 1954 年 两 位 获奖 者 的 评 
介 : 他 们 “所 达到 的 高 度 是 自己 未 曾 想到 的 ”, “自己 从 未 见 过 这 样 的 明星 在 数学 
天 空中 灿烂 升 起 ”,“ 数 学界 为 你 们 二 位 所 做 的 工作 感到 骄傲 ”. 从 而 证 明了 菲 尔 
兹 奖 对 青年 数学 家 来 说 是 世界 上 最 高 的 国际 数学 奖 . 

非 尔 兹 奖 的 授奖 仪式 ,都 在 每 次 国际 数学 家 大 会 开幕 式 上 隆重 举行 , 先 由 
执 委 会 主席 ( 即 评委 会 主席 ) 宣 布 获奖 名 单 , 接 着 由 东道 国 的 重要 人 物 ( 当 地 市 
长 .所 在 国 科 学 院 院 长 甚至 国王 总统) 或 评委 会 主席 或 众望 所 归 的 著名 数学 家 
授予 奖章 和 奖金 .最 后 由 一 些 权 威 数学 家 分 别 、 逐 一 简要 评介 得 奖 人 的 主要 数 
学 成 就 . 
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2g + WL AR (Eric Tem- 
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伯 丁 .早年 就 学 于 
英格兰 .1902 年 到 
美国 ,进入 斯 坦 福 
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任 美国 数学 协会 
会 和 美国 科学 促 
HA BER. 贝尔 
于 1960 年 12 Fl dt 
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个 名 副 其 实 的 科学 家 ,尤其 是 一 个 数学 家 ,在 
他 的 工作 中 会 感受 到 与 一 个 艺术 家 同样 的 印象 ;他 的 
愉快 也 同样 巨大 ,并 有 具有 同样 的 性 质 . 
一 一 亨利 . 庞 加 莱 
星 占 学 家 威廉 : 利 利 (William Lilly，1602 一 1681) 在 《他 的 生 
活 和 时 代 的 历史 》 中 ,对 于 对 数 发 明 者 .默契 斯 登 堡 的 约翰 . 纳 
皮尔 (John Napier,1550 一 1617) 和 计算 出 第 一 个 常用 对 数 表 的 、 
伦敦 格雷 沙 姆 学 院 的 亨利 ' 布 里 格 斯 (1561 一 1631) 的 会 见 , 作 
了 有 趣 的 一 一 即便 是 难以 置信 的 一 一 记录 .一 个 叫 约翰 马尔 
(John Mar) 的 “杰出 的 数学 家 和 几何 学 家 ”,“ 在 布 里 格 斯 先生 
之 前 到 达 苏 格 兰 , 目 的 是 要 在 这 两 个 如 此 博学 的 人 会 面 时 在 
场 . 布 里 格 斯 先生 指定 了 在 爱丁堡 会 面 的 日 期 ,但 是 未 能 如 期 
前 往 , 纳 皮尔 勋 事 怀疑 他 不 会 去 了 .一 天 ,碰巧 马尔 和 纳 皮尔 勋 
事 正 讲 到 布 里 格 斯 先生 :“ 噢 ,约翰 ( 默 捷 斯 登 保 的 约翰 说 ) , 布 
里 格 斯 先生 不 会 来 了 .正在 这 时 ,有 人 敲 门 ;约翰 :马尔 急忙 下 
楼 ,他 很 满意 地 证 实 来 人 正 是 布 里 格 斯 先生 .他 把 布 里 格 斯 先 
生 领 上 楼 , 带 进 勋 万 的 房间 ,在 开口 说 话 之 前 ,两 人 互相 赞赏 地 
注视 着 ,几乎 过 了 一 刻 钟 .” 


O 原 载 自 :E'T' 贝 尔 著 . 从 芝 诺 到 庞 加 莱 一 一 数学 大 师 . 徐 源 , 译 . 宗 蜀 碧 , 校 . 上 海 : 上 海 科 技 教 育 
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口 呆 的 表示 赞赏 的 世界 纪录 , 那 是 在 1885 年 ,他 访问 一 位 有 许多 令 人 惊奇 地 成 
熟 而 不 可 思议 的 创见 性 文章 的 作者 时 的 事情 ,这 些 有 关 分 析 学 的 一 个 新 分 支 的 
文章 ,从 19 世纪 80 年 代 初 开始 ,就 使 各 种 数学 杂志 的 编辑 们 应 接 不 暇 了 . 

“ 当 我 最 近 在 盖 - 如 萨 街 庞 加 莱 那 通风 的 休息 处 拜访 他 时 ,” 西 尔 维 斯 特 承 
认 ， 我 完全 进入 了 布 里 格 斯 面 晤 纳 皮 尔 时 的 感情 …… 在 那个 被 抑制 的 智慧 的 
伟大 蓄积 者 面前 ,我 的 舌头 一 下 子 失去 了 功能 ,直到 我 用 了 一 些 时 间 ( 可 能 有 两 
三 分 钟 ) 仔 细 端 详 和 承受 了 可 谓 他 思想 的 外 部 形式 的 年 轻 面 貌 时 ,我 才 发 现 自 
己 能 够 开口 说 话 了 .” 

西 尔 维 斯 特 在 另 一 处 记述 他 辛 辛 苦 苦 地 疏 上 通 往 庞 加 莱 那 “通风 的 休息 
处 "的 三 层 罕 楼 梯 以 后 , 停 下 来 擦 着 他 那 硕大 的 秃头 时 ,看 到 的 不 过 是 一 个 孩 
子 , 当 时 他 惊奇 得 不 知 所 措 ,这 个 “如 此 美貌 ,如 此 年 轻 " 的 孩子 ,竟然 是 那些 洪 
水 般 涌 来 的 文章 的 作者 ,他 预告 了 柯 西 的 一 个 后 继 者 的 到 来 . 

第 二 件 轶 事 ,多 少 可 以 说 明 那 些 能 够 欣赏 庞 加 莱 的 工作 范围 的 人 ,对 他 的 
工作 所 持 的 尊敬 程度 . 当 一 位 爱国 的 英国 将 官 在 (第 一 次 ) 世 界 大 战 的 狂热 民族 
主义 时 期 一 一 那 时 学 术 界 所 有 的 爱国 者 都 把 拾 高 他 们 风雅 的 盟国 ,贬低 他 们 粗 
俗 的 敌人 当做 一 种 义务 一 一 问 伯 特 兰 * 罗 素 , 法 国 现代 产生 的 最 伟大 的 人 物 是 
谁 ,罗素 立刻 答 道 :“ 庞 加 莱 .”“ 什 么 ?那个 家 伙 ?” 他 那 位 穿 军服 的 交谈 者 喊 道 ， 
认为 罗素 指 的 是 法 兰 西 共和 国 的 总 统 雷 蒙 : 庞 加 莱 (Raymond Poincaré).“ 响 ,” 当 
罗素 明白 了 那个 人 惊 情 的 原因 时 ,他 解释 说 :“ 我 想到 的 是 雷 蒙 的 党 兄弟 ， 
享 利 ' 庞 加 莱 .” 

庞 加 莱 是 最 后 一 个 实际 上 以 全 部 数学 一 一 包括 纯粹 数学 和 应 用 数学 两 方 
面 一 一 作为 他 的 研究 领域 的 人 .人 们 一 般 认 为 ,在 今天 起 步 的 任何 人 都 不 可 能 
全 面 地 理解 数学 的 四 个 主要 部 分 一 一 算术 、 代 数 、 几 何 、 分 析 一 一 中 的 两 个 以 
上 ,更 不 用 说 做 出 高 质量 的 创造 性 工作 了 ,对 天 文学 和 数理 物理 学 就 更 谈 不 上 
了 .但 是 ,甚至 在 19 世纪 80 年 代 , 在 庞 加 莱 的 伟大 事业 开始 时 ,人 们 就 普遍 认 
为 高 斯 是 最 后 一 个 数学 通才 (也 有 人 认为 是 希 尔 伯 特 ) ,所 以 不 能 证 明 不 可 能 
某 个 未 来 的 庞 加 莱 再 次 包罗 整个 领域 . 

至 于 数学 的 演化 , 它 既 膨胀 也 收缩 ,多少 有 点 像 一 个 勒 梅 特 的 宇宙 模型 . 目 
前 ,这 个 状况 是 爆炸 式 地 膨胀 的 ,任何 人 要 想 熟悉 自 1900 年 以 来 倾注 于 世 的 全 
部 刚刚 开始 的 数学 ,是 完全 不 可 能 的 .但 是 在 一 些 重要 的 部 分 ,一 种 最 受 欢 迎 的 
收缩 倾向 是 清楚 明显 的 .例如 ,在 代数 中 就 是 如 此 ,公理 法 的 全 面 采 用 ,立刻 使 
得 这 个 学 科 更 抽象 .更 一 般 .更 连贯 .现代 着 手 的 某 些 工 作 揭 开 了 一 些 意 想不到 
的 类 似 情形 .可 以 想象 ,下 一 代 的 代数 学 家 将 无 须知 道 许多 现在 被 视 为 有 价值 
的 东西 ,因为 这 些 特殊 的 、 困 难 的 东西 ,有 许多 将 被 归 入 范围 更 广阔 的 、 较 为 简 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猪 想 的 历史 


单 的 一 般 原 理 . 当 相对 论 把 以 太 的 复杂 数学 束之高阁 时 ,在 经 典 的 数理 物理 学 
中 就 发 生 了 这 类 事情 . 

在 膨胀 中 的 这 种 收缩 的 另 一 个 例子 ,是 较 之 向 量 分 析 的 各 种 各 样 用 途 来 
说 , 张 量 分 析 的 应 用 有 了 迅速 增长 .这样 的 推广 和 浓缩 一 开始 往往 很 难为 年 纪 
大 的 人 所 掌握 ,并 且 常 常 要 经 过 严峻 的 斗争 才能 存在 下 来 ,但 是 最 后 人 们 通常 
认识 到 ,一般 方 法 比 为 特殊 问题 设计 的 各 种 各 样 巧 妙 的 花样 在 本 质 上 更 简单 、 
更 容易 掌握 . 当 数 学 家 们 断言 诸如 张 量 分 析 这 样 的 东西 是 容易 的 一 一 至 少 与 它 
之 前 的 一 些 算 法 相 比 较 时 ,他 们 并 不 是 要 显得 优越 或 神秘 , 而 是 在 陈述 一 条 每 
个 学 生 都 自己 证 实 的 ` 有 价值 的 真理 .这 种 范围 广大 的 普遍 性 的 特性 ,是 庞 加 莱 
大 量 著 作 的 一 个 卓著 特点 . 

如 果 抽 象 性 和 普遍 性 具有 所 指出 的 那 种 明显 的 优点 ,那么 它们 有 时 候 对 那 
些 关 心细 节 的 人 来 说 有 严重 缺点 也 是 事实 .一 个 工作 中 的 物理 学 家 知道 在 其 工 
作 中 出 现 的 特殊 微分 方程 是 可 解 的 ,因为 当 他 和 数学 家 都 不 能 完成 可 用 于 特殊 
问题 的 某 种 数值 解 所 要 求 的 赫 拉 克 勒 斯 0 式 的 劳动 时 , 某 个 纯粹 数学 家 证 明了 
它 可 解 ,可 是 这 对 他 有 什么 直接 用 处 呢 ? 

在 庞 加 莱 做 出 他 的 一 些 最 有 独创 性 的 工作 的 领域 中 , 举 一 个 例子 :考虑 一 
个 均匀 的 不 可 压缩 的 流体 ,被 它 的 粒子 的 引力 作用 聚合 在 一 起 ,围绕 一 个 轴 旋 
转 .在 什么 条 件 下 运动 是 稳定 的 ? 这 样 一 个 稳定 的 旋转 流体 的 形状 是 什么 ? E 
克 劳 林 、 雅 可 比 和 其 他 一 些 人 证 明了 一 些 椭 球 是 稳定 的 ; 庞 加 莱 采 用 了 比 他 的 
前 辈 们 更 直观 ,而 且 * 不 那么 数学 ”的 方法 ,他 一 度 认 为 他 确定 了 一 个 梨 形体 的 
稳定 性 的 判 据 .但 是 他 错 了 ,他 的 方法 不 适 于 数值 计算 ,后 来 的 工作 者 ,包括 著 
名 的 查理 达尔文 的 儿子 GH 达尔 文 ,在 得 出 确定 的 结论 以 前 ,没有 被 必须 从 
道路 上 清除 的 极其 可 怕 的 代数 和 算术 的 丛林 阻挡 住 , 他 们 得 到 了 一 个 肯定 的 
解 .@ 

如 果 数 学 家 们 的 发 现 能 以 某 种 可 使 用 计算 机 器 的 形式 提交 给 一 位 对 双星 
演化 感 兴趣 的 人 ,那么 他 就 会 感觉 较为 舒适 . 自从 克 罗 内 克 的 “没有 构造 就 没有 
存在 “这 一 名 言 的 另 一 版 本 是 :整数 是 上 帝 创 造 的 ,其 余 都 是 人 造 的 ”) 的 法 令 
以 来 ,一些 纯 数学 家 本 人 对 于 非 构造 性 的 存在 定理 ,也 不 像 他 们 在 庞 加 莱 的 时 
代 那 样 热心 了 . 庞 加 莱 芯 视 数学 的 使 用 者 们 所 要 求 的 在 进行 工作 以 前 必须 具备 
的 那些 细节 ,这 是 促进 其 工作 的 普遍 性 的 最 重要 的 原因 之 一 . 另 一 个 原因 是 他 
非 同 寻常 地 全 面 掌握 了 单 复 变量 函数 理论 的 全 部 方法 .在 这 方面 他 是 无 与 伦比 


D 赫 拉 克 勒 斯 为 希腊 神话 中 主神 宙斯 

Q ”这 个 著名 的 “ 梨 形体 "问题 ,在 天 体 
pounoff) 明 白 无 误 地 解决 了 ,他 的 结 t i 步 证 实 : 运动 
不 稳定 的 . 极 少 有 人 有 勇气 去 检查 那些 计算 .1915 年 以 后 , 李 雅 普 诺 夫 的 一 位 同胞 莱 昂 . 李 希 膝 施 泰 
(Lam Lichtenstein) 对 旋转 流体 质量 问题 作 了 全 面 考虑 .这 个 问题 似乎 会 招致 不 幸 :两 个 李 都 死 于 非 命 . 
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的 .可 以 注意 到 , 庞 加 莱 把 他 多 方面 的 才能 极 好 地 用 来 揭示 以 前 未 曾 猜 想到 的 、 
数学 的 相距 甚 远 的 分 支 一 一 例如 (连续 ) 群 和 线性 代数 一 一 之 间 的 联系 . 

为 了 全 面 起 见 ,我们 在 讲 到 庞 加 莱 的 生平 以 前 ,必须 回想 他 的 观点 的 另 一 
个 特点 :很 少 有 几 个 数学 家 具有 庞 加 莱 那 样 宽 广 的 哲学 观点 ,没有 一 个 数学 家 
在 清晰 地 讲解 的 天 赋 方 面 超过 他 .也 许 他 总 是 对 科学 和 数学 的 哲学 含意 深 感 兴 
趣 , 但 是 只 是 在 1902 年 , 当 他 作为 一 个 伟大 的 专业 数学 家 的 地 位 ,已 经 无 可 动 
摇 地 确立 起 来 时 ,他 才 把 普及 数学 从 一 种 附带 的 兴趣 , 转 到 可 以 称 为 数学 普及 
的 呼吁 ,真诚 热心 地 投身 于 和 非 专 业 的 人 们 一 起 ,尽情 分 享 他 的 学 科 的 意义 及 
其 对 人 类 的 重要 性 .在 这 里 ,他 对 普遍 胜 于 对 特殊 的 喜爱 ,帮助 他 深入 浅 出 地 向 
知识 的 门外汉 们 ,讲述 数学 中 比 技术 更 重要 的 东西 .二 三 十 年 前 ,可 以 在 巴黎 的 
公园 和 咖啡 馆 里 ,看 到 工人 和 女 店员 们 热心 地 读 着 庞 加 莱 的 这 一 部 或 那 一 部 杰 
作 的 印刷 简陋 ,封面 纸张 低劣 的 通俗 本 .这些 著作 的 较 好 的 版 本 ,也 可 以 在 有 专 
业 学 问 的 人 的 书桌 上 找到 一 一 经 过 反复 翻动 ,明显 是 读 过 的 .这 些 书 被 译 成 英 
SC ESC .西班牙 文 , 匈 牙 利文 .瑞典 文 和 日 文 出 版 . 庞 加 莱 对 所 有 的 人 用 他 们 能 
识别 的 语言 , 讲 着 数学 和 科学 的 通用 语言 .他 的 风格 ,他 自己 特有 的 风格 ,在 翻 
译 中 失去 了 很 多 . 

由 于 通俗 著作 的 文学 成 就 , 庞 加 莱 被 授予 法 国 作 家 所 能 得 到 的 最 高 荣誉 ， 
成 为 法 兰 西学 院 文学 部 院士 .心怀 妒忌 的 小 说 家 们 有 几 分 恶意 地 说 , 庞 加 莱 获 
得 这 个 对 科学 界 人 士 独特 的 荣誉 ,是 因为 ( 文 ) 学 院 的 一 个 职能 是 不 断 地 汇编 一 
部 权威 性 的 法 语 字典 .通才 庞 加 莱 显 然 是 在 诗人 和 语言 学 家 们 告诉 世界 什么 是 
自 守 函数 的 努力 中 给 他 们 帮 了 人 忙 .通过 对 庞 加 莱 的 著作 进行 研究 ,在 此 基础 上 
确立 的 公正 看 法 ,认为 这 个 数学 家 正 该 得 到 他 所 得 到 的 来 誉 . 

与 庞 加 莱 对 数学 的 哲学 思想 感 兴趣 密切 相关 的 ,是 他 对 数学 创造 心理 的 专 
注 .数学 家 们 是 怎样 做 出 他 们 的 发 现 的 呢 ? 后 面庞 加 莱 会 在 他 写 的 有 关 个 人 发 
现 的 一 个 有 趣 的 故事 中 ,告诉 我 们 他 对 这 个 秘密 的 看 法 .结论 好 像 是 数学 发 现 
是 数学 家 在 这 方面 的 长 期 艰苦 劳动 之 后 ,或 多 或 少 自己 冒 出 来 的 .正如 在 文学 
中 一 一 按照 丹 特 加布里 埃 尔 ' 罗 赛 蒂 (Dante Gabriel Rossetti )D 的 话 一 一 一 首 诗 
成 熟 之 前 ,一 定量 的 基本 脑力 劳动 "是 必要 的 ,在 数学 中 也 是 如 此 ,没有 事先 的 
单调 辛苦 的 工作 ,就 没有 发 现 ,但 是 这 决 不 是 整个 情形 .对 创造 力 的 全 部 “解释 ” 
如 果 不 能 提供 某 种 窍门 ,使 有 天 赋 的 人 能 据 以 进行 创造 , 那 就 很 值得 怀疑 . 庞 加 
莱 到 实用 心理 学 中 去 邀 游 ,和 其 他 一 些 在 同一 方向 邀 游 的 人 一 样 ,没有 能 带 回 
SEO ,但 是 它 至 少 提出 了 这 样 的 事情 并 不 是 完全 神秘 的 ,有 一 天 当 人 类 聪 
明 到 能 够 懂得 他 们 自己 的 躯体 时 , 金 羊 毛 是 可 以 找到 的 . 


ppa (1828—1882) ,英国 画家 、` 诗 人 , 拉 斐 尔 前 派 创始 人 之 一 ,祖籍 意大利 .一 一 译 者 注 


中 罗 
© 见 硕 腊 神 话 中 阿尔 戈 (Argo) 英 雄 随同 伊 阿 宋 (Jason) 乘 舟 去 海外 寻找 金 羊 毛 的 故事 .一 一 译 者 注 
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庞 加 莱 的 智力 在 父母 两 方面 都 很 好 地 得 到 了 遗传 .我 们 只 追溯 到 他 的 祖 
父 . 在 1814 年 的 拿破仑 战争 期 间 ,这 位 祖父 只 有 20 岁 ,隶属 于 在 圣 - 康 坦 的 陆 
军医 院 .1817 年 他 在 鲁 昂 定 居 之 后 , 结 了 婚 , 生 了 两 个 儿子 : 莱 昂 庞 加 莱 , 生 于 
1828 年 ,后 来 成 为 一 名 第 一 流 的 医生 和 医师 公会 的 成 员 ; 安 托 万 (Antoine) ,成 为 
公路 及 桥梁 部 门 的 总 检察 官 . 莱 晶 的 儿子 享 利 于 1854 年 4 月 29 日 出 生 在 洛 林 
的 南 希 ,成 为 20 世纪 初 的 一 流 数 学 家 ; 安 托 万 有 两 个 儿子 , 雷 蒙 从 事 法 律 ,在 第 
一 次 世界 大 战 期 间 升任 法 兰 西 共和 国 总 统 , 安 托 万 的 另 一 个 儿子 成 了 中 等 教育 
局 局 长 . 庞 加 莱 祖 父 的 一 个 兄弟 跟随 拿破仑 人 侵 俄国 时 失踪 了 ,在 莫斯科 大 败 
后 音信 和 碍 无 . 

从 这 个 杰出 的 家 系 表 看 ,人 们 可 能 会 认为 享 利 会 显现 出 一 些 管理 才能 ,但 
是 他 没有 ,只 是 在 他 的 童年 时 代 随 意 发 明了 一 些 供 他 的 妹妹 和 小 朋友 们 玩 的 政 
治 游戏 .在 这 些 游 戏 中 ,他 总 是 极其 公正 的 ,注意 让 他 的 每 一 个 玩 伴 都 在 “ 当 官 ” 
的 游戏 中 扮演 他 或 她 的 角色 .这 也 许 是 “从 小 看 大 ,三 岁 看 老 " 的 一 个 确证 , 庞 加 
莱 天 生 不 具备 懂得 最 简单 的 管理 原则 的 能 力 ,而 他 的 党 兄弟 雷 蒙 本 能 地 运用 着 
这 些 原则 . 

庞 加 莱 的 传记 是 由 他 的 同胞 .现代 主要 的 几何 学 家 之 一 加 斯 东 ' 达 布 在 
1913 年 ( 庞 加 莱 去 世 后 的 第 二 年 ) 非 常 详细 地 写成 的 .有 些 事 本 书 作 者 可 能 有 
所 玖 漏 ,但 是 好 像 达 布 在 讲述 了 庞 加 莱 的 母亲 “出 自 默 兹 区 的 一 个 家 庭 ,她 的 
( 即 这 位 母亲 的 ) 双 亲 住 在 阿兰 西 , 她 是 一 个 很 好 的 人 ,很 灵敏 ,很 聪明 ”以 后 ,无 
意 中 忘 记 提 到 她 娘家 的 姓 .难道 法 国人 可 能 在 德国 1870 年 和 1914 年 对 法 国 的 
文化 入 侵 之 后 ,从 他 们 新 近 的 教师 那里 接 过 “三 个 大 写 的 K” 的 观点 吗 ? 不 过 ， 
从 达 布 后 来 讲 的 一 件 轶 事 中 ,可 以 知道 庞 加 莱 母 亲 的 姓 可 能 是 朗 努 瓦 (Lan- 
nois) .我 们 知道 ,这 位 母亲 把 她 的 全 部 注意 力 都 贡献 给 她 的 两 个 孩子 享 利和 他 
妹妹 (未 提 到 名 字 ) 的 教育 了 .他 的 妹妹 后 来 成 了 埃 米 尔 : 布 特 鲁 (Emile 
Boutroux) 的 妻子 和 一 位 数学 家 ( 死 得 很 早 ) 的 母亲 . 

庞 加 莱 童 年 时 代 智 力 发 展 极 快 ,这 部 分 归功 于 她 母亲 的 不 断 照 料 . 他 很 早 
就 学 会 了 说 话 , 但 是 他 在 一 开始 说 得 很 糟 ,因为 他 想 的 比 说 的 要 快 .从 婴儿 时 
起 ,他 的 运动 的 协调 性 就 很 差 . 当 他 学 会 写字 时 ,人 们 发 现 他 左右 手 都 能 用 ,用 
左手 写字 或 画 画 同 用 右手 一 样 糟糕 . 庞 加 莱 从 来 没有 摆脱 这 种 身体 不 灵活 的 毛 
病 .可 以 回想 一 下 跟 这 有 关 的 一 件 趣事 , 当 庞 加 莱 被 认为 是 他 那个 时 代 的 一 流 
数学 家 和 主要 的 科学 普及 者 时 ,他 参加 了 上 比 奈 (Binetb) 测 验 @ ,表现 得 如 此 丢脸 ， 
以 至 于 要 是 不 把 他 作为 著名 的 数学 家 ,而 是 当做 孩子 来 判断 的 话 ,他 就 会 被 这 
次 测验 列 为 一 个 低能 儿 . 


D ” 比 奈 (1857 一 1911), 法 国 心理 学 家 ,对 智力 测验 做 出 了 重大 贡献 .一 一 译 者 注 
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5 f, BE ll PRL AR Ge EE EB BHO, OR RII 9 个 月 之 久 . 这 次 不 
幸 使 他 很 长 时 间 虚 弱 而 胆 小 , 但 是 这 也 使 他 回 到 他 自己 的 消遣 ,因为 他 不 得 不 
避 开 他 那个 年 龄 的 孩子 们 比较 粗野 的 游戏 . 

他 的 主要 娱乐 是 阅读 ,这 使 他 非凡 的 才能 首次 显示 了 出 来 .一 旦 读 过 了 一 
本 书 一 一 以 难以 置信 的 速度 一 一 便 永远 不 忘 ,他 总 能 说 出 讲 到 一 件 特定 的 事情 
是 在 第 几 页 和 第 几 行 .他 终生 保持 着 这 种 强 有 力 的 记忆 力 . 这 种 罕见 的 本 领 可 
以 称 为 视觉 记忆 或 空间 记忆 , 欧 拉 也 和 庞 加 莱 一 样 具 有 这 种 本 领 ,不 过 程度 差 
一 些 . 在 需 刻 记忆 一 一 以 不 可 思议 的 准确 性 回想 起 一 系列 早已 过 去 的 事件 的 能 
力 一 一 方面 ,他 也 是 强大 得 不 同 寻 常 .然而 他 还 不 脸红 地 说 他 记忆 力 “ 坏 ”. 他 可 
怜 的 视力 也 许 给 他 的 记忆 力 增加 了 第 三 个 奇特 之 处 .大 多 数 数学 家 看 来 主要 是 
靠 眼睛 记 住 定理 和 公式 ,而 庞 加 莱 几 乎 完全 是 靠 耳 东 .他 在 学 校 学 习 高 等 数学 
时 ,看 不 清 黑板 ,就 坐 在 后 面 听 , 不 记 笔记 也 能 很 好 地 跟 上 并 记 住 一 一 这 在 他 是 
一 种 很 容易 的 技术 ,但 对 大 多 数 数学 家 却 是 不 能 理解 的 .然而 他 一 定 也 有 一 种 
“内 有 眼 ”的 生动 记忆 力 ,因为 他 的 许多 工作 就 像 黎 曼 的 许多 工作 一 样 , 是 伴 有 敏 
捷 的 空间 直觉 和 实际 形象 的 那 种 类 型 .他 不 能 灵巧 地 运用 他 的 手指 ,这 当然 妨 
碍 他 去 做 实验 .这 看 来 很 可 惜 ,因为 要 是 他 掌握 了 实验 的 艺术 ,他 关于 数理 物理 
学 的 一 些 工 作 , 可 能 就 与 现实 更 接近 了 .要 是 庞 加 莱 在 实验 科学 方面 也 像 他 在 
理论 上 那么 强 有 力 ,他 可 能 就 会 同 无 与 伦比 的 阿 基 米 德 , 牛 顿 和 高 斯 三 人 一 起 ， 
成 为 无 与 伦比 的 第 四 个 了 . 

没有 多 少 大 数学 家 是 公众 的 想象 力 喜 欢 把 他 们 描绘 成 的 那 种 心不在焉 的 
梦想 家 . 庞 加 莱 是 一 个 例外 ,不 过 只 是 在 一 些 较 小 的 事情 上 ,诸如 在 他 的 行李 中 
带 走 了 旅馆 的 亚麻 布 制品 ,如 台布 .床单 之 类 .但 是 很 多 决 不 是 心 不 在 丰 的 人 也 
干 同 样 的 事情 ,人 们 知道 ,一些 最 机 灵 的 家 伙 把 饭店 的 银 餐 具 偷偷 放 到 衣 袋 里 
汐 走 . 

庞 加 莱 的 心不在焉 的 一 个 方面 ,类 似 于 一 些 完全 不 同 的 事情 ( 达 布 没 有 讲 
这 件 事 , 但 是 应 该 讲 到 它 ,因为 它 说 明了 庞 加 莱 晚 年 的 某 些 粗暴 无 礼 的 行为 ) . 
一 位 著名 的 数学 家 从 芬兰 来 到 巴黎 , 跟 庞 加 莱 商 量 一 些 科学 向 题 ,女仆 通报 后 ， 
庞 加 莱 没 有 离开 书房 去 欢迎 这 位 拜访 者 ,而 是 继续 不 停 地 跋 来 跤 去 一 一 因为 这 
是 他 思考 数学 时 的 习惯 一 一 足 足 有 三 个 小 时 .整个 这 段 时间 , 那 位 谦虚 的 来 访 
者 一 直 安静 地 坐 在 隔壁 的 屋子 里 ,与 这 位 大 师 只 隔 着 薄 薄 的 门帘 .最 后 ,门帘 掀 
开 了 . 庞 加 莱 的 水 牛 般 的 大 脑袋 伸 进 了 房间 一 下 … 你 大 大 打扰 了 我 .那个 脑袋 
突然 出 现 ,随即 消失 了 .来访 者 没有 被 接见 就 离开 了 ,这 恰恰 是 “ 心 不 在 丰 "的 教 
授 所 要 的 . 

庞 加 莱 的 小 学 成 绩 是 优异 的 .虽然 他 一 开始 并 没有 在 数学 上 显示 出 任何 显 
著 的 兴趣 .他 最 早 是 热爱 自然 史 , 他 终生 都 是 动物 的 伟大 爱护 者 .他 第 一 次 试用 
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步枪 时 ,不 小 心 射 下 了 一 只 他 并 没有 瞄准 的 鸟 . 这 个 不 幸 深 深 地 影响 了 他 ,以 至 
从 那 以 后 ,什么 也 不 能 (除了 强迫 的 军事 训练 ) 使 他 去 碰 火 器 .9 岁 时 ,他 显示 出 
将 要 成 为 他 的 一 项 主要 成 就 的 第 一 次 希望 .法 文 作文 的 教师 宣称 ,年 幼 的 庞 加 
莱 交 去 的 一 篇 形式 和 内 容 都 很 新 颖 的 短 短 的 习作 ,是 一 篇 “小 小 的 杰作 ”, 并 把 
它 作 为 他 的 一 件 宝贝 保留 了 起 来 .但 是 他 也 劝告 这 个 学 生 , 如果 他 希望 给 学 校 
的 主考 人 留 个 好 印象 ,就 得 更 平常 一 些 一 一 更 策 些 . 

庞 加 莱 不 能 参加 同学 们 的 比较 喧闹 的 游戏 ,就 发 明了 他 自己 的 游戏 .他 还 
成 了 一 个 不 知 疲倦 的 跳舞 迷 . 由 于 所 有 的 功课 对 他 来 说 都 像 呼吸 一 样 容易 ,他 
把 他 的 大 部 分 时 间 用 在 玩 丰 和 帮助 母亲 做 家 务 上 .其 至 在 他 一 生 的 这 个 比较 早 
的 阶段 ,他 已 显示 出 了 “ 心 不 在 丰 ”的 一 些 比较 可 疑 的 特点 :他 常常 忘记 吃饭 , 几 
乎 从 来 记 不 得 他 是 否 吃 过 早饭 .也 许 他 是 不 愿意 像 大 多 数 孩子 那样 吃 得 过 饮 . 

对 数学 的 热情 ,在 青春 期 或 在 那 以 前 不 久 ( 当 他 大 约 15 岁 时 ) 抓 住 了 他 .从 
一 开始 他 就 显示 出 一 个 终生 的 特点 :他 的 数学 是 在 他 不 停 地 践 来 践 去 时 做 出 来 
的 ,而 且 只 是 在 一 切 都 想 好 了 时 才 写 下 来 .他 工作 时 ,谈话 或 其 他 嗜 杂 的 声音 
来 不 会 干扰 他 .后 来 他 写 数学 论文 一 挥 而 就 ,从 来 不 回头 看 看 他 写 了 些 什么 ,并 
且 在 写作 时 限制 他 自己 只 做 极 少 几 处 删改 . 凯 莱 也 用 这 种 方法 写作 ,也 许 欧 拉 
也 是 这 样 . 庞 加 莱 的 一 些 工作 显 出 匆忙 写 就 的 痕迹 ,他 自己 说 他 从 来 没有 在 完 
成 一 篇 文章 后 ,不 是 为 文章 的 形式 ,就 是 为 文章 的 内 容 恬 悔 .不 止 一 个 写 得 很 好 
的 人 有 同样 的 感觉 . 庞 加 莱 对 古典 文学 研究 的 鉴赏 力 ,教会 了 他 形式 和 内 容 的 
重要 性 ,他 在 中 学 时 代 古 典 文学 就 很 好 . 

1870 FIMK 16 岁 时 ,普法 战争 在 法 国 领土 上 爆发 了 .虽然 庞 加 莱 太 年 
轻 、 体 质 太 弱 , 不 能 服 现役 ,然而 他 完全 承担 了 他 那 一 份 恐 惧 , 因为 他 居住 的 地 
方 南 锡 ,被 侵略 的 浪潮 淹没 了 ,这 个 年 轻 的 孩子 便 伴随 他 那 乘 着 救护 车 巡回 医 
疗 的 、 做 医生 的 父亲 四 处 奔波 .后 来 他 和 和 母亲、 妹妹 一 起 ,在 极端 困难 的 情况 下 ， 
到 阿兰 西 去 看 他 的 外 祖父 母 出 了 什么 事 .他 曾 在 漫长 的 学 校 假期 中 ,在 外 祖父 
宽敞 的 乡村 花园 里 , 度 过 了 童年 时 代 最 幸福 的 时 光 . 阿 兰 西 靠近 圣 普 里 瓦 的 战 
场 ,为 了 到 达 这 个 城镇 ,他 们 三 人 不 得 不 “在 冰冻 的 严寒 中 ” 穿 过 被 烧毁 了 的 匾 
芜 的 村 庄 . 最 后 他 们 到 了 目的 地 ,只 是 发 现 家 里 已 经 被 抢 动 一 空 , “不 只 是 有 价 
值 的 东西 ,就 连 不 值钱 的 东西 "也 被 抢 走 了 ,并且 被 野兽 般 的 行径 和 弄 得 很 脏 ,这 
种 行径 法 国人 在 1870 年 和 后 来 的 1914 年 是 很 熟悉 的 .外 祖父 母 什 么 也 没有 
了 ;他 们 目睹 大 洗 动 的 那天 ,他 们 的 晚饭 是 一 位 贫穷 的 妇女 供给 的 ,她 不 肯 舍 弃 
她 已 成 废墟 的 农舍 ,并 且 坚 持 要 与 他 们 分 食 那 一 点 点 晚饭 . 

庞 加 莱 永 远 忘 不 了 这 件 事 , 他 也 忘 不 了 南 锡 的 长 期 被 敌人 占领 . 正 是 在 战 
争 期 间 , 他 学 会 了 德语 . 庞 加 莱 无 法 得 到 任何 关于 法 国 的 消息 ,又 急于 想 知 道德 


的 国人 关于 法 国 和 他 们 自己 说 了 些 什么 ,于 是 他 自学 了 这 种 语言 .他 看 见 的 和 他 
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从 人 侵 者 本 身 的 官方 报道 中 知道 的 一 切 , 使 他 终生 成 为 一 名 热情 的 爱国 者 .但 
是 , 正 像 埃 尔 米 特 一 样 ,他 从 来 没有 把 他 国家 的 敌人 的 数学 ,和 他 们 更 实际 的 行 
动 混淆 起 来 . 另 一 方面 ,他 的 堂 兄弟 雷 蒙 只 要 一 说 到 德国 人 的 任何 东西 就 恨 得 
大 叫 大 唆 . 在 那 平衡 一 个 爱国 者 的 仇恨 与 另 一 个 爱国 者 的 仇恨 的 筹 记 上 , 庞 加 
莱 可 以 与 库 默 尔 相抵 , 埃 尔 米 特 与 高 斯 相抵 ,这 样 就 产生 了 隐 含 在 圣经 契约 “以 
眼 还 眼 , 以 牙 还 牙 " 之 中 的 完美 的 零 . 

按照 法 国 通常 的 习惯 , 庞 加 莱 在 从 事 专业 之 前 参加 了 取得 他 的 第 一 个 学 位 
(文学 士 及 理学 士 ) 的 考试 .他 在 1871 年 17 岁 通过 了 这 些 考试 一 数学 差 一 点 
没有 通过 ! 他 迟到 了 ,考试 时 有 些 慌 ,在 收敛 几何 级 数 求 和 公式 的 极其 简单 的 
证 明 上 失败 了 .但 是 他 的 名 气 已 经 走 在 他 前 面 ,主考 人 宣称 :“ 除 庞 加 莱 以 外 ,其 
他 学 生 本 来 就 应 该 得 不 及 格 的 .” 

接着 他 准备 了 林学 院 的 入学 考试 ,在 这 所 学 校 中 ,他 使 他 的 同伴 们 大 吃 一 
惊 :他 赢得 了 数学 头 奖 而 从 不 费事 去 做 任何 课堂 笔记 .他 的 同班 同学 们 预先 考 
过 他 ,他 们 认为 他 是 一 个 吊 儿 郎 当 的 人 , 选 出 一 个 四 年 级 的 学 生 ,用 一 道 看 起 来 
特别 难 的 数学 难题 来 测试 他 . 庞 加 莱 不 假 思 索 地 立刻 给 出 解答 就 走 开 了 , 留 下 
想 引 他 上 当 的 人 问 道 : 他 是 怎么 解 出 来 的 呢 ?" 在 庞 加 莱 的 一 生 中 ,其 他 一 些 人 

会 问 同样 的 问题 . 当 他 的 同事 们 交 给 他 一 道 数学 难题 时 , 他 好 像 从 不 思考 ， 
“答案 像 一 支 箭 似 地 飞 了 出 来 ”. 

这 一 年 年 底 , 他 考 人 综合 工科 学 校 ,名 列 第 一 .有 几 个 关于 他 独特 的 考试 的 
传阅 流传 了 下 来 .其 中 的 一 个 讲 到 有 一 个 主考 人 ,事先 得 到 庞 加 莱 是 一 个 数学 
天 才 的 警告 ,就 把 考试 暂停 了 45 分 钟 ,以 便 设 计 “ 一 道 ' 好 ' 题 "一 一 一 道 精心 想 
出 的 难题 .但 是 庞 加 莱 战胜 了 他 ,这 位 提问 人 “热烈 地 祝贺 考生 ,告诉 他 ,他 赢得 
了 最 高 分 ”. 庞 加 莱 与 折磨 他 的 人 一 起 的 经 历 似乎 表明 ,法国 的 数学 主考 人 自从 
毁 了 伽 罗 瓦 ,又 差 一 点 同样 毁 了 埃 尔 米 特 以 来 ,已 经 学 到 了 一 些 东西 . 

在 综合 工科 学 校 , 庞 加 莱 以 他 在 数学 上 的 卓越 才气 ,在 所 有 体育 锻炼 ,包括 
体操 和 军事 训练 上 的 极端 无 能 ,以 及 他 完全 没有 绘画 能 力 , 画 出 的 东西 什么 也 
不 像 而 闻名 .最 后 一 点 决 不 是 开玩笑 :他 在 入 学 考试 时 绘画 得 了 零 分 ,差点 把 他 
关 在 校门 外 面 .这 曾 使 他 的 主考 人 大 伤 脑筋 :“…… 有 了 零 分 是 不 能 录取 的 .在 
其 他 一 切 科目 (除了 绘画 ) 上 他 都 是 绝对 无 可 匹敌 的 .如 果 他 被 录取 , 那 将 是 第 
一 名 ;但 是 他 能 被 录取 吗 ?” 既 然 庞 加 莱 是 被 录取 了 ,好 心 的 主考 人 们 可 能 在 零 
前 面 放 了 一 个 小 数 点 ,在 零 后 面 添 了 个 1. 

尽管 庞 加 莱 在 体育 锻炼 上 很 无 能 ,但 在 班 上 却 很 得 人 心 .有 一 年 年 底 , 他们 
举办 了 庞 加 莱 艺术 作品 的 公开 展览 ,用 希腊 文 仔细 地 给 展品 标 上 标题 ,“ 这 是 一 
匹 马 ”, 等 等 一 一 并 不 总 是 准确 的 .但 是 庞 加 莱 对 绘画 的 无 能 ,在 他 学 习 几 何 时 
表现 出 了 严重 的 一 面 ,他 失去 了 第 一 的 位 置 , 在 学 校 名 列 第 二 了 . 
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庞 加 莱 在 1875 年 21 岁 时 离开 了 综合 工科 学 校 , 进 了 高 等 矿业 学 校 ,打算 
当 一 名 工程 师 .虽然 他 诚心 诚意 地 学 习 他 的 专业 ,但 还 是 留 下 了 一 些 空 暇 去 研 
究 数学 ,他 在 着 手 解决 微分 方程 的 一 个 一 般 问 题 上 ,显示 了 他 的 能 力 .3 年 后 他 
向 巴黎 的 科学 院 提交 了 一 篇 同一 题目 的 论文 ,作为 数学 博士 论文 ,但 是 这 篇 论 
文 涉及 一 个 更 困难 也 更 一 般 的 问题 .被 请 去 审查 这 项 工作 的 达 布 说 : 第 一 眼 我 
就 清楚 地 看 出 这 篇 论文 是 不 同 寻常 的 ,很 有 接受 的 价值 . 它 所 包含 的 结果 肯定 
足以 为 几 篇 好 论文 提供 材料 .但 是 ,我 必须 不 怕 说 出 ,如 果 要 求 庞 加 莱 对 他 的 工 
作 方 法 提出 一 个 精确 的 想法 ,那么 很 多 地 方 需 要 修改 或 解释 . 庞 加 莱 是 一 个 直 
观 主义 者 .一 旦 达到 了 顶峰 ,他 从 不 追溯 他 的 步 又 .他 满足 于 癌 过 难关 ,把 勘测 
注定 更 容易 通 向 尽头 的 坦途 的 辛苦 留 给 别人 .他 很 乐意 地 做 了 我 认为 是 必要 
的 修正 和 整理 .但 是 当 我 要 求 他 做 这 件 事 时 ,他 向 我 解释 说 ,他 脑子 里 有 许多 其 
他 想法 ;他 已 经 在 忙 着 一 些 大 问题 了 .他 会 把 解答 给 我 们 的 .” 

因此 年 轻 的 庞 加 莱 就 像 高 斯 一 样 , 被 围攻 他 的 头脑 的 大 群 想法 压倒 了 ,但 
是 与 高 斯 不 同 的 是 ,他 的 座右铭 不 是 “ 少 些 ,但 是 要 成 熟 ” .一 个 有 创造 力 的 科学 
家 把 他 的 劳动 果实 储藏 了 很 久 , 以 至 它们 中 的 一 些 已 不 新 鲜 了 ;比较 性 急 的 人 
则 把 采集 到 的 一 切 不 论 生 熟 都 散播 出 去 , 随 着 风 和 气候 带 它 们 落 到 可 能 成 熟 、 
可 能 腐烂 的 地 方 去 ;前 一 个 人 对 科学 的 进展 所 做 的 工作 是 否 比 性 急 的 人 更 多 
呢 ,这 是 一 个 没有 解决 的 问题 .有 人 认为 这 样 ,有 人 认为 那样 .由 于 做 出 一 个 决 
定 超出 了 客观 标准 的 范畴 ,人 人 都 有 权 提 出 他 自己 的 纯 主 观 的 意见 . 

庞 加 莱 注 定 不 会 成 为 一 个 矿业 工程 师 , 但 是 他 在 见习 期 间 表 明了 他 至 少 有 
真正 工程 师 的 勇气 .在 一 次 造成 16 人 牺牲 的 矿井 爆炸 和 着 火 之 后 ,他 立即 跟着 
救援 人 员 下 井 了 .但 是 这 个 职业 同 他 的 志趣 不 合 ,他 喜欢 他 的 学 位 论文 和 另 一 
项 早期 工作 为 他 开启 的 成 为 专业 数学 家 的 机 会 .他 的 第 一 次 学 术 任 命 是 1879 
年 12 月 1 日 在 卡 晶 (Caen) 担 任 数学 分 析 教授 .两 年 以 后 (他 27 岁 时 ) ,他 被 提升 
到 巴黎 大 学 ,1886 年 他 再 次 晋升 ,在 巴黎 大 学 负责 力学 和 实验 物理 课程 (后 一 
项 看 来 有 点 奇怪 ,是 考虑 到 庞 加 莱 做 学 生 时 在 实验 室 中 的 功绩 吧 ). 庞 加 莱 除 了 
去 欧洲 参加 科学 会 议和 1904 年 作为 圣 路 易 博 览 会 邀请 的 演讲 人 去 美国 访问 过 
一 次 以 外 ,一 直 住 在 巴黎 ,成 为 法 国 数学 的 统治 者 . 

庞 加 莱 的 创作 时 期 开始 于 1878 年 的 学 位 论文 ,终止 于 他 1912 年 逝世 一 一 
当时 他 正 处 在 他 力量 的 顶峰 .他 给 这 个 相对 短促 的 34 年 跨度 塞 进 了 大 量 著 作 ， 
当 我 们 考虑 到 大 部 分 工作 的 难度 时 ,其 数量 简直 是 绝对 难以 置信 的 .他 的 记录 
是 近 500 篇 关于 新 数学 的 文章 ,其 中 很 多 是 范围 广泛 的 研究 报告 ,还 有 30 多 部 
实际 上 包括 了 数理 物理 学 \ 理 论 物理 学 和 理论 天 文学 当时 的 所 有 分 支 的 著作 . 


@ ”据说 当 亚历山大 大 帝 想 要 很 快 地 征服 几何 时 ,米内 克 穆 斯 (Menaechmus) 对 他 说 :“ 几 何 无 坦途 .” 
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这 还 没有 计 人 他 关于 科学 哲学 的 那些 名 著 和 他 的 通俗 文章 . 谁 要 想 对 这 个 庞大 
的 劳动 量 有 一 个 恰当 的 概念 ,就 必须 成 为 第 二 个 庞 加 莱 , 所 以 我 们 现在 只 从 他 
的 最 驰名 的 著作 中 选 出 两 三 种 ,加 以 简单 论述 , 谨 在 此 最 后 一 次 为 必需 的 不 全 
面 而 道歉 . 

庞 加 莱 的 第 一 次 成 功 是 在 微分 方程 理论 方面 ,他 把 分 析 学 的 全 部 方法 应 用 
于 微分 方程 ,他 绝对 是 分 析 学 的 大 师 .选择 这 个 早期 的 主要 努力 方向 ,已 经 表明 
庞 加 莱 对 于 数学 的 应 用 倾向 ,因为 自从 牛顿 时 代 以 来 ,微分 方程 吸引 了 众多 的 
工作 者 ,主要 是 因为 它们 在 物理 世界 的 探索 中 具有 的 重要 性 .“ 纯 "数学 家 有 时 
候 喜 欢 想象 他 们 的 一 切 活动 都 服从 于 自己 的 趣味 ,科学 上 的 应 用 没有 向 他 们 提 
供 什么 有 趣 的 东西 .然而 纯 数学 家 中 的 一 些 最 纯粹 的 数学 家 ,终生 孜孜 不 倦 地 
致力 于 微分 方程 ,这 些 方 程 首先 出 现在 将 物理 状况 转变 成 数学 符号 之 中 ,实际 
上 人 恰恰 是 这 些 人 提出 了 这 一 理论 的 核心 微分 方程 .由 科学 提出 的 一 个 特殊 的 方 
程 , 可 以 被 数学 家 们 推广 ,然后 转 回 到 科学 家 手 里 (经 常 是 没有 他 们 能 够 使 用 的 
任何 形式 的 解答 ) ,以 便 应 用 到 新 的 物理 问题 上 ,但 是 总 的 说 来 ,动机 是 科学 的 . 
依 里 叶 的 一 段 名言 总 结 了 这 个 论点 , 它 使 一 类 数学 家 恼怒 ,但 是 庞 加 莱 赞 成 这 
种 说 法 ,并 在 他 的 大 部 分 工作 中 遵循 它 : 

“对 自然 的 深入 研究 ,” 健 里 叶 宣 称 , “是 数学 发 现 的 最 丰厚 的 源泉 .这 种 研 
究 通 过 提出 一 个 供 研究 的 明确 目标 ,不 仅 有 排出 含糊 的 问题 和 无 用 的 计算 的 优 
点 ,而 且 也 是 一 个 形成 分 析 本 身 和 发 现 分 析 中 那些 原理 的 可 靠 方法 ,了 解 这 些 
原理 是 必要 的 ,科学 总 应 该 保存 它们 .这 些 基本 的 原理 ,就 是 在 自然 现象 中 反复 
出 现 的 那些 原理 .对 此 ,一 些 人 可 能 会 反驳 :这 很 可 能 ,但 是 在 高 斯 意义 上 的 算 
术 怎 么 办 呢 ? 无 论 如 何 , 庞 加 莱 是 遵循 了 健 里 叶 的 忠告 ,不 管 他 是 否 相 信 
它 一 一 其 至 他 在 数论 中 的 研究 ,也 多 多 少 少 受 到 其 他 一 些 更 接近 于 物理 科学 的 
数学 研究 的 间接 鼓舞 . 

庞 加 莱 在 微分 方程 上 的 研究 ,在 1880 年 ,他 26 岁 时 ,导致 了 他 的 第 一 个 最 
好 的 发 现 , 即 椭圆 函数 (和 一 些 其 他 函数 ) 的 推广 .三 角 函 数 sin z 有 周期 2r, 即 
sin (z +27) = sin z; 那 就 是 说 , 当 变 量 z 增加 2x 时 ,z 的 正弦 函 数 回 到 它 的 初 
值 .一 个 椭圆 隐 数 ,比如 说 E(z), 有 两 个 不 同 的 周期 ,比如 说 mm 和 p,, 使 得 
E(z+p,\) = E(z), E(z+ ps)=E(z). 庞 加 莱 发 现 周期 性 只 是 某 种 更 普遍 的 性 
质 的 特例 : 当 变量 由 它 自 身 的 可 数 无 限 多 个 线性 分 式 变换 之 一 代替 时 , 某 些 特 
定 函 数 的 值 还 原 , 所 有 这 些 变换 形成 一 个 群 . 几 个 符号 就 能 讲 清楚 这 个 论断 . 

设 z 被 (az + b)/(cz + d) RE, MAM F a,b,c,d 之 值 的 某 个 可 数 无 限 
集 , 有 z 的 一 些 单 值 函数 ,比如 说 其 中 之 一 为 F(z) ,使 得 


az+b 
Fria)= F(z) 
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进而 ， 如 果 ai, bi, Cis di 和 a2; bo, c2, d2 是 a, b, C, d 的 值 集中 的 任意 两 个 ， A 
如 果 z see MCR, 然后 在 这 个 式 子 中 ,z ee ECA, 得 到 比如 说 


AtB ABZ BEA 


aız+ b az + b 
EAI 
而 且 有 r( #4) = F(a) 
更 进一步 ,如 刚才 解释 的 那样 保持 F(z) 的 值 不 变 的 所 有 置换 
az+b 
ET E d 
(箭头 读 作 “用 …… 代 替 ”) 的 集合 形成 一 个 群 :集合 中 两 个 置换 相继 实施 的 结 
az + bı 02z + by 


Cız 十 ar Coz + dy 
仍 在 集合 中 ;集合 中 有 一 个 “ 恒 等 置 换 ”, 即 2 2 GR a =1,b=0,c=0,d= 
1) ;最 后 ,每 一 个 置换 有 一 个 唯一 的 “ 逆 ” 一 一 就 是 说 ,对 于 集合 中 的 每 一 个 置 
换 , 有 一 个 单独 的 另 一 个 置换 ,如 果 把 它 作 用 到 第 一 个 置换 上 去 ,就 产生 恒 等 置 
换 .总 之 ,用 前 面 的 术语 ,我 们 看 出 F(z) 是 一 个 在 一 个 线性 分 式 变换 的 无 限 群 
的 函数 .注意 ,如 开始 说 的 那样 ,置换 的 无 限 是 可 数 的 无 限 :置换 能 用 1, 
… 数 出 来 ,不 像 直 线 上 的 点 那样 多 . 庞 加 莱 实 际 构造 出 了 这 样 的 函数 ,他 在 
19 i 80 年 代 的 一 系列 文章 中 发 展 了 它们 的 最 重要 的 性 质 . 这样 的 函数 称 为 
et 
里 只 需 说 两 点 ,以 指出 庞 加 莱 用 这 个 奇妙 的 创造 取得 了 什么 样 的 成 就 . 

首先 ， 人 企 把 椭圆 函数 理论 作为 一 个 细节 包括 进去 .其 次 ,正如 著名 的 法 国 
数学 家 乔治 " 安 贝尔 (Georges Humbert) SU, 庞 加 莱 发 现 了 两 个 值得 注意 的 命 
题 ,这 些 命题 “给 了 他 代数 和 谐 的 钥匙 

在 同一 个 群 下 不 变 的 两 个 自 守 函数 @ ,是 由 一 个 代数 方程 联系 起 来 的 ; 

反之 ,在 任何 代数 曲线 上 的 某 个 点 的 坐标 ,都 能 够 用 自 守 函数 来 表示 ,因此 
可 用 一 个 参数 (变量 ) 的 单 值 函数 来 表示 . 

一 条 代数 曲线 是 其 方程 具有 类 型 P(x,y) =0 的 曲线 ,其 中 P(x,y) 是 %,y 
的 多 项 式 . 举 一 个 简单 的 例子 ,中 心 在 原点 ， 径 为 a 的 圆 的 方 
程 是 x?+ y= wz. 按照 庞 加 莱 的 第 二 把 “钥匙 ", 把 x,y 表示 成 一 个 单 参数 的 ， 
比如 说 i 的 自 守 函数 ,一 定 是 可 行 的 . 它 确实 是 可 行 的 ,因为 如 果 x = acos t, 


@” 庞 加 莱 以 现代 微分 方程 理论 的 创始 者 之 一 ee bE (I ad Fuchs, 1833— 
1902) H 4A F , ERA A — EE PRO EF TE YT PRI , HED Al co aa 斯 ` 克 莱 因 的 名 字 称 
其 他 一 些 函数 为 克 菜 因 函数 一 一 讽刺 性 地 承认 有 争议 的 优先 权 ， 
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y = asin t, 那 么 ,开平 方 并 相 加 ,我 们 就 消去 了 i( 因 为 cos*t + sin =1), 得 出 
+ y= wz. 但 是 三 角 函 数 cos 1，,sin t 是 椭圆 函数 的 特例 , 而 椭圆 函数 又 是 自 
守 函 数 的 特例 . 

这 个 广阔 的 自 守 函数 理论 的 创立 ,只 不 过 是 庞 加 莱 在 30 岁 以 前 做 出 的 分 
析 学 中 许多 令 人 吃惊 的 东西 之 一 .他 并 没有 把 全 部 时 间 都 奉献 给 分 析 学 ,数论 、 
代数 的 一 些 部 分 ,数理 天 文学 ,占据 了 他 的 注意 力 .在 数论 中 ,他 以 几何 形式 重 
新 建立 了 双 二 次 形式 的 高 斯 理论 ,这 特别 合乎 那些 像 庞 加 莱 一 样 喜欢 直观 方法 
的 人 的 心意 .这 当然 不 是 他 在 高 等 算术 理论 中 做 过 的 全 部 贡献 ,但 是 限于 篇 幅 ， 
不 能 进一步 详 述 . 

这 个 本 事 很 大 的 人 的 工作 ,从 没有 不 受 人 重视 .在 32 岁 (1887 年 ) 这 个 不 寻 
常 的 年 轻 年 龄 , 庞 加 莱 被 选 入 科学 院 . 他 的 提名 人 说 了 一 些 言 过 其 实 的 话 , 但 是 
大 多 数 数学 家 会 同意 这 是 真实 的 :“( 庞 加 莱 的 工作 ) 高 于 通常 的 赞扬 , 而且 使 我 
们 不 可 避免 地 想起 雅 可 比 写 的 有 关 阿 贝尔 的 话 一 一 他 解决 了 在 他 之 前 无 法 想 
象 的 问题 .确实 必须 承认 ,我 们 正 目睹 一 场 数学 上 的 革命 ,这 场 革命 在 每 个 方面 
都 可 以 与 半 个 世纪 以 前 ,由 于 椭圆 函数 的 出 现 所 产生 的 革命 相 比 .” 

在 这 里 离开 庞 加 莱 的 纯 数学 工作 ,就 像 刚 刚 坐 在 宴会 桌 旁 就 站 起 来 一 样 ， 
但 是 我 们 必须 转 到 他 的 多 方面 才能 的 另 一 方面 了 . 

自从 牛顿 和 他 的 直接 后 继 者 的 时 代 以 来 ,天 文学 慷慨 地 给 数学 家 们 提供 了 
比 他 们 能 解决 的 还 要 多 的 问题 .直到 19 世纪 后 期 为 止 ,数学 家 们 在 着 手 解 决 天 
文学 问题 时 所 用 的 方法 ,实际 上 都 是 由 牛顿 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 发 明 的 
那些 方法 的 直接 改进 .但 是 贯穿 整个 19 世纪 ,特别 是 自从 柯 西 对 单 复 变量 函数 
的 发 展 , 以 及 他 本 人 和 其 他 一 些 人 关于 无 穷 级 数 收敛 性 的 研究 以 来 , 纯 数 学 家 
的 工作 中 已 经 积聚 了 大 量 未 经 试验 的 方法 .对 于 庞 加 莱 , 分析 对 他 来 说 像 思 考 
一 样 自然 ,这 一 大 堆 未 曾 用 过 的 数学 ,好像 是 世界 上 用 来 解决 天 体力 学 和 行星 
演化 的 突出 问题 的 最 自然 的 东西 .他 从 这 一 大 堆 中 挑 拣 了 他 喜爱 的 东西 ,改进 
了 它们 ,发 明了 他 自己 的 新 方法 ,以 一 个 世纪 以 来 理论 天 文学 没有 经 受过 的 庞 
大 方式 向 它 进攻 .他 把 这 个 进攻 现代 化 了 ;对 于 大 多 数 天 体力 学 专家 来 说 ,他 的 
战役 确实 是 极端 现代 的 ,以 至 于 甚至 今天 ,在 庞 加 莱 开 始 他 的 进攻 40 FREA 
以 后 ,还 很 少 有 人 掌握 他 的 方法 ,一 些 不 能 运用 他 的 方法 的 人 ,暗示 它 在 实际 解 
决 问题 上 是 没有 价值 的 .然而 庞 加 莱 并 不 缺乏 有 力 的 拥护 者 ,他 们 的 胜利 对 于 
庞 加 莱 时 代 以 前 的 人 们 是 不 可 能 芯 

庞 加 莱 在 数学 天 文学 上 的 第 一 次 (1889 年 ) 成 功 ,出 自 他 对 “n 体 问题 ”的 一 
个 不 成 功 的 考虑 .对 于 n = 2, 这 个 问题 已 由 牛顿 完全 解决 了 ;著名 的 “三 体 问 
RR” (n =3) 将 在 后 面谈 到 ; 当 超过 3 时 ,一 些 可 以 适用 于 ”= 3 的 情形 的 化 简 
可 以 继续 下 去 . 
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根据 牛顿 的 万 有 引力 定律 ,两 个 质量 为 m,MW ,间隔 距离 为 D 的 质点 ,以 与 
(m x M)/D? 成 正比 的 力 相 互 吸引 .想象 空间 中 随意 分 布 的 n 个 质点 ;假定 所 
有 质点 的 质量 ,初始 运动 和 相互 之 间 的 距离 在 某 一 给 定 的 瞬间 都 是 已 知 的 .如 
果 它 们 按照 牛顿 定律 互相 吸引 ,那么 在 任意 规定 的 时 间 间 隔 之 后 ,它们 的 位 置 
和 运动 (速度 ) 是 什么 呢 ? 对 于 数理 天 文学 ,在 一 个 星团 .或 一 个 星系 、 或 一 个 星 
系 团 中 的 恒星 ,可 以 看 做 是 按 牛 顿 定律 互相 吸引 的 质点 .这 样 ,“n 体 问题 "就 相 
当 于 一 一 在 它 的 一 个 应 用 中 问 从 现在 起 1 年 或 10 亿 年 后 ,天 空 是 什么 样 
子 的 ,人 们 认为 ,我 们 有 足够 的 观测 数据 ,可 以 描述 今天 的 总 体位 形 . 当然 问题 
由 于 辐射 而 极其 复杂 一 一 恒星 的 质量 不 会 历经 数 百 万 年 而 不 变 ; 但 是 在 牛顿 形 
式 下 的 n 体 问题 的 某 个 完全 的 可 计算 解 ,也 许 会 给 出 对 人 类 的 一 切 目 的 而 言 
足够 精确 的 结果 一 一 人 类 很 可 能 在 辐射 能 够 造成 可 以 观测 到 的 误差 之 前 很 久 
就 消亡 了 . 

这 实质 上 是 为 瑞典 国王 奥斯卡 二 世 (King Oscar I] ) 在 1881 年 提供 的 奖金 所 
提出 的 问题 . 庞 加 莱 没 有 解决 这 个 问题 ,但 在 1889 年 ,由 于 他 对 动力 学 微分 方 
程 的 一 般 讨 论 和 对 三 体 问题 的 研究 ,由 魏 尔 斯 特 拉 斯 埃 尔 米 特 和 米 塔 - 列 夫 
勒 组 成 的 评奖 团 授予 了 他 这 一 奖金 . 三 体 问 题 通常 被 认为 是 n 体 问题 最 重要 
的 情形 ,因为 地 球 、 月 球 和 太阳 提供 了 一 个 n =3 的 情形 的 例子 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 
TAKE - 列 夫 勒 的 报告 中 写 道 :“ 您 可 以 告诉 您 的 国王 ,这 项 工作 确实 不 能 看 
做 提供 了 所 提问 题 的 完全 解答 ,但 是 不 管 怎 么 说 , 它 是 非常 重要 的 , 它 的 发 表 将 
在 天 体力 学 史上 开创 一 个 新 的 时 代 . 因此 可 以 认为 陛下 在 设立 这 一 项 竞赛 时 所 
考虑 的 目的 已 经 达到 . "法 国政 府 不 甘心 落 在 瑞典 国王 后 面 , 在 庞 加 莱 获 得 奖金 
后 封 他 为 荣誉 军团 骑士 一 一 这 是 对 这 位 年 轻 天 才 数 学 家 所 给 的 比 国王 的 2 500 
克朗 和 人 金 质 奖 章 便 宜 得 多 的 奖励 . 

由 于 已 经 提 到 过 三 体 问题 ,现在 可 以 报告 它 最 近 的 一 项 发 展 ;自从 欧 拉 那 
时 以 来 , 它 就 被 认为 是 整个 数学 领域 中 最 困难 的 问题 之 一 .从 数学 上 讲 , 这 个 问 
题 归 结 为 解 九 个 微分 方程 (都 是 二 阶 线性 的 ) 的 联 立 方程 组 . 拉 格 朗 日 成 功 地 把 
这 个 方程 组 约 化 为 更 简单 的 形式 .如 同 在 大 部 分 物理 问题 中 那样 ,无 法 期 望 有 
限 形式 的 解 ;如 果 确 实 存在 一 个 解 , 它 将 由 无 穷 级 数 给 出 .如 果 这 些 级 数 (形式 
上 ) 满 足 那些 方程 ,而 且 对 于 变量 的 一 些 值 收敛 ,那么 解 就 “存在 ,中心 困 难 是 
证 明 收 敛 .到 1905 年 为 止 ,已 经 发 现 了 各 种 各 样 的 特殊 解 ,但 是 尚未 证 明 存 在 
任何 能 被 称 为 通 解 的 东西 . 

在 1906 年 和 1909 年 ,一 个 完全 意 想 不 到 的 地 区 一 一 芬兰 一 一 取得 了 一 项 
重要 进展 ,对 于 这 个 国家 , 老 于 世故 的 欧洲 人 甚至 今天 还 认为 它 几乎 是 不 开化 
的 ,特别 是 认为 它 还 债 的 怪 习 不 够 文明 ;在 帕 沃 ' 努 尔 米 中 在 径 赛 中 跑 过 美国 之 


中 帕 沃 努 尔 米 (Paavo Nunni,1897 一 1973) 为 芬兰 径 赛 运动 员 .在 3 次 奥运 会 上 共 获 6 枚 个 人 金牌 ， 
上 第 一 个 9 枚 金牌 获得 者 .一 一 译 者 注 
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前 ,很 少 有 美国 人 认为 这 个 国家 超出 了 石器 时 代 . 除 了 所 有 三 体 同时 撞 到 一 起 
的 极 罕 见 的 情形 , 赫 尔 辛 福 斯 中 的 卡尔 : 弗 里 肖 夫 . 宗 德 曼 (Karl Frithiof Stmd- 
man) 利 用 归功 于 意大利 人 莱 维 : 齐 维 塔 (Levi Civita) 和 法 国人 潘 勒 韦 (Painleve) 
的 分 析 方 法 ,做 出 他 自己 的 巧妙 变换 ,证 明了 存在 上 述 意义 的 解 . 宗 德 曼 的 解答 
不 适宜 于 数值 计算 ,也 没有 提供 多 少 关于 实际 和 运动 的 信息 ,但 那 不 是 这 里 感 兴 
趣 的 事 :一 个 不 知道 是 否 可 解 的 问题 被 证 明 是 可 解 的 了 .许多 人 曾经 不 顾 一 切 
地 努力 证 明 这 个 重要 结论 , 当 证 明 即 将 出 现时 ,一 些 数学 家 像 常人 常 有 的 那样 ， 
急忙 指出 宗 德 曼 没 有 做 出 什么 重要 的 事 , 因 为 除了 他 解决 的 那个 问题 以 外 ,他 
没有 解决 其 他 的 问题 .这 一 类 批评 在 数学 上 就 像 在 文学 和 艺术 上 一 样 平常 ,这 
再 次 表明 数学 家 同 任何 人 一 样 是 凡人 

庞 加 莱 在 数学 天 文学 中 最 有 独创 性 的 工作 ,总 结 在 他 的 伟大 专著 《天 体力 
学 新 方法 》( 三 卷 ,1892、1893、1899) 中 .接着 是 1905 ~ 1910 年 的 具有 更 直接 实用 
性 质 的 另 一 部 三 卷 集 著作 《天 体力 学 教程 》, 以 及 再 晚 一 些 出 版 的 他 的 课程 讲义 
《流体 质量 平衡 的 图 形 》 和 一 本 历史 性 评论 著作 《关于 宇宙 论 假设 》. 

达 布 (得 到 其 他 许多 人 的 支持 ) 就 这 些 著 作 中 的 第 一 部 发 表 看 法 ,说 它 确 实 
开创 了 天 体力 学 的 一 个 新 时 代 , 它 可 以 与 拉 普 拉 斯 的 《天 体力 学 》 和 达 朗 贝尔 早 
期 关于 岁差 的 著作 媲美 .“ 沿 着 拉 格 朗 日 开创 的 分 析 力 学 的 道路 ,” 达 布 说 ， 
“…… 雅 可 比 建 立 了 一 个 看 来 是 动力 学 中 最 完整 的 理论 .50 年 来 ,我 们 依靠 这 
位 杰出 的 德国 数学 家 的 那些 定理 ,从 各 种 角度 应 用 它们 ,研究 它们 ,但 是 没有 添 
加 任何 本 质 的 东西 . 正 是 庞 加 莱 第 一 次 打破 了 似乎 装着 这 个 理论 的 这 些 僵硬 的 
框 子 ,为 它 设 计 出 客观 世界 的 前 景 和 新 的 窗口 .他 在 动力 学 问题 的 研究 中 引进 
或 使 用 了 不 同 的 概念 :首先 是 变 分 方程 , 即 决定 某 一 问题 的 无 限 接近 一 个 已 知 
解 的 解答 的 线性 微分 方程 ,这 个 概念 以 前 就 有 过 ,而且 不 仅仅 可 以 应 用 于 力学 ; 
其 次 是 积分 不 变 式 ,这 完全 属于 他 ,并 在 这 些 研究 中 起 了 重要 作用 .再 加 上 其 他 
一 些 基 本 概念 ,特别 是 涉及 所 谓 “ 周 期 " 解 的 那些 概念 ,对 于 它们 ,被 研究 其 运动 
的 那些 物体 ,在 一 定时 间 后 回 到 它们 的 初始 位 置 和 初始 相对 速度 .” 

周期 解 的 概念 开创 了 数学 的 整整 一 个 部 门 , 即 对 周期 轨道 的 研究 :比如 说 ， 
给 定 一 个 行星 系统 ,或 一 个 恒星 系统 ,以 及 该 系统 中 所 有 成 员 在 某 一 确定 时 刻 
的 初始 位 置 和 相对 速度 的 完整 数据 ,要 求 确 定 在 什么 条 件 下 该 系统 会 在 稍 后 的 
某 一 时 刻 回 到 它 的 初始 状态 ,从 此 无 限 地 重复 它 的 循环 运动 .例如 ,太阳 系 具 有 
这 种 周期 类 型 吗 ? 或 者 如 果 不 具 有 ,那么 要 是 它 是 孤立 的 ,而 且 不 受 外 界 天 体 
的 摄 动 , 它 会 具有 吗 ? 无 须 说 ,这 个 一 般 的 问题 还 没有 完全 解决 . 

庞 加 莱 的 许多 天 文学 研究 工作 是 定性 的 ,而 不 是 定量 的 ,正如 一 个 直觉 主 


即 赫尔辛基 .一 一 译 者 注 
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义 者 应 有 的 那样 ,这 个 特点 把 他 引 向 了 拓扑 学 研究 ,就 像 它 曾 引领 过 黎 曼 一 样 . 
他 发 表 了 六 篇 关于 拓扑 学 的 著名 论文 ,它们 革新 了 当时 的 这 个 学 科 . 关 于 拓扑 
学 的 研究 又 被 大 量 应 用 于 天 文学 的 数学 . 

我 们 已 经 提 到 庞 加 莱 关 于 旋转 流动 物体 问题 的 工作 一 一 在 天 体 演化 学 中 
具有 明显 的 重要 性 , 它 的 一 个 方面 假定 行星 一 度 很 像 这 样 一 些 流动 物体 ,它们 
可 以 被 看 做 好 像 它 们 实际 上 不 是 那么 荒 廖 可 笑 的 样子 .它们 是 否 如 此 对 这 种 情 
形 的 数学 而 言 并 不 重要 , 它 本 身 就 很 有 意思 .从 庞 加 莱 自 己 的 概述 中 摘出 的 几 
段 话 , 比 任何 释义 更 清楚 地 说 明了 他 在 这 个 困难 的 学 科 中 用 数学 说 明 的 东西 的 
性 质 . 

“让 我 们 想象 一 个 (旋转 ) 流 动物 体 由 于 冷却 而 收缩 ,但 是 收缩 慢 得 足以 保 
持 均 匀 ,并 使 旋转 在 一 切 部 分 都 一 样 . 

“一 开始 ,形状 很 近似 一 个 球 的 这 团 物 体 变 成 一 个 旋转 椭 球 , 它 将 变 得 越 来 
越 扁 ,然后 ,在 某 个 确定 的 时 刻 , 它 将 变 成 一 个 有 三 个 不 同 轴 的 椭 球 .再 后 来 , 形 
TRA FR EAGER ,而 成 了 梨 形 ,直到 最 后 这 一 团 物体 在 它 的 " 腰 ”部 越 来 越 止 进去 ， 
分 成 两 个 隔 开 的 、 不 同 的 物体 为 止 . 

“上 述 假说 肯定 不 能 应 用 到 太阳 系 . 一 些 天 文学 家 认为 它 可 能 对 一 些 双星 
是 成 立 的 ,天 琴 座 B 型 双星 可 能 会 呈现 出 类 似 于 我 们 讲 到 的 那些 形式 的 过 渡 形 

然后 他 继续 提出 该 研究 对 土星 光环 的 应 用 ,他 宣称 已 经 证 明了 只 要 光环 的 
密度 超过 土星 密度 的 1/16 ,光环 就 是 稳定 的 .可 以 说 ,直到 1935 年 这 些 问题 还 
不 能 被 看 做 完全 解决 了 .特别 是 对 可 怜 的 老 土星 的 更 严格 的 数学 处 理 , 似乎 表 
明 它 还 没有 被 大 数学 家 们 完全 征服 .这 些 数学 家 中 包括 克拉 克 .麦克 斯 韦 ,过 去 
的 70 年 中 这 些 数 学 家 一 直 在 断断续续 地 不 停 地 研究 它 . 

我 们 必须 再 次 离开 这 个 几乎 还 没有 尝 到 什么 东西 的 宴会 ,进入 庞 加 莱 在 数 
理 物理 学 中 的 大 部 头 著作 .这 里 他 的 运气 不 是 那么 好 .要 想 乘 机 利用 他 自己 卓 
越 的 才能 ,他 应 该 晚 生 30 年 或 多 活 20 年 .不 幸 的 是 , 当 他 正 处 在 全 盛 时 期 时 ， 
物理 学 正好 经 过 一 个 循环 之 后 进入 衰老 期 ; 当 物 理学 开始 恢复 青春 时 一 一 在 普 
朗 克 于 1900 年 , 爱 因 斯 坦 于 1905 年 ,完成 了 赋予 这 个 衰老 的 浪子 第 一 对 新 命 
脉 的 困难 坏 手 的 手术 之 后 一 一 他 已 经 如 此 彻底 地 沉 漫 在 19 世纪 的 理论 中 ,以 
至 于 他 在 1912 年 去 世 之 前 几乎 没有 时 间 去 领悟 这 些 奇迹 : 庞 加 莱 在 他 整个 成 
年 时 期 ,似乎 都 是 通过 思考 去 汲取 知识 ,而 没有 作 有 意识 的 努力 .他 像 凯 莱 一 
样 ,不 只 是 一 个 多 产 的 创造 者 ,而 且 也 是 一 个 学 识 渊博 的 学 者 .他 的 范围 也 许 比 
凯 莱 还 要 宽广 ,因为 饥 莱 从 来 没有 自称 他 能 够 懂得 在 应 用 数学 中 正在 发 生 的 一 
切 . 这 种 独特 的 博学 , 当 碰 到 与 经 典 科 学 相对 立 的 、 现 实 的 科学 问题 时 ,也 许 是 
一 个 不 利 因素 . 
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HEH ABARRE ESE A AEREN, 
把 它们 构成 几 个 纯 数 学 研究 的 题目 . 当 无 线 电报 发 明 时 ,他 抓 住 这 个 新 东西 , 创 
立 了 它 的 数学 . 当 其 他 人 或 者 无 视 爱 因 斯 坦 关于 (狭义 ) 相 对 论 的 早期 工作 ,或 
者 把 它 只 作为 一 个 奇怪 的 东西 忽略 过 去 时 , 庞 加 莱 已 经 在 忙 着 它 的 数学 了 ,他 
是 第 一 个 告诉 世界 什么 已 经 到 来 的 赫赫 有 名 的 科学 界 人 士 , 他 催促 全 世界 把 爱 
因 斯 坦 的 理论 看 做 也 许 是 新 纪元 的 最 重要 的 现象 ,他 预见 到 这 个 新 纪元 ,但 是 
他 自己 不 能 开创 这 个 新 纪元 .对 于 普 朗 克 量 子 理论 的 早期 形式 也 是 如 此 . 当然 ， 
有 各 种 不 同 的 意见 ;但 是 时 间 过 得 这 样 久 了 ,现在 看 来 ,数理 物理 学 之 于 庞 加 
莱 ,犹如 谷 神 星 之 于 高 斯 ;虽然 庞 加 莱 在 数理 物理 学 方面 所 完成 的 工作 足够 赢 
来 半 打 伟大 的 荣誉 ,但 那 不 是 他 毕生 从 事 的 职业 ,要 是 他 坚持 从 事 纯 数学 ,科学 
从 他 那 得 到 的 就 会 更 多 一 一 他 的 天 文学 工作 也 就 是 纯 数学 ,而 不 是 其 他 .但 是 
科学 得 到 的 已 经 够 多 了 ,而 且 一 个 具有 庞 加 莱 的 天 才 的 人 ,有 权 做 他 喜爱 的 事 . 

我 们 现在 还 有 篇 幅 来 讲述 庞 加 莱 多 才 多 艺 的 最 后 一 个 方面 :他 对 数学 创造 
的 基本 原理 的 兴趣 .在 1902 年 和 1904 年 ,瑞士 数学 杂志 《数学 教学 》 对 数学 家 
们 的 工作 习惯 进行 了 调查 .调查 表 发 给 了 许多 数学 家 ,其 中 一 百 多 人 作 了 回答 . 
对 于 问题 的 回答 和 对 一 般 倾 向 的 分 析 , 在 1912 年 以 最 后 形式 发 表 @O .任何 希望 
一 抠 数 学 家 的 “心理 "的 人 ,都 能 在 这 件 别具一格 的 著作 中 ,以 及 庞 加 莱 在 看 到 
这 个 调查 的 结果 之 前 独立 得 出 的 观点 的 证 据 中 ,找到 许多 有 趣 的 东西 .在 我 们 


那些 后 来 成 为 大 数学 家 的 人 对 数学 的 早期 兴趣 ,已 经 在 前 面 多 次 举例 说 明 
了 .对 于 “在 什么 时 期 …… 和 在 什么 情况 下 数学 抓 住 了 你 ?这 个 问题 , 收 到 了 
93 人 对 第 一 个 提问 的 回答 :35 人 说 在 10 岁 以 前 ,43 人 说 在 11 岁 到 15 岁 ;11 人 
说 在 16 岁 到 18 岁 ;3 人 说 在 19 岁 到 20 岁 ;只 有 1 个 晚 的 说 在 26 岁 . 

男 外 ,凡是 有 数学 家 朋友 的 人 都 会 注意 到 ,他 们 当中 有 一 些 人 喜欢 在 早晨 
很 早 的 时 候 工作 (我 知道 一 个 很 出 众 的 数学 家 ,他 在 早 得 不 近 人 情 的 清晨 5 点 
钟 开始 他 一 天 的 工作 ) ,而 另外 一 些 人 在 天 黑 以 前 什么 都 不 做 .对 于 这 一 点 的 回 
答 ,表明 了 一 个 奇怪 的 倾向 一 一 也 许 是 重要 的 ,尽管 有 许多 例外 :北方 民族 的 数 
学 家 们 宁愿 在 夜里 工作 ,而 拉丁 系 民族 的 数学 家 喜欢 在 早晨 工作 .在 夜里 工作 
的 数学 家 中 ,长 时 间 的 集中 精力 ,使 得 他 们 年 纪 大 一 些 的 时 候 常 常 失眠 ,于 是 他 
们 一 一 不 情愿 地 一 一 改 成 早晨 工作 . 费 利 克 斯 克 莱 因 在 年 轻 时 夜以继日 地 工 
作 , 他 有 一 次 指出 摆脱 这 种 困境 的 一 个 可 能 的 途径 .他 的 一 个 美国 学 生 抱怨 由 
于 思考 数学 而 不 能 睡觉 “ 睡 不 着 , 咽 ?" 克 莱 因 哼 了 一 声 , “水合 氯 醛 是 干什么 
的 ?" 不 过 ,不 能 不 加 区 别 地 推荐 这 种 药物 ; 克 莱 因 自己 悲剧 性 的 衰竭 也 许 与 它 


本 中 锅 到 (数学 教学 } 关 于 数学 家 工作 方法 的 调查 ,可 从 该 杂志 及 巴黎 的 戈 蒂 埃 - 维 拉 尔 出 版 社 的 单行 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


AK. 

也 许 , 收 到 的 回答 中 最 重要 的 是 ,那些 关于 灵感 与 苦 干 哪 一 个 是 数学 发 现 
的 源泉 这 一 问题 的 回答 .结论 是 “数学 发 现 , 不 论 大 小 …… 都 永远 不 会 自发 地 产 
生 . 它 们 总 是 自觉 和 不 自觉 地 以 一 片 播种 了 基础 知识 ,并 通过 劳动 充分 耕耘 的 
土壤 为 先决 条 件 的 .” 

那些 宣称 天 才 基 于 百 分 之 九 十 九 的 汗水 ,只 有 百 分 之 一 的 灵感 的 人 ,如 托 
马 斯 :阿尔 瓦 ` 爱 迪生 (Thomas Alva Edison) 和 那些 把 这 个 数字 颠倒 过 来 的 人 并 
不 抵触 . 哪 方 都 是 对 的 .一 方 记 住 了 苗 干 ,而 另 一 方 在 貌似 突然 发 现 的 激动 中 把 
它 忘 得 精光 ,但 是 当 他 们 分 析 他 们 的 印象 时 ,双方 都 承认 ,没有 苦 干 和 “灵感 "的 
闪现 ,就 不 可 能 有 发 现 . 如 果 只 是 苦 干 就 够 了 ,那么 许多 酷爱 艰苦 工作 的 人 ,他 
们 对 于 某 个 科学 分 支 似乎 无 所 不 知 ,同时 又 是 很 好 的 批评 家 和 评论 家 , 怎么 会 
连 一 个 小 小 的 发 现 也 从 来 没有 做 出 来 呢 ? 另 一 方面 ,那些 相信 “灵感 "是 科学 或 
文学 上 发 现 和 发 明 的 唯一 因素 的 人 ,在 看 了 雪 莱 (Shelley) 的 任何 一 首 “ 完 全 自 
发 的 ” 诗 早先 的 草稿 (只 要 这 些 草稿 保存 了 下 来 ,并 被 复制 了 ) ,或 者 巴尔 扎 克 使 
他 的 气 得 发 狂 的 出 版 商 承 受 的 任何 一 部 长 篇 小 说 的 一 次 次 修改 稿 后 ,就 可 能 发 
现 这 是 很 有 教 益 的 . 

庞 加 莱 在 一 篇 1908 年 发 表 , 以 后 又 收入 他 的 《科学 方法 》 中 的 文章 里 ,说明 
了 他 对 数学 发 现 的 看 法 .他 说 ,数学 发 现 的 产生 ,是 一 个 应 该 使 心理 学 家 们 非常 
感 兴趣 的 问题 ,因为 它 是 人 类 头脑 似乎 从 外 部 世界 借用 得 最 少 的 活动 ,而 且 通 
过 了 解数 学 思维 的 过 程 , 我 们 有 希望 得 知 什么 是 人 类 头脑 中 最 本 质 的 东西 . 

庞 加 莱 问 道 :“ 怎 么 竞 会 有 一 些 不 懂 数 学 的 人 呢 ? 这 应 该 使 我 们 感到 吃惊 ， 
或 者 ,更 确切 地 说 ,如 果 我 们 不 是 如 此 的 对 它 习以为常 ,那么 它 就 会 使 我 们 吃 
惊 .” 如 果 数 学 仅仅 是 建立 在 逻辑 规则 的 基础 上 ,如 同 所 有 正常 的 人 都 接受 的 那 
样 ,而 且 ( 按 照 庞 加 莱 的 说 法 ) ,只 有 疯子 才 会 否认 这 一 点 ,那么 ,怎么 会 有 这 人 么 
多 人 不 懂 数 学 呢 ?” 对 这 个 问题 也 许可 以 这 样 回答 ,还 没有 哪 一 组 证 实数 学 上 的 
无 能 是 正常 人 类 模式 的 详尽 试验 公布 过 .“ 还 有 ,” 他 问 :“ 在 数学 中 错误 怎么 会 
是 可 能 的 呢 ?” 亚 历 山大 蒲 柏 (Alexander Pope) 说 :“ 犯 错误 是 合乎 人 性 的 .” 这 是 
和 任何 其 他 解答 一 样 不 能 令 人 满意 的 解答 .消化 系统 的 化 学 也 许 与 它 有 点 关 
系 , 但 是 庞 加 莱 想 要 更 微妙 的 解释 一 一 一 个 不 能 以 给 “无 价值 的 躯体 " 喂 麻 醇 剂 
和 酒精 来 做 试验 的 解释 . 

“在 我 看 来 答案 是 明显 的 ." 他 宣称 .逻辑 同 发 现 或 发 明 没有 什么 关系 ,记忆 
力 起 了 作用 .不 过 记忆 力 并 不 像 它 可 能 的 那样 重要 .他 一 点 不 脸红 地 说 ,他 的 记 
忆 力 不 好 :那么 它 为 什么 没有 在 一 段 困 难 的 ,大 多 数 棋 手 (他 认为 他 们 的 “记忆 
力 ” 是 极 好 的 ) 都 会 失败 的 数学 推理 中 抛 下 我 呢 ? 显然 是 因为 它 受 到 推理 的 一 
般 进 程 的 指导 .一 个 数学 证 明 不 只 是 演绎 推理 的 并 列 ; 它 是 按 一 定 顺序 排列 的 
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演绎 推理 ,而 顺序 是 比 组 成 部 分 本 身 更 重要 的 ." 如 果 他 有 这 个 顺序 的 “直觉 ”， 
记忆 力 就 算 不 得 什么 了 ,因为 每 一 个 演绎 推理 都 将 自动 占据 它 在 序列 中 的 位 
置 . 

然而 数学 创造 不 仅 在 于 做 出 已 知事 物 的 新 组 合 ;“ 任 何人 都 能 做 出 组 合 , 但 
是 这 样 的 组 合 会 有 无 限 多 个 ,大 多 数 是 没有 意义 的 .创造 恰恰 在 于 避免 无 用 的 
组 合 , 做 出 那些 有 用 的 组 合 , 它 们 只 构成 一 小 部 分 .发 明 是 识别 .选择 ." 但 是 这 
一 切 不 是 以 前 就 说 过 儿 千 遍 了 吗 ? 有 了 哪 一 个 艺术 家 不 知道 选择 一 一 一 个 不 可 
提 摸 的 东西 一 一 是 成 功 的 一 个 秘密 呢 ? 我 们 恰恰 处 于 我 们 在 开始 研究 以 前 的 
地 方 . 

为 了 结束 庞 加 莱 的 这 一 部 分 观察 报告 ,可 以 指出 ,他 说 的 许多 东西 都 是 建 
立 在 一 个 假定 上 的 ,这 个 假定 可 以 确定 是 成 立 的 ,但 是 它 没有 一 点 儿科 学 证 据 . 
直截了当 地 说 ,他 假定 人 类 的 大 多 数 都 是 数学 上 低能 的 人 .如 果 在 这 点 上 同意 
他 ,那么 我 们 甚至 无 须 接受 他 的 纯 浪 漫 的 理论 .它们 属于 灵感 的 文学 ,而 不 属于 
科学 .我 们 转 到 一 些 不 那么 引起 争论 的 东西 ,现在 来 引用 一 段 著名 的 文字 , 庞 加 
莱 在 这 段 文字 中 描绘 了 他 自己 的 一 个 最 伟大 的 “灵感 "是 怎样 产生 的 ,用 意 在 于 
证 明 他 的 数学 创造 的 理论 . 它 是 否 起 到 了 这 个 作用 ,可 以 留待 读者 去 判断 . 

他 首先 指出 ,为 了 领会 他 的 叙述 ,不 需要 懂得 专业 术语 :“ 心 理学 家 们 感 兴 
趣 的 不 是 定理 ,而 是 环境 .” 

“我 花 了 15 天 ,竭力 证 明 不 存在 与 我 后 来 称 为 富 克 斯 函数 类 似 的 函数 ,我 
那 时 非常 无 知 .每 天 坐 在 我 的 工作 台 前 , 花 上 一 两 个 小 时 的 时 间 ; 我 试 了 很 多 种 
组 合 , 什 么 结果 也 没有 得 到 .一 天 傍晚 ,与 我 的 习惯 相反 ,我 喝 了 黑 咖啡 ;我 不 能 
入 睡 ,各 种 想法 蜂拥 而 至 ;我 觉察 到 它们 互相 冲突 ,直到 一 对 想法 ,就 这 么 说 吧 ， 
钩 在 一 起 ,形成 一 个 稳定 的 组 合 .到 早晨 我 已 经 证 实 了 一 类 富 克 斯 函数 , 即 从 超 
几何 级 数 中 得 出 的 那 类 函数 的 存在 .我 只 需要 写 出 结果 ,这 用 了 我 几 个 小 时 . 

“接着 我 想 用 两 个 级 数 的 比 来 表示 这 些 函 数 ;这 个 想法 是 完全 有 意识 的 , 想 
出 来 的 ;与 椭圆 函数 的 类 比 指引 了 我 .我 问 自己 ,如 果 这 些 级 数 存 在 的 话 , 它 们 
的 性 质 是 什么 ,我 毫 无 困难 地 构造 出 了 这 些 级 数 , 我 称 它们 为 富 克 斯 级 数 . 

“然后 我 离开 了 当时 我 住 的 地 方 卡 昂 ,参加 矿业 学 院 主办 的 一 次 地 质 调查 
旅行 .旅行 的 紧张 使 我 忘记 了 我 的 数学 劳动 ;到 达 库 唐 斯 以 后 ,我 们 乘 公共 汽车 
去 某 地 游览 ,就 在 我 踏 上 汽车 踏板 的 那 一 瞬间 ,产生 了 一 个 想法 ,显然 我 以 前 并 
没有 想到 什么 东西 为 它 作 准 备 ,这 个 想法 是 ,我 用 来 定义 富 克 斯 函数 的 那些 变 
换 , 与 非 欧 几 何 的 那些 变换 是 一 致 的 .我 没有 作证 明 ; 我 不 会 有 时 间 , 因 为 一 上 
车 ,我 就 在 继续 一 个 中 断 了 的 谈话 ;但 是 我 立即 感到 这 是 完全 确定 无 疑 的 .一 回 
到 卡 昂 ,就 在 我 的 空闲 时 间 证 明了 这 个 结果 ,以 使 自己 安心 . 

“然后 我 着 手 研究 一 些 算术 问题 ,没有 什么 明显 的 成 绩 ,也 没有 怀疑 过 这 些 
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问题 会 与 我 以 前 的 那些 研究 有 任何 联系 .研究 得 不 到 成 功 , 使 我 感到 厌烦 了 ,于 
是 我 去 海边 待 了 几 天 ,思考 另 一 个 问题 .一 天 , 当 我 沿 着 海边 的 峭壁 散步 时 , 那 
个 想法 又 出 现 了 ,又 带 有 那 种 简明 、 突 然 ,立即 确定 的 特点 ,这 就 是 三 元 二 次 不 
定型 的 那些 变换 ,与 非 欧 几何 的 那些 变换 是 一 致 的 . 

“一 回 到 卡 昂 ,我 就 考虑 这 个 结果 ,得 出 了 它 的 结论 ;二 次 型 的 例子 向 我 表 
明 , 有 一 些 富 克 斯 群 与 相应 于 超 几 何 级 数 的 那些 富 克 斯 群 不 同 ;我 看 出 我 能 把 
它们 应 用 于 9 富 克 斯 函数 的 理论 ,因此 存在 一 些 与 从 超 几 何 级 数 导 出 的 那些 
9 富 克 斯 函数 不 同 的 9 富 克 斯 函数 ,这 是 我 到 那 时 为 止 所 知道 的 唯一 不 同 的 
0 富 克 斯 函数 .很 自然 地 ,我 给 自己 提出 了 构造 所 有 这 些 函 数 的 任务 .我 系统 地 
做 出 了 再 三 努力 ,一 个 接着 一 个 地 解决 了 所 有 的 外 围 问 题 ;然而 有 一 个 问题 仍 
然 解决 不 了 ,而 攻 下 它 就 会 取得 全 盘 胜利 .但 是 我 的 全 部 努力 只 是 使 我 更 通晓 
了 这 个 问题 的 困难 ,而 这 本 身 是 有 意义 的 .所 有 这 些 工作 都 是 完全 有 意识 地 去 
做 的 . 

“正在 这 时 ,我 离开 卡 昂 前 往 瓦 勒 里 昂 山 ,在 那里 服 兵 役 .因此 我 有 了 一 些 
很 不 同 的 急 务 .一 天 ,在 穿 过 大 街 时 ,挡住 我 的 那 道 难题 的 解答 突然 出 现 了 .我 
没有 试图 立刻 深入 研究 它 , 只 是 到 了 我 的 服役 结束 以 后 ,我 才 继续 研究 这 个 问 
题 .我 已 经 有 了 所 有 的 组 成 部 分 ,只 需要 装配 它们 ,排列 它们 就 行 了 .所 以 我 写 
出 了 我 最 后 的 论文 ,一 挥 而 就 , 毫 无 困难 ." 

这 类 事情 ,他 说 ,还 可 以 从 他 自己 的 工作 和 其 他 数学 家 的 工作 中 , 举 出 许多 
其 他 的 例子 ,如 在 《数学 教学 》 杂 志 中 报告 的 .从 他 的 经 历 中 ,他 相信 这 种 表面 上 
的 “突然 启发 ",“( 是 ) 以 前 长 期 潜意识 工作 的 明显 标志 ”, 他 继续 推荐 他 的 潜 意 
识 思维 理论 和 它 在 数学 创造 上 的 作用 .有 意识 的 工作 ,作为 引发 潜意识 长 期 积 
聚 的 炸药 的 一 种 触 机 是 必要 的 一 他 没有 这 样 说 ,但 是 他 所 说 的 与 此 相当 .但 
是 如 果 我 们 仿效 庞 加 莱 ,把 正 是 我 们 要 了 解 的 那些 活动 ,强加 在 “潜意识 思维 ” 
或 “潜在 自我 "之 上 ,那么 我 们 能 从 理性 解释 的 方式 中 得 到 些 什么 呢 ? 不 是 赋予 
这 个 神秘 的 作用 者 一 种 假设 的 辨别 力 , 使 它 能 够 在 提出 来 (怎样 提出 来 , 庞 加 莱 
没有 说 ) 供 它 检查 的 “数目 极 多 的 "可 能 组 合 中 做 出 区 别 ,而 是 平静 地 说 “ 潜 意 
识 ” 除 了 “有 用 的 "组合 外 ,拒绝 一 切 组 合 ,因为 它 对 对 称 和 美 有 一 种 感受 力 ,这 
听 起 来 不 免 像 是 给 人 一 个 印象 较 深 的 名 字 来 解决 那个 初始 问题 .也 许 这 正 是 庞 
加 莱 打 算 做 的 ,因为 他 一 度 把 数学 定义 为 给 各 种 不 同 的 事物 同一 名 字 的 艺术 ; 
所 以 在 这 里 他 可 能 是 通过 给 同一 事物 以 不 同 的 名 字 来 完成 其 观点 的 对 称 性 .看 
来 很 奇怪 ,一 个 能 够 满足 于 数学 创造 的 这 样 一 种 “心理 学 "的 人 ,在 宗教 问题 上 
竟然 是 一 个 完全 的 怀疑 主义 者 , 庞 加 莱 就 是 这 样 一 个 人 .在 庞 加 莱 出 色 地 陷 人 
心理 学 之 后 ,怀疑 主义 者 们 很 可 能 会 不 再 对 不 相信 任何 东西 抱 什 么 希望 了 . 


$ 在 20 世纪 头 10 年 间 , 庞 加 莱 的 名 声 增 长 得 很 快 ,他 开始 特别 是 在 法 
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国 一 被 看 做 一 切 关于 数学 的 事情 的 大 智者 .他 对 各 种 从 政治 到 伦理 学 的 问题 
的 见解 ,通常 是 直截了当 的 ,并 被 大 多 数 人 当做 最 终结 论 来 接受 . 正 像 一 个 伟人 
去 世 后 几乎 必然 会 发 生 的 那样 , 庞 加 莱 生 前 令 人 眼花 练 乱 的 名 声 ,在 他 去 世 后 
的 10 年 中 经 历 了 一 个 不 公平 的 黯然 失色 的 时 期 .但 是 他 对 于 什么 东西 会 使 后 
代 感 兴趣 的 直觉 已 经 在 为 它 自己 辩护 了 .只 举 许多 例子 中 的 一 个 , 庞 加 莱 是 全 
部 数学 都 能 用 经 典 逻 辑 的 基本 符号 重 写 这 一 理论 的 有 力 反对 者 ;他 认为 是 某 种 
超出 逻辑 的 东西 ,使 数学 成 了 现在 的 样子 .虽然 他 并 未 像 现在 的 直觉 学 派 走 得 
那样 远 ,但 是 他 也 像 那个 学 派 一 样 ,似乎 相信 至 少 一 些 数学 概念 先 于 逻辑 概念 ， 
并 且 如 果 两 者 之 间 有 因果 关系 ,那么 正 是 逻辑 必定 出 自 数学 ,而 不 会 反 过 来 .这 
是 否 就 是 最 终 信条 还 有 待考 虑 ,但 是 目前 看 来 ,好 像 庞 加 莱 以 听 凭 他 自由 使 用 
的 一 切 冷 嘲 去 攻击 的 理论 ,不 管 具 有 什么 样 的 优点 ,并 不 是 最 后 的 理论 . 

在 庞 加 莱 的 最 后 4 年 中 ,除了 令 人 苦恼 的 疾病 之 外 ,他 繁忙 的 生活 是 平静 
而 幸福 的 .各 种 荣誉 从 全 世界 所 有 的 主要 学 术 团 体 那里 雨点 般 地 向 他 飞 来 .在 
1906 年 ,52 岁 时 ,他 获得 了 法 国 科学 家 可 能 得 到 的 最 高 的 荣誉 称号 一 一 法 兰 西 
科学 院 院 长 .所 有 这 一 切 并 没有 使 庞 加 莱 妄 自尊 大 ,因为 他 是 真正 谦逊 单纯 的 ， 
不 装 腔 作 势 .他 当然 知道 ,在 他 的 壮年 时 期 他 没有 一 个 接近 他 的 对 手 , 但 是 他 也 
能 毫 不 做 作 地 说 ,与 要 知道 的 东西 相 比 ,他 什么 都 不 知道 .他 很 幸福 地 结 了 婚 ， 
有 一 个 儿子 和 三 个 女儿 ,他 从 他 们 那里 得 到 了 很 多 乐趣 ,特别 是 在 他 们 幼小 的 
时 候 . 他 的 妻子 是 艾 蒂 安 . 若 弗 鲁 瓦 ' 圣 伊 菜 尔 ( Etienne Geoffroy Saint-Hilaire ) 的 
曾孙 女 , 圣 伊 莱 尔 作为 那个 爱 争 吵 的 比较 解剖 学 者 居 维 叶 ( Cuvier) 的 对 手 而 为 
人 们 所 记忆 . 庞 加 莱 的 爱好 之 一 是 交响 乐 . 

在 1908 年 于 罗马 举行 的 国际 数学 大 会 上 , 庞 加 莱 因 病 没有 能 宣读 他 那 激 
动人 心 的 (也 许 是 过 早 的 ) 演 讲 一 一 数理 物理 学 的 未 来 .他 的 病 是 前 列 腺 增 大 ， 
意大利 的 外 科 医 生 们 给 他 做 了 手术 ,解除 了 症状 ,人 们 以 为 他 得 到 了 根治 . 回 到 
巴黎 以 后 ,他 像 以 前 一 样 精力 充沛 地 继续 工作 .但 是 在 1911 年 ,他 开始 有 了 可 
能 不 久 于 人 世 的 预感 ,12 月 9 日 他 写 信 给 一 个 数学 杂志 的 编辑 ,询问 是 否 能 接 
受 一 一 与 通常 的 习惯 相反 一 一 一 篇 尚未 完成 的 论文 ,关于 庞 加 莱 认 为 最 最 重要 
的 某 个 问题 的 论文 :“…… 以 我 的 年 纪 , 我 可 能 不 能 解决 它 了 ,所 得 到 的 结果 ,有 
可 能 把 研究 者 们 带 到 新 的 、 意 想不到 的 道路 上 去 ,尽管 它们 使 我 多 次 受骗 ,我 认 
为 它们 太 有 前 途 了 ,我 自愿 献 出 它们 ……” 他 已 经 把 两 年 中 大 部 分 时 间 用 来 试 
着 去 克服 他 的 困难 ,但 都 徒劳 无 功 . 

他 猜测 的 那个 定理 的 证 明 , 能 够 使 他 在 三 体 问题 上 取得 惊人 的 进展 ;特别 
是 将 使 他 能 够 证 明 比 以 前 考虑 过 的 更 一 般 的 某 些 情形 的 无 限 多 个 周期 解 的 存 
在 .这 个 期 望 中 的 证 明 ,在 庞 加 莱 的 “未 完成 交响 曲 "发 表 以 后 不 久 ,就 由 一 个 年 
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轻 的 美国 数学 家 乔治 . 戴 维 ' 伯 克 霍 夫 (George David Birkhoff, 1884—)O EHH T . 

1912 年 春天 , 庞 加 莱 再 次 病 倒 ,7 月 9 日 接受 了 第 二 次 手术 .手术 是 成 功 
的 ,但 是 7 月 17 日 ,他 在 穿 衣服 的 时 候 , 因 栓塞 狂 死 .他 当时 59 岁 , 正 处 在 能 力 
的 顶峰 一 一 用 潘 勒 韦 的 话说 ,是 “理性 科学 活着 的 大 脑 ”. 


en 


庞 加 莱 和 数学 
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Lasag 5 A 15 日 ,在 Sorbonne( 索 邦 ) 隆 重 举行 
了 上 庞 加 菜 诞 生 一 百 周 年 纪念 大 会 ,共和 国 总 统 、 教 育 
部 长 .法 国 和 各 国 著 名 的 科学 家 参加 了 大 会 , Jacques 
Hadamard, Henri Villat, Louis de Broglie 和 Maurice de 
Broglie 在 会 上 发 表 了 演说 ,分 别 介绍 了 庞 加 菜 在 数 
a 学 力学、 物理 学 和 哲学 方面 的 工作 , 现 将 阿达 玛 的 演 
说 译 载 如 下 . 


今天 ,法 兰 西 在 纪念 她 的 民族 骄子 之 一 庞 加 莱 . 他 的 名 字 
应 该 是 人 所 共 知 的 ,应 当 像 他 生前 在 人 类 精神 活动 的 男 一 个 领 
域 那样 ,使 每 一 个 法 国人 感到 骄傲 .数学 家 的 业绩 不 是 一 眼 就 
能 看 见 的 , 它 是 大 厦 的 基础 .看 不 见 的 基础 ,而 大 厦 是 人 人 都 可 
以 欣赏 的 ,然而 它 只 有 在 坚实 的 基础 上 才能 建立 起 来 . 

当 一 个 人 从 事 一 件 并 不 那么 轻松 的 任务 ,如 同 今天 我 荣幸 
地 承担 的 任务 这 样 ,要 在 几 分 钟 之 内 ,介绍 一 个 伟大 的 事业 一 
个 在 人 类 智慧 上 划时代 的 事业 时 ,理所当然 地 想 从 中 发 现 共 
性 ,并 从 共性 中 找到 个 性 ,特别 是 ,在 一 位 独树一帜 才智 超人 
的 天 才 人 物 身上 ,他 的 个 性 就 更 加 突出 . 


Ju 
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然而 ,我 们 今天 没有 必要 这 样 做 ,如 果 这 样 做 ,我 看 就 会 贬低 同时 也 会 焉 曲 
庞 加 莱 的 事业 . 

“我 们 宁 作 数学 的 仆人 而 不 作 数 学 的 主人 ”, 一 天 埃 尔 米 特 对 我 说 .最 常见 
的 情况 是 ,一 位 学 者 一 般 是 根据 自己 的 可 能 来 选择 他 的 课题 的 .一 般 水 平 的 研 
究 者 可 能 如 此 行事 . 

这 样 做 的 是 一 般 水 平 的 研究 者 ,而 不 是 庞 加 莱 . 庞 加 莱 不 是 根据 自己 的 才 
能 ,而 是 根据 科学 的 需要 来 确定 其 研究 课题 的 .科学 的 需要 就 是 他 思想 的 出 发 
点 .他 的 思想 可 以 说 不 是 产生 在 他 身上 ,而 同时 ,是 一 种 “超人 的 力量 ”, 这 是 埃 
尔 米 特 非常 珍视 的 男 一 句 话 , 在 他 身上 产生 了 唯 有 他 才能 见 到 的 光辉 ,而 他 使 
这 光辉 普照 众人 . 

请 允许 我 简单 地 回顾 一 下 ,他 来 到 人 间 时 ,数学 的 状况 是 怎样 的 . 

18 世纪 留 给 19 世纪 两 大 难题 :微分 方程 的 积分 法 与 偏 微 分 方程 的 积分 
法 .19 世纪 的 数学 在 这 方面 开辟 了 一 条 新 的 途径 . 当 有 规律 地 给 变量 不 仅 引 入 
实数 值 而 且 也 引入 虚数 值 时 ,就 把 研究 中 出 现 的 性 质 阐 述 得 意 想不到 的 清楚 . 

这 种 “函数 论 ”, 说 得 更 确切 些 , 这 种 “解析 函数 论 ”, 在 法 国 是 柯 西 的 功劳 ， 
而 在 德国 则 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 功劳 .他 们 分 别 创 立 了 解析 函数 论 ,并 且 葛 定 了 
微分 方程 论 的 初步 基础 . 

柯 西 逝世 于 1857 年 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 他 之 后 还 活 了 40 年 ,在 德国 科学 界 
是 一 位 受到 无 限 赞誉 的 人 物 . 但 是 ,他 的 最 有 名 的 弟子 之 一 米 塔 - RD EE 
我 们 ,在 他 的 一 生 行将 结束 的 时 候 , 他 并 非 毫 无 忧虑 地 看 到 ,他 曾 使 德国 科学 得 
到 的 领先 地 位 ,正在 转 到 我 国 . 

事实 上 ,这 是 科学 上 刚刚 发 生 的 一 件 大 事 . 自 守 函 数 从 庞 加 莱 的 一 系列 论 
文中 ,用 当时 的 说 法 ,“ 爆 发 "出 来 了 . 

解析 函数 论 最 辉煌 的 成 果 之 一 曾经 是 椭圆 函数 论 . 由 于 庞 加 莱 的 大 量 推 
论 、 概 括 , 同 椭圆 函数 的 性 质 一 样 美好 的 全 部 性 质 ,被 推广 到 无 限 多 个 实体 ,这 
些 实体 都 属于 同一 个 总 的 理论 范畴 ,虽然 它们 彼此 存在 着 深刻 的 差别 . 

人 们 曾经 说 过 , 自 守 函数 是 “打开 代数 世界 的 钥匙 ”, 并 且 ,在 一 种 重要 情况 
下 , 即 代数 系数 线性 方程 的 情况 下 ,解决 了 我 们 开始 时 谈 到 的 另 一 个 重大 问题 ， 
即 微分 方程 的 积分 法 . 

还 是 在 发 表 自 守 函数 的 论文 之 前 , 庞 加 莱 就 发 表 了 几 篇 关于 《算术 》 问 题 的 
简短 注释 .我 要 对 其 中 在 我 看 来 能 表明 他 某 一 方面 特点 的 一 篇 说 几 句 话 . 这 篇 
注释 专 讲 连续 约 简 方法 , 即 埃 尔 米 特 的 著名 发 现 , 这 种 发 现 引 起 了 我 们 的 赞叹 ， 
然而 ,我 们 却 不 明白 发 现 者 是 怎样 想 出 这 个 方法 的 . 

然而 ,在 埃 尔 米 特 的 著作 中 我 们 捉摸 不 透 的 东西 , 庞 加 莱 把 它 阐述 得 非常 
清楚 ;并 且 , 庞 加 莱 的 这 种 既 深 入 浅 出 又 直截了当 的 特点 ,始终 如 一 地 贯穿 于 他 
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的 整个 著作 中 . £ 

那么 ,这 是 不 是 说 , 庞 加 莱 同 他 所 介绍 的 这 位 伟大 的 前 辈 相 反 ,没有 受到 灵 
感 的 启示 呢 ? 不 能 这 样 说 ,因为 在 我 们 面前 有 关 他 的 灵感 的 脸 和 灵 人 口 的 故事 ， 
这 些 灵 感 给 他 生涯 的 开端 打上 了 印记 并 且 葛 定 了 自 守 函 数论 的 基础 .此 外 ,在 
《天 体力 学 的 新 方法 》 的 第 三 卷 中 ,有 一 个 说 明 无 意识 起 作用 的 非常 典型 的 例 
子 , 在 那里 , 庞 加 莱 不 自觉 地 谈 到 了 变 分 法 . 那 时 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 刚刚 给 予 变 分 
法 一 种 严格 的 方法 ,这 种 方法 给 了 问题 以 完美 和 最 终 的 解答 ,只 是 由 于 魏 尔 斯 
特 拉 斯 在 他 的 晚年 不 悄 于 出 版 他 的 这 些 成 果 , 以 至 于 这 些 成 果 长 期 以 来 只 有 听 
过 他 讲演 的 人 才 知 道 . 

庞 加 莱 到 底 是 已 经 知道 ,还 是 重新 发 现 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 这 种 方法 呢 ? BE 
过 他 的 名 著 的 人 被 弄 糊 涂 了 ,在 同一 页 中 既 有 一 个 只 能 由 对 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 方 
法 一 无 所 知 的 人 写 出 的 句子 ,也 有 另 一 个 只 能 由 熟知 魏 尔 斯 特 拉 斯 方法 的 人 写 
出 的 句子 .一 个 人 癸 然 成 了 两 个 人 ,这 种 特征 表明 一 次 甚至 两 次 干预 都 是 无 意 
识 发 生 的 ,每 个 人 都 有 其 无 意识 于 某 种 事情 的 方式 ,只 是 我 们 无 法 弄 清 其 来 龙 
EET. 

然而 ,这 种 情况 是 绝无仅有 的 .尽管 庞 加 莱 在 思维 的 时 候 ,很 可 能 是 无 意识 
的 ,但 是 他 的 思路 却 是 十 分 清楚 的 ,这 给 大 家 一 个 错觉 ,以 为 他 可 能 就 是 这 样 做 

在 自 守 函数 论 问世 之 后 ,数学 家 们 对 他 的 赞扬 大 概 就 没有 断 过 .新 的 发 现 
接 中 而 来 ,其 速度 之 快 ,简直 令 人 难以 想象 .这 些 发 现 构 成 Bulletin de La Société 
Mathématique de France (法国 数学 会 公报 ) 的 单独 一 般 , 即 第 XI 卷 , 它 包 含 三 篇 论 
文 , 这 三 篇 论文 在 理论 方面 都 大 有 创新 . i 

在 后 来 的 岁月 中 ,具有 决定 性 意义 的 论文 仍然 以 惊人 的 速度 接连 出 现 . 

这 些 如 此 富有 成 果 的 研究 包括 哪些 方面 呢 ? 

包括 各 个 方面 .也 许 不 存在 几何 学 家 们 不 能 解决 的 大 问题 ,不 存在 天 才 的 
青年 学 者 没有 给 我 们 指出 道路 的 问题 . 

首先 是 解析 函数 论 ,直到 那 时 , 它 的 两 个 还 未 探索 而 又 特别 困难 的 重大 课 
题 .已 经 摆脱 了 一 无 所 知 的 状态 .对 其 他 作者 做 出 的 头等 重要 的 发 现 我 们 也 是 
非常 关心 的 ,但 是 我 们 在 这 里 不 能 谈 它 ,因为 我 们 必须 谈 微 分 方程 的 重大 论题 . 

我 们 甚至 不 可 能 谈 庞 加 莱 根 据 前 人 的 观点 在 微分 方程 的 研究 上 所 取得 的 
进步 .但 是 ,在 沿 着 这 些 道路 继续 前 进 的 同时 ,他 又 开辟 了 一 条 胃 新 的 富有 成 果 
的 道路 .这 条 新 道路 放弃 了 复数 域 ,而 探索 满足 方程 的 实 曲线 的 一 切 可 能 的 形 
式 . 

在 这 里 ,在 数学 史 的 其 他 问题 上 曾经 发 生 过 的 一 种 情况 又 出 现 了 . 当 问 题 
涉及 一 个 代数 方程 的 解 时 ,第 一 流 的 代数 学 家 , 直到 18 世纪 最 后 四 分 之 一 世 
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纪 , 都 在 孤立 地 讨论 方程 的 一 个 根 ,但 他 们 最 终 在 这 条 道路 上 停 下 来 了 . 当 对 这 
些 根 的 集合 以 及 根 之 间 可 能 存在 的 关系 进行 探讨 时 ,关于 这 个 问题 所 进行 的 真 
正 富 有 成 果 的 研究 才 全 面 展开 , 庞 加 莱 教 导 我 们 ,我 们 在 研究 微分 方程 的 时 候 ， 
也 要 遵循 这 同一 个 原则 . 
人 们 对 满足 假定 从 一 阶 开始 的 同一 个 微分 方程 的 各 种 曲线 能 说 些 什么 呢 ? 
简单 地 讲 就 是 ,它们 中 间 任 两 条 除了 在 奇 点 外 永远 不 可 能 相 切 .这 个 乍 看 起 来 
脆弱 的 基础 作为 庞 加 莱 的 出 发 点 是 足够 了 . 
然而 ,他 在 这 里 又 加 进 了 一 个 被 他 的 所 有 前 非 所 忽视 了 的 基本 意见 .一 个 
复 曼 (Riemann, 乍 一 看 来 十 分 幼稚 的 意见 被 黎 曼 遗漏 了 ,而 这 个 表面 上 看 来 无 知 的 意见 却 在 科 
Georg Friedrich 学 中 非常 卓越 地 发 挥 了 根本 性 作用 .如 果 说 柯 西 ,在 其 发 表 的 第 一 篇 论文 (1813 
Bernhard, 1826 一 年) 中 ,不 曾 有 这 方面 的 论述 的 话 ,那么 , 黎 曼 在 40 年 之 后 也 没有 得 到 完成 代数 
1866) ,德国 数学 ”函数 论 的 荣誉 , 当 轮 到 黎 曼 认识 并 运用 这 个 原则 去 完成 这 一 理论 的 时 候 , 他 并 
X. 不 明白 此 原则 不 仅仅 只 是 适用 于 他 刚刚 研究 的 问题 . 庞 加 莱 则 能 够 指出 此 原则 
是 微分 方程 研究 中 必 不 可 少 的 ,并 且 多 亏 了 他 , 才 探讨 了 这 些 方程 所 定义 的 积 
分 曲线 的 一 切 可 能 的 形式 . 
人 们 可 以 根据 初等 可 积 方程 的 简单 情况 所 提供 的 例子 来 推 想 这 些 曲线 可 
能 存在 的 形式 .这 样 作 ,会 出 现 差错 ,凡是 关心 科学 方法 的 人 ,大 概 都 会 考虑 这 
一 点 .这 是 我 们 在 某 些 特殊 情况 下 知道 怎么 处 理 的 一 个 问题 .我 们 根据 这 些 特 
殊 情 况 下 已 知 解 所 显示 的 特点 ,去 推论 我 们 感到 类 似 的 其 他 问题 .我 们 不 大 可 
能 不 这 样 做 .但 是 ,不 要 忘记 ,它们 彼此 之 间 必 然 会 存在 着 深刻 差别 ,虽然 这 些 
差别 我 们 看 不 出 来 ,但 我 们 有 能 力 解决 一 些 问题 而 无 能 力 解决 男 一 些 问 题 这 个 
事实 本 身 大 概 会 提醒 我 们 . 
一 阶 微分 方程 的 实际 情况 就 是 这 样 .如 果 一 阶 微分 方程 像 初等 情形 中 那 
样 ,可 以 借助 于 积分 来 处 理 , 亦 即使 坐标 的 某 一 个 函数 与 一 个 常量 相等 ,那么 ， 
它 就 不 可 能 得 出 庞 加 莱 所 明确 指出 的 那样 的 图 形 . 
但 是 ,一 阶 微分 方程 的 研究 仅仅 是 第 一 个 阶段 .二 阶 方程 的 研究 使 庞 加 莱 
接近 于 他 的 主要 课题 .他 用 全 部 的 现代 分 析 ,不 断 地 注视 着 这 个 课题 :天 体力 学 
的 微分 方程 ,这 些 方程 决定 着 各 行星 的 运动 ,这 种 运动 不 仅 受到 太阳 引力 的 影 
响 ,而 且 也 受到 它们 相互 引力 的 影响 . 
谈 不 上 在 这 样 一 个 初等 意义 的 方程 组 上 求 积 的 问题 .为 此 ,必须 掌握 足够 
数目 的 积分 .而 实际 人 们 所 掌握 的 还 差 得 很 远 , 因 此 庞 加 莱 指 出 ,必须 放弃 给 十 
个 经 典 积分 再 增加 任何 一 个 积分 的 想法 . 
相反 地 , 男 一 方面 ,一 个 头等 重要 的 事实 支配 了 他 的 研究 :周期 解 的 存在 . 
条 如 果 一 颗 行 星 (例如 地 球 ) 是 面 对 着 太阳 的 唯一 行星 并 且 只 受到 太阳 的 引力 , 那 
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好 又 回 到 它 原来 出 发 的 位 置 .并 且 , 在 同一 个 运动 的 推动 下 ,开始 了 与 第 一 年 完 
全 一 样 的 第 二 年 的 运行 ,而 且 这 种 运行 是 周期 性 的 ,实际 情况 并 不 是 这 样 ,因为 
地 球 还 受到 其 他 行星 的 引力 .此 外 ,这 些 行星 之 间 也 互相 吸引 ,干扰 彼此 的 运 
动 . 甚 至 在 这 些 新 条 件 下 ,太阳 系 一 一 简化 为 由 最 简单 情形 开始 的 三 体 问 
题 一 一 是 否 有 可 能 存在 周期 运动 呢 ? 这 就 是 庞 加 莱 不 断 向 自己 提出 的 问题 ,并 
且 , 从 我 们 谈 到 过 的 他 的 特别 富有 成 果 的 早年 研究 开始 ,直到 死神 罕 伺 着 他 的 
时 刻 ,直到 其 悲剧 性 的 序言 提 及 他 对 自己 的 健康 非常 担心 这 最 后 一 篇 论文 为 目 

他 这 样 发 现 的 这 些 周期 解 向 人 们 指出 了 一 条 可 以 深入 到 一 直 被 人 认为 是 
高 不 可 攀 之 处 的 唯一 途径 . 

由 这 种 观点 来 看 ,二 阶 微分 方程 较 简单 的 情形 , 即 在 通常 的 空间 中 确定 一 
条 曲线 的 情形 ,已 经 是 典型 化 了 的 .如 果 一 条 这 样 的 曲线 是 封闭 的 ,那么 , 相 邻 
的 那些 曲线 解 大 概 也 将 是 封闭 的 ,而 且 其 中 起 点 已 定 的 任何 一 条 曲线 ,都 周期 
性 地 重新 经 过 同一 个 点 的 邻 域 .但 是 ,这 些 连续 弧 所 呈现 的 排列 一 一 在 某 些 情 
况 下 庞 加 莱 所 创立 的 方法 允许 十 分 严 间 地 进行 讨论 的 排列 一 一 一 方面 表明 , 当 
人 们 在 将 来 和 过 去 同时 观察 研究 这 些 运动 的 时 候 ,是 何 种 奇异 得 几乎 不 可 理解 
的 排列 能 够 呈现 这 些 运动 ; 另 一 方面 表明 ,人 们 在 天 体力 学 的 经 典 方法 中 所 过 
到 的 困难 同事 物 的 本 质 何 等 相关 . 

当 他 在 相反 的 意义 上 接触 到 这 些 文字 性 结论 ,而 这 些 结论 说 明 人 们 指望 的 
这 些 进展 相对 说 来 是 靠不住 的 时 候 , 庞 加 莱 就 男 外 开辟 了 一 条 容许 在 坚实 的 基 
础 上 继续 前 进 的 道路 .他 指出 了 其 作用 的 这 个 概念 与 这 些 同样 的 积分 相 类 似 ， 
我 们 知道 ,进一步 地 研究 这 些 积分 是 徒劳 无 益 的 .不 变 积 分 的 概念 再 一 次 表明 ， 
不 是 对 一 个 孤立 的 解 , 而 是 对 全 体 解 或 至 少 一 部 分 解 进行 考察 时 ,是 多 么 有 用 . 
这 是 一 个 积分 ,也 就 是 一 个 根据 微分 方程 保持 不 变 的 量 , 而 且 , 这 是 一 个 建立 在 
解 集 合 上 的 共同 积分 .就 是 这 个 概念 ,在 庞 加 菜 的 手中 特别 得 出 了 我 们 关于 对 
太阳 系 稳 定性 这 个 如 此 根本 性 的 问题 的 最 基本 的 结论 . 

名 为 Les Méthodes nouvelles de la Mécanique celeste(《 天 体力 学 的 新 方法 》) 的 著 
名 著作 就 是 专门 论述 这 些 新 的 有 效 的 方法 的 .不 仅 在 天 文学 上 ,而 且 在 其 他 许 
多 力学 问题 上 ,这 些 方法 都 发 挥 着 几 益 明 显 的 作用 . 

我 们 仅仅 很 不 完全 地 谈 到 在 微分 方程 的 广阔 领域 中 应 归功 于 庞 加 莱 的 丰 
功 伟 绩 . 但 是 ,从 科学 研究 偏 微分 方程 的 时 刻 起 ,由 物理 应 用 提出 的 另 一 些 问 题 
就 吸引 了 科学 .这 些 问题 ,由 于 新 出 现 的 某 些 复杂 情况 ,人 们 一 度 可 能 认为 是 和 
上 面 的 问题 相似 ,但 实际 上 则 完全 不 同 ,其 典型 已 由 著名 的 狄 利克 雷 问 题 提供 
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在 这 个 引 人 人 和 人 胜 的 问题 上 ,花费 了 多 少 心血 啊 ! 在 为 研究 这 个 问题 而 提出 
的 许多 方法 之 中 , 庞 加 莱 又 增添 了 一 种 新 的 方法 ,扫描 的 方法 .这 个 增添 是 否 具 
有 重大 意义 呢 ? 这 项 理论 后 来 的 进程 做 出 了 响亮 的 回答 .从 扫描 方法 出 现 起 ， 
关于 这 个 问题 的 所 有 研究 工作 都 靠 这 个 方法 .从 那 时 起 ,这 个 方法 就 一 直 支 配 
着 我 们 关于 这 个 问题 的 所 有 见解 . 

许多 重大 的 发 现 ,我 是 应 该 提 一 提 的 ,可 我 在 这 里 不 可 能 谈 了 ,虽然 它们 也 
构成 此 后 进步 的 必 不 可 少 的 基础 当 死 神 把 庞 加 莱 从 我 们 中 间 夺 走时 ,科学 还 
没有 权利 把 那么 多 另外 的 成 果 ,那么 多 基本 观点 期 待 于 他 . 

他 给 我 们 留 下 的 财富 ,我 只 能 简短 地 不 充分 地 给 一 个 大 概 的 回顾 , 半 个 多 
世纪 以 来 ,这 些 财富 是 我 们 科学 进步 的 基础 ,并 且 在 许多 点 上 也 是 人 类 精神 主 
要 进步 的 基础 . 


2 数学 的 未 来 

为 了 预见 数学 的 未 来 ,正确 的 方法 是 研究 它 的 历史 和 现状 . 

在 某 种 意义 上 ,这 不 正 是 我 们 数学 家 的 专业 程序 吗 ? 我 们 习惯 于 外 插 法 ， 
这 是 一 种 从 过 去 和 现在 推测 未 来 的 方法 ,因为 我 们 充分 地 了 解 这 种 方法 的 含 
义 , 所 以 关于 它 给 予 我 们 的 结果 的 有 效 范围 ,我 们 不 会 冒 受骗 的 危险 . 

迄今 我 们 已 经 有 了 不 幸 的 预言 家 .他 们 轻率 地 重申 ,所 有 能 够 解答 的 问题 
都 被 解决 了 ,除了 拾遗 之 外 ,没有 什么 可 作 的 了 .幸好 ,过 去 的 情况 使 我 们 消除 
了 疑虑 .有 人 往往 以 为 ,所 有 问题 都 被 解决 了 ,或 者 至 少 已 列 出 了 一 切 容许 的 解 
的 清单 .可 是 , 解 这 个 词 的 意义 扩大 了 ,不可解 的 问题 变 得 最 使 大 家 感 兴趣 ,未 
曾 料 到 的 其 他 问题 呈现 在 眼前 .对 于 希腊 人 来 说 ,好 解 就 是 只 使 用 直 尺 和 圆规 
的 解 ; 后 来 , 它 变 成 用 求 根 法 得 到 的 解 ,接着 它 又 变 成 只 利用 代数 函数 和 对 数 函 
数 的 解 . 这 样 一 来 ,悲观 主义 者 发 现 他 们 自己 总 是 被 挫败 ,总 是 被 迫 退 却 , 因 此 
我 现在 认为 不 再 有 悲观 主义 者 了 . 

所 以 ,我 的 注意 力 并 不 是 反对 他 们 ,因为 他 们 已 经 消亡 了 ,我 完全 知道 , 数 
学 将 继续 发 展 ,但 是 问题 在 于 它 怎 么 发 展 、 向 什么 方向 发 展 ? 你 将 回答 :“ 在 各 
个 方向 发 展 .” 这 部 分 地 正确 ;如 果 它 完全 正确 , 那 可 有 点 骇人听闻 了 .我 们 的 丰 
富 资料 不 久 便 会 成 为 累 费 ,资料 的 积累 也 会 造成 一 堆 费 解 的 大 杂烩 ,犹如 无 知 


的 人 面 对 未 知 的 真理 那样 莫名 其 妙 . 
名 O 原 载 自 : 庞 加 莱 . 科 学 的 价值 [M]. 李 醒 民 , 译 .北京 :光明 日 报 出 版 社 ,1988:359-373. 
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历史 学 家 、 物 理学 家 甚至 都 必须 在 事实 中 做 出 选择 ,科学 家 的 头脑 只 能 顾 
及 宇宙 之 一 隅 ,永远 也 不 能 囊括 整个 宇宙 , 以 至 于 在 自然 界 提供 的 不 可 胜 数 的 
事实 中 ,一 些 将 被 忽略 , 另 一 些 则 被 保留 下 来 . 

不 用 说 ,在 数学 中 正 是 这 样 ,几何 学 家 已 不 能 迅速 地 把 握 所 有 呈现 在 他 面 
前 的 杂乱 的 事实 ,更 有 其 者 , 正 是 他 一 一 我 几乎 要 说 他 的 任性 一 一 创造 这 些 事 
实 . 他 把 各 个 元 素 收集 在 一 起 构造 全 新 的 组 合 ;一般 说 来 ,自然 并 没有 把 预先 准 
备 好 的 组 合 给 予 他 . 

毫 无 疑义 ,有 时 会 发 生 这 种 情况 :数学 家 着 手 解决 问题 是 为 了 满足 物理 学 
的 需要 ;物理 学 家 或 工程 师 请 求 他 计算 某 些 应 用 方面 的 数值 .难道 能 够 说 ,我 们 
几何 学 家 应 当 仅 限于 听 候 命令 , 而 不 因 我 们 自己 的 欢 娱 来 经 营 科学 ,只 是 力图 
使 我 们 自己 迁就 我 们 庇护 人 的 需求 吗 ? 假如 数学 除了 帮助 那些 研究 自然 的 人 
而 外 没有 其 他 目的 , 那 我 们 就 只 好 听 候 命令 了 .这 种 看 问题 的 方式 合理 吗 ? 这 
绝 不 合理 ;如 果 我 们 不 为 科学 而 经 营 精密 科学 , 那 我 们 就 不 可 能 创造 出 数学 工 
具 , 待 到 物理 学 家 提出 请 求 的 那 一 天 ,我 们 就 会 无 能 为 力 . 

物理 学 家 研究 一 种 现象 ,也 不 是 要 等 到 物质 生活 的 某 种 急迫 需要 使 它 成 为 
他 们 必 不 可 少 的 东西 ;他 们 是 对 的 .假使 18 世纪 的 科学 家 因为 电 在 他 们 的 眼中 
只 是 好 奇 的 玩意 儿 而 没有 实际 利益 ,因此 忽略 电 的 研究 ,那么 在 20 世纪 ,我 们 
就 不 可 能 有 电报 ,也 不 可 能 有 电化 学 、 电 技术 .所 以 ,不 得 不 进行 选择 的 物理 学 
家 并 没有 仅仅 以 实用 性 来 指导 他 们 的 选择 .可 是 ,他 们 怎样 在 自然 事实 之 间 选 
择 呢 ? 使 他 们 感 兴趣 的 事实 是 能 够 导致 发 现 规律 的 事实 ,这 些 事实 因而 类 似 于 
许多 其 他 在 我 们 看 来 似乎 不 是 孤立 的 ,而 是 与 另外 的 东西 聚集 在 一 起 的 事实 . 

孤立 的 事实 吸引 着 大 家 的 眼睛 ,吸引 着 外 行人 的 眼睛 和 科学 家 的 眼睛 .但 
是 , 唯 有 名 副 其 实 的 物理 学 家 才 知 道 , 如 何 观察 把 许多 事实 联系 在 一 起 的 结合 
物 是 哪 一 个 ,这 些 事实 的 类 似 是 深刻 的 , 却 是 隐蔽 的 .牛顿 的 苹果 故事 恐怕 不 是 
真实 的 ,而 是 象征 性 的 ,不 过 ,让 我 们 把 它 当 做 真实 的 谈 一 谈 吧 .我 们 必须 认为 ， 
在 牛顿 之 前 ,好 多 人 都 看 见 过 苹果 落地 ;没有 一 个 人 知道 从 中 得 出 什么 结论 . 假 
如 没有 能 够 在 其 背后 隐藏 着 某 种 东西 的 事实 中 做 出 分 辨 和 选择 ,以 及 识别 什么 
正在 隐藏 着 的 精神 ,假如 没有 在 未 加 工 的 事实 中 察觉 事实 精髓 的 精神 ,事实 也 
Fe TOMAR) « 

我 们 在 数学 中 正好 发 现 同样 的 东西 .从 我 们 正在 处 理 的 各 种 各 样 的 元 素 
中 ,我 们 能 够 得 到 无 数 个 不 减 的 组 合 , 但 是 ,这 些 组 合 中 的 一 个 倘若 是 孤立 的 ， 
则 其 毫 无 价值 可 言 .我 们 常常 含辛茹苦 地 构造 它 ,但 是 它 却 没有 效用 ,也 许 至 多 
不 过 是 为 初等 教育 提供 练习 而 已 . 当 这 个 组 合 在 一 类 相似 的 组 合 中 找到 了 位 置 
时 , 当 我 们 注意 到 这 种 类 似 时 , 它 就 完全 是 另外 一 个 样子 了 .我 们 就 不 再 是 面 对 
一 个 事实 ,而 是 面 对 一 个 定律 .在 那 一 天 ,真正 的 发 现 者 将 不 是 耐心 地 建造 某 些 
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组 合 的 工匠 ;真正 的 发 现 者 将 是 揭示 它们 的 亲缘 关系 的 人 .前 者 看 到 的 只 是 未 
加 工 的 事实 ,只 有 后 者 才能 察觉 到 事实 的 精髓 .往往 为 了 确定 这 种 亲缘 关系 , 足 
以 使 他 创造 出 新 名 词 ,这 个 名 词 是 有 创造 力 的 .科学 史 向 我 们 提供 了 大 量 大 家 
都 熟知 的 例子 . 

著名 的 维也纳 哲学 家 马赫 (Mach) 曾 经 说 过 ,科学 的 作用 在 于 产生 思维 经 
济 , 正 像 机 器 产生 劳力 经 济 一 样 .这 是 十 分 正确 的 .原始 人 用 他 的 手指 或 借助 于 
石子 来 计算 .在 给 儿童 教 乘法 表 时 ,我 们 使 他 们 以 后 节省 了 用 一 堆 石子 进行 计 
算 的 辛劳 . 某 人 已 经 发 现 ,用 石子 或 其 他 东西 计算 ,6 乘 7 等 于 42, 他 特意 把 这 
个 结果 记录 下 来 ,因此 我 们 不 需要 重复 它 了 .他 没有 白费 他 的 时 间 ,即使 他 是 为 
消 遗 而 计算 的 :他 作 运算 只 花 了 两 分 钟 ,如 果 十 亿 个 人 在 他 之 后 重复 作 这 个 运 
算 , 那 总 共 就 要 花费 二 十 亿 分 钟 时 间 . 

于 是 ,事实 的 重要 性 用 它 产生 的 效益 来 衡量 ,也 就 是 说 ,用 它 容许 我 们 节省 
的 思维 数量 来 衡量 . 

在 物理 学 中 ,具有 最 大 效益 的 事实 是 进入 十 分 普遍 的 定律 中 的 事实 , 这 些 
事实 能 够 使 我 们 根据 定律 预见 大 量 的 其 他 事实 ,在 数学 中 情况 正 是 如 此 .设想 
我 从 事 一 项 复杂 的 运算 ,费力 地 达到 了 一 个 结果 :如 果 我 由 此 还 不 能 预见 其 他 
类 似 运算 的 结果 ,还 不 能 可 靠 地 指导 运算 以 避免 人 们 在 首次 尝试 中 不 得 不 进行 
的 摸索 ,那么 我 就 没有 补偿 我 的 辛劳 . 另 一 方面 ,如 果 这 些 摸索 本 身 最 终 向 我 揭 
示 出 刚刚 处 理 的 问题 类 似 于 更 为 广泛 一 类 的 其 他 问题 ,如 果 它 们 一 举 向 我 表明 
这 些 问 题 的 相似 和 差异 ,一 句 话 , 如 果 它 们 使 我 察觉 到 推广 的 可 能 性 ,那么 我 就 
没有 白费 我 的 时 间 . 因 此 ,这 不 是 我 已 经 赢得 的 一 个 新 结果 , 而 是 一 种 新 的 能 
A. 

首先 想到 的 简单 例子 是 代数 公式 的 例子 , 当 我 们 最 后 用 数字 代替 字母 时 ， 
这 些 公式 便 把 一 种 类 型 的 数值 问题 的 答案 给 予 我 们 .多 亏 它 ,一 次 代数 运算 就 
使 我 们 省 去 不 断 重新 开始 新 的 数值 计算 的 辛苦 .但 是 ,这 只 是 一 个 粗糙 的 例子 ， 
我 们 大 家 都 知道 ,还 有 不 能 用 公式 表示 的 、 更 为 珍贵 的 类 似 性 . 

既然 在 把 早 就 已 知 的 而 迄今 依然 分 离 的 、 似 乎 相互 陌生 的 元 素 统一 起 来 
时 ,新 结果 突然 在 表面 上 由 不 一 致 统治 的 地 方 引入 秩序 ,那么 它 就 是 有 价值 的 . 
于 是 , 它 容许 我 们 一 眼看 到 这 些 元 素 中 的 每 一 个 以 及 它 在 集合 中 的 位 置 .这 个 
新 事实 不 仅仅 因 其 自身 而 珍贵 ,而 且 唯 有 它 才 能 使 它 所 结合 的 一 切 旧 事实 具有 
价值 .我 们 的 精神 像 我 们 的 感官 一 样 ,也 是 软弱 的 ,如 果 世 界 的 复杂 性 不 是 和 谐 
的 , 它 就 会 在 这 种 复杂 性 中 茫然 无 措 , 它 像 一 个 眼睛 近视 的 人 一 样 , 只 能 看 到 细 
BART ,在 审查 下 一 个 枝 节 前 , 它 又 会 被 迫 忘掉 先前 的 每 一 个 枝 节 , 因为 它 不 能 
赛 括 整体 .唯一 值得 我 们 注意 的 事实 是 那些 把 秩序 引入 到 这 种 复杂 性 中 去 的 事 
实 , 从 而 是 使 我 们 的 精神 可 以 理解 的 事实 . 
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数学 家 把 重大 的 意义 与 他 们 的 方法 和 他 们 的 结果 的 雅致 联系 起 来 .这 不 是 
纯粹 的 浅薄 涉猎 .在 解 中 、 证 明 中 给 我 们 以 雅致 感 的 实际 上 是 什么 呢 ? 是 各 部 
分 的 和 谐 ,是 它们 的 对 称 它们 的 巧妙 平衡 ;一 句 话 ,雅致 感 是 所 有 引 和 人 秩序 的 
东西 ,是 所 有 给 出 统一 容许 我 们 清楚 地 观察 和 一 举 理解 整体 和 细节 的 东西 .可 
是 ,这 正好 就 是 产生 重大 结果 的 东西 ,事实 上 ,我 们 越 是 清楚 地 、 越 是 一 目 了 然 
地 观察 这 个 集合 ,我 们 就 越 是 彻底 地 察觉 到 它 与 其 他 邻近 对 象 的 类 似 性 ,从 而 
我 们 就 有 更 多 的 机 会 推测 可 能 的 推广 .在 意外 地 聚合 了 我 们 通常 没有 汇集 到 一 
起 的 对 象 时 ,雅致 可 以 产生 意 想不到 的 感觉 ,在 这 里 , 它 再 次 是 富有 成 果 的 , 因 
为 它 这 样 便 向 我 们 揭示 出 以 前 没有 辨认 出 的 亲缘 关系 .甚至 当 它 仅仅 起 因 于 方 
法 的 简单 性 和 提出 的 问题 的 复杂 性 之 间 的 悬殊 差别 时 , 它 也 是 富有 成 效 的 ;于 
是 , 它 促 使 我 们 想起 这 种 悬殊 差别 的 原因 , 而且 每 每 促使 我 们 看 到 ,偶然 性 并 不 
是 原因 , 它 必定 能 在 某 个 未 曾 料 到 的 定律 中 找到 . 简 言 之 ,数学 雅致 感 仅仅 是 由 
于 解 适应 于 我 们 精神 的 需要 而 引起 的 满足 ,这 个 解 之 所 以 能 够 成 为 我 们 的 工 
具 , 正 是 因为 这 种 适应 .因此 ,这 种 审美 的 满足 与 思维 经 济 密切 相关 .我 又 一 次 
想到 埃 雷 克 泰 米 的 优美 的 女 像 柱 的 比喻 ,但 是 我 没有 必要 过 于 经 常 地 利用 它 . 

正 是 由 于 同样 的 理由 , 当 相 当 元 长 的 运算 导致 出 某 一 简单 的 引 人 注 目的 结 
果 时 ,只 要 我 们 还 未 证 明 ,我们 即使 不 能 预见 完整 的 结果 ,至 少 应 该 能 够 预见 它 
的 大 多 数 特 性 , 那 我 们 就 不 会 心满意足 .为 什么 ? 这 个 运算 似乎 把 我 们 想 要 知 
道 的 一 切 都 告诉 给 我 们 ,究竟 是 什么 东西 妨碍 我 们 以 此 为 满足 呢 ? 这 是 因为 ， 
在 类 似 的 情况 中 ,元 长 的 运算 不 再 起 作用 了 ,与 此 相反 ,关于 能 使 我 们 预见 的 推 
理 一 一 它 常 常 有 一 半 是 直觉 的 一 一 却 不 是 这 样 .由 于 这 种 推理 简短 ,我 们 一 稼 
就 可 见 到 它 的 所 有 部 分 ,以 致 我 们 直接 觉察 到 ,为 了 使 它 适应 于 能 够 出 现 的 同 
一 本 性 的 问题 ,我 们 必须 改变 什么 .因此 , 它 能 够 使 我 们 预见 这 些 问 题 的 解 是 否 
将 是 简单 的 , 它 至 少 能 够 向 我 们 表明 是 否 值得 从 事 这 一 运算 . 

我 们 刚才 所 说 的 一 切 足 以 表明 ,企图 用 任何 机 械 程 序 来 取代 数学 家 的 自由 
的 首创 精神 ,将 是 多 么 愚蠢 啊 . 为 了 得 到 具有 真正 价值 的 结果 ,刻苦 地 进行 运 
算 , 或 者 拥有 整理 事物 的 机 械 ,都 是 不 够 的 ;值得 花 时 间 追 求 的 不 只 是 秩序 ,而 
是 未 曾 料 到 的 秩序 .机械 可 以 抓 住 未 加 工 的 事实 , 却 总 是 抓 不 住 事实 的 精髓 . 

自 19 世纪 中 期 以 来 ,数学 家 越 来 越 渴 望 得 到 绝对 的 严格 性 ;他 们 是 对 的 ， 
这 种 倾向 将 越 来 越 受到 重视 .在 数学 中 ,严格 性 不 是 一 切 ,但 是 没有 严格 性 便 没 
有 一 切 .不 是 严格 的 证 明 毫 无 价值 可 言 .我 想 没 有 人 对 这 个 真理 持 有 异议 .但 
是 ,如 果 过 分 照 字面 来 理解 严格 性 ,我 们 可 能 会 得 出 结论 ,例如 在 1820 年 之 前 ， 
还 不 存在 数学 ;这 显然 是 过 分 了 ; 当时 的 几何 学 自发 地 理解 了 我 们 现在 用 元 长 
的 论述 解释 的 东西 .这 并 不 意味 着 他 们 根本 没有 看 到 严格 性 ;而 是 他 们 太 迅 速 
地 越过 了 它 ,要 明确 地 领会 它 ,就 必须 费心 把 它 讲 一 讲 . 
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但 是 ,总 是 需要 这 么 多 的 次 数 来 讲 它 ;在 所 有 其 他 人 之 前 第 一 个 强调 精密 
性 的 人 ,把 我 们 可 以 力图 仿效 的 论据 给 予 我 们 ;可 是 ,如 果 将 来 的 证 明 都 建立 在 
这 个 模型 的 基础 上 ,那么 数学 论文 就 会 十 分 元 长 ;我 担心 元 长 起 来 ,不 仅 因 为 我 
不 装 成 书刊 塞 满 图 书馆 ,而 且 因 为 我 担心 这 样 元 长 下 去 ,我 们 的 证 明 就 可 能 失 
去 和 谐 的 外 观 , 我 刚才 已 说 明了 和 谐 的 用 处 . 

思维 经 济 是 我 们 应 该 追求 的 目标 ,因此 只 提供 仿效 的 模型 还 是 不 够 的 . 需 
要 使 我 们 之 后 的 人 能 够 省 却 这 些 模 型 ,不 去 重复 已 经 做 出 的 论据 ,而 用 几 句 话 
概括 它 .而 且 ,这 一 点 时 常 被 达到 .例如 ,有 一 种 到 处 都 可 找到 的 推理 形式 ,而且 
处 处 相似 .它们 是 完全 精密 的 ,但 却 颇 为 兄长 .于 是 有 一 天 ,有 人 想到 ”收敛 的 一 
致 性 "这 个 用 语 , 这 个 用 语 使 这 些 论据 变 得 不 需要 了 ;我 们 不 再 必须 重复 它们 
了 ,因为 它们 可 以 被 理解 .这 样 一 来 ,那些 克服 过 于 繁琐 的 困难 的 人 就 给 我 们 双 
重 的 帮助 :他 们 首先 告诉 我 们 在 紧急 时 像 他 们 那样 去 作 , 但 是 尤其 是 ,他 们 能 够 
使 我 们 在 不 牺牲 精密 性 的 条 件 下 , 尽 可 能 经 常 地 避免 像 他 们 那样 去 作 . 

我 们 刚才 通过 一 个 例子 已 经 看 到 名 词 在 数学 中 的 重要 性 ,不 过 还 可 以 引用 
许多 其 他 例子 .正如 马赫 所 说 ,人 们 很 难 相信 ,一 个 精 选 的 名 词 就 能 使 思维 有 多 
么 经 济 .也许 我 在 某 处 已 经 说 过 ,数学 是 把 同一 名 称 给 予 不 同事 物 的 艺术 .可 以 
说 ,把 这 些 在 内 容 上 不 同 而 在 形式 上 可 以 相似 的 事物 纳入 同一 模式 中 是 恰当 
的 .当选 好 语言 时 ,我 们 不 胜 惊讶 地 发 现 ,对 某 一 对 象 所 作 的 论证 可 直接 用 于 许 
多 新 对 象 ;这 里 什么 也 没有 改变 ,甚至 连 名 词 也 没有 改 , 因 为 名 称 已 变 成 相同 的 
T. 

一 个 精 选 的 名 词 通常 足以 消除 用 旧 方 法 陈述 的 法 则 所 遇 到 的 例外 ,这 就 是 
为 什么 我 们 创造 了 负数 、 虚 数 、 无 穷 远 点 等 .我 们 一 定 不 要 忘记 ,例外 是 有 害 的 ， 
因为 它 掩盖 着 定律 . 

好 了 ,这 是 我 们 用 以 辨认 产生 巨大 结果 的 事实 的 特征 之 一 .多 产 的 事实 是 
容许 这 些 巧妙 的 语言 革新 的 事实 .因此 ,未 加 工 的 事实 往往 不 会 使 人 有 多 大 兴 
趣 ;我 们 可 以 多 次 指出 它 ,但 对 科学 并 没有 提供 多 大 帮助 .只 有 当 比较 有 见地 的 
思想 家 觉察 到 它 所 代表 的 关系 ,并 用 名 词 表 征 它 时 , 它 才 会 获得 价值 . 

此 外 ,物理 学 家 的 做 法 正好 相同 .他 们 发 明了 “能 "这 个 词 ,这 个 词 格外 富有 
成 效 , 因 为 它 通过 消除 例外 而 创造 了 定律 ,由 于 它 把 同一 名 称 给 予 内 容 不 同 而 
形式 相似 的 事物 . 

在 具有 最 幸运 的 影响 的 名 词 中 ,我 可 以 挑选 出 “ 群 " 和 “不 变量 ”. 它 们 使 我 
们 看 到 许多 数学 推理 的 实质 ;它们 向 我 们 表明 ,在 多 少 情况 下 ,以往 的 数学 家 是 
在 不 明 其 义 的 情况 下 考虑 群 的 ,他 们 是 怎样 突然 发 现 它们 不 知 何故 这 么 接近 ， 
他 们 原 以 为 它们 相距 其 远 呢 ! 
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今天 ,我 们 可 以 说 ,他 们 处 理 的 是 同 构 群 .我 们 现在 知道 ,在 一 个 群 中 ,内 容 
几乎 没有 什么 令 人 感 兴趣 之 处 , 唯 有 形式 才 有 考虑 的 价值 , 当 我 们 了 解 一 个 群 
时 ,我 们 从 而 也 就 了 解 所 有 的 同 构 群 ;由 于 “ 群 " 和 “ 同 构 ”这 些 名 词 把 微妙 的 法 
则 浓缩 在 几 个 符号 内 ,并 使 所 有 的 精神 迅速 地 通晓 它 ,因此 转变 是 直接 的 ,能 够 
以 充分 的 思维 经 济 去 完成 .此 外 , 群 的 观念 归属 于 变换 的 观念 .我 们 为 什么 要 把 
这 样 的 价值 放 在 新 变换 的 发 明 上 呢 ? 因为 从 一 个 定理 ,能 使 我 们 得 到 十 个 或 二 
十 个 定理 ;这 与 在 紧 靠 整数 的 右边 加 一 个 零 具 有 同样 的 价值 . 

这 一 切 就 是 迄今 决定 数学 进展 方向 的 东西 ,将 来 肯定 还 会 完全 一 样 地 起 决 
定 作 用 .为 此 ,所 提出 的 问题 的 性 质 同 样 起 一 份 作用 .我 们 不 能 忘记 ,我 们 的 目 
的 应 当 是 什么 .按照 我 的 观点 ,这 个 目的 是 双重 的 .我 们 的 科学 与 哲学 和 物理 学 
二 者 相 毗 邻 ,我 们 为 我 们 的 两 个 邻居 而 工作 ,因此 ,我 们 总 是 看 到 ,而 且 还 将 继 
续 看 到 数学 家 在 两 个 相反 的 方向 上 前 进 . 

男 一 方面 ,数学 科学 必须 反省 自身 ,由 于 反省 自身 就 是 反省 创造 它 的 人 类 
精神 ,因而 是 有 用 的 ,因为 数学 科学 是 人 类 精神 从 外 界 借 取 的 东西 最 少 的 创造 
物 之 一 ,所 以 它 就 更 加 有 用 了 .这 就 是 为 什么 某 些 数学 推测 是 有 用 的 ,例如 专门 
研究 公设 . 非 寻 常 几何 特殊 函数 的 推测 .这 些 推测 距 通常 的 概念 以 及 距 自然 界 
和 应 用 越 远 ,它们 就 越 加 充分 地 向 我 们 表明 , 当 人 类 精神 越 来 越 多 地 摆脱 外 部 
世界 的 霸 绊 时 , 它 能 够 创造 出 什么 东西 ,因此 它们 就 越 加 充分 地 让 我 们 在 本 质 
上 了 解 人 类 精神 . 

但 是 ,我 们 必须 指挥 我 们 的 主力 部 队 向 其 他 方面 前 进 , 即 向 自然 界 方面 前 


进 . 

在 这 里 ,我 们 遇 到 了 物理 学 家 和 工程 师 ,他 们 对 我 们 说 :“ 请 给 我 积分 这 个 
微分 方程 吧 ; 我 可 能 在 一 周 后 需要 它 , 由 于 到 那 时 我 要 完成 一 项 工程 . ”我们 回 
答 说 :这 个 方程 不 能 归 人 一 种 可 积 类 型 ,你 也 知道 可 以 积分 的 方程 并 不 多 .” 
“是 的 ,我 知道 ;但 是 到 那 时 你 有 什么 作用 呢 ? "通常 相互 谅解 也 就 够 了 ;工程 师 
实际 上 不 需要 无 限 项 的 积分 ;他 需要 知道 积分 函数 总 的 概貌 ,或 者 说 ,他 只 要 求 
实际 上 能 够 从 这 个 积分 推演 出 来 的 某 一 个 数 ,倘若 这 个 积分 已 知 的 话 .通常 它 
不 是 已 知 的 ,但 是 没有 它 我 们 也 能 计算 出 这 个 数 ,只 要 我 们 确切 地 知道 工程 师 
需要 什么 数 以 及 要 达到 什么 近似 程度 就 可 以 了 . 

从 前 ,只 有 当 一 个 方程 的 解 能 够 借助 于 有 限 数目 的 已 知 函 数 表 示 时 ,人 们 
才 认 为 解 了 方程 ,但 是 ,这 种 可 能 性 百 中 难得 其 一 .我 们 经 常 能 够 做 的 ,或 者 恰 
当地 讲 ,我 们 应 该 经 常 力 图 去 做 的 ,可 以 说 是 定性 地 解决 问题 ;也 就 是 说 ,力图 
去 了 解 表示 未 知 函数 的 曲线 的 一 般 形 状 . 

依然 要 寻找 问题 的 定量 的 解 ; 可 是 ,如 果 未 知 数 不 能 用 有 限 的 运算 确定 , 那 
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么 它 总 是 可 以 用 能 使 我 们 计算 它 的 有 限 收 敛 级 数 来 表示 .能够 认为 这 是 它 的 真 
实 解 吗 ? 我 们 听 说 , 牛顿 曾 给 莱 布 尼 兹 寄 了 一 个 字谜 , 其 内 容 大 致 是 
aaaaabbbeeeeii 等 . 莱 布 尼 效 当然 一 点 也 不 理解 它 ; 但 是 ,我 们 掌握 这 个 字谜 的 秘 
诀 ,了 解 它 的 意思 ,把 它 译 成 现代 词语 就 是 “我 能 够 积分 一 切 微分 方程 ”, 而 我 们 
却 被 诱 使 说 ,牛顿 要 不 就 是 十 分 幸运 ,要 不 就 是 有 奇怪 的 错觉 . 牛顿 只 是 想 说 ， 
他 能 够 形成 (用 待定 系数 法 ) 一 个 形式 上 满足 所 提出 的 方程 的 宕 级 数 . 

这 样 的 解 今天 不 会 使 我 们 满意 ,其 理由 有 二 :因为 收敛 太 慢 , 因 为 相互 紧 随 
的 项 不 服从 任何 规律 .相反 地 ,8 级 数 在 我 们 看 来 好 像 是 完美 无 缺 的 ,首先 因 
为 它 收敛 很 快 ( 这 有 利于 希望 尽 可 能 快 地 得 到 一 个 数 的 实用 者 ) ,其 次 因为 我 们 
一 和 警 即 见 项 的 规律 (这 可 以 满足 理论 家 的 审美 要 求 ) . 

但 是 ,这 样 一 来 ,就 不 再 有 可 解 的 问题 和 不 可 解 的 问题 ;有 的 只 是 或 多 或 少 
可 以 解决 的 问题 ,或 者 它们 可 以 通过 大 体 上 迅速 收敛 的 级 数 来 解 ,或 者 它们 由 
大 体 上 和 谐 的 定律 来 支配 .不 过 ,往往 发 生 这 种 情况 :不 完美 的 解 把 我 们 引 向 比 
较 完美 的 解 . 有 时 ,级 数 收敛 过 慢 ,以 至 于 计算 无 法 实际 进行 ,我 们 仅仅 得 以 证 
明 问 题 的 可 能 性 . 

因此 ,这 位 工程 师 觉得 这 是 一 种 嘲弄 ,这 恰恰 由 于 它 没 有 帮助 他 在 规定 的 
日 期 完成 他 的 工作 .他 不 想 了 解 它 是 否 将 会 有 益 于 22 世纪 的 工程 师 们 .但 是 ， 
至 于 我 们 ,我 们 却 不 这 么 认为 ,能 为 我 们 后 代 省 却 一 天 工作 ,有 了 时 也 比 为 我 们 同 
代 人 节约 一 个 小 时 更 为 使 我 们 满意 . 

可 以 说 ,有 时 通过 从 经 验 上 摸索 ,我 们 达到 一 个 充分 收敛 的 公式 .工程 师 
说 :“ 你 们 还 需要 什么 ?” 可 是 ,不 管 怎样 ,我 们 仍 不 满足 ;我 们 希望 预见 那个 收 
MATA? 因为 只 要 我 们 一 次 知道 怎样 预见 它 ,我 们 就 会 知道 下 一 次 怎样 预 
TLE .我 们 成 功 了 ;如 果 我 们 不 能 再 次 有 效 地 预期 这 样 做 ,那么 成 功 也 不 过 是 小 
事 一 桩 而 已 . 

随 着 科学 的 发 展 ,对 它 作 整 体 的 理解 也 变 得 更 加 困难 ;于 是 ,我 们 企图 把 它 
分 成 小 块 , 而 满足 于 这 些小 块 之 一 : 换 句 话说 ,企图 使 它 专门 化 .如 果 我 们 在 这 
条 道路 上 继续 走 下 去 , 那 就 会 为 科学 的 进步 设置 严重 的 障碍 .正如 我 们 所 说 , 科 
学 进步 正 是 由 于 它 的 各 部 分 之 间 未 曾 料 到 的 结合 引起 的 .过 分 专门 化 便 会 妨碍 
这 些 结合 .希望 像 海 德 堡 会 议和 罗马 会 议 这 样 的 会 议 ,通过 使 我 们 彼此 之 间接 
触 ,向 我 们 打开 邻近 领域 的 视野 ,促使 我 们 把 邻近 领域 与 我 们 自己 的 领域 加 以 
比较 ,以 便 探 寻 我 们 自己 的 小 群落 之 外 的 东西 ;因此 ,这 样 的 会 议 将 是 对 刚才 所 
提 到 的 危险 的 最 好 补救 方法 . 

然而 ,我 在 一 般 原 则 上 拖延 的 时 间 太 长 了 ;现在 是 逐一 详 述 的 时 候 了 . 

让 我 们 分 别 审查 一 下 各 门 特殊 学 科 , 它 们 联合 起 来 构成 了 数学 :让 我 们 看 
看 ,每 门 学 科 完 成 了 什么 , 它 向 哪里 发 展 ,我 们 对 它 可 以 有 什么 希望 .如 果 原 先 
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的 观点 是 正确 的 ,那么 我 们 就 会 看 到 , 过 去 的 最 大 进展 发 生 在 这 些 学 科 中 的 两 
个 结合 之 时 ,发 生 在 我 们 开始 意识 到 它们 形式 的 类 似 性 而 不 管 它们 内 容 的 差别 
之 时 ,发 生 在 它们 相互 之 间 如 此 模仿 以 至 一 个 获胜 而 另 一 个 也 受益 之 时 .与 此 
同时 ,我 们 可 以 在 同类 的 结合 中 预见 未 来 的 进步 . 


2.1 算术 


与 代数 和 分 析 相 比 ,算术 的 进步 很 慢 , 容易 看 到 其 中 的 原因 .连续 性 的 感觉 
是 一 种 宝贵 的 指导 ,但 是 算术 家 却 缺 少 它 ,每 一 个 整数 都 与 其 他 整数 相 分 
离 一 一 也 就 是 说 它 具 有 自己 的 独立 存在 性 .它们 中 的 每 一 个 都 是 一 种 例外 ,这 
就 是 在 数论 中 普通 定理 比较 稀少 的 原因 ,这 也 是 存在 的 定理 隐藏 得 比较 多 ,而 
且 比 较 长 期 地 使 研究 人 员 为 难 的 原因 . 

如 果 说 算术 落后 于 代数 和 分 析 , 为 此 最 有 效 的 做 法 是 ,力图 使 算术 仿效 这 
两 门 学 科 , 以 便 从 它们 的 进展 中 获得 好 处 .因此 ,算术 家 应 当 把 与 代数 的 类 似 作 
为 向 导 . 这 些 类 似 是 大 量 的 ,在 许多 情况 中 ,即使 还 没有 充分 仔细 地 研究 它们 是 
否 可 以 利用 ,但 至 少 长 期 以 来 已 预见 到 它们 ,其 至 两 门 学 科 的 语言 表明 ,人 们 已 
清楚 地 认识 到 它们 .我们 这 样 谈论 超越 数 ,我 们 这 样 说 明 超越 数 的 未 来 分 类 是 
超越 函数 分 类 的 模型 ,我 们 迄今 还 没有 十 分 明确 地 看 到 如 何 从 一 种 分 类 过 渡 到 
习 一 种 分 类 ;但 是 ,假如 人们 已 认识 到 它 ,那么 它 已 经 被 完成 了 , 它 已 不 再 是 将 
来 的 工作 了 . 

我 想起 的 第 一 个 例子 是 同 余 理论 ,在 其 中 可 以 找到 与 代数 方程 理论 完全 的 
平行 性 .的 确 , 我 们 将 会 成 功 地 完成 这 种 平行 性 ,例如 ,这 种 平行 性 必须 在 代数 
曲线 理论 和 两 个 变量 的 同 余 理论 之 间 成 立 .而 且 , 当 要 解决 与 几 个 变量 的 同 余 
有 关 的 问题 时 ,这 将 是 通 向 解决 许多 不 定 分 析 问 题 的 第 一 步 . 


2.2 代数 
代数 方程 理论 还 将 长 期 地 引起 几何 学 家 的 注意 ,人 们 可 以 着 手 研 究 的 方面 
是 很 多 的 、 很 不 同 的 . 


我 们 不 必 认 为 代数 走 到 了 尽头 ,因为 它 给 我 们 以 形成 所 有 可 能 组 合 的 规 
则 ;依然 要 寻找 满足 某 种 条 件 的 有 趣 的 组 合 . 这 样 一 来 将 形成 一 种 不 定 分 析 ,其 
中 的 未 知 数 将 不 再 是 整数 ,而 是 多 项 式 .这 时 ,代数 将 仿效 算术 ,以 至 于 整数 与 
具有 任意 系数 的 整 多 项 式 或 具有 整 系数 的 整 多 项 式 可 以 类 比 . 


2.3 几何 学 


看 起 来 ,好像 几何 学 包含 的 无 非 是 在 代数 或 分 析 中 已 经 包括 的 东西 ,几何 
学 事实 只 不 过 是 用 男 一 种 语言 表达 的 代数 事实 或 分 析 事 实 . 因 此 ,可 以 认为 ,在 
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我 们 考察 之 后 ,没有 多 少 特别 与 几何 学 有 关 的 东西 供 我 们 谈论 了 .这 也 许 是 没 
有 明确 认识 到 精心 构造 的 语言 的 重要 性 ,不 理解 借助 于 表示 这 些 事物 的 方法 以 
及 分 类 它们 的 方法 把 什么 添加 到 事物 本 身 之 中 . 

首先 ,几何 学 的 考虑 导致 我 们 提出 新 问题 ;如 果 你 乐意 的 话 ,这 些 问题 可 以 
是 解析 问题 ,但 是 在 解析 方面 ,我们 永远 也 提 不 出 这 样 的 问题 .不 过 ,解析 因 这 
些 问 题 受益 ,正如 它 因 满足 物理 学 的 需要 而 必须 解决 的 问题 受益 一 样 . 

几何 学 的 巨大 优点 在 于 ,感觉 能 够 帮助 思维 ,有 助 于 发 现 前 进 的 道路 ,许多 
人 都 偏爱 把 解析 问题 化 为 几何 学 形式 .不 幸 的 是 ,我 们 的 感觉 不 能 把 我 们 带 得 
很 远 , 当 我 们 想 超 越 经 典 的 三 维 时 ,感觉 就 无 法 帮助 我 们 .这 难道 意味 着 超过 感 
觉 希望 把 我 们 束缚 于 其 内 的 有 限 领 域 ,我 们 只 能 依靠 纯粹 解析 ,所 有 大 于 三 维 
的 几何 学 都 是 徒劳 的 和 无 目的 的 吗 ? 前 一 辈 的 大 师 们 可 能 回答 "是 ;今天 ,我 
们 如 此 熟悉 这 个 概念 ,以 至 于 我 们 甚至 能 在 大 学 课程 中 谈 及 它 了 , 而 不 会 引起 
过 多 的 惊讶 . 

但 是 , 它 有 什么 用 处 呢 ? 这 很 容易 看 到 :首先 , 它 给 我 们 以 十 分 方便 的 术 
语 , 这 种 术语 简洁 地 表达 了 通常 解析 语言 用 宛 长 的 词语 才能 讲 清 的 东西 .而且 ， 
这 种 语言 使 我 们 用 同一 名 称 称谓 相似 的 事物 ,使 我 们 突出 类 似 性 ,让 我 们 永远 
不 再 忘记 它 .因此 ,这 种 语言 还 能 使 我 们 在 多 维 空间 中 找到 我 们 的 道路 ,并 使 我 
们 联想 起 视觉 空间 ,对 我 们 来 说 ,多 维 空间 太 大 了 ,我们 不 能 看 到 它 ,视觉 空间 
无 疑 只 是 它 的 不 完善 的 影像 ,但 不 管 怎样 总 是 一 种 影像 .与 前 面 所 有 的 例子 一 
样 ,这 里 又 一 次 出 现 了 与 简单 事物 的 类 似 性 ,这 使 我 们 能 够 理解 复杂 事物 . 

这 种 大 于 三 维 的 几何 学 不 是 简单 的 解析 几何 学 , 它 不 是 纯粹 定量 的 ,而 是 
定性 的 , 正 是 在 这 方面 , 它 变 得 尤其 有 趣 .有 一 种 学 科 叫 拓扑 学 , 它 把 研究 图 形 
的 不 同 元 素 的 位 置 关 系 作为 它 的 对 象 , 而 不 管 各 元 素 的 大 小 .这 种 几何 学 是 纯 
粹 定性 的 ;即使 图 形 不 是 严格 的 ,是 一 个 孩子 粗略 地 描画 的 ,其 定理 却 依 然 为 
真 .我们 也 可 以 创造 出 大 于 三 维 的 拓扑 学 .拓扑 学 的 重要 性 是 巨大 的 ,但 也 不 能 
强调 得 太 过 分 了 ;拓扑 学 的 主要 创始 人 之 一 黎 曼 从 中 得 到 的 好 处 足以 证 明 这 一 
点 .我 们 必须 得 到 它 在 多 维 空间 中 的 完整 结构 ;我 们 因而 将 有 一 种 工具 ,使 我 们 
实际 上 能 在 多 维 空间 内 观察 ,以 弥补 我 们 的 感觉 . 

假如 只 讲解 析 语 言 ,那么 拓扑 学 问题 也 许 还 不 会 产生 ;或 者 确切 地 讲 ,我 弄 
错 了 ,这 些 问 题 确 实 出 现 了 ,由 于 它们 的 解答 对 于 一 大 堆 解析 问题 是 必 不 可 少 

eT eae 的 ,但 是 它们 是 一 个 接 一 个 地 单独 来 到 的 ,我 们 未 能 察觉 到 它们 共同 的 结合 物 . 


Pierre Eudide 2.4 康 托 主义 


., 1932—), 美 
数 学 家 ， # + 上 面 我 已 说 过 ,我 们 需要 继续 回 到 数学 的 第 一 原理 ， 还 说 这 对 研究 人 类 精 
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十 分 重要 的 位 置 .其 一 是 康 托 主 义 , 它 对 数学 的 贡献 是 尺 人 和 皆 知 的 . 康 托 把 一 种 
新 的 考虑 数学 无 穷 的 方法 引入 科学 . 康 托 主义 的 特征 之 一 在 于 , 它 不 是 通过 建 
立 越 来 越 复杂 的 构造 上 升 到 一 般 , 不 是 通过 构造 来 定义 的 ,正如 学 究 们 所 说 的 ， 
它 从 最 高 类 出 发 ,只 通过 最 近 类 和 种 差 来 定义 . 它 在 一 些 人 的 思想 上 引起 的 极 
端 厌恶 便 由 此 而 来 ,例如 埃 尔 米 特 即 是 其 中 之 一 ,他 特别 偏爱 的 观念 就 是 把 数 
学 科学 和 自然 科学 加 以 对 照 .就 我 们 大 多 数 人 而 言 ,这 些 偏见 已 经 烟消云散 了 ， 
但 是 却 出 现 了 这 样 的 情况 :我 们 意外 地 碰 到 了 某 些 悖 论 , 即 某 些 表面 上 的 矛盾 ， 
它们 会 使 爱 利 亚 人 芝 诺 和 迈 加 拉 学 派 (the School of Megara) 感 到 高 兴 . 因 此 ,每 
一 个 人 都 必须 寻求 补救 办 法 .就 我 个 人 一 一 不 仅 是 我 一 个 人 一 一 而 言 ,我 认为 ， 
重要 的 事情 永远 不 是 引入 不 能 用 有 限 的 词 完 善 定义 的 实体 .不 管 采纳 什么 治疗 
方案 ,我 们 都 可 以 指望 像 请 来 的 医生 那样 高 兴 , 因为 他 是 仿效 绝妙 的 病理 学 方 
面 的 案例 来 诊治 的 . 


2.5 公设 的 探讨 


为 一 方面 ,人 们 曾 努 力 列举 或 多 或 少 隐藏 的 公理 和 公设 ,把 它们 作为 各 种 
数学 理论 的 基础 . 硕 尔 伯 特 教授 获得 了 最 辉 烛 的 成 果 . 乍 看 起 来 ,这 个 领域 似乎 
是 很 有 限 的 , 当 花 不 了 多 长 时 间 把 目录 编 好 后 ,就 不 会 有 什么 事 可 做 了 .但 是 ， 
当 我 们 清点 了 所 有 的 东西 后 ,就 将 有 许多 种 分 类 这 一 切 的 方法 ;一 个 健全 的 图 
书馆 总 可 以 找到 某 些 要 做 的 事情 ,每 一 种 新 分 类 法 都 会 对 哲学 家 有 所 启发 . 

在 这 里 ,我 要 结束 这 一 考察 了 ,我 不 会 梦想 使 它 完善 .我 认为 ,这 些 例子 足 
以 表明 ,数学 科学 通过 什么 机 制 在 过 去 取得 了 进步 , 它 将 来 必须 在 什么 方向 上 
进展 . 


3 数学 的 创造 0 

数学 创造 的 发 生 是 一 个 使 心理 学 家 强烈 感 兴趣 的 问题 . 它 是 一 种 活动 ,在 
这 种 活动 中 ,人 类 精神 似乎 从 外 部 世界 所 取 走 的 东西 最 少 ,在 这 种 活动 中 ,人 类 
精神 起 着 作用 ,或 者 似乎 只 是 自行 起 作用 和 按照 自己 的 意志 起 作用 ,以 至 于 在 
研究 几何 学 思维 的 步骤 时 ,我们 可 以 期 望 达 到 人 类 精神 的 最 本 质 的 东西 . 

长 期 以 来 ,人 们 已 意识 到 这 一 点 , 数 月 之 前 ,由 莱 桑 (Laisant) 和 费 尔 (Fehr) 
编辑 的 《数学 教学 》 杂 志 开 始 调查 各 个 数学 家 的 思想 习惯 和 工作 方法 . 当 那 项 调 
查 的 结果 发 表 时 ,我 已 写 完 了 我 的 这 篇 文章 的 主要 轮廓 ,因此 我 不 可 能 利用 他 
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们 的 调查 结果 ,我 只 想 说 明 , 大 多 数 证 据 证 实 了 我 的 结论 ;我 没有 说 全 部 证 据 ， 
因为 当 诉 诸 全 体 投票 时 ,不 可 能 希望 会 取得 完全 一 致 . 

最 初 的 事实 会 使 我 们 感到 惊奇 ,或 者 更 确切 地 讲 , 如 果 我 们 还 不 这 样 习惯 
它 , 它 就 会 使 我 们 感到 惊奇 .有 人 不 理解 数学 ,这 是 怎么 发 生 的 呢 ? 既然 数学 有 
求助 于 所 有 正常 思想 都 能 接受 的 逻辑 规则 ,既然 数学 的 证 据 建立 在 对 一 切 人 都 
是 共同 的 原理 的 基础 上 ,既然 没有 一 个 不 发 疯 的 人 会 否认 这 一 点 ,那么 在 这 里 
为 何 出 现 如 此 之 多 的 不 开化 的 人 呢 ? 

并 非 每 一 个 人 都 能 够 发 明 , 这 决 不 是 难以 理解 的 .并 非 每 一 个 人 都 能 够 记 
住 一 次 学 到 的 证 明 , 这 也 可 以 略 而 不 提 . 但 是 , 当 把 数学 推理 加 以 解释 之 后 ,并 
非 每 一 个 人 都 能 够 理解 它 ,我 们 想 想 这 件 事 ,似乎 是 十 分 奇怪 的 .可 是 ,大 多 数 
人 只 能 够 相当 吃力 地 仿效 这 一 推理 :这 是 不 可 否认 的 ,中 学 教员 的 经 验 确实 不 
能 否认 这 一 点 . 

进而 要 问 :在 数学 中 为 何 也 可 能 出 错 ? 健全 的 头脑 不 应 当 有 逮 辑 廖 误 ,可 
是 有 一 些 十 分 敏锐 的 人 ,他们 对 于 发 生 在 日 常生 活 各 种 活动 中 的 简短 推理 未 犯 
错误 ,但 是 却 不 能 毫 无 错误 地 仿效 或 重复 数学 证 明 , 这 些 证 明 虽 则 较 长 ,但 毕竟 
只 是 完全 类 似 于 他 们 容易 做 出 的 简短 推理 的 累积 .我 们 还 需要 补充 说 数学 家 本 
人 也 不 是 一 贯 正确 的 吗 ? 

答案 对 我 来 说 是 显而易见 的 .设想 一 个 长 系列 的 三 段 论 ,第 一 个 的 结论 是 
下 一 个 结论 的 前 提 : 我 们 将 能 够 理解 这 些 三 段 论 的 每 一 个 ,在 从 前 提 向 结论 的 
过 渡 中 ,我 们 没有 处 于 受骗 的 危险 之 中 .但 是 ,我 们 在 某 一 时 刻 遇 到 一 个 命题 作 
为 一 个 三 段 论 的 结论 ,在 过 去 一 些 时 间 后 ,我 们 又 偶然 地 重新 遇 到 它 却 作 为 另 
一 个 三 段 论 的 前 提 , 在 这 两 个 时 刻 之 间 ,这 个 链条 的 几 个 环节 将 显示 出 来 ;这 样 
一 来 ,可 能 会 发 生 下 述 情况 :我 们 忘掉 了 这 个 命题 ,或 者 还 要 粳 糕 ,我 们 忘掉 了 
它 的 意义 .因此 ,我们 可 以 用 一 个 稍微 不 同 的 命题 代替 它 ,或 者 在 保持 同一 阐述 
时 ,我 们 却 赋予 它 以 稍微 不 同 的 意义 ,我 们 面临 的 错误 就 是 由 此 而 来 . 

数学 家 常常 使 用 法 则 .他 当然 以 证 明 这 个 法 则 开始 ; 当 这 个 证 明 在 他 的 记 
忆 中 还 很 清晰 之 时 ,他 完全 理解 它 的 意义 和 它 的 关系 ,他 没有 陷 人 改变 它 的 危 
险 中 .可 是 后 来 ,他 相信 他 的 记忆 ,并 进而 仅仅 以 机 械 的 方式 应 用 它 ;不 过 ,如 果 
他 的 记忆 模糊 不 清 了 ,他 就 会 统统 把 它 用 错 . 举 一 个 简单 的 例子 ,这 就 像 我 们 之 
所 以 有 时 在 运算 中 出 差错 ,是 因为 我 们 忘记 了 我 们 的 乘法 表 . 

照 此 看 来 ,数学 的 特殊 能 力 仅仅 是 由 于 十 分 可 靠 的 记忆 或 惊人 的 注意 力 . 
它 是 一 种 类 似 于 玩 惠 斯 特 牌 的 人 的 能 力 , 玩 牌 人 记 着 所 玩 的 牌 ;或 者 再 进一步 ， 
它 类 似 于 棋 手 的 能 力 , 棋 手 能 够 想象 为 数 众多 的 组 合 , 并 把 它们 记 在 心里 .每 一 
个 高 明 的 数学 家 都 应 该 是 高 明 的 棋 手 , 反 过 来 也 是 这 样 ;同样 地 ,他 也 应 该 是 一 
位 高 明 的 计算 家 .不 用 说 ,这 有 时 会 出 现 ;例如 ,高 斯 同时 是 天 才 的 几何 学 家 和 
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十 分 早 慧 的 精确 的 计算 家 . 

但 是 也 有 例外 ;或 者 确切 地 讲 , 我 弄 错 了 ;在 例外 不 多 于 常规 的 情况 下 ,我 
不 能 把 它们 叫做 例外 .相反 地 , 正 是 高 斯 , 才 是 一 个 例外 .至 于 我 自己 ,我 必须 承 
认 , 即 使 让 我 作 加 法 ,我 也 绝对 不 可 能 不 出 错 . 按 同样 的 方式 ,我 无 非 是 一 位 整 
脚 的 棋 手 ;我 察觉 到 ,采用 某 种 走 法 ,我 会 陷于 某 种 危险 ;我 审查 了 几 种 其 他 走 
法 , 因 男 外 的 理由 放弃 了 它们 ,而 最 后 我 走 了 第 一 次 考察 的 步子 ,其 间 我 忘记 了 
我 已 经 预见 到 的 危险 . 

换 句 话说 ,我 的 记性 不 是 不 好 ,但 它 不 足以 使 我 成 为 一 位 高 明 的 棋 手 .在 一 
段 困难 的 数学 推理 中 ,最 高 明 的 棋 手 也 会 晕 头 转向 ,可 是 我 为 什么 不 会 失败 呢 ? 
显然 ,这 是 因为 一 般 的 推理 步 又 引导 着 我 .数学 证 明 不 是 演绎 推理 的 简单 并 列 ， 
它 是 按 某 种 次 序 安置 演绎 推理 , 这些 元 素 安置 的 顺序 比 元 素 本 身 更 为 重要 .如 
果 我 具有 这 种 次 序 的 感觉 ,也 可 以 说 这 种 次 序 的 直觉 ,以 便 一 眼 就 觉察 到 作为 
一 个 整体 的 推理 ,那么 我 已 无 须 害怕 我 忘记 这 些 元 素 之 一 ,因为 它们 之 中 每 一 
个 都 在 排列 中 得 到 它 的 指定 位 置 ,而 且 不 要 我 本 人 费心 思 记 忆 . 

于 是 ,在 我 看 来 ,在 重复 已 学 到 手 的 推理 时 ,好 像 我 能 够 发 明 它 .这 往往 只 
是 一 种 错觉 ;但 是 ,即便 如 此 ,即便 我 本 人 没有 创造 它 的 天 赋 , 就 我 重复 它 而 言 ， 
我 本 人 也 是 重新 发 明 它 . 

我 们 知道 ,数学 次 序 的 这 种 感觉 .这 种 直觉 ,使 我 们 推测 隐藏 的 和 谐 与 关 
系 ,但 它 并 不 是 每 一 个 人 都 具有 的 .有 些 人 或 者 没有 这 种 如 此 难以 定义 的 微妙 
的 感觉 ,或 者 没有 超常 的 记忆 力 和 注意 力 ,因此 他 们 绝对 不 可 能 理解 较 高 级 的 
数学 .这 种 人 是 多 数 , 另 一 些 人 仅 略 有 这 种 感觉 ,但 他 们 具有 非 同 寻常 的 记忆 力 
和 高 度 的 注意 力 这 样 的 天 赋 . 他 们 将 一 个 接 一 个 地 记 住 各 种 细节 ;他 们 能 够 理 
解数 学 ,有 时 也 能 应 用 ,但 他 们 不 能 创造 .最 后 ,还 有 一 些 人 或 多 或 少 地 具有 所 
提 到 的 特殊 的 直觉 ,因此 ,即使 他 们 的 记忆 力 毫 无 非 同 寻常 之 处 ,他 们 却 不 仅 能 
够 理解 数学 ,而 且 可 以 成 为 创造 者 ,并 试图 做 出 发 明 , 其 成 功 之 大 小 取决 于 这 种 
直觉 在 他 们 身上 发 展 的 程度 之 大 小 . 

数学 创造 实际 上 是 什么 呢 ? 它 并 不 在 于 用 已 知 的 数学 实体 做 出 新 的 组 合 . 
任何 一 个 人 都 会 作 这 种 组 合 ,但 这 样 做 出 的 组 合 在 数目 上 是 无 限 的 ,它们 中 的 
大 多 数 完全 没有 用 处 .创造 恰恰 在 于 不 做 无 用 的 组 合 ,而 做 有 用 的 .为数 极 少 的 
组 合 . 发 明 就 是 识别 .选择 . 

我 以 前 已 解释 过 如 何 进行 这 种 选择 ;值得 加 以 研究 的 数学 事实 是 这 样 一 些 
事实 ,通过 它们 与 其 他 事实 的 类 比 ,能 够 导致 我 们 了 解数 学 定律 , 正 像 实验 事实 
能 够 导致 我 们 了 解 物理 学 定律 一 样 . 它 们 是 向 我 们 揭示 其 他 事实 之 间 意 外 关系 
的 事实 ,我 们 虽然 早 就 知道 其 他 事实 ,但 却 错误 地 认为 它们 彼此 之 间 是 毫 无 联 
系 的 . 
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在 所 选择 出 来 的 组 合 中 ,最 富有 成 果 的 组 合 常 常 是 从 相距 很 远 的 领域 取 来 
的 元 素 所 形成 的 组 合 .我 的 意思 并 不 是 说 ,把 尽 可 能 相 蜡 的 对 象 收 集 到 一 起 就 
足以 做 出 发 明 ; 这 样 形成 的 大 多 数组 合 都 毫 无 成 果 . 但 是 ,它们 之 中 的 某 些 极 稀 
有 的 组 合 却 是 最 富有 成 果 的 . 

我 说 过 ,发 明 就 是 选择 ,但 是 ,这 个 词 也 许 不 完全 严格 . 它 使 人 们 想起 采购 
员 ,在 他 面前 陈 放 着 大 量 的 货 样 ,他 逐个 审视 它们 , 以便 做 出 选择 .这 里 的 货 样 
多 得 不 可 胜 数 ,他 的 整个 一 生 也 难以 把 它们 审查 完 .事情 的 实际 状况 并 不 是 这 
样 .无 结果 的 组 合 甚 至 不 出 现在 发 明 家 的 思想 中 .除了 他 抛弃 的 一 些 组 合 一 一 
尽管 它们 也 在 某 种 程度 上 具有 有 用 组 合 的 特征 一 一 之 外 ,在 他 有 意识 做 出 的 组 
合 的 范围 内 ,仿佛 实际 上 从 来 也 没有 无 用 的 东西 .这 一 切 就 好 像 发 明 家 是 一 位 
复试 主考 人 ,他 只 询问 已 经 通过 初试 的 候选 人 . 

不 过 ,我 迄今 所 说 的 都 是 在 读 几何 学 家 的 著作 时 可 以 观察 到 或 可 以 猜测 到 
的 东西 ,当然 要 动脑 筋 读 . 

现在 ,比较 深刻 地 洞察 和 观察 一 下 在 数学 家 的 心灵 中 发 生 了 些 什么 .关于 
这 一 点 ,回忆 一 下 我 自己 的 情况 是 最 好 不 过 的 了 .不 过 ,我 将 只 限于 讲述 我 是 如 
何 写 出 我 的 第 一 篇 关于 富 克 斯 函数 的 论文 的 .我 请 求 读者 原谅 ,我 正 准备 使 用 
一 些 专门 的 表述 ,但 是 读者 不 要 害怕 它们 ,因为 没有 人 强迫 你 理解 它们 .例如 ， 
我 将 说 ,我 是 在 这 样 的 情况 下 找到 了 这 样 一 个 定理 的 证 明 的 .这 个 定理 将 有 一 
个 规范 的 名 字 , 许 多 人 都 不 知道 它 ,不 过 这 并 不 重要 ;心理 学 家 感 兴趣 的 不 是 这 
个 定理 而 是 发 现 这 个 定理 的 情况 . 

我 曾 用 了 两 周 时 间 力 图 证 明 不 可 能 存在 任何 类 似 于 我 后 来 称 之 为 富 克 斯 
函数 的 函数 .我 当时 一 无 所 知 , 我 每 天 独自 一 人 坐 在 我 的 办 公 桌 前 ,有 果 一 两 个 小 
时 ,尝试 了 最 大 的 组 合 , 什 么 结果 也 没有 得 到 .一 天 夜晚 ,我 违反 了 我 的 习惯 , 饮 
用 了 黑 咖 啡 ,久久 不 能 人 睡 . 各 种 想法 纷 至 但 来 ;我 感到 它们 相互 冲突 ,直到 成 
对 地 结合 起 来 ,也 就 是 说 ,造成 了 稳定 的 组 合 .到 第 二 天 早晨 ,我 已 确立 了 一 类 
富 克 斯 函数 的 存在 ,它们 来 源 于 超 几 何 级 数 ,我 只 能 写 出 结果 , 仅 花 费 了 几 个 小 
Ef. 

接着 ,我 想 用 两 个 级 数 之 商 把 这 些 函 数 表 示 出 来 ;这 种 想法 完全 是 有 意识 
的 和 深思 熟 虑 的 ,与 椭圆 函数 的 类 比 指导 着 我 .我 问 我 自己 ,如 果 这 些 级 数 存 
在 ,它们 必须 具有 什么 性 质 , 我 毫 不 费力 地 获得 了 成 功 ,形成 了 我 所 谓 的 0 富 
克 斯 级 数 . 

恰恰 在 这 时 ,我 离开 了 我 当时 居住 的 卡 昂 ,参加 了 矿业 学 校 主办 的 地 质 考 
察 旅行 .沿途 的 景致 使 我 忘却 了 我 的 数学 工作 .到 达 库 唐 塞 后 ,我 登 上 公共 汽车 
去 某 个 地 方 . 当 我 的 脚 踩 上 踏板 的 一 刹那 ,一 种 想法 涌 上 我 的 心头 , 即 我 通常 定 
义 富 克 斯 函数 的 变换 等 价 于 非 欧 几 何 学 的 变换 ,在 我 先前 的 思想 中 ,似乎 没有 
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什么 东西 为 它 铺 平 道路 .我 没有 证 明 这 一 想法 ;我 坐 在 公共 汽车 的 座位 上 ,继续 
进行 已 经 开始 的 谈话 ,但 是 我 感到 它 是 完全 可 靠 的 . 回 到 卡 昂 ,为 了 问心 无 愧 起 
见 ,我 抽空 证 实 了 这 一 结果 . 

然后 ,我 把 注意 力 转向 一 些 算术 问题 的 研究 ,表面 看 来 没有 取得 许多 成 果 ， 
也 没有 想到 它们 与 我 以 前 的 研究 有 什么 关系 .我 为 我 的 失败 而 扫兴 ,于 是 前 往 
海滨 消磨 几 天 时 间 , 想 一 些 其 他 事情 .一 天 早晨 , 当 我 正在 悬崖 边 散 步 时 ,一 种 
想法 浮现 在 我 的 心头 , 即 不 定 三 元 二 次 型 的 算术 变换 等 价 于 非 欧 几 何 学 的 变 
换 , 它 正 好 具有 同样 的 简洁 、 突 然 和 直接 可 靠 的 特征 . 

返回 到 卡 昂 以 后 ,我 深思 了 这 个 结果 ,推导 出 一 些 结论 .二 次 型 的 例子 向 我 
表明 ,存在 着 富 克 斯 群 ,这 些 群 不 同 于 与 超 几何 级 数 对 应 的 群 ,我 看 到 ,我 可 以 
把 9 富 克 斯 级 数理 论 应 用 于 这 些 群 ,从 而 存在 着 一 些 富 克 斯 函数 ,它们 不 同 于 
当时 我 知道 的 ,从 超 几 何 级 数 得 到 的 函数 .我 自然 而 然 地 让 我 自己 构造 这 一 个 
函数 .我 向 它们 发 起 了 系统 的 攻击 ,一 个 接 一 个 地 攻克 了 所 有 的 外 围 工事 .有 一 
处 外 围 工 事 无 论 怎样 进攻 还 是 盎然 不 动 ,只 有 攻陷 它 才 能 占领 整个 阵地 .但 是 ， 
我 的 全 部 努力 乍 看 起 来 只 是 使 困难 清楚 地 呈现 在 我 的 面前 ,事情 实际 上 就 是 这 
样 .所 有 这 些 工作 完全 是 有 意识 的 . 

紧 接 着 ,我 要 去 瓦 莱 里 昂 山 服 军 役 ,这 样 , 我 便 从 事 截 然 不 同 的 工作 .一 天 ， 
我 正在 大 街 行走 ,曾经 使 我 感到 困难 的 答案 突然 浮现 在 我 的 眼前 .我 无 法 立即 
深入 探讨 它 , 只 是 在 服役 结束 后 ,我 才 开 始 继续 研究 这 个 问题 .我 已 有 全 部 元 
素 , 只 需 排列 和 整理 它们 .就 这 样 ,我 一 举 写 出 了 我 最 后 的 论文 ,丝毫 没有 感到 
有 什么 困难 . 

我 只 限于 举 这 一 个 例子 ;多 举 也 无 用 .关于 我 的 其 他 研究 工作 ,我 可 以 讲 出 
类 似 的 情况 ,其 他 数学 家 在 《数学 教学 ) 杂 志 中 所 给 出 的 意见 只 会 证 实 它们 . 

起 初 ,最 为 引 人 注目 的 是 顿悟 的 显现 ,这 是 先前 长 期 无 意识 工作 的 明显 征 
兆 . 在 数学 发 明 中 ,这 种 无 意识 工作 的 作用 在 我 看 来 似乎 是 不 可 否认 的 ,在 其 他 
不 大 明显 的 情况 下 ,也 可 以 发 现 它 的 痕迹 . 当 人 们 研究 一 个 艰难 的 问题 时 ,在 第 
一 次 进攻 中 往往 达 不 到 良好 的 效果 .于 是 ,人 们 或 长 或 短 地 休息 一 下 , 坐 下 来 重 
新 工作 .在 起 初 半 小 时 内 , 像 以 前 一 样 ,什么 也 找 不 到 ,然后 一 个 决定 性 的 想法 
突然 浮现 在 脑海 .可 以 说 ,有 意识 的 工作 之 所 以 富有 成 效 ,是 因为 它 被 打 断 了 ， 
休息 使 思想 生气 勃勃 .精力 饱满 .但 是 ,很 可 能 是 这 样 :这 种 休息 充满 了 无 意识 
的 工作 ,这 种 工作 的 结果 后 来 向 几何 学 家 揭示 出 与 我 所 举 的 例子 恰好 一 样 的 东 
西 . 只 是 这 种 揭示 不 是 在 散步 或 旅行 时 发 生 ,而 是 在 有 意识 的 工作 期 间 发 生 的 ， 
不 过 它 与 有 意识 的 工作 无 关 ;有 意识 的 工作 至 多 起 了 兴奋 剂 的 作用 ,犹如 它 是 
一 种 刺激 物 一 样 , 它 激发 了 在 休息 时 已 经 达到 的 结果 ,但 依然 是 无 意识 的 ,尽管 
它 采 取 了 有 意识 的 形式 . 
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关于 这 种 无 意识 工作 的 条 件 , 还 可 以 说 明 如 下 :如果 一 方面 有 意识 的 工作 
期 间 在 它 之 前 , 另 一 方面 有 意识 的 工作 期 间 又 尾随 其 后 ,那么 它 就 是 可 能 的 ,而 
且 肯 定 是 富有 成 果 的 .这 些 突如其来 的 灵感 (已 经 引用 的 例子 充分 证 明了 这 一 
点 ) 只 有 在 有 意识 努力 工作 了 若干 天 之 后 才 会 出 现 ,尽管 这 些 努力 好 像 训 无 成 
果 , 从 中 也 没有 得 出 什么 好 东西 ,而 且 所 采取 的 路 线 似乎 也 是 完全 错误 的 . 因 
此 ,这 些 努力 并 不 像 人 们 设想 的 那样 一 点 结果 也 没有 ;它们 驱动 着 无 意识 的 机 
器 ,没有 它们 ,无 意识 的 机 器 就 不 会 运转 ,也 不 会 产生 出 任何 东西 . 

对 于 在 灵感 之 后 需要 第 二 个 时 期 的 有 意识 的 工作 ,这 还 比较 容易 理解 . 必 
须 使 灵感 的 结果 成 形 , 从 它们 之 中 推导 出 直接 的 结论 ,整理 它们 ,用 语言 表达 出 
证 明 ,而 尤其 必须 验证 这 一 证 明 .我 已 经 谈 过 伴随 灵感 的 绝对 确实 性 的 感觉 ;在 
所 举 的 例子 中 ,这 种 感觉 不 是 骗子 ,而 且 , 通 常 它 的 确 不 会 骗 人 .但 是 ,不 能 认为 
这 个 法 则 没有 例外 ;这 种 感觉 有 时 显得 很 逼真 ,也 往往 会 欺骗 我 们 ,只 有 当 我 们 
企图 进行 证 明 时 ,我 们 才 会 发 现 这 一 点 . 当 我 早晨 或 晚上 躺 在 床上 处 于 半 睡 眠 
状态 时 , 常 有 一 些 想法 浮想 联翩 ,我 特别 注意 这 一 事实 . 

实际 情况 确 是 这 样 ,现在 ,对 于 这 种 观念 可 作 下 述 考 察 . 无 意识 的 自我 ,或 
者 如 我 们 所 说 的 下 意识 的 自我 ,在 数学 创造 中 起 着 重要 的 作用 ;这 可 由 我 们 所 
说 的 情况 中 得 出 .但 是 ,通常 认为 下 意识 的 自我 是 纯粹 自动 的 .现在 ,我 们 已 看 
到 ,数学 工作 不 是 简单 的 机 械 工作 , 它 不 能 用 机 器 去 完成 ,无 论 如 何不 能 用 机 器 
圆满 地 完成 它 . 这 不 只 是 应 用 法 则 的 问题 和 按照 某 一 固定 的 规律 做 出 许多 可 能 
的 组 合 的 问题 .这 样 得 到 的 组 合 为 数 极 多 ,但 却 是 无 用 的 、 麻 烦 的 .发 明 者 的 真 
正 工作 就 在 于 在 这 些 组 合 中 进行 选择 ,以 便 消除 无 用 的 组 合 , 或 者 更 确切 地 讲 ， 
躲避 使 他 们 陷入 的 困境 ,而 且 要 使 指导 这 种 选择 的 法 则 极其 精巧 极其 微妙 .要 
精确 地 陈述 它们 几乎 是 不 可 能 的 ;与 其 说 它们 可 以 被 表述 出 来 , 倒 不 如 说 它们 
可 以 被 感觉 到 .在 这 些 条 件 下 ,怎么 能 够 设想 一 个 机 械 地 应 用 它们 的 筛子 呢 ? 

第 一 个 假设 现在 呈现 出 来 :下 意识 的 自我 决 不 劣 于 有 意识 的 自我 ; 它 不 是 
纯粹 自动 的 ; 它 能 够 识别 ; 它 机 智 、 敏 锐 ; 它 知 道 如 何 选择 如 何 赁 直觉 推测 .我 
说 什么 呢 ? 它 比 有 意识 的 自我 更 清楚 地 知道 如 何 凭 直觉 推测 ,因为 它 在 有 意识 
的 自我 失败 了 的 地 方 获得 成 功 .一 句 话 ,下 意识 的 自我 难道 不 比 有 意识 的 自我 
优越 吗 ? 你 认识 这 个 问题 的 充分 重要 性 吧 ! 布 特 鲁 在 最 近 的 讲演 中 表明 , 它 如 
何 出 现在 十 分 不 同 的 场合 中 ,对 它 作 肯定 的 回答 会 得 出 什么 结论 . 

这 种 肯定 的 回答 是 因 我 刚才 给 出 的 事实 迫使 我 们 做 出 的 吗 ? 就 我 自己 来 
说 ,我 承认 我 不 乐于 接受 它 .那么 ,让 我 们 重新 审查 一 下 那些 事实 ,看 看 它们 是 
否 与 另外 的 解释 一 致 . 

可 以 肯定 ,在 无 意识 的 工作 延续 了 一 段 时 间 之 后 ,以 一 种 顿悟 的 形式 呈现 
在 我 们 脑海 中 的 组 合 ,一 般 说 来 是 有 用 的 、 多 产 的 组 合 , 这 似乎 是 初次 印象 的 结 
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果 . 由 此 是 否 可 以 得 出 ,通过 微妙 的 直觉 推测 这 些 组 合 是 有 用 的 下 意识 的 自我 
只 不 过 是 形成 了 这 些 组 合 呢 ? 或 者 更 确切 地 讲 , 下 意识 的 自我 是 否 形成 了 许多 
令 人 毫 无 兴趣 的 、 依 然 是 无 意识 的 其 他 组 合 呢 ? 

按照 第 二 种 方式 观察 下 意识 的 自我 ,所 有 的 组 合 都 是 由 于 下 意识 的 自我 的 
自动 作用 而 形成 的 ,不 过 只 是 有 趣 的 组 合 才 能 闻 入 意识 领域 .这 还 是 很 神秘 的 . 
在 我 们 无 意识 活动 的 无 数 产 物 中 ,只 有 一 些 被 召唤 通过 阐 限 ,其 他 的 依旧 在 阐 
PROP ,其 原因 何在 呢 ? 这 种 特权 是 简单 的 偶然 性 给 予 的 吗 ?” 显 然 不 是 ,例如 ， 
在 我 们 感觉 的 所 有 刺激 物 中 ,只 有 最 强 的 才能 引起 我 们 的 注意 ,除非 由 于 其 他 
原因 把 我 们 的 注意 力 吸引 到 不 甚 强 的 刺激 物 .更 一 般 地 讲 , 有 特权 的 无 意识 的 
现象 , 即 容许 变 成 有 意识 的 现象 ,就 是 直接 或 间接 地 最 深刻 地 影响 我 们 情感 的 
现象 . 

关于 教学 证 明 , 它 似乎 只 能 使 理智 感 兴趣 , 当 我 们 看 到 它 也 乞 灵 于 情感 时 ， 
可 能 会 感到 奇怪 .这 也 许 是 忘记 了 数学 的 美感 数 和 形 的 和 谐 感 .几何 学 的 雅致 
感 .这 是 一 切 真正 的 数学 家 都 知道 的 真实 的 审美 感 , 它 的 确 属于 情感 . 

那么 ,被 我 们 赋予 美和 雅致 这 一 特征 的 、 能 在 我 们 思想 上 激 起 一 种 审美 情 
感 的 数学 实体 是 什么 呢 ? 它们 是 这 样 的 实体 :它们 的 元 素 和 谐 地 配置 ,以 致 精 
神 能 够 毫 不 费力 地 包容 它们 的 整体 ,同时 又 能 认 清 细节 .这 种 和 谐 同 时 是 我 们 
审美 需要 的 满足 以 及 支持 .指导 我 们 思想 的 助手 .而 且 ,一 个 次 序 井 然 的 整体 所 
在 我 们 的 双 目 之 下 ,促使 我 们 预见 数学 定律 .于 是 ,我 们 便 达 到 下 述 结论 ;有 用 
的 组 合 恰恰 是 最 美的 组 合 ,我 意 指 最 能 使 这 种 特殊 情感 着 迷 的 组 合 ,所 有 的 数 
学 家 都 知道 这 种 情感 ,但 是 ,对 它 的 襄 渎 无知 到 常常 咯 笑 它 的 地 步 . 

此 外 还 发 生 了 什么 呢 ? 在 由 下 意识 的 自我 盲目 形成 的 大 量 组 合 中 ,几乎 所 
有 的 都 毫 无 兴趣 、 上 毫 无 用 处 ;可 是 正 因为 如 此 ,它们 对 审美 感 也 没有 什么 影响 . 
意识 永远 不 会 知道 它们 ;只 有 某 些 组 合 是 和 谐 的 ,从 而 同时 也 是 有 用 的 和 美的 . 
它们 能 够 触动 我 刚才 所 说 的 几何 学 家 的 这 种 特殊 情感 ,这 种 情感 一 旦 被 唤起 ， 
便 会 把 我 们 的 注意 力 引 向 它们 ,从 而 为 它们 提供 变 为 有 意识 的 机 会 .这 只 是 一 
个 假设 ,可 是 在 这 里 有 可 以 证 实 它 的 观察 材料 : 当 一 个 顿悟 抓 住 数 学 家 的 思想 
时 , 它 往 往 不 会 欺骗 他 ,但 是 正如 我 说 过 的 , 它 有 时 也 不 经 受 证 据 的 检验 ,好 了 ， 
我 们 几乎 总 是 注意 到 ,这 种 人 为 的 观念 倘若 是 真实 的 , 它 就 会 使 我 们 对 于 数学 
雅致 的 自然 情感 得 到 满足 . 

因此 , 正 是 这 种 特殊 的 审美 感 ,起 着 我 已 经 说 过 的 微妙 的 筛选 作用 ,这 充分 
地 说 明 ,缺乏 这 种 审美 感 的 人 永远 不 会 成 为 真正 的 创造 者 . 

可 是 ,困难 并 没有 完全 消失 .有 意识 的 自我 严格 地 受到 限制 ,至 于 下 意识 的 
自我 ,我们 不 知道 它 的 限制 ,这 就 是 为 什么 我 们 乐于 假定 , 它 在 短 时 间 内 能 够 做 
出 的 各 种 组 合 比 有 意识 的 自 有 整个 一 生 能 够 完成 的 组 合 还 要 多 .可 是 ,这 种 限 
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制 是 存在 的 .下 意识 的 自我 能 够 形成 所 有 可 能 的 组 合 ,其 数目 之 多 远 非 想象 力 
所 能 及 ,这 种 说 法 可 信 吗 ? 不 管 怎样 ,这 似乎 是 必要 的 ,因为 假使 它 仅 仅 产生 一 
小 部 分 组 合 ,假使 它 随意 地 做 出 它们 ,那么 我 们 在 它们 中 能 够 选择 、 可 以 发 现 的 
有 效 的 组 合 的 机 遇 就 会 很 少 . 

有 意识 的 工作 总 是 在 所 有 富有 成 果 的 无 意识 的 劳动 之 前 ,也许 我 们 应 当 在 
有 意识 的 工作 的 初期 寻求 解释 .请 允许 我 粗略 地 作 一 比较 ,把 我 们 组 合 中 的 未 
KERER APEE S (Epicurus) H HRT IE .在 精神 完全 休眠 时 ,这 些 原 子 
是 不 动 的 ,也 可 以 说 ,它们 钩 住 了 墙壁 ;因此 ,这 种 完全 的 休 眼 可 以 无 限 地 延续 
下 去 ,没有 相遇 的 原子 ,从 而 在 它们 之 间 也 没有 任何 组 合 . 

与 此 相反 ,在 表面 的 休眠 和 无 意识 的 工作 期 间 ,它们 中 的 某 些 原 子 脱离 墙 
壁 并 开始 运动 .它们 通过 封闭 它们 的 空间 (我 正 要 说 房间 ) 向 各 个 方向 传播 , 狂 
如 一 群 蚊虫 ,或 者 你 如 果 喜 欢 学 术 上 比喻 的 话 , 它 们 就 像 气 体 运动 论 中 的 气体 
分 子 .于 是 ,它们 的 相互 碰撞 可 以 产生 新 的 组 合 . 

初期 的 有 意识 的 工作 有 何 作用 呢 ? 显而易见 , 它 使 这 些 原子 中 的 某 一 些 可 
以 运动 , 它 把 它们 从 墙壁 上 外 下 来 并 使 它们 自由 活动 .我们 认为 ,我 们 之 所 以 没 
有 做 出 有 效 的 组 合 ,是 因为 要 把 这 些 原子 集合 起 来 ,就 要 使 它们 以 无 数 不 同 的 
方式 运动 ,即便 如 此 还 是 找 不 到 满意 的 集合 .但 是 ,通过 我 们 的 自由 意志 使 这 些 
原子 开始 运动 之 后 ,它们 就 不 会 返回 到 它们 的 初始 状态 .它们 自由 地 继续 它们 

好 了 ,我 们 的 自由 意志 并 非 随意 地 选择 它们 , 它 追 求 一 个 完全 确定 的 目的 . 
因此 ,可 动 的 原子 并 非 无 论 什么 样 的 原子 ;它们 是 我 们 可 以 合理 地 期 望 从 中 得 
到 所 要 求 的 管 案 的 原子 .于 是 ,可 动 原子 经 受 碰撞 ,从 而 使 它们 进入 它们 之 间 的 
组 合 ,或 者 与 在 它们 的 进程 中 撞击 到 的 其 他 静止 的 原子 形成 组 合 .我 再 次 请 求 
原谅 ,我 的 比喻 是 很 粗糙 的 ,但 是 我 不 知道 如 何 用 其 他 方法 使 我 的 思想 得 以 理 
解 . 

不 管 情况 如 何 , 有 形成 机 遇 的 组 合 仅仅 是 这 样 一 些 组 合 , 即 其 中 的 元 素 至 
少 有 一 个 是 由 我 们 的 自由 意志 自由 地 选择 出 的 那些 原子 之 一 .现在 ,很 明显 ,在 
这 些 组 合 中 ,可 以 找到 我 所 谓 的 有 效 的 组 合 .也 许 这 是 一 种 减少 原来 假设 中 的 
FERRE. 

还 有 另外 的 意见 .我 们 仅 应 用 固定 的 法 则 ,全 部 做 出 了 有 点 元 长 的 运算 ,无 
意识 的 工作 永远 也 不 会 为 我 们 提供 这 个 结果 .我 们 可 能 以 为 ,完全 自动 的 下 意 
识 的 自我 特别 适 于 这 种 工作 ,这 是 一 种 全 部 机 械 的 方法 .也 许 我 们 夜晚 思考 乘 
法 因子 ,我 们 醒 来 时 必定 希望 找到 预先 做 出 的 乘积 ,或 者 还 希望 代数 运算 一 一 
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例如 证 明 一 一 可 以 无 意识 地 被 做 出 来 .正如 观察 所 证 明 的 ,根本 没有 这 种 事 . 从 
这 些 灵感 中 ,从 无 意识 的 工作 的 成 果 中 ,人 们 可 望 得 到 的 一 切 只 是 这 样 的 运算 
的 出 发 点 .至 于 运算 本 身 ,必须 在 紧 随 灵感 之 后 的 有 意识 的 工作 的 第 二 个 期 间 
完成 ,人 们 在 此 期 间 验证 这 一 灵感 的 结果 ,推出 它们 的 结论 .这些 运 算 的 法 则 是 
严格 的 和 复杂 的 .它们 要 求 纪律 .注意 力 ,意志 ,因而 要 求 意识 .相反 地 ,在 下 意 
识 的 自我 中 , 则 是 由 我 所 说 的 自由 统治 着 ,倘若 我 用 自由 这 个 名 称 称呼 绝对 缺 
乏 纪 律 和 源 于 机 遇 的 混乱 的 话 .不 过 ,这 种 混乱 本 身 却 容许 未 曾 料 到 的 组 合 . 

我 将 作 最 后 的 评论 : 当 我 在 上 面 发 表 某 些 个 人 的 观察 材料 时 ,我 谈 到 我 在 
不 由 自主 地 工作 时 的 令 人 激动 的 夜晚 .这 样 的 情况 是 经 常 发 生 的 ,不 过 大 脑 的 
反常 活动 不 必要 由 我 曾 提 到 的 物质 刺激 物 引 起 .在 这 样 的 情况 中 ,人 们 在 他 无 
意识 的 工作 中 呈现 出 的 东西 似乎 可 以 部 分 地 被 过 分 激动 的 意识 所 领悟 ,可 是 这 
并 不 改变 无 意识 的 工作 的 本 性 .于 是 ,我 们 不 其 明确 地 理解 了 两 种 机 制 一 一 如 
果 你 愿意 的 话 ,也 可 以 说 是 两 种 自我 的 工作 方法 一 一 的 区 别 是 什么 .而且 ,在 我 
看 来 ,我 从 中 能 够 做 出 的 心理 学 观察 材料 似乎 在 它们 的 总 轮廓 上 证 实 了 我 刚才 
提出 的 观点 . 

的 确 , 这 些 观点 需要 证 实 , 因 为 不 管 怎样 ,它们 是 而 且 确实 依然 是 真正 的 假 
设 ; 对 这 些 问 题 的 兴趣 如 此 之 大 , 以 至 于 我 一 点 也 不 后 悔 向 读者 提出 了 上 述 观 
点 


4 FFE BO 

几 年 前 ,我 有 机 会 提出 了 某 些 关 于 无 限 的 逻辑 的 观念 ,谈论 了 无 限 在 数学 
中 的 作用 和 自 康 托 以 来 由 它 所 构成 的 应 用 .我 解释 过 ,我 为 什么 不 认为 某 些 推 
理 方法 是 合理 的 ,而 许多 著名 的 数学 家 却 相 信 它 们 可 以 使 用 .不 用 说 ,我 招来 了 
一 些 尖锐 的 答辩 .这 些 数学 家 不 相信 他 们 错 了 ;他 们 坚信 他 们 有 权 做 他 们 曾经 
做 过 的 事情 .讨论 拖 了 下 去 ,这 并 不 是 因为 不 断 地 提出 了 新 的 论据 ,而 是 因为 我 
们 继续 在 同一 个 圈子 里 团团 转 , 每 个 人 都 重复 着 他 刚刚 说 过 的 话 , 似乎 没有 听 
到 对 手 已 经 说 过 什么 .在 每 一 个 场合 ,我 都 要 就 所 争论 的 原理 提出 新 的 证 据 , 可 
以 说 是 为 了 不 致 遭 到 大 家 反对 ;但 是 ,这 种 证 据 总 是 相同 的 ,几乎 未 加 修改 . 因 
此 没有 得 出 结论 .假如 我 说 我 感到 意外 的 话 , 那 是 传达 了 假象 ,其 实 我 的 心理 是 
TEW. 


在 这 些 条 件 下 ,再 次 重复 同样 的 论据 似乎 是 不 可 取 的 ,我 可 以 给 这 些 论据 


© 注 : 原 载 [法 ] 庞 加 莱 著 ,最 后 的 沉思 . 李 醒 民 译 , 范 贷 年 校 .北京 :商务 印 书馆 ,1995,75 ~ 86. 
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以 新 的 形式 ,但 却 基本 上 不 会 改变 它们 ,因为 在 我 看 来 好 像 是 我 的 对 手 甚至 没 
有 试图 去 拒绝 它们 .寻求 造成 这 种 截然 不 同 的 观点 的 智力 差别 的 起 源 似 乎 是 可 
取 的 .我 刚刚 说 过 ,这 些 不 能 缩小 的 分 歧 并 不 使 我 感到 惊讶 ,我 从 一 开始 就 已 经 
预见 到 分 歧 . 但 是 ,这 并 未 免除 我 们 寻求 解释 ;在 反复 经 验 之 后 ,预见 事实 是 可 
RERI EIA REBRE ARE. 

因此 ,让 我 们 尝试 从 纯粹 客观 的 观点 来 研究 一 下 两 个 对 立 学 派 的 心理 学 ， 
就 好 像 我 们 自己 不 是 这 两 个 学 派 的 成 员 ,就 好 像 我 们 正在 讲述 两 窝 蚂蚁 打 仗 一 
样 .首先 ,我 们 将 看 到 ,数学 家 在 他 们 考虑 无 限 的 方式 方面 存在 着 两 种 对 立 的 倾 
向 .在 一 些 数学 家 看 来 ,无限 是 由 有 限 导出 的 ;无 限 之 所 以 存在 ,是 因为 有 无 限 
多 可 能 的 有 限 事物 .对 另 一 些 数学 家 来 说 ,无 限 在 有 限 之 前 就 存在 着 ;有 限 是 从 
无 限 切 下 一 小 段 而 得 到 的 . 

一 个 定理 必须 能 够 证 明 ,但 是 由 于 我 们 自己 是 有 限 的 ,我 们 只 能 够 处 理 有 
限 的 对 象 .这 样 一 来 ,即使 无 限 的 概念 在 定理 的 陈述 中 起 作用 ,但 是 在 证 明 中 必 
须 不 涉及 它 ;否则 ,这 种 证 明 将 是 不 可 能 的 .我 将 引用 下 面 的 定理 作为 一 个 例 
子 :素数 集 无 界 ;级 数 >) Ty 是 收敛 的 等 .这 些 例子 中 的 每 一 个 都 能 够 化 为 只 
包含 有 限 数 的 等 式 和 不 等 式 .这 些 定理 带 有 无 限 的 特征 ,并 不 是 因为 一 种 可 能 
的 证 明 本 身 带 有 无 限 的 特征 ,而 是 因为 可 能 的 证 明 在 数目 上 是 无 限 的 . 

在 陈述 定理 时 ,我 断言 它 的 所 有 证 明 将 为 真 .这 被 理解 为 ,并 非 所 有 的 证 明 
全 部 给 出 了 .还 有 一 些 我 认为 是 可 能 的 证 明 ,因为 它们 大 概 只 需要 有 限 长 的 时 
间 , 但 是 它们 实际 上 是 不 可 能 的 ,由 于 它们 可 能 需要 多 年 的 工作 .我 相信 ,要 是 
我 们 能 够 设想 一 些 富有 而 思春 的 人 (他 们 足以 雇用 充分 多 的 帮手 ) 企 图 完成 它 ， 
那 就 好 了 .但 是 ,作为 定理 证 明 的 真正 目的 , 它 又 使 这 种 春 事 变 得 没有 必要 ， 

不 能 得 出 任何 可 验证 结论 的 定理 有 意义 吗 ? 或 者 ,更 普遍 地 讲 ,任何 定理 
除了 与 它 有 关 的 证 明 外 还 有 意义 吗 ? 这 正 是 数学 家 有 分 歧 的 地 方 .第 一 个 学 派 
的 那些 数学 家 说 没有 ,我 将 称 他 们 为 实用 主义 者 (因为 有 必要 给 他 们 取 一 个 名 
字 ); 当 一 个 定理 在 没有 给 他 们 以 验证 它 的 方法 的 情况 下 而 引起 他 们 的 注意 时 ， 
他 们 在 其 中 看 到 的 只 是 不 可 理解 的 元 词 歼 句 .他 们 愿意 考虑 的 只 是 能 够 用 有 限 
数目 的 词 定义 的 对 象 .在 一 个 论据 中 , 当 提 到 作为 满足 某 些 条 件 的 对 象 A 时， 
他 们 理解 满足 这 些 条 件 的 对 象 , 不 管用 来 完成 它 的 定义 的 词汇 可 能 是 什么 , 尽 
管 这 些 词 在 数目 上 是 有 限 的 . 

另 一 个 学 派 的 数学 家 不 想 承 认 这 一 点 ,我 将 把 他 们 简称 为 康 托 主义 者 .一 
个 人 不 管 他 多 么 健谈 ,他 在 他 的 一 生 中 也 不 能 说 十 亿 以 上 的 词汇 .因此 ,我 们 将 
从 科学 中 排除 其 定义 包含 十 亿 零 一 个 词 的 对 象 吗 ”如 果 我 们 不 排除 它们 ,我 们 
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为 什么 要 排除 那些 只 能 够 用 无 限 数目 的 词 定 义 的 对 象 呢 ,这 是 由 于 第 一 类 定义 
的 表述 像 第 二 类 定义 的 表述 一 样 超越 了 人 类 的 范围 吗 ? 
不 难 理解 ,这 个 论据 使 实用 主义 者 大 为 扫兴 ;不 管 一 个 人 多 么 健谈 ,人 类 还 
将 更 为 健谈 ,因为 我 们 不 知道 人 类 将 延续 多 么 长 的 时 间 ,我 们 不 能 预先 限制 人 
类 的 研究 范围 .我们 仅仅 知道 ,这 个 范围 将 总 是 有 限 的 ;即使 我 们 也 许 能 够 确定 
人 类 消亡 的 日 期 ,但 是 还 有 其 他 天 体 上 的 智慧 生物 ,能 够 继续 从 事 在 地 球 上 留 
下 的 未 完成 的 工作 .而 且 , 实 用 主义 者 在 设想 比 我 们 更 健谈 ,而 且 还 保留 着 某 些 
人 性 的 人 类 时 ,他 们 也 许 并 不 疑虑 不 安 ; 他 们 不 愿 就 关于 在 有 限 长 的 时 间 内 能 
够 思考 无 限 多 词汇 的 一 些 无 限 健谈 的 神灵 的 假说 进行 争论 . 另 一 方面 ,其 他 人 
认为 ,客体 与 能 够 谈论 或 思考 它们 的 任何 人 类 或 任何 神灵 无 关 地 大 量 存在 着 ; 
我 们 能 够 在 这 种 贮存 中 自由 地 选择 :我们 无 疑 没 有 足够 的 欲望 或 充裕 的 金钱 来 
购买 每 一 样 东西 ;但 是 库存 货物 却 与 买主 的 资财 毫 不 相干 .在 细节 上 的 所 有 各 
种 分 歧 就 起 因 于 这 种 最 初 的 误解 . 
让 我 们 以 策 默 罗 定 理 为 例 , 按 照 该 定理 ,空间 能 够 变换 为 良 序 集 . 康 托 主义 
者 将 被 证 明 的 严格 、 真 实 或 明显 所 迷 住 ,实用 主义 者 将 回答 : 
“你 说 你 能 把 空间 变换 为 良 序 集 .好 吧 , 变 换 它 !” 
“ 那 需要 花费 很 长 时 间 .” 
“那么 ,你 至 少 要 向 我 们 证 明 , 某 个 有 足够 的 时 间 和 耐性 的 人 能 完成 这 种 变 


换 . 

“不 ,我 不 能 证 明 ,因为 实行 变换 的 操作 数目 是 无 限 的 ; 它 其 至 比 阿 列 夫 零 
(Aleph-zero) 还 要 多 .” 

“你 能 够 指出 容许 空间 是 良 序 的 定律 如 何 用 有 限 数目 的 词 来 描述 吗 ?” 

“不 能 .”. 

于 是 实用 主义 者 得 出 结论 :该 定理 或 者 没有 意义 ,或 者 为 假 ,或 者 至 少 未 被 
证 明 . 

实用 主义 者 采用 外 延 的 观点 , 康 托 主义 者 采用 内 涵 的 观点 . 当 涉 及 一 个 有 
限 的 集合 时 ,这 种 区 分 只 有 对 形式 逻辑 理论 家 来 说 才 是 有 意义 的 ;但 是 , 当 涉 及 
无 限 的 集合 时 ,这 种 区 分 对 我 们 来 说 似乎 具有 更 深远 的 意义 .如 果 我 们 采用 外 
延 的 观点 ,那么 集合 可 以 通过 新 数 的 相继 添加 而 形成 ;我 们 能 够 把 旧 对 象 结合 
起 来 构造 新 对 象 , 然 后 用 这 些 新 对 象 构造 更 新 的 对 象 ;如 果 集 合 是 无 限 的 , 正 是 
因为 不 存在 停 下 来 的 理由 . 

另 一 方面 ,从 内 涵 的 观点 来 看 ,我 们 从 其 中 具有 预先 存在 的 对 象 的 集合 开 

台 , 这 些 对 象 乍 看 起 来 似乎 是 没有 区 别 的 ,但 是 我 们 最 终 能 分 辨 出 它们 中 的 几 
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个 ,因为 我 们 标记 了 它们 ,并且 把 它们 排列 在 抽 屠 里 .但 是 ,对 象 在 标记 前 就 存 
在 着 ,集合 也 会 存在 ,即使 也 许 没有 把 它们 进行 分 类 的 管理 员 . 

对 于 康 托 主义 者 来 说 ,基数 的 概念 没有 包含 任何 秘密 . 当 两 个 集合 能 够 排 
列 在 相同 的 抽 履 时 ,它们 就 具有 相同 的 基数 ;事情 不 会 更 容易 了 ,由 于 两 个 集合 
预先 存在 着 ,同样 可 以 认为 与 负 有 排列 对 象 任务 的 管理 员 无 关 的 抽 敢 内 的 集合 
预先 存在 着 .对 于 实用 主义 者 来 说 ,情况 并 非 如 此 .集合 没有 预先 存在 ; 它 每 天 
都 增长 着 ;新 对 象 不 断 地 变 得 与 它 有 关 , 如 果 不 涉 及 预先 已 经 分 类 的 对 象 概念 
和 它们 分 类 的 方式 ,人 们 也 就 不 能 定义 这 个 集合 .每 办 一 个 新 的 获得 物 时 ,管理 
员 都 可 能 被 迫 打 乱 抽 层 ,以 便 找到 一 种 按 适 当 顺 序 配置 它 的 方法 ;两 个 集合 是 
否 能 够 排列 在 相同 的 抽 必 内 ,这 将 永远 不 会 为 人 所 知 ,因为 总 是 要 担心 , 打 乱 它 
们 将 是 必要 的 . 

例如 ,实用 主义 只 承认 能 够 用 有 限 数目 的 词 定义 的 对 象 ;能 够 用 语句 描述 
的 可 能 的 定义 总 是 能 够 用 从 一 到 无 限 的 寻常 数 来 计数 .根据 这 种 推断 ,也 许 只 
存在 可 能 的 单 重 无 限 基数 , 即 阿 列 夫 零 数 .可 是 ,我 们 为 什么 说 连续 统 的 宕 不 是 
整数 需 呢 ? 是 的 ,给 出 我 们 能 够 用 有 限 数目 的 词 定义 的 空间 中 所 有 点 后 ,我 们 
就 能 够 想象 一 个 定律 ,该 定律 本 身 能 够 用 有 限 数目 的 词 来 描述 ,而 且 能 在 这 些 
词 和 整数 集 之 间 建 立 起 对 应 .但 是 ,现在 让 我 们 考虑 其 中 包含 着 这 个 对 应 定律 
概念 的 语句 .不 久 前 ,这 些 语句 没有 意义 ,因为 这 个 定律 还 没有 被 发 明 出 来 , 它 
们 不 能 用 来 定义 空间 的 点 .现在 ,它们 已 获得 了 意义 ;它们 将 容许 我 们 定义 空间 
的 新 点 .但 是 ,这 些 新 点 将 在 已 经 采纳 的 分 类 中 找 不 到 任何 位 置 ,这 将 迫使 我 们 
打 乱 它 .在 实用 主义 看 来 , 当 我 们 说 连续 统 的 寡 不 是 整数 寡 时 ,我们 的 意思 就 是 
这 样 .我 们 意味 着 ,在 这 两 个 集 之 间 不 可 能 建立 摆脱 这 类 混乱 的 对 应 定律 ; 而 在 
涉及 直线 和 平面 的 例子 中 ,就 有 可 能 做 到 这 一 点 . 

其 次 ,实用 主义 者 没有 肯定 ,是 否 无 论 什 么 集 恰当 地 讲 都 具有 基数 ;或 者 ， 
给 定 两 个 集 ,是 否 总 有 可 能 知道 ,它们 是 否 具 有 相同 的 需 , 或 者 一 个 寡 是 否 比 另 
一 个 器 大 .从 而 他 们 被 导致 怀疑 阿 列 夫 的 存在 . 

分 歧 的 另 一 个 来 源 起 因 于 构想 定义 的 方式 .存在 着 各 类 定义 ;存在 着 通过 
近 缘 的 类 和 不 同 的 种 ,或 者 通过 合成 能 够 导出 的 直接 定义 . 

让 我 们 附带 注意 一 下 ,在 不 能 定义 特殊 的 事物 ,而 只 能 定义 整个 种 的 意义 
上 ,存在 着 不 完全 的 定义 .它们 是 合理 的 ,它们 甚至 是 最 为 频繁 使 用 的 定义 .但 
是 在 实用 主义 者 看 来 ,有 必要 在 其 中 理解 特殊 对 象 的 集 , 这 些 对 象 满足 该 定义 ， 
并 且 最 终 能 够 用 有 限 数目 的 词 来 定义 .因为 康 托 主义 者 的 这 种 限制 是 人 为 的 ， 
而 且 没 有 意义 . 
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如 果 仅 存在 直接 定义 ,那么 纯粹 逻辑 的 重要 性 就 不 可 能 引起 争议 .于 是 ,无 
论 在 什么 命题 中 ,都 可 能 用 它 的 定义 代替 每 一 个 术语 . 当 完 成 这 种 代替 时 ,要 么 
该 命题 不 能 简化 为 等 同 ,从 而 不 能 是 纯粹 逻辑 证 明 ,要么 它 能 简化 为 等 同 ,从 而 
只 不 过 是 或 多 或 少 精巧 伪装 起 来 的 同 义 反复 . 

但 是 ,还 有 男 外 一 类 定义 , 即 用 公设 来 定义 .一 般 地 ,我 们 总 是 知道 ,被 定义 
的 对 象 属于 一 个 类 ;但 是 , 当 陈 述 特 定 的 差别 成 问题 时 , 那 就 不 直接 陈述 ,而 借 
助 于 被 定义 的 对 象 必须 满足 的 “公设 "来 陈述 .就 这 样 ,数学 家 能 够 借助 于 显 方 
程 x = f(y) RTE F(x, y) =0 来 定义 量 x. 

只 有 当 所 定义 的 对 象 的 存在 被 证 明 时 ,用 公设 定义 才 有 价值 .用 数学 语言 
来 说 ,这 意味 着 该 公设 没有 隐 含 矛盾 ;我 们 没有 权利 忽略 这 个 条 件 . 要 么 必须 承 
认 , 由 于 一 种 信念 的 作用 ,无 矛盾 是 直观 真理 .是 公理 一 一 可 是 这 样 就 必须 认 清 
我 们 正在 做 的 事情 ,铭记 我 们 已 经 扩大 了 不 可 证 明 的 公理 的 一 览 表 一 一 要 不 然 
就 必须 借助 于 法 则 或 公设 或 利用 递归 推理 来 构造 形式 证 明 . 尽 管 当 涉及 直接 定 
义 时 这 种 证 明 并 非 不 大 必要 ,但 是 它 一 般 来 说 却 比 较 容易 . 

一 些 实用 主义 者 可 能 更 为 严 间 ;为 了 使 他 们 认为 定义 是 合理 的 ,在 术语 上 
不 导致 矛盾 是 不 充分 的 ;按照 我 在 上 面试 图 定义 的 他 们 的 特殊 观点 ,他 们 要 求 
定义 要 有 意义 . 

不 管事 情 可 能 怎样 ,在 通过 公设 引入 定义 后 ,逻辑 将 依然 是 无 结果 的 吗 ? 
在 给 定 一 个 命题 后 ,我 们 不 再 能 够 在 其 中 用 定义 代替 一 个 术语 .我 们 能 够 做 的 
一 切 就 是 在 命题 和 作为 它 的 定义 的 公设 之 间 消 除 这 个 术语 .如 果 这 种 操作 是 按 
照 所 谓 的 逻辑 消去 法 则 进行 的 ,那么 它 就 不 会 导致 等 同 , 因 为 该 命题 不 能 借助 
于 纯粹 逻辑 来 证 明 . 如 果 它 导致 等 同 , 那 正 是 因为 该 命题 只 不 过 是 同 义 反复 而 
已 .我 们 不 需要 在 我 们 不 久 前 所 作 的 结论 中 改变 任何 东 两 . 

但 是 ,还 有 第 三 类 定义 ,这 是 实用 主义 者 和 康 托 主义 者 之 间 新 误解 的 起 源 . 
这 些 定义 也 是 通过 公设 来 定义 ,但 是 公设 在 这 里 是 被 定义 的 对 象 和 一 个 类 的 所 
有 个 别 对 象 之 间 的 关系 ,被 定义 的 对 象 本 身 被 假定 是 这 个 类 中 的 一 个 元 (或 者 
人 们 假定 它们 本 身 只 能 够 用 要 被 定义 的 对 象 来 定义 的 那些 对 象 是 这 个 类 的 
元 ). 如果 我 们 假定 下 述 两 个 公设 ,所 发 生 的 情况 就 是 这 样 . 

X( 被 定义 的 对 象 ) 以 这 样 的 方式 与 类 G 的 所 有 元 有 关 . 

X ÆG. 

要 不 然 , 假 定 下 述 三 个 公设 : 

以 这 样 的 方式 与 类 G 的 所 有 元 有 关 . 

7 以 这 样 的 方式 与 XY 有 关 . 
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7Y 是 6 的 元 . 

在 实用 主义 者 看 来 ,这 个 定义 隐 含 着 循环 论证 .在 不 知道 类 G 所 有 元 的 情 
况 下 ,从 而 在 不 知道 这 些 元 之 一 X 的 情况 下 ,就 不 可 能 定义 艺 . 康 托 主义 者 不 
承认 这 一 点 ;类 C 被 给 定 , 从 而 我 们 知道 它 的 所 有 元 .作为 目的 ,该 定义 仅仅 必 
须 从 这 些 元 中 区 分 出 一 个 元 , 它 与 它 的 所 有 同伙 元 具有 所 描述 的 关系 . 

“不 ”, 他 们 的 反对 者 回答 说 :“ 类 的 知识 不 会 导致 你 认识 它 的 所 有 元 ; 它 只 
不 过 向 你 提供 了 构造 所 有 元 的 可 能 性 ,或 者 更 确切 地 讲 , 提 供 了 构造 你 所 希望 
的 那么 多 的 元 的 可 能 性 .它们 将 只 有 在 它们 被 构造 之 后 才 存 在 ;也 就 是 说 ,在 它 
们 被 定义 之 后 才 存 在 ;X 只 有 借助 于 它 的 定义 才 存 在 ,只 有 GC 的 所 有 元 ,尤其 
是 预先 已 知 , 它 才 具有 意义 .” 他 们 附加 道 :“ 说 下 面 的 这 些 话 可 能 是 无 用 的 ; 
例如 说 什么 用 它 对 于 的 关系 来 定义 X 并 不 是 循环 论证 ;说 什么 总 之 这 个 关 
系 是 能 够 被 用 来 定义 X 的 公设 ;因为 必须 预先 确定 ,这 个 公设 不 隐 含 矛盾 .但 
是 , 那 不 是 通常 在 这 种 类 型 的 定义 中 所 要 做 的 事情 .我 们 首先 证 明 ,无 论 类 G 
可 以 是 什么 ,假定 所 有 它 的 元 都 已 知 , 它 也 许 由 于 这 个 类 而 具有 所 述 的 关系 :也 
就 是 说 ,这 个 对 象 的 存在 并 不 导致 矛盾 .在 这 里 ,可 能 留 下 来 的 是 要 证 明 , 在 这 
个 对 象 的 存在 和 假说 之 间 没 有 矛盾 ,这 个 对 象 本 身 是 该 类 的 元 .” 

争论 可 能 会 继续 一 个 很 长 的 时 间 ; 但 是 ,我 乐于 强调 的 观点 是 ,如 果 容 许 这 
类 定义 ,那么 逻辑 就 不 再 是 无 结果 的 了 ,而 且 证 明 就 是 用 预定 证 明 命 题 的 方式 
来 系统 表述 大 量 论据 ,这 些 命题 决 不 是 同 义 反 复 , 因 为 有 些 人 仍 拿 不 准 它们 是 
否 错 了 .因此 ,我 们 为 一 个 词 所 能 具有 的 能 力 而 惊奇 .在 这 里 ,有 这 样 一 个 对 象 ， 
在 它 被 命名 之 前 ,从 它 之 中 连 什 么 东西 也 不 能 推导 出 来 ; 它 所 需要 的 一 切 就 是 
取 个 名 字 , 这 名 字 创 造 了 奇迹 .这 如 何 能 够 发 生 呢 ?因为 给 它 取 个 名 字 ,我 们 就 
已 隐 含 地 断言 ,该 对 象 确实 存在 着 (也 就 是 说 ,摆脱 了 所 有 了 矛盾 ) , 它 完全 被 确定 
了 .但 是 ,在 实用 主义 者 看 来 ,我 们 根本 不 知道 这 一 点 .事实 上 ,使 这 个 证 明 变 得 
毫 无 结果 的 机 制 是 什么 呢 ? 那 是 很 简单 的 ;我 们 假定 ,被 证 明 的 命题 为 假 ,我们 
证 明 这 导致 与 对 象 X 存在 的 事实 相 了 矛盾. 只 要 我 们 肯定 它 的 存在 ,而 且 只 要 我 
们 知道 该 对 象 完全 被 确定 了 ,这 就 是 合理 的 .实际 上 ,要 是 是 通过 定义 从 类 G 
推出 就 行 了 ;其 次 ,要 是 类 G 是 通过 包括 对 象 X 和 能 够 从 类 G 中 推导 出 的 所 有 
其 他 元 在 内 而 变 得 完全 就 行 了 ;如 果 这 样 而 变 得 完全 的 类 称 为 C ,如 果 我 们 把 
能 够 通过 定义 ,并 且 用 与 X 从 G 推导 出 来 的 同一 方式 而 从 C 推导 出 的 元 称 为 
X' ,那么 就 必须 确信 XY 等同 于 X. 如果 情况 并 非 如 此 ,如 果 通 过 假定 被 证 明 的 命 
题 为 假 ,我 们 便 被 引导 到 两 个 矛盾 的 陈述 

pi(X)=0, p(X) = 
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IRA, BAVERA SAE, BITRE MOI x OB? WER xX 
在 一 个 陈述 中 ,而 XTERM ERA BI RAT S a 
pi(X) =0, 9(X') =0 

一 般 说 来 ,它们 不 再 是 矛盾 的 . 

为 什么 实用 主义 者 因此 会 提出 这 种 异议 呢 ? 因为 对 于 他 们 来 说 ,类 G 似 
乎 只 是 能 够 无 限 增加 的 集合 ,无 论 何 时 新 的 元 都 能 形成 ,它们 具有 适当 的 特征 . 
于 是 , G 从 来 也 不 能 像 康 托 主义 者 所 做 的 那样 不 可 改变 地 被 安排 ,从 而 我 们 无 
法 肯定 ,借助 于 新 的 附加 物 它 将 不 变 为 C. 

我 力求 尽 可 能 清楚 、 尽 可 能 公正 地 解释 两 个 学 派 数学 家 的 分 歧 的 本 质 .对 
我 来 说 ,这 似乎 是 我 们 已 经 能 够 额 悟 出 的 真正 的 算 因 . 两 个 学 派 的 科学 家 具有 
对 立 的 思想 倾向 .我 称 之 为 实用 主义 的 那些 人 是 观众 论 者 ,而 康 托 主义 者 是 实 
在 论 者 . 

存在 着 一 种 能 够 证 实 这 种 观点 的 东西 .我 们 看 到 ,正如 我 所 说 的 , 康 托 主义 
者 (让 我 使 用 这 个 方便 的 术语 吧 ,尽管 我 在 这 里 不 希望 谈论 步 康 托 后 尘 的 数学 
家 ,甚至 也 许 不 想 谈论 那些 认为 他 们 与 康 托 一 致 的 哲学 家 ,而 只 想 谈 谈 在 独立 
的 形式 方面 具有 同一 倾向 的 人 ) 不 断 地 谈 到 认识 论 , 即 科学 的 科学 .这 种 认识 论 
完全 与 心理 学 无 关 ,这 一 点 已 被 充分 地 理解 ;也 就 是 说 , 它 必须 告诉 我 们 ,假使 
没有 科学 家 的 话 , 究 竞 科 学 是 什么 ;我 们 必须 研究 科学 ,这 当然 没有 假定 不 存在 
科学 家 ,但 至 少 是 没有 假定 存在 科学 家 .于 是 ,不 仅 自然 是 独立 于 试图 研究 它 的 
物理 学 家 的 实在 ,而 且 物 理学 本 身 也 是 一 种 实在 ,即使 没有 物理 学 家 , 它 也 存在 
着 .事实 上 ,这 就 是 实在 论 . 

实用 主义 者 为 什么 不 肯 容 许 不 能 用 有 限 数目 的 词 来 定义 的 对 象 呢 ? 这 是 
因为 他 们 认为 ,对 象 只 有 在 它 能 用 心智 构想 时 才 存 在 . 对 象 不 能 用 独立 于 有 能 
力 思考 的 人 的 心智 来 构想 .实际 上 ,在 这 里 存在 着 观念 论 .既然 有 理性 的 主体 是 
人 ,或 者 是 类 似 于 人 的 某 种 生物 ,因而 是 有 限 的 存在 ,所 以 无 限 除了 有 创造 我 们 
所 希望 的 那么 多 的 有 限 对 象 的 可 能 性 外 , 它 没有 别 的 意义 . 

这 样 ,我 们 可 以 做 出 某 种 特殊 的 评论 .实在 论 者 通常 采取 物理 学 家 的 观点 . 
他 们 断言 物质 对 象 .或 个 体 灵 魂 .或 他 们 所 谓 的 实物 的 独立 存在 .在 他 们 看 来 ， 
世界 在 人 创 生 之 前 就 存在 着 ,甚至 在 生物 创 生 之 前 就 存在 着 ;即便 没有 上 帝 ,或 
没有 任何 理性 生物 ,世界 还 会 存在 .这 是 常识 的 观点 ,只 有 通过 沉思 我 们 才能 抛 
弃 它 .物理 实在 论 的 支持 者 一 般 说 来 都 是 有 限 论 者 . 至 于 谈 到 康德 的 二 律 背 反 
问题 ,他 们 对 该 论题 亦 步 亦 趋 ;他 们 相信 世界 是 有 限 的 .例如 ,这 是 伊 夫 琳 (Ev- 
ellin) 先 生 的 观点 . 另 一 方面 ,观念 论 者 并 没有 同样 的 顾忌 ,他 们 已 充分 准备 好 
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赞同 对 立 的 观点 . 

可 是 , 康 托 主义 者 是 实在 论 者 ,甚至 在 涉及 数学 实体 的 地 方 也 是 如 此 .在 他 
们 看 来 ,这 些 实体 似乎 具有 独立 的 存在 ;几何 学 家 并 没有 创造 它们 ,他 只 是 发 现 
它们 .因此 ,这 些 对 象 可 以 说 在 没有 现存 的 情况 下 就 存在 着 ,因为 它们 能 够 归结 
为 纯粹 的 本 质 . 但 是 ,由 于 这 些 对 象 就 其 本 性 而 言 在 数目 上 是 无 限 的 ,因此 数学 
实在 论 的 支持 者 与 观念 论 者 相 比 ,他 们 是 更 大 程度 的 无 限 论 者 .在 他 们 看 来 ,无 
限 由 于 在 发 现 它 的 心智 之 前 就 存在 着 ,因而 它 不 再 是 生成 (Becoming) .不 管 他 
们 承认 还 是 否认 无 限 ,他们 必须 因此 而 相信 实 无 限 . 

我 们 在 这 里 辨认 出 柏拉图 (Plato) 的 理念 论 ;看 到 把 柏拉图 归 入 实在 论 者 之 
中 可 能 似乎 是 奇怪 的 .不 过 ,没有 任何 学 说 比 柏拉图 主义 更 强烈 地 与 当代 观念 
论 相对 抗 了 ,尽管 这 种 学 说 也 远离 物理 实在 论 . 

我 从 未 见 到 有 比 埃 尔 米 特 (Hermite) 更 为 实在 论 的 数学 家 (在 柏拉图 的 意义 
上 的 实在 论 ) ,我 还 必须 承认 ,我 从 来 也 没有 遇见 一 个 比 他 更 反对 康 托 主义 的 
人 .在 这 里 ,似乎 存在 着 表面 上 的 矛盾 ,之 所 以 更 加 如 此 ,是 由 于 他 乐意 重复 说 : 
“我 之 所 以 是 一 个 反 康 托 主义 者 ,因为 我 是 实在 论 者 .” 他 因 创造 对 象 而 不 是 满 
足 于 发 现 它们 而 责备 康 托 .毋庸 置疑 ,由 于 他 的 宗教 信念 ,他 认为 ,希望 毫 无 困 
难 地 深入 到 只 有 上 帝 才 能 够 理解 的 领域 ,而 不 等 待 上 帝 向 我 们 一 个 接 一 个 地 揭 
示 它 的 秘密 ,这 是 大 逆 不 道 的 行为 .他 把 数学 科学 和 自然 科学 加 以 比较 .在 他 看 
来 ,博物 学 家 企图 猜测 上 帝 的 秘密 ,而 不 通过 经 验 来 了 解 ,这 对 神圣 的 上 帝 不 仅 
是 放肆 的 ,而 且 是 无 礼 的 .在 他 看 来 , 康 托 主义 者 似乎 想 要 以 同样 的 方式 在 数学 
中 行动 .这 就 是 为 什么 他 在 实践 上 是 观念 论 者 ,而 在 理论 上 是 实在 论 者 .存在 着 
一 个 已 知 的 实在 , 它 在 我 们 的 外 部 ,不 依赖 于 我 们 ;但 是 ,我 们 关于 它 所 能 知道 
的 一 切 都 依赖 于 我 们 ,于 是 这 一 切 只 不 过 是 生成 ,是 一 种 相继 获得 的 层次 .其 余 
的 东西 是 实在 的 , 却 是 永远 不 可 知 的 . 

无 论 如 何 , 埃 尔 米 特 的 情况 是 一 个 孤立 的 例子 ,我 不 希望 进一步 停留 在 它 
上 面 .不 论 何 时 ,在 哲学 中 总 是 存在 着 对 立 的 倾向 ,这 些 倾向 似乎 并 没有 处 于 和 
解 的 边缘 . 毫 无 疑问 ,这 是 因为 存在 着 不 同 的 心灵 ,我 们 不 能 改变 这 些 心灵 中 的 
任何 东西 .因此 ,没有 希望 看 到 在 实用 主义 者 和 康 托 主义 者 之 间 建 立 起 和 谐 . 人 
们 没有 取得 一 致 ,因为 他 们 讲 的 不 是 同一 种 语言 ,有 的 只 是 彼此 都 不 能 学 会 的 
语言 . 

然而 ,在 数学 中 ,人 们 通常 可 以 彼此 了 解 : 但 是 ,这 恰恰 是 由 于 我 已 经 称 之 
为 证 明 的 东西 .这 些 证 明 在 没有 上 诉 的 情况 下 就 宣布 判决 ,在 它们 面前 ,整个 世 
界 都 得 届 从 .但 是 ,不 管 在 什么 地 方 , 如 果 缺 乏 这 些 证明 ,数学 家 就 一 点 也 不 比 


70 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


头脑 简单 的 哲学 家 高 明 . 当 必须 了 解 一 个 定理 在 无 法 证 明 的 情况 下 能 否 具 有 意 
义 时 ,由 于 根据 定义 我 们 不 允许 我 们 自己 去 证 明 它 , 谁 能 够 判断 它 能 否 有 意义 
呢 ? 除了 因 矛 盾 而 使 对 手 走投无路 外 ,不 会 有 其 他 办 法 .但 是 ,人 们 已 经 尝试 做 
了 实验 , 却 未 获 成 功 . 

许多 二 律 背 反 都 被 指出 来 了 ,不 一 致 依然 存在 ;没有 一 个 人 被 说 服 . 总 有 可 
能 通过 改变 论据 使 自己 摆脱 矛盾 ;我 指 的 是 通过 区 别 . 
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庞 加 莱 的 数学 贡献 ” 


BE nse 1854 Ẹ 4 H 29 日 生 于 法 国 南 锡 ,1912 Æ 7 H 17 
日 在 巴黎 逝世 .他 是 一 位 著名 数学 家 、 数 学 物理 学 家 和 天 体力 
学 家 . 

19 世纪 数学 的 发 展 是 从 高 斯 的 高 大 身影 开始 ; 而 在 另 一 
个 同样 伟大 的 天 才 庞 加 莱 的 支配 下 宣告 结束 .二 者 都 是 非常 了 
不 起 的 全 能 的 数学 家 ,对 天 文学 和 数学 物理 学 都 做 出 了 巨大 的 
贡献 .如 果 庞 加 莱 在 数论 方面 的 发 现 不 能 同 高 斯 相提并论 的 
话 ,那么 他 在 函数 论 上 的 成 就 至 少 是 可 以 同 高 斯 媲美 的 ,就 是 
说 到 椭圆 函数 和 模 函 数理 论 也 是 这 样 ,这 些 理论 当然 无 疑 归功 
于 庞 加 莱 , 并 且 是 他 在 这 一 领域 内 的 重大 发 现 ,尽管 他 在 生前 
没有 将 这 些 工作 发 表 出 来 .如 果 说 高 斯 是 微分 流 形 理 论 的 创始 
者 ,那么 庞 加 莱 在 建立 代数 拓扑 理论 方面 起 同样 的 作用 .最 后 ， 
庞 加 莱 还 是 微分 方程 理论 方面 最 重要 的 人 物 ,并 且 是 继 牛 顿 之 
后 在 天 体力 学 方面 做 了 最 出 色 的 工作 的 数学 家 .高 斯 和 庞 加 莱 
两 人 都 只 有 极 少 的 学 生 ,他 们 喜欢 独自 工作 ,但 他 们 之 间 的 相 
似 之 处 仅 此 而 已 ;高 斯 非常 不 愿意 发 表 他 的 发 现 , 而 庞 加 莱 所 
发 表 的 论文 的 数目 接近 500 篇 ,还 不 包括 许多 书 和 他 在 巴黎 大 
学 讲学 时 发 表 的 讲演 . 


Juh 


ae 人 内 . 译 自 Dictionary of Scientific Biography XI 中 Jules Henri Poincaré. 井 人 竹君, 译 . 
> = 
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庞 加 莱 的 双亲 都 出 生 于 中 上 阶层 家 庭 , 这 两 家 几 代 都 居住 在 法 国 东部 的 洛 

林 . 他 的 祖父 有 两 个 儿子 : 庞 加 莱 的 父亲 Léon 是 一 位 医生 ,并 且 是 南 锡 大 学 医 d 
学 教授 ; 另 一 个 儿子 Antoine 曾 在 高 等 工科 学 校 学 习 过 ,以 后 在 工程 兵部 队 中 居 

EHH, Antoine 的 一 个 儿子 Raymond 曾 几 度 任 首相 ,在 第 一 次 世界 大 战 期 间 任 法 

兰 西 共和 国 总 统 , 另 一 个 儿子 Lucien 在 大 学 里 担任 高 级 行政 职务 . 当 庞 加 莱 还 

只 是 中 学 生 时 ,他 的 数学 才能 就 显露 出 来 了 ,他 曾 荣获 全 法 国 公 立 中 学 生 数 学 

竞赛 一 等 奖 ,并 以 班 中 的 最 优 成 绩 于 1873 年 进入 高 等 工科 学 校 ;据说 他 在 南 锡 

就 学 时 ,他 的 教授 称 他 为 “数学 巨人 ”. 毕 业 后 ,他 在 矿业 学 院 继续 修 工 程 方面 的 

课程 ,同时 撰写 数学 博士 论文 ,于 1879 年 获得 了 博士 学 位 .之 后 不 久 ,他 开始 在 

Caen 大 学 任教 ,1881 年 成 为 巴黎 大 学 的 教授 ,以 后 就 一 直 在 那里 教书 ,直到 

1912 年 过 早 地 去 世 . 当 他 33 岁 时 ,以 那样 年 轻 的 年 龄 被 选 进 科学 院 , 又 于 1908 

年 选 进 法 兰 西学 院 . 他 曾 无 数 次 地 获得 国内 和 国外 颁发 的 奖金 和 荣誉 . 


| Bee 
还 在 30 岁 以 前 , 庞 加 莱 就 以 他 的 单个 复 变 量 的 “ 自 守 函数 "的 划时代 发 现 
而 闻名 于 世 ( 他 称 这 些 函 数 为 fuchsian 和 kleinean 函数 ), 模 函数 和 超 几 何方 程 
的 解 的 研究 曾 给 出 了 定义 在 复 平 面 上 一 个 开 连 通 子 集 D 上 的 解析 函数 的 例 
子 , 它 们 在 D 到 其 自身 的 变换 群 G 下 是 不 变 的 ,这 变换 形 如 
T:z2>(az+b)/(ez+d) a,b,c,d HWZ, ad- bc 40 D 
G 是 “ 真 不 连续 ” ,也 就 是 说 ,对 于 一 串 变 换 , T, EGC, D 中 不 存在 一 点 z, 是 
D 中 某 点 z' 在 7 下 的 象 的 无 穷 序列 (不 等 于 z) 的 极限 ,例如 ,变换 组 成 一 模 
群 ,这 里 a,b,c, d 为 整数 , 且 ad - be =1;D 为 上 半 平 面 各 >0, 可 由 基本 区 域 
lzl>1,1 尼 1< 六 的 所 有 变换 无 重 礁 地 覆盖 . 庞 加 莱 巧 妙 地 利用 非 欧 几何 , 指 
出 ,对 于 任 一 形 如 的 真 不 连续 变换 群 C, 存 在 类 似 的 基本 区 域 ,此 基本 区 域 以 
直线 或 圆 的 一 部 分 作为 边界 ,并 且 它 在 G HRN ERP ABB Bie D. 
之 , 角 和 边 满足 某 些 明确 条 件 的 任何 一 个 “ 圆 多 边 形 ” ,一定 是 形 如 中 的 某 个 真 
不 连续 变换 群 的 基本 区 域 . 开 集 D AT UEFA bz > 0, 或 是 圆 的 外 部 或 内 部 ; 
当 不 取 这 种 形式 时 , 它 的 边界 可 以 是 一 完备 的 无 处 稠密 集 ,或 是 一 曲线 ,在 其 任 
一 点 上 都 没有 切线 或 曲率 . 
其 次 ,仿照 椭圆 函数 论 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 级 数 , 庞 加 莱 指 出 ,对 于 一 给 定 的 
群 C, 以 及 一 个 在 D 的 边界 上 无 极点 的 有 理 函 数 且 ,定义 级 数 
@(z) = DHT, + 2) (eye + dp)?" © 
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Ty: 2 (ayz + b,)/( cz + dy) 
是 变换 G 的 列举 ,mm 为 一 足够 大 的 整数 , 则 除了 在 变换 COP ON H RAR 
点 外 ,级 数 @ 是 收敛 的 ;由 此 定义 在 D 上 的 亚 纯 函 数 9 显然 对 群 G 的 任 一 变换 
QD 满足 关系 

@(T-z) = (cz + d)?"O(z) 
对 应 于 同一 整数 值 m 的 两 个 这 样 函数 的 商 , 庞 加 莱 称 之 为 Thetafuchsian 或 
Thetakleinean, 这 商 给 出 一 个 自 守 函数 (D 上 的 亚 纯 函 数 ). 容易 证 明 , 任 意 两 个 
自 守 函数 X, 了 (在 D 上 为 亚 纯 的 且 相 应 于 同一 群 C) 满 足 一 个 “代数 "关系 
P(X,Y) =0, 这 里 曲线 P(x,y) =0 的 亏 格 等 于 齐 次 空间 D/G 的 拓扑 亏 格 , 且 
能 从 (正如 庞 加 莱 所 指出 的 ) G 的 基本 区 域 明确 地 计算 出 来 . 而且, 如 果 V = 


(dX/dz)2, V2 =2V,,V, Fl Vy 为 二 阶 线性 微分 方程 

dV 

dx 7 
的 解 ,这 里 p 是 X,Y 的 有 理 函 数 , 则 自 守 函数 车 可 由 关系 z= V\(X)/V2(X) 
“ 求 道 "而 得 到 . 这 一 性 质 是 庞 加 莱 研 究 的 出 发 点 ,而 这 些 研究 是 追随 了 
I. L. Fuchs 一 篇 研究 二 阶 方程 y' + P(x )y + Q(x)y=0 的 论文 , Fuchs 的 方程 中 
P,Q 为 有 理 系 数 ,这 方程 两 个 解 的 商 的 逆 给 出 一 亚 纯 函 数 ; 庞 加 莱 就 是 由 此 来 
给 他 的 自 守 函数 选 名 字 的 . 

但 是 庞 加 莱 没 有 就 此 止步 .他 注意 到 在 构造 他 的 fuchsian 函数 时 引入 许多 
容许 连续 变化 的 参数 ,他 猜想 ,适当 地 选取 这 些 参数 ,对 于 “任意 ”的 代数 曲线 
P(X,Y) =0 可 得 到 一 借助 于 fuchsin 函数 的 参数 表达 式 , 另 外 ,对 任意 阶 的 齐 
次 线性 方程 


= p(X,Y)V 


y) + Py(x)y("-? ++ P,(x)y=0 

EP, P, Ax 的 代数 函数 ,也 可 能 用 zethafuchsian 函数 来 表达 其 解 (这 样 一 个 函 
数 下 在 空间 C? 中 取 值 ;换言之 ,这 是 P 个 纯 亚 纯 函 数 的 系统 ,并 使 得 对 它 所 相 
应 的 fuchsian 群 C 中 的 任意 变换 ,有 F(7,z) = p(T): F(z), XŒ o 是 由 G 到 
CE 的 一 个 线性 表示 ) ,他 用 来 探索 证 明 这 些 结果 的 “连续 性 方法 ”在 当时 是 不 可 
能 太 严密 的 ,因为 在 19 世纪 80 年 代 这 样 早 的 时 候 还 缺乏 适当 的 拓扑 概念 和 结 
果 ; 但 是 有 了 Brouwer 的 拓扑 学 基本 定理 之 后 ,利用 稍微 不 同 的 方法 就 能 给 出 正 
确 的 证 明 . 

许多 文章 写 到 CF ARA (C.F. Klein) 和 庞 加 莱 在 发 现 自 守 函数 问题 上 的 
“竞争 ” .实际 上 从 来 没有 过 真正 的 竞争 ,从 一 开始 , 克 莱 因 就 同 他 差 一 段 距离 . 
可 以 肯定 ,在 1879 年 , 克 莱 因 是 知道 了 以 前 所 有 的 关于 特殊 自 守 函数 的 文章 ， 
在 这 方面 ,他 也 通过 数 篇 有 关 椭 圆 函 数 变换 的 漂亮 论文 而 做 出 了 自己 的 贡献 
尤其 是 他 不 可 能 不 注意 到 这 些 函 数 的 基本 区 域 和 非 欧 几 何 之 间 的 联系 ,因为 正 
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是 他 继 Cayley 和 Beltrami 之 后 澄清 了 以 “ 庞 加 莱 半 平面 为 特例 的 各 种 非 欧 几 何 
的 欧 氏 “模型 "的 概念 . 

男 一 方面 ,难以 置信 的 是 , 当 庞 加 莱 开 始 其 研究 时 ,他 对 数学 文献 却 都 不 熟 
悉 . 除 了 Hermite 在 模 函 数 方面 的 工作 之 外 ,他 几乎 不 知道 任何 其 他 东西 ;他 肯 
定 不 曾 读 过 黎 曼 的 书 , 据 他 自己 说 ,他 甚至 不 曾 听 到 过 “ 狄 利克 雷 原 理 ”, 而 他 只 
是 在 数 年 之 后 以 一 种 推测 的 方法 使 用 过 这 一 原理 .尽管 如 此 ,似乎 在 克 莱 因 的 
思想 中 ,没有 产生 过 庞 加 莱 把 一 个 基本 区 域 同 任意 fuchsian 群 相 联系 的 概念 ， 
关于 “利用 ” 非 欧 几何 的 观念 也 是 一 样 ,因为 直到 1880 年 克 莱 因 在 他 关于 模 函 
数 的 论文 中 从 没有 提 及 过 这 些 思想 . 克 莱 因 在 他 给 庞 加 莱 的 信 中 提出 的 问题 之 
一 就 是 他 是 如 何 证 明 “9 级 数 ” 的 收敛 性 的 .只 是 在 领悟 到 庞 加 莱 正 在 寻找 一 个 
所 有 的 代数 曲线 的 亚 纯 函 数 参数 表达 式 的 定理 以 后 , 克 莱 因 才 开始 动手 证 明 这 
一 点 ,从 而 成 功 地 构思 出 一 个 独立 于 庞 加 莱 的 证 明 . 但 他 应 用 的 方法 是 与 庞 加 
莱 类 似 的 (同样 缺乏 严格 性 ) . 

单 复 变 量 的 自 守 函数 的 一 般 理论 是 庞 加 莱 没 有 留 下 什么 工作 可 给 他 的 后 
继 者 去 做 的 少数 数学 分 支 之 一 .不 能 把 单 复 变 量 的 自 守 函数 “自然 "地 推广 到 多 
复 变 量 的 情形 .目前 的 认识 提示 我 们 ,这 理论 可 能 同 玉 .Cartan 的 对 称 空间 G/K 
理论 相关 ( G 为 半 单 纯 实 Lie 群 ,K 为 G 的 最 大 紧 致 子 群 ), 以 及 同 在 C/K EZ 
IME C/T 有 有 限 测 度 的 G 与 离散 子 群 下 有 关 (C. L. Siegel) .而 从 这 观点 
出 发 ,作为 庞 加 莱 理论 基础 的 群 G = SL(2, RR) 显 得 非常 特殊 ,这 是 个 唯一 的 单 
纯 Lie 群 ,在 这 里 离散 子 群 了 的 共 生 类 依赖 于 连续 的 参数 (A. Weil 的 刚性 定 
理 ) .因而 不 能 再 用 庞 加 莱 爱 用 的 “连续 性 ”方法 了 ;事实 上 ,已 知 的 离散 群 PO 
G 是 用 算术 方法 来 定义 的 ,使 得 C/T 有 有 限 测度 ,这样 多 变量 的 自 守 函数 比 一 
个 变量 的 自 守 函 数 更 接近 数论 (在 这 方面 , 庞 加 莱 很 早 就 注意 到 由 三 元 二 次 型 
的 算术 理论 中 导出 的 特殊 “fuchsian 群 ”, 以 及 相应 的 自 守 函数 的 特殊 性 质 ). 

自 守 函数 的 理论 仅 是 庞 加 莱 对 解析 函数 理论 的 许多 贡献 之 一 ,这 些 贡 献 的 
每 一 个 都 是 一 些 广 博 的 理论 的 起 点 .他 在 1883 年 的 一 篇 短文 中 首先 研究 了 (用 
魏 尔 斯 特 拉 斯 方法 分 解 成 基本 因子 这 个 性 质 来 定义 的 ) 整 函数 的 亏 格 同 整 函数 
的 Taylor 展开 式 的 系数 或 这 函数 绝对 值 的 增长 率 之 间 的 联系 ;和 Picard 定理 合 
起 来 ,并 由 阿达 马 和 下 上: 波 莱 尔 的 结果 ,形成 了 整 函 数 和 亚 纯 函 数 的 整套 理论 ， 
这 一 理论 经 80 年 后 还 在 发 展 . 

自 守 函数 给 出 了 奇 点 ,构成 一 完备 的 无 处 稠密 集 的 解析 函数 的 第 一 个 例 
子 ,同时 也 给 出 了 有 奇 点 曲线 的 函数 的 例子 . 庞 加 莱 借 助 于 有 理 函 数 的 级 数 


D Si ,给 出 了 形成 这 类 函数 的 另 一 种 一 般 方法 ,E. 波 莱 尔 和 A. 当 侍 所 较 
迟 发 展 的 单 演 函 数论 就 是 从 这 一 般 方法 得 到 的 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


代数 曲线 的 参数 化 定理 也 是 由 自 守 函数 理论 得 到 的 一 个 结果 ,这 一 结果 使 
庞 加 莱 于 1883 年 得 到 一 般 的 “ 单 值 化 "定理 ,这 一 定理 等 价 于 在 平面 或 一 开 圆 
盘 上 的 任意 单 连通 非 紧 致 的 黎 曼 曲面 的 保 角 映 象 的 存在 性 .这 时 ,他 明白 了 这 
一 问题 是 狄 利克 雷 问 题 的 一 个 推广 , 庞 加 莱 首 次 引入 了 利用 紧 致 区 域 的 递增 序 
列 来 “ 穷 举 ” 黎 曼 曲 面 以 及 由 极限 过 程 来 获得 保 角 映 象 的 思想 .在 当时 要 给 出 一 
个 完全 满意 的 证 明 再 次 遇 到 了 困难 , 庞 加 莱 自 己 和 克 贝 不 得 不 在 1907 年 回 到 
这 问题 上 ,直到 这 个 问题 被 认为 完全 解决 时 为 止 . 

庞 加 莱 甚 至 还 是 多 复 变量 解析 函数 理论 的 倡导 者 一 一 这 一 理论 在 他 之 前 
实际 上 还 不 存在 .他 的 第 一 个 工作 是 给 出 了 两 个 复 变 量 的 亚 纯 函数 是 两 个 
整 函数 的 商 的 定理 ,这 是 他 在 1883 年 巧妙 地 将 狄 利克 雷 原 理应 用 到 函数 
log1 下 | 上 来 证 明 的 ;在 较 后 的 一 篇 论文 中 (1898) ,他 深入 研究 了 任意 多 个 复 变 
量 的 “ 复 调和 ”函数 ,并 应 用 到 Abelien 函数 理论 中 .到 了 更 晚 些 (1907) , 哈 托 格 
斯 的 定理 发 表 后 ,他 指出 了 由 于 两 个 复 变量 函数 的 “ 保 角 映 象 " 概 念 的 推广 而 引 
出 的 一 些 全 新 的 问题 .这 些 问 题 是 我 们 今天 所 知 的 令 人 印象 深刻 的 “解析 几何 ” 
(或 者 是 解析 流 形 和 人 解析 空间 理论 ) 的 胚芽 ,随后 有 Causin, Hartog Fil E.E. Levi 
在 1914 年 前 关于 这 方面 的 先驱 工作 ;1930 年 代 H. Cartan,K. Oka, H. Behnke 和 
P. Lelong 的 工作 ;1945 年 后 由 上 同调 的 思想 给 了 此 理论 以 极 大 的 推动 力 . 

最 后 , 庞 加 莱 第 一 次 对 多 复 变 函数 的 多 重 积分 的 “ 残 数 " 概 念 做 出 一 个 满意 
的 推广 ,在 此 之 前 , 别 的 数学 家 曾 试图 做 此 工作 但 遇 到 了 严重 的 困难 .直到 最 
近 , 他 的 思想 终于 在 勒 雷 的 工作 中 结 了 硕果 , 而 勒 雷 再 次 利用 了 代数 拓扑 的 工 
H 


2 Abelian 更 数 和 代数 几何 (学 ) 


当 庞 加 莱 一 接触 到 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 Abelian 函数 和 代数 几何 (学 ) 方 
面 的 工作 后 ,立刻 被 这 领域 所 吸引 .他 在 这 方面 的 论文 在 他 的 全 部 工作 中 所 占 
的 篇 幅 同 自 守 函数 的 工作 一 样 多 ,发 表 的 日 期 起 自 1881 年 直到 1911 年 .这 些 
论文 中 的 一 个 主要 的 思想 就 是 Abelia 函数 的 “ 约 化 ”. 将 雅 可 比 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 
和 皮卡 所 研究 的 特殊 情况 加 以 推广 , 庞 加 莱 证 明了 一 般 的 “完全 可 约 性 "定理 ， 
此 定理 现在 表达 如 下 :车 4 为 一 Abelian 族 , 而 B 为 4 的 一 个 Abelian 子 族 , 则 
存在 一 A 的 Abelian 子 族 C 使 得 4 = B+ C,H BANC 为 一 有 限 群 .这 样 , Abelian 
族 可 以 分 解 成 一 些 有 有 限 交 的 “简单 ”的 Abelian 族 的 和 . 庞 加 莱 进 一 步 注 意 到 
相应 于 可 约 族 (甚至 椭圆 曲线 之 积 , 即 一 维 的 Abelian 族 ) 的 Abelian 函数 在 所 有 
Abelian 函数 中 是 “稠密 "的 一 一 这 一 结果 使 他 能 把 黎 曼 的 9 函数 的 许多 结果 加 
以 推广 和 扩充 ,并 使 他 能 研究 相应 于 代数 曲线 的 雅 可 比 an 族 的 0 函数 的 特殊 
性 质 . 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


庞 加 莱 对 代数 几何 最 突出 贡献 是 他 在 1910 年 到 1911 年 期 间 的 论文 ,这 些 
论文 研究 了 在 代数 曲面 F(x,y,z) =0 上 的 代数 曲线 .按照 皮卡 的 一 般 方法 , 庞 
加 莱 考 虑 了 平面 y = 常数 和 曲面 的 截 线 CR y 的 孤立 值 外 ,这 样 的 曲线 C 
的 亏 格 是 常 值 .这 就 可 能 在 C, 上 定义 PP 个 第 一 类 Abelian 积分 ui, u2, , ups 
而 这 P 个 积分 在 这 曲面 上 (更 确切 地 说 ,在 它 的 万 有 覆盖 上 ) 是 解析 函数 . 现 
在 ,对 这 曲面 上 的 每 一 条 和 生成 曲线 C, 有 m 个 交点 的 代数 曲线 厂 , 庞 加 莱 定 义 
TOP Hy RZV , Vos, Vy VORS u TEC, Ar Wm 个 交点 上 的 值 之 
和 ;而 且 , 他 能 利用 曲线 厂 不 再 出 现 的 那些 地 方 的 性 质 来 刻画 这 些 “ 正 规范 
数 ” ,这样 ,他 得 到 一 种 代数 曲线 的 解析 替代 物 . 这 一 卓越 的 方法 使 他 能 对 皮卡 
和 塞 韦 里 的 深奥 结果 做 出 简单 的 证 明 , 同 时 给 出 卡 斯 泰 尔 诺 沃 . 恩 里 克 斯 和 塞 
韦 里 所 叙述 的 一 个 著名 定理 第 一 个 正确 的 证 明 . 这 定理 指出 了 曲面 的 非 正 则 性 
q = P; - PAC Py MP, 分 别 为 几何 和 算术 亏 格 ) 正 好 等 于 在 此 曲面 上 的 曲线 的 
“连续 非 线性 系统 "的 最 大 维 数 .后 来 发 现 ,意大利 几何 学 家 提出 的 证 明 方法 是 
有 缺陷 的 ,而 直到 1965 年 ,除了 庞 加 莱 的 证 明 外 还 没有 得 到 别 的 证 明 . 他 的 方 
法 在 别 的 近代 问题 中 也 有 重大 价值 (Jgusa, Griffths) ,好 像 这 方法 的 功用 还 远 远 
没有 穷竭. 


一 全 人 ~ 一 一 ~ 一 ~ 一 


庞 加 莱 是 埃 尔 米 特 的 学 生 ,他 早期 的 一 些 工作 是 研究 型 的 算术 理论 中 的 埃 
尔 米 特 “连续 约 化 "方法 ,特别 是 研究 刚 由 若 尔 当 证 明 过 的 (具有 非 零 判别 式 的 ) 
型 的 类 的 有 限定 理 .这 时 期 他 的 一 些 文章 是 埃 尔 米 特 和 若 尔 当 的 结果 的 补充 和 
精确 化 ,而 没有 引入 任何 新 的 思想 .与 此 相关 ,他 给 出 了 具有 整 系数 的 型 的 亏 格 
的 第 一 个 一 般 定义 ,这 是 对 高 斯 和 爱 森 斯 坦 定义 的 推广 ;而 在 此 同时 , 闵 科 夫 斯 
基 独 立地 获得 了 这 一 定义 . 

庞 加 莱 在 数论 方面 的 最 后 一 篇 论文 (1901) 是 最 有 影响 的 一 篇 文章 ,也 就 是 
我 们 现在 称 为 “有 理 域 (或 代数 数 域 ) 上 的 代数 几何 "这 一 理论 的 第 一 篇 文章 .这 
篇 文章 的 主题 就 是 在 曲线 f(x,y) = 0 上 寻找 有 理 坐 标点 的 丢 番 图 问题 ,这 里 / 
的 系数 是 有 理 数 . 庞 加 莱 立 即 证 明 这 问题 在 双 有 理 变换 下 是 不 变 的 .因此 ,他 自 
然 地 去 考虑 曲线 f(x,y) =0 的 亏 格 , 当 时 他 主要 考虑 亏 格 为 1 的 情况 ;利用 曲 
线 的 椭圆 函数 参数 表达 式 ( 或 ,如 我 们 所 说 的 曲线 的 雅 可 比 ) ,他 注意 到 ,就 雅 可 
比 而 论 ,有 理 点 相应 于 一 子 群 ,并 且 他 定义 这 曲线 的 “ 秩 ” 就 是 此 子 群 的 秩 . 庞 加 
莱 猜 想 这 秩 总 是 有 限 的 ;而 这 猜想 由 英 德 尔 于 1922 年 加 以 证 实 , 并 由 韦 伊 于 
1929 年 推广 到 任意 亏 格 数 的 曲线 上 去 .他 们 的 证 明 都 是 利用 了 基于 椭圆 (或 
Abelian) 函数 对 分 的 “无 穷 下 降 ” 方 法 ; 庞 加 莱 在 他 的 文章 中 还 作 了 同 椭圆 函数 
的 三 等 分 有 关 的 类 似 的 计算 ,而 这 些 思 想 可 能 就 是 莫 德 尔 的 证 明 的 起 点 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


莫 德 尔 - 韦 伊 定理 现在 是 丢 番 图 方程 理论 中 的 基本 定理 ,但 关于 庞 加 莱 所 引入 
的 秩 的 概念 中 的 许多 问题 仍 未 解决 ,如 果 对 庞 加 莱 的 文章 作 深 入 的 研究 可 能 会 
得 到 新 的 结果 . 


4 代数 学 


庞 加 莱 不 一 定 知道 克 罗 内 克 曾 说 过 这 样 的 名 言 ,他 说 代数 只 是 数学 的 女 
仆 , 是 无 权 独 立地 存在 的 .但 无 论 如 何 , 庞 加 莱 从 没有 为 研究 代数 这 一 学 科 本 身 
而 去 研究 它 ,只 是 当 他 研究 算术 或 分 析 问 题 时 需要 用 到 代数 结果 时 才 去 研究 
的 .例如 ,他 对 型 的 算术 理论 的 探讨 引导 他 去 研究 次 数 大 于 等 于 3 的 型 ,而 这 就 
容纳 了 自 同 构 的 连续 群 的 研究 .看 来 , 超 复数 系统 (在 R 或 C 上 ) 和 由 这 系统 可 
逆 元 素 的 乘法 所 定义 的 连续 群 之 间 的 关系 之 所 以 吸引 他 也 是 同 这 一 问题 有 关 
的 ;在 1884 年 发 表 的 一 篇 关于 这 题目 的 短文 激 起 后 来 的 施 图 迪 和 了 上 嘉 当 在 超 
复数 系 上 的 研究 工作 .一 个 很 少 为 人 知道 的 事实 就 是 庞 加 莱 在 1903 年 一 篇 关 
于 线性 微分 方程 的 代数 积分 的 论文 中 回 过 头 来 研究 不 可 交换 的 代数 .他 所 用 的 
方法 使 他 能 引进 方程 组 的 群 代数 ( 那 时 是 有 限 的 ) ,并 (按照 H. Maschke 的 定 
理 ,当时 显然 他 并 不 知道 这 一 定理 ,而 是 参考 了 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 来 证 明 的 ) 将 
它 分 离 为 C 上 的 简单 代数 ( 亦 就 是 矩阵 代数 ) .从 而 ,他 首先 引进 了 代数 中 左 理 
想 数 和 右 理想 数 的 概念 ,并 证 明了 和 矩阵 代数 中 任何 左 理想 数 是 最 小 的 左 理想 数 
的 直接 和 (一 般 认为 这 一 结果 是 归于 韦 德 伯 恩 或 阿 廷 的 ). 

庞 加 莱 是 他 那个 时 代理 解 和 承认 李 和 他 的 后 继 者 在 “连续 群 "方面 的 工作 
的 少数 数学 家 之 一 ,特别 是 在 1900 年 时 就 体会 到 玉 : 嘉 当 文 章 的 深度 和 广度 的 
唯一 的 数学 家 ,1899 年 庞 加 莱 对 用 新 的 方法 去 证 明 李 的 第 三 基本 定理 ,以 及 现 
在 称 做 Campban-Hausdorff 公式 的 问题 感 兴趣 ,在 其 工作 中 庞 加 莱 第 一 次 大 体 上 
定义 了 我 们 现在 称 之 为 李 代数 (在 复数 域 上 ) 的 “ 包 络 代数 ”, 并 给 出 了 从 给 定 的 
李 代数 的 基 推 演出 包 络 代数 的 “自然 基 ” 的 描述 ;这 定理 (更 后 由 伯 克 霍 夫 和 维 
特 再 次 发 现 ,现在 称 为 庞 加 莱 -HER - 维特 定理 ) 成 为 李 代数 现代 理论 中 
的 基本 定理 . 


5 微分 方程 和 天 体力 学 


一 ~ 一 ~ 下 ~ 一 ~ 一 ~ 人 一 一 ~ 一 ~ 个 ~ 下 玉 一 


微分 方程 理论 和 它 在 动力 学 中 的 应 用 显然 是 庞 加 莱 数 学 思想 的 中 心 ; 从 他 
的 第 一 篇 (1878) 到 最 后 一 篇 (1912) 的 文章 中 ,他 从 所 有 可 能 的 角度 以 全 力 研究 
这 一 理论 ,很 难得 有 一 年 没有 发 表 这 方面 的 文章 .我们 已 看 到 积分 具有 代数 系 
数 的 线性 微分 方程 的 思想 从 一 开始 就 支配 着 自 守 函数 的 整个 理论 .同时 , 庞 加 
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莱 研 究 了 线性 微分 方程 在 “ 非 正 则 ” 奇 点 的 邻 域内 的 局 部 问题 ,首次 指出 怎样 得 
到 积分 的 渐 近 展开 式 , 稍 后 些 (1884) 他 着 手 对 关于 y 和 为 代数 的 并 具有 固定 
奇 点 的 所 有 一 阶 微分 方程 (在 复 域 中 ) 的 计算 ,这 问题 也 是 由 工 : 富 克 斯 开始 研 
究 的 ;他 的 成 果 由 皮卡 推广 到 二 阶 方程 的 情况 ,后 来 又 诱导 出 班 勒 卫 和 他 的 学 
派 在 20 世纪 初 做 出 的 引 人 注 意 的 结果 . 

庞 加 莱 最 杰出 的 成 果 是 微分 方程 的 定性 理论 ,也 起 始 于 他 的 创作 的 全 盛 时 
期 (1880 ~ 1883 年 ) (使 我 们 想起 高 斯 1797 ~ 1801 年 的 日 记 ) ,这 一 理论 从 无 到 
有 萌发 出 来 ,几乎 在 其 创立 者 的 手中 立即 就 达到 完美 的 程度 ,这 样 的 数学 理论 
的 例子 是 届 指 可 数 的 . 庞 加 莱 在 1880 年 和 1886 年 之 间 发 表 了 四 篇 有 关 这 理论 
的 长 文章 ,其 中 尤 以 前 二 篇 处 处 闪烁 着 新 的 思想 . 

(1) 问 题 . 直 到 1880 年 只 限于 研究 微分 方程 基本 类 型 的 解 ( 用 “积分 法 ”可 
求 积 的 ) 和 局 部 “存在 性 定理 ” ,而 对 一 般 的 全 局 性 定理 的 研究 一 直 局 限于 线性 
方程 ,并 且 主 要 限于 复数 域内 ( 除 斯 图 姆 - 刘 维 尔 理论 以 外 ) . 庞 加 莱 从 一 般 的 
方程 dx/X = dy/Y 开始 研究 ,这 里 对, 了 为 x,y 的 “任意 ” 实 多 项 式 ,他 毫 不 路 路 
地 认为 可 能 解 最 一 般 的 问题 , 即 定 性 地 描述 方程 的 所 有 解 .为 了 处 理 无 限 多 条 
积分 曲线 ,他 给 出 一 个 好 方法 , 即 把 (xy) 平 面 投影 到 与 它 坐 标 原点 相 切 的 单位 


“球面 上 去 (这 个 球 的 球 心 不 在 平面 上 ) ,这 样 第 一 次 在 一 紧 致 的 流 形 上 来 研究 积 
分 曲线 的 向 量 场 . 
(2) 方 法 .研究 的 出 发 点 是 考虑 满足 方程 X=Y=0 的 “临界 点 ”. 庞 加 莱 应 


用 (加 以 修改 后 以 考虑 到 实 坐 标的 限制 ) 柯 西 和 布 里 奥 - 布 凯 提出 的 著名 的 “ 结 
点 "” “鞍点 " “焦点 "和 “中 心 ”的 分 类 法 ,为 了 研究 积分 曲线 的 形状 , 庞 加 莱 引 进 
了 “ 横 截 " 弧 的 基本 概念 , 弧 上 任 一 点 都 不 同 向 量 场 相 切 . 此 时 ,这 样 的 一 些 函 数 
F(x,y) 的 起 着 主要 的 作用 , 即 对 某 一 确定 的 值 C, F(x,y) = C 是 横 截 的 (这 函 
数 的 引入 是 后 来 李 雅 普 诺 夫 在 稳定 性 问题 上 应 用 的 方法 的 先驱 ). 

(3) 结 有 果 .“ 古 典 ” 微 分 方程 的 例子 使 得 人 们 认为 “一 般 的 "积分 曲线 可 以 由 
方程 B(x,y) = C 来 给 出 ,这 里 D 是 解析 的 , C 是 任意 常数 .相反 , 庞 加 莱 指 出 ， 
这 情况 仅 是 在 一 “例外 ”情况 中 成 立 , 即 当 这 些 临 界 点 中 没有 结 点 也 没有 焦点 
时 .一 般 情况 是 ,没有 中 心 一 一 仅 有 有 限 个 结 点 、 鞍 点 或 焦点 ;有 有 限 多 个 闭 的 
积分 曲线 ,其 他 积分 曲线 或 者 联结 两 个 临界 点 或 者 “ 渐 近 ”地 趋 于 这 些 闭 的 曲 
线 .最 后 他 指出 如 何在 一 些 明 显 的 情况 下 使 用 他 的 方法 把 球 剖 分 成 一 些 区 域 ， 
这 些 区 域 或 是 不 包含 闭 的 积分 曲线 ,或 仅 包含 一 条 闭 的 积分 曲线 . 

在 这 组 文章 的 第 三 篇 中 ,他 着 手 研究 更 一 般 的 一 阶 方程 F(x,y,y )=0， 
这 里 FF 是 多 项 式 .通过 考虑 曲面 F(x,y, z) =0, 他 指出 了 这 问题 是 确定 在 一 紧 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


致 的 代数 曲面 S 上 的 向 量 场 的 一 个 特殊 情况 . 这 使 他 立刻 引入 S 的 亏 格 p 作 
为 这 问题 的 基本 不 变量 ,并 发 现 以 下 关系 式 
N+F-C=2-2p © 

这 里 N, F, C 相应 为 结 点 .焦点 和 鞍点 数 .然后 他 开始 证 明 他 先前 关于 球 的 结 
论 可 部 分 地 推广 到 一 般 情况 ,而 后 ,对 S 是 一 环 面 (p = 1) 的 情况 作 了 详细 而 漂 
亮 的 研究 ,这 时 可 能 没有 临界 点 ;他 遇 到 了 新 的 情况 ,要 用 到 关于 积分 曲线 的 
“各 态 历 经 假设 ”. 他 没 能 证 明 这 假设 对 于 一 般 情况 是 成 立 的 (在 向 量 场 光滑 的 
条 件 下 ) ,但 后 来 由 当 儒 瓦 证 明了 这 假设 对 于 一 般 情况 是 成 立 的 . 

庞 加 莱 的 第 四 篇 论文 开创 了 高 阶 方程 的 定性 理论 ,也 就 是 相当 于 在 维 数 大 
于 等 于 3 的 流 形 上 的 积分 曲线 的 研究 . 随 着 维 数 的 增加 临界 点 的 类 型 也 增多 ， 
但 庞 加 莱 引 入 了 临界 点 的 “ 克 罗 内 克 指 数 ”, 并 证 明了 包含 在 以 横 截 超 曲 面 3 
为 界 的 有 界 区 域 中 的 临界 点 的 指数 和 只 依赖 于 5 的 贝蒂 数 后 ,他 发 现 如 何 能 
把 在 二 维 情况 的 关系 式 @ 推 广 到 维 数 大 于 等 于 3 的 情况 .而 要 对 所 有 积分 曲线 
能 得 到 如 同 在 二 维 的 情形 下 那样 精确 的 描述 好 像 是 没有 希望 的 .可 能 受 他 的 立 
体 问 题 的 第 一 个 结果 (开始 于 1883 年 ) 的 影响 ,他 仅 限 于 研究 一 闭 积 分 曲线 Co 
“附近 ”的 积分 曲线 .他 考虑 Co 上 的 一 点 M 及 在 点 MM 处 和 Co 正 交 的 超 曲面 的 
一 小 部 分 .如果 5 上 的 一 点 P 充分 接近 MM, 那 么 通过 P 的 积分 曲线 首先 在 点 
7T(P) 和 三 再 次 相交 ,因此 可 以 定义 一 个 三 到 自身 的 变换 了 , 设 M 保持 不 变 ， 
可 以 证 明 这 变换 是 连续 可 微 的 (并 且 如 从 解析 数据 出 发 , 则 还 是 解析 的 ). 庞 加 
莱 证 明了 “Co 附近 "积分 曲线 的 特征 怎样 依赖 于 在 点 M 正切 于 7 的 线性 变换 
的 特征 值 ,因此 各 种 类 型 的 分 类 非常 类 似 于 临界 点 的 分 类 . 

1885 年 以 后 , 庞 加 莱 关 于 微分 方程 方面 的 大 部 分 文章 是 和 天 体力 学 ,特别 
是 和 三 体 问题 有 关 .好 像 巴 黎 大 学 的 教学 使 他 开始 对 这 方面 发 生 兴趣 ;在 1885 
年 时 ,瑞典 国王 Oscar 二 世 提 出 在 所 有 国家 的 数学 家 中 进行 一 次 有 关 n 体 问题 
的 竞赛 . 庞 加 莱 投 了 一 篇 长 稿 , 获 得 了 一 等 奖 , 这 篇 文章 是 他 的 许多 杰作 之 一 ， 
同 他 的 微分 方程 定性 理论 的 论文 有 同样 的 地 位 .这 篇 文章 的 中 心 论题 是 研究 三 
体 问 题 的 周期 解 ,这 三 体 问 题 中 的 两 个 的 质量 相对 于 第 三 体 是 很 小 的 (这 情况 
在 太阳 系 中 出 现 ) .在 1878 年 GW: 希 尔 曾 给 出 这 样 解 的 一 个 例子 ;1883 年 庞 
加 莱 巧 妙 地 应 用 克 罗 内 克 指 数 证 明了 这 样 解 的 整个 连续 统 的 存在 性 .然后 ,在 
他 得 奖 的 论文 中 ,他 研究 了 当 两 个 小 质量 中 之 一 被 忽略 ,在 Hamiltonian 系统 中 
引入 参数 j 的 情况 ,给 出 了 “限制 性 ”三 体 问题 的 另 一 个 证 明 . 由 y=0 时 周期 
解 的 存在 性 出 发 , 庞 加 莱 应 用 柯 西 的 强 函 数 方法 证 明了 对 于 充分 小 的 wx 存在 
周期 解 的 “ 邻 域 ”, 他 又 证 明了 当 1 趋 于 + om 或 趋 于 - w 时 存在 趋 近 周期 解 的 
解 , 或 者 甚至 当 上 趋 于 + % 和 趋 于 - o 时 都 存在 渐 近 于 周期 解 的 解 (“ 双 渐 近 
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解 ”) .我 们 应 强调 指出 , 庞 加 莱 为 了 得 到 这 样 的 结果 ,他 首先 必须 发 明 一 些 必要 
的 通用 的 工具 :首先 是 “ 变 分 方程 ”, 它 给 出 了 微分 方程 组 向 量 解 f 相对 于 一 参 
数 的 导数 来 作为 一 线性 微分 方程 的 解 ;其 次 是 相应 于 f 是 周期 的 情况 下 的 “ 特 
征 指数 ;以 及 一 个 向 量 场 的 “积分 不 变量 "概念 ,这 推广 了 刘 维 尔 和 玻 尔 效 曼 应 
用 的 不 变 体积 的 特殊 情况 . 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 个 


庞 加 莱 在 天 体力 学 方面 的 工作 和 他 的 前 辈 们 的 工作 形成 鲜明 的 对 照 . 自 拉 
格 朗 日 以 来 ,对 太阳 系 进行 数学 和 数值 研究 时 ,是 把 行星 坐标 展 成 按 行 星 或 卫 
星 质量 (和 太阳 质量 相 比 是 很 小 的 ) 的 震级 数 ; 这 级 数 的 系数 作为 时 间 1 BY BR 
数 ,是 从 由 比较 运动 方程 两 边 质量 的 同 次 寡 的 系数 而 得 到 的 方程 中 ,用 各 种 近 
似 方法 来 计算 的 .开始 时 ,这 样 定义 的 的 函数 不 仅 包含 形 如 sin (at +b) (a,b 
为 常数 ) 的 三 角 函数 ,还 包含 了 形 如 1 cos( at + 5) 的 项 等 等 , 当 1 很 大 时 ,这 些 
项 可 能 和 观察 到 的 运动 相 了 矛盾 ,因此 这 样 的 近似 方法 是 不 能 使 人 满意 的 .以 后 ， 
到 了 19 世纪 ,一 些 更 老练 的 方法 取代 了 早期 的 近似 方法 ,这 新 的 级 数 仅 含 以 
ad + by 为 变量 的 三 角 函 数 ;虽然 大 多 数 天 文学 家 认为 它们 是 收敛 的 ,但 没有 人 
能 证 明 这 一 点 . 庞 加 莱 的 结果 之 一 就 是 证 明 这 级 数 不 是 一 致 收 化 的 ,但 还 是 可 
以 用 来 提供 坐标 的 渐 近 展开 式 . 

因此 , 庞 加 莱 开 创 了 对 天 体力 学 的 严格 研究 ,而 在 他 以 前 的 工作 都 是 半 经 
验 计算 的 方法 .但 他 还 是 热衷 于 “古典 ”的 计算 方法 ,他 发 表 了 近 百 篇 有 关 太 阳 
系 理论 方面 的 文章 ,在 这 些 文章 中 他 提出 了 无 数 的 改进 和 新 的 技巧 .这 方面 的 
部 分 结果 收 在 他 的 有 名 的 三 卷 “ 天 体力 学 方法 ”及 “天 体力 学 讲义 ”中 .从 理论 观 
点 来 看 ,应 提 到 他 的 “限制 性 ”三 体 问题 的 证 明 ,这 里 Hamiltonian 函数 依赖 于 4 
个 变量 (sj ,wa,yi,ya) 及 参数 ,并 对 这 5 个 变量 是 解析 的 ,对 yi 和 y 是 以 2x 
为 周期 的 ,这 时 除了 Hamiltonian 函数 之 外 ,这 运动 方程 没有 具有 类 似 性 质 的 “ 首 
次 积分 ”. 庞 加 莱 还 开始 了 对 动力 系统 “稳定 性 ”的 研究 ,虽然 他 没有 像 后 来 的 作 
者 (从 李 雅 普 诺 夫 开 始 ) 那 么 对 此 概念 给 出 较 精确 的 描述 .他 证 明 的 最 著名 的 一 
个 结果 现在 称 为 “ 庞 加 莱 递 推定 理 ”: 对 “几乎 所 有 的 ”轨道 (对 一 容许 有 “ 正 ” 的 
积分 不 变量 的 动力 系统 ) ,对 一 串 趋 于 + o 的 时 间 值 ,轨道 与 一 任意 的 非 空 开 集 
相交 .在 这 定理 中 特别 使 人 感 兴趣 的 可 能 是 第 一 次 在 分 析 问 题 中 引入 了 零 测 集 
(当然 庞 加 莱 没 有 提 到 测度 ,而 是 说 “概率 ”) . 

庞 加 莱 另 一 篇 著名 的 天 体力 学 论文 发 表 在 1885 年 ,是 关于 仅 受 重力 作用 
的 旋转 流体 团 的 形状 问题 .在 这 以 前 ,马克 劳 林 发 现 某 些 旋转 椭 球 体 是 这 些 流 
体 团 的 可 能 形状 , 雅 可 比 指出 另 一 些 可 能 形状 是 有 不 等 半 轴 的 椭 球 , 泰 特 和 汤 
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姆 森 认 为 还 可 能 取 环 状 . 庞 加 莱 对 此 问题 作 了 深入 的 研究 ,认为 还 有 别 的 “Pyri- 
form” 形 状 存在 .他 的 论证 的 一 个 引人入胜 之 处 是 他 (显然 是 第 一 次 ) 碰 到 了 求 
“无 限 ” 多 变量 的 二 次 型 的 极 小 值 问 题 . 

最 后 ,在 他 较 后 的 (1905) 的 一 篇 论文 中 ,第 一 次 研究 在 一 凸 的 光滑 曲面 上 
(他 假定 是 解析 的 ) 的 闭 测 地 线 的 存在 性 这 一 困难 问题 .他 试图 用 来 证 明 这 种 测 
地 线 存在 性 的 方法 来 自 于 三 体 问 题 周期 轨道 的 思想 .以 后 的 工作 表明 ,这 一 方 
法 不 够 完善 ,但 它 启示 了 许多 人 ,使 他 们 最 终 成 功 地 得 到 该 定理 的 完善 的 证 明 ， 
并 做 出 了 广泛 的 推广 . 


7 偏 微分 方程 和 数学 物理 

庞 加 莱 在 巴黎 大 学 主讲 数学 物理 有 过 二 十 多 年 ;他 以 他 特有 的 一 丝 不 苟 的 
精神 和 充沛 的 精力 投入 这 一 工作 .结果 ,实际 上 他 成 为 理论 物理 各 方面 的 专家 ， 
发 表 了 七 十 多 篇 论文 和 许多 不 同 专题 的 书 , 其 中 他 最 感 兴 趣 的 是 光 和 电磁 波 的 
理论 .19 世纪末 ,一些 新 的 发 现 和 新 的 思想 革新 了 物理 界 , 庞 加 茉 有 两 次 在 发 
展 这 些 新 思想 和 新 发 现 中 起 了 重要 作用 .他 对 X 射线 和 磷 光 现象 之 间 可 能 具 
有 的 关系 的 讨论 , 正 是 贝克 勒 尔 实 验 的 出 发 点 ,这 些 实验 导致 贝克 勒 尔 发 现 放 
射 性 . 另 一 方面 ,从 1899 年 开始 , 庞 加 莱 热 心 于 洛 伦 兹 电子 理论 的 讨论 ;他 第 一 
个 发 现 洛 伦 兹 变换 构成 一 个 群 ,这 群 同 构 于 一 使 二 次 型 x? y? + 2? - 0? AAR 
群 ;许多 物理 学 家 认为 , 庞 加 莱 应 和 洛 伦 兹 和 爱 因 斯 坦 一 起 分 享 发 现 相对 论 的 
功绩 . 

庞 加 莱 对 物理 问题 的 长 久 兴趣 必然 使 他 去 研究 由 数学 物理 偏 微分 方程 提 
出 的 数学 问题 ,而 在 1880 年 左右 ,它们 大 部 分 还 处 于 很 不 成 熟 的 阶段 .在 他 关 
于 这 方面 的 所 有 论文 中 ,有 一 典型 的 特点 ,就 是 他 对 于 所 用 的 方法 和 得 到 的 结 
果 决 不 忽视 其 可 能 有 的 物理 意义 (常常 反映 在 物理 理论 中 ) .这 一 点 在 他 的 最 长 
的 一 篇 关于 犹 利克 雷 问题 的 论文 中 特别 明显 .在 当时 ,用 C+ GG aS A AK 
的 两 个 方法 ,可 得 到 以 曲面 S 作为 边界 的 有 界 区 域 D 内 部 的 解 的 存在 性 (对 5 
上 任意 给 定 的 连续 函数 ) ,但 对 S 要 加 上 相当 严格 的 条 件 . 庞 加 莱 给 出 了 第 三 
个 方法 , 即 “ 插 去 法 ”: 这 问题 等 价 于 $ 上 的 正 质量 的 存在 性 ,在 D A 
AV SF 1, 且 在 整个 空间 是 连续 的 . 庞 加 莱 从 一 包含 D 的 且 内 部 势 为 1 的 大 
球 三 上 的 质量 着 手 ,然后 他 注意 到 由 经 典 的 庞 加 菜 公 式 可 以 把 一 个 球 C 表面 
上 的 质量 取代 球 C 内 的 质量 ,而 使 C 外 的 势能 不 变 , C 内 的 势 减少 .用 一 球 序 
列 (C,) 来 覆盖 D 的 外 部 ,对 每 一 C,( 以 适当 的 次 序 ) ,重复 应 用 上 面 的 方法 ,他 
指出 , 当 最 初 在 3 上 的 质量 最 终 被 “ 括 到 ”S 上 后 ,此 时 得 到 的 势 的 极限 就 是 问 
题 的 解 V. 当然 ,他 得 证 明了 在 3$ 的 点 上 有 连续 性 ,为 证 明 这 一 点 ,他 所 作 的 唯 
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一 的 假定 是 ,在 这 些 点 的 每 一 点 ,有 一 以 此 点 为 项 点 的 半 锥 面 ( 张 角 2a > 0) ,并 
使 得 此 半 锥 面 同 顶点 的 一 邻 域 之 交 不 在 D 内 ( 稍 后 , 勒 贝 格 的 例子 说 明 这 样 一 
个 限制 是 不 能 去 掉 的 ) .后 来 ,在 出 现 现代 的 希 尔 伯 特 空间 方法 以 前 ,最 初 的 这 
方法 对 势 理论 的 更 新 起 着 重要 的 作用 . 

在 1890 年 同一 篇 论文 中 ,他 开始 致力 于 我 们 现在 称 之 为 拉 普 拉 斯 算 子 的 
特征 值 问题 的 研究 ,他 对 此 作 了 长 期 的 努力 ,但 只 获得 部 分 的 成 功 .在 一 些 物理 
问题 中 (薄膜 的 振动 ,固体 的 冷却 ,潮汐 理论 等 ), 遇 到 如 下 的 问题 , 即 找 出 函数 
,使 它 在 有 界 域 D 内 满足 以 下 方程 

Au + Au =0 ©) 

在 也 的 边界 $ 上 满足 条 件 

u+k(du/dn) =0 © 
此 处 du/dn 是 法 向 导数 ,) 和 为 常数 .由 富有 启发 性 的 变 分 论证 法 ( 犹 利克 雷 
原理 的 黎 曼 方法 的 推广 ) 以 及 模仿 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (相当 于 单 变量 函数 的 
有 关 问 题 ) 可 得 到 如 下 的 猜想 ;对 给 定 的 数 ,存在 一 递增 的 实数 序列 (“特征 值 ”) 

Ài < À < cance 

使 得 问题 仅 当 SEFA, ZAPATA, LIC MR, ABE vdr = 1 ,特征 函数 
Un 构成 一 正 交 系 , 对 于 薄膜 振动 的 例子 , w 相应 于 用 实验 可 测 出 的 “谐振 动 ”. 
但 在 庞 加 莱 之 前 ,4 入 , 的 存在 性 的 严格 证 明 一 直 没 有 做 出 来 ;对 大 = 0 的 情 
形 , 施 瓦 欧 用 下 面 的 方法 证 明 过 41 的 存在 性 :模仿 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 可 得 
到 ,对 任意 光滑 的 函数 ,方程 

Au +àu+f=0 © 
当 4 不 等 于 4， HT, AME uO, x) 满足 回 , 此 解 为 的 亚 纯 函 数 ,以 4, 为 
一 单 极点 . 施 瓦 茨 证 明了 ,作为 4 的 函数 , 解 u(4 ,x) 等 于 一 有 有 限 收敛 半径 的 
宕 级 数 .皮卡 还 兽 证 明了 A. 的 存在 性 .在 1894 年 , 庞 加 莱 ( 还 是 大 = 0 的 情形 ) 
证 明了 wu(4,x) 的 上 述 性 质 ,他 是 巧妙 地 修改 了 施 瓦 茨 方法 ,另外 应 用 了 下 面 
类 型 的 不 等 式 

2 2 2 
[J vdzdyaz < c I Ke [| + (ZE) ] axdydz © 


D 


(C 为 只 依赖 于 万 的 常数 ). 这 不 等 式 对 所 有 满足 || Pdxdydz = 0 的 光滑 函数 


成 立 (这 不 等 式 是 在 偏 微分 方程 现代 理论 中 起 到 基础 作用 的 许多 类 似 不 等 式 的 
先导 ). 但 他 没 能 把 他 的 方法 推广 到 & zz 0 的 情况 ,因为 找 在 $ 上 有 法 向 导数 的 
© 的 解 是 很 困难 的 (他 仅 能 得 到 我 们 现在 称 为 “ 弱 ” 导数 或 分 布 理论 意 义 下 的 
导数 ). 

两 年 后 , 当 他 试图 推广 诺 伊 曼 的 方法 求 狄 利克 雷 问题 的 解 ( 仅 对 凸 区域 成 
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立 ) 时 , 遇 到 了 同样 的 困难 .经 过 对 这 方法 (基于 所 谓 “ 双 层 ” 势 ) 的 深入 研究 , 庞 
加 莱 把 它 同 上 面 所 说 的 施 瓦 获 方法 联系 起 来 ,这 就 引出 一 包含 一 个 参数 4 的 
新 的 “ 边 值 问题 ": 找 出 一 个 由 5 上 的 质量 所 定义 的 “ 单 层 ” 势 p, 满足 
(doxdn);= -A(dg/dn)¢, XH Fix i MC 表示 法 向 导数 的 方向 朝 $ 内 还 是 
BAS 外 .在 这 里 ,富有 启发 的 变 分 论证 法 使 庞 加 莱 再 次 确信 ,对 此 问题 有 一 “ 特 
征 值 "序列 和 相应 的 “特征 函数 ”, 但 由 于 同一 原因 ,他 没有 能 证 明 它 们 的 存在 
性 . 几 年 之 后 ,他 用 弗 雷 德 霍 姆 的 积分 方程 理论 解决 了 所 有 这 些 问题 ; 庞 加 莱 的 
论文 对 弗 雷 德 霍 姆 方法 的 发 展 似乎 起 了 决定 性 的 影响 ,特别 是 在 积分 方程 中 引 
人 一 个 复 变 参数 的 思想 .还 应 当 说 明 的 是 , 弗 雷 德 霍 姆 的 行列 式 是 直接 受到 科 
克 的 “无 限行 列 式 " 理 论 的 启发 ,而 科 克 的 理论 本 身 又 是 庞 加 莱 关 于 线性 微分 方 
程 更 早期 的 结果 的 一 个 发 展 . 


WEEL 

贯穿 庞 加 莱 数 学 研究 工作 的 一 条 主线 显然 是 “连续 性 "观念 :我 们 可 看 到 ， 
无 论 何 时 , 当 他 研究 分 析 中 的 某 一 问题 时 ,他 总 要 研究 , 当 问 题 的 条 件 连续 变化 
时 ,会 发 生 什么 结果 .因此 他 每 次 都 必然 遇 到 我 们 现在 称 之 为 拓扑 学 的 问题 .他 
本 人 在 1991 年 说 过 :我 所 致力 研究 的 每 一 问题 都 把 我 引导 到 位 置 分 析 . ”在 微 
分 方程 和 多 重 积 分 的 周期 的 研究 中 ,尤其 是 这 样 . 从 1894 年 开始 算 起 的 十 年 时 
间 内 ,他 写 了 六 篇 著名 的 论文 ,开创 了 代数 拓扑 的 近代 方法 .在 此 以 前 ,唯一 有 
意义 的 一 步 是 推广 了 曲面 的 “联络 的 阶 ”的 概念 ,这 一 概念 是 由 和 歼 曼 和 贝蒂 独立 
定义 的 , 庞 加 莱 称 之 为 “贝蒂 数 ”( 它 们 是 1+ hy hy 是 今天 的 贝蒂 数 ); 而 实际 上 
除 此 定义 以 外 没有 什么 进展 .我 们 现在 所 称 的 单纯 形 下 同调 的 方法 完全 是 庞 加 
菜 创立 的 :包括 流 形 的 三 角 剖 分 ,单纯 复 形 ,重心 重 分 ,对 偶 复 形 ,一 个 复 形 的 关 
联系 数 和 矩阵 等 概念 以 及 由 这 和 矩阵 来 计算 贝蒂 数 ,借助 于 这 些 工具 , 庞 加 莱 把 关 
于 多 面体 的 欧 拉 定理 推广 了 (现在 称 为 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 ) ,并 发 现 了 著名 的 与 
流 形 上 下 同调 有 关 的 对 偶 定 理 ; 稍 后 ,他 引入 挠 率 的 概念 .此 外 ,在 他 的 第 一 篇 
论文 中 定义 了 流 形 的 基本 群 (或 第 一 个 同 伦 群 ) ,并 指出 它 同 最 初 的 贝蒂 数 的 关 
系 . 在 后 面 几 篇 论文 中 ,他 给 出 两 个 流 形 有 同一 下 同调 ,但 有 不 同 的 基本 群 的 例 
子 . 在 第 一 篇 论文 中 他 还 把 贝蒂 数 同 微分 形式 的 积分 周期 联系 起 来 (他 是 在 研 
究 多 重 积 分 和 不 变 积 分 中 熟悉 后 者 的 ) ,并 旦 叙述 了 德 拉 姆 在 1931 年 首次 证 明 
的 定理 .人 们 一 直 认 为 直到 1933 年 提出 更 高 的 同 伦 群 之 前 ,代数 拓扑 的 发 展 完 
全 是 以 庞 加 莱 的 思想 和 方法 为 基础 的 . 

庞 加 菜 为 了 解决 这 些 问 题 发 明了 新 工具 ,另外 ,他 还 说 明了 如 何 运 用 这 些 
新 的 工具 到 其 中 的 一 些 问题 上 去 .在 一 系列 关于 拓扑 学 的 文章 中 ,有 两 篇 是 确 
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定 一 代数 ( 复 ) 曲 面 的 贝蒂 数 , 以 及 确定 由 方程 2 = F(x,y)(F 为 多 项 式 ) 所 定 
义 的 曲面 的 基本 群 ,这 为 后 来 莱 夫 谢 蒋 和 霍 奇 的 推广 铺 平 了 道路 .在 微分 方程 
方面 的 最 后 一 篇 论文 中 (1912) 庞 加 莱 把 限制 性 三 体 问 题 (但 对 参数 w 不 加 限 
制 ) 周 期 解 的 存在 性 问题 简化 为 一 个 满足 某 些 条件 的 平面 的 连续 变换 的 不 动 点 
存在 性 定理 ,这 可 能 是 在 代数 拓扑 学 的 基础 上 用 分 析 方法 证 明 存 在 性 的 第 一 个 
例子 .但 他 没完 成 这 不 动 点 定理 的 证 明 ,而 是 在 他 死 后 不 几 个 月 内 ,由 伯 克 霍 夫 
获得 了 证 明 . 


9 数学 基础 

随 着 他 国际 声望 的 增长 , 庞 加 莱 越 来 越 多 地 被 要 求 对 广大 的 读者 作 数 学 和 
科学 的 各 种 题目 的 讲演 和 书面 介绍 ,对 这 些 琐碎 的 事 他 似乎 从 没有 表示 不 耐 天 
(1910 年 他 甚至 被 要 求 谈 一 下 彗星 对 气候 的 影响 问题 ) .他 有 生动 的 风格 和 清 
晰 的 思维 ,是 当时 一 个 向 外 行 讲授 数学 的 最 好 的 行家 ,因而 ,他 的 声誉 更 高 了 . 
尽管 庞 加 莱 的 想象 力 是 变幻 不 定 的 ,但 他 对 数学 发 现 过 程 的 有 名 论述 至 今 还 是 
卓绝 无 比 ,并 且 已 为 许多 数学 家 所 证 实 ; 他 对 几何 学 公理 以 及 它们 同 实验 科学 
的 关系 所 作 的 研究 是 经 典 的 工作 ,一 直 有 人 称 他 为 “哲学 家 ”, 他 是 否 堪 称 为 一 
个 “哲学 家 ”, 这 一 问题 最 好 是 让 职业 的 哲学 家 去 决定 ,而 我 们 只 限于 看 看 他 的 
作品 对 数学 基础 问题 的 影响 . 

庞 加 莱 在 物理 学 上 被 人 们 责备 为 太保 守 了 ,但 他 对 待 新 的 数学 思想 却 十 分 
开明 .从 他 在 论文 中 所 引用 的 东西 可 以 发 现 他 读 得 很 广 ,即使 不 很 系统 ,但 实际 
上 他 了 解 每 一 个 数学 分 支 的 所 有 最 新 发 展 .他 可 能 是 第 一 个 把 康 托 集合 论 定理 
用 到 分 析 中 的 数学 家 ; 19 世纪 80 年 代 初 ,他 在 研究 自 守 函数 或 微分 方程 时 碰 
到 了 像 完全 非 稠 密集 这 样 一 类 概念 .在 某 种 程度 上 ,他 也 赞同 数学 上 的 公理 化 
倾向 ,在 19 世纪 末 , 这 一 倾向 还 在 发 展 , 他 对 希 尔 伯 特 的 “几何 基础 ”也 表示 移 
扬 . 但 是 ,由 于 庞 加 莱 在 20 世纪 早期 关于 集合 论 的 “ 悖 论 " 和 数学 基础 争论 中 的 
立场 ,使 他 成 为 直觉 主义 学 派 的 先驱 .而 这 些 问 题 他 从 没有 明白 地 说 过 自己 的 
想法 ,只 限于 对 罗素 、 皮 亚 诺 和 希 尔 伯 特 学 派 的 批评 .尽管 他 是 接受 了 数学 的 
“算术 化 "思想 ,但 他 不 同意 把 算术 归 约 为 集合 论 或 是 归 约 为 皮 亚 诺 的 自然 数 的 
公理 化 定义 .对 庞 加 莱 说 来 ( 像 以 后 的 布 劳 威 尔 ) 自然 数 构成 最 基本 的 直觉 概 
念 , 理 所 当然 的 是 用 不 着 多 加 分 析 的 ;他 数 次 明确 地 拒绝 无 限 集合 的 概念 而 赞 
成 “ 潜 无 限 ” ,但 是 他 却 没 有 系统 地 发 展 这 一 思想 .显然 ,他 对 数学 的 形式 化 的 指 
责 有 盲目 之 处 ,他 常常 取笑 皮 亚 诺 和 罗素 学 派 在 这 方向 上 的 努力 ,但 他 对 希 尔 
伯 特 早期 努力 的 批评 意见 也 许 正 是 以 后 元 数学 的 发 展 中 某 些 最 丰硕 的 成 果 的 
出 发 点 . 庞 加 莱 强 调 指出 , 希 尔 伯 特 用 一 个 公理 系统 来 表示 研究 对 象 的 观点 ,只 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


有 当 事 先 证 明 这 一 系统 不 隐 含 矛盾 时 才 是 可 取 的 ,现在 知道 , 希 尔 伯 特 在 1920 
年 后 建立 的 理论 , 即 是 以 无 矛盾 性 的 证 明 为 主要 目的 . 庞 加 莱 似 乎 一 直 认 为 这 
样 的 努力 是 徒劳 的 ,而 哥 德 尔 的 定理 证 明 他 是 对 的 ; 庞 加 莱 未 能 认识 到 :元 数学 
领域 内 的 所 有 这 些 工作 将 大 大 地 改进 我 们 对 数学 推理 本 质 的 理解 . 


庞 加 莱 与 米 塔 - ARW 


ry 

Fit 由 数学 家 米 塔 - 列 夫 勒 与 法 国 数学 家 庞 加 莱 在 1881 
年 到 1911 年 间 保 持 了 一 种 有 规律 的 通信 联系 .在 瑞典 的 米 
塔 - 列 夫 勒 研究 所 保留 了 其 中 259 封 信件 ( 米 塔 - KMS 
的 119 封 信件 及 草稿 和 140 封 庞 加 莱 的 信件 ) .@ 按 照 米 塔 - 列 
夫 勒 的 标准 ,这 个 通信 量 并 不 算 特 别 大 .确实 ,他 几乎 像 埃 尔 米 
特 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 阿 佩 尔 或 班 勒 卫 一 样 的 多 产 . 但 是 对 于 庞 加 
莱 而 言 ,他 与 米 塔 - 列 夫 勒 的 通信 和 显然 是 他 最 重要 的 通信 .还 
没有 搞 清 楚 为 什么 庞 加 莱 会 与 他 维持 这 样 一 种 紧密 的 关系 , 因 
为 他 与 米 塔 - 列 夫 勒 并 没有 数学 上 的 合作 .在 后 文中 我 将 试 着 
解释 这 一 点 . 

我 们 可 以 把 他 们 的 通信 分 为 四 个 时 期 .第 一 个 时 期 (从 
1881 年 4 月 到 8 月 的 10 封 信 ) 是 这 两 位 数学 家 开始 相互 认识 
的 时 期 .第 二 个 时 期 的 主题 是 创建 《4 数学 学 报 》( Acta Mathemati- 
cz) 和 庞 加 莱 关 于 富 克 斯 函数 的 文章 (从 1881 年 8 月 到 1887 年 
3 月 间 的 大 约 50 封 信 ) .第 三 个 时 期 则 专注 于 庞 加 莱 参 加 为 庆 
祝 奥 斯 卡 二 世 皇 帝 的 六 十 寿辰 举办 的 竞赛 (1887 年 3 月 到 
1890 年 7 月 间 的 大 约 50 封 信 ) .在 最 后 一 个 时 期 中 ,我们 可 以 
看 到 两 位 卓越 的 数学 家 在 处 理 大 学 和 科学 院 里 的 任命 和 提 职 
以 及 诺 贝 尔 奖 的 提名 工作 (1891 年 5 月 到 1911 年 9 月 间 的 大 
~ #150 封 信 ). 


ce EIR 
FF. a 
者 Philip Nabonnand 在 法 国 Nancy 大 学 教授 数学 、 vee 也 在 Elie Cartan 研究 所 
和 庞 加 张 档 案 馆 (研究 万 史 课题 汪 作 ,是 施加 莱 适 信 集 的 纺 


: eller Relationship 译 自 :The Math. Intelligencar, Vol. 21.No.2, 1999: 58- 


庞 加 莱 的 全 部 通信 将 由 庞 加 菜 档 案 馆 编撰 .第 一 LIE MSE SR - 列 夫 勤 通 信 , 并 有 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


庞 加 莱 猜 想 的 历史 


ee ee 


1881 年 米 塔 - JIR EER BRT BR AC” Vi LS fA A ED SE 5 所 谓 缺 项 函数 是 
指 不 能 拓展 到 整个 复 平 面 的 复 变 函 数 .之 前 , 埃 尔 米 特 已 向 他 谈 到 过 他 对 庞 加 
莱 极 高 的 评价 ,而 米 塔 - 列 夫 勒 要 了 解 庞 加 莱 论 文中 有 关 结 果 的 更 多 的 信息 以 
及 他 在 微分 方程 方面 的 工作 : 


你 想 在 何 时 发 表 你 在 微分 方程 方面 的 研究 结果 ? 我 等 得 不 耐烦 
了 .从 埃 尔 . 米 特 的 报道 中 我 看 不 出 你 的 结果 是 否 与 富 克 斯 刚刚 发 表 
的 一 样 ,也 看 不 出 你 的 研究 更 为 一 般 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 庞 加 莱 , 1881 
年 4 月 11 日 一 一 IML) 


那 时 庞 加 莱 还 没有 出 名 :他 只 发 表 过 一 篇 关于 微分 方程 定性 理论 的 通讯 和 
两 篇 关于 富 克 斯 函数 的 通讯 . 另 一 方面 , 米 塔 - 列 夫 勒 已 经 是 知名 的 数学 家 了 . 
他 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 最 有 才华 学 生 中 的 一 个 ,他 还 对 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 结果 一 一 
具 事 先 给 定 的 点 为 零点 的 全 纯 函 数 的 存在 性 定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,1876) 作 了 精 
彩 的 推广 ,他 的 定理 是 关于 具有 给 定 了 极点 和 零点 的 半 纯 函数 的 存在 性 的 ( 米 
H — Si FOB) , 1879) .因此 埃 尔 米 特 对 米 塔 - 列 夫 勒 以 庞 加 莱 的 保护 人 自居 的 态 
度 并 不 感到 奇怪 DO. 另外 ,在 他 的 文章 的 第 一 次 发 表 时 ( 庞 加 莱 , 1881a) , 庞 加 莱 
没有 引述 魏 尔 斯 特 拉 斯 关于 解析 函数 的 结果 ,特别 是 对 那些 有 “ 缺 项 空间 ”的 函 
数 ; 为 此 , 米 塔 - 列 夫 勒 “坦率 而 真诚 "地 告诉 庞 加 莱 ,他 必须 加 以 引述 .( 米 塔 - 
IREBE, 1881 年 5 月 22 日 一 一 IML) 

KH - 列 夫 勒 一 直 在 坚定 地 维护 着 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 全 部 工作 . 随 岁 月 流逝 
他 越 加 担心 魏 尔 斯 特 拉 斯 研究 成 果 的 优先 权 问题 .或 更 一 般 地 ,担心 他 的 工作 
的 流失 ,因为 没有 发 表 他 全 部 的 成 果 ,其 中 一 大 部 分 仪 仅 在 他 的 讲课 中 出 现 . 因 
此 ,许多 东西 只 有 他 的 学 生 才 知道 而 法 国 的 数学 家 们 并 没有 注意 和 意识 到 这 
点 . 米 塔 - 列 夫 勒 在 许多 场合 都 写 信 给 庞 加 莱 谈 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 优先 权 问 
题 . 

ASE - 列 夫 勒 是 严谨 的 柏林 学 派 的 一 名 高 手 , 他 认同 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 观 
点 ,因而 常常 对 庞 加 莱 的 数学 写作 提出 批评 ; 


O 我 想 , 庞 加 莱 还 是 个 年 轻 人 .( 米 塔 - 列 夫 勒 给 埃 尔 米 特 的 信 ,1881 年 4 月 6 日 一 AS) 
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UR EH A AS i to RH — HE KK TF IM BH) ( Sur Les 
fonctions fuchsiennes ) 的 ? 实在 遗憾 ,他 不 是 德国 大 学 的 毕业 生 . 正 如 他 
的 文章 充满 了 新 思想 一 样 ,对 我 而 言 ,他 似乎 也 留 给 我 对 它们 的 严格 
的 表达 形式 以 太 多 的 期 待 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,1883 年 5 
月 11 日 IMT) 


KHE - 列 夫 勒 对 于 庞 加 莱 的 工作 总 持 有 一 种 模糊 和 矛盾 的 态度 .一 方面 他 
赞叹 庞 加 莱 的 “天 赋 ” ,而 另 一 方面 他 也 批评 他 缺少 严谨 性 . 


但 是 他 ( 指 庞 加 莱 )…… 写 得 太 不 用 心 了 ,他 的 论文 充满 了 不 准确 
性 .这 些 是 只 能 在 你 我 之 间 谈 论 的 事情 ! 人 们 必须 让 这 些 天 才 们 按 他 
自己 的 道路 去 发 展 并 以 感激 的 心情 去 接受 他 们 赋予 我 们 的 东西 ,尽管 
人 们 可 能 会 希望 以 更 容易 消化 的 形式 得 到 它 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 埃 尔 
米 特 ,1887 年 10 月 27 日 一 一 IML) 


2 MARKEE 
虽然 如 此 ,在 1881 年 由 于 对 关于 富 克 斯 函数 文章 的 深刻 印象 和 埃 尔 米 特 
的 力 辩 , 米 塔 - 列 夫 勒 明白 了 庞 加 莱 是 一 个 真正 的 数学 天 才 : 


我 衷心 祝贺 你 在 你 的 研究 工作 中 取得 的 巨大 成 功 ,我 党 得 我 们 亲 
爱 的 大 师 埃 尔 米 特 在 写 给 我 的 信 中 说 你 是 一 个 名 副 其 实 的 数学 天 才 ， 
这 是 完全 正确 的 .我 只 希望 你 把 你 所 有 的 在 富 克 斯 函数 方面 的 研究 者 
汇集 起 来 出 版 一 个 大 集 子 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 庞 加 莱 ,1881 年 6 月 22 
日 一 一 IMTD) 


出 版 庞 加 莱 重 要 文章 的 机 会 帮助 了 米 塔 - 列 夫 勒 做 出 决定 来 着 手 实现 创 
建 一 份 新 的 数学 杂志 的 计划 .在 19 世纪 70 年 代 , 法 国 数学 杂志 , 像 Journal de 
mathématiques pureset appliquées 和 Journal de |’ Ecole Polytechnique 的 水 平 已 经 下 滑 
(Gispert, 1996). 而 在 同一 时 期 ,德国 的 数学 杂志 , 像 Journal für die reine und 
angewandte Mathematik ( Crelle 杂志 ) 或 新 创建 的 Mathematische Annalen ,反映 出 德 
国 数学 界 的 巨大 活力 和 创造 性 .但 这 些 杂志 在 使 用 德语 的 人 的 自然 对 界外 并 没 
有 得 到 广泛 阅读 ,特别 是 在 法 国 . 米 塔 - 列 夫 勒 考虑 到 了 这 点 , 想 要 创立 一 份 新 
杂志 以 在 德国 和 法 国 的 数学 家 之 间架 起 一 座 桥梁 .加 之 由 于 他 与 埃 尔 米 特 和 魏 
尔 斯 特 拉 斯 的 友谊 ,他 期 待 着 这 两 个 数学 群体 之 间 的 合作 

但 光 有 有 利 的 环境 还 是 不 够 的 . 米 塔 - 列 夫 勒 记得 , Crelle 杂志 的 成 功 是 建 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


庞 加 莱 猜 想 的 历史 


立 在 阿 贝 尔 有 关 椭 圆 函数 的 重要 贡献 这 个 坚实 的 基础 上 的 .现在 他 争辩 说 , 富 
克 斯 函数 新 理论 的 传播 需要 一 份 新 杂志 : 


我 向 你 保证 ,你 的 这 些 新 发 现 足以 与 阿 贝 尔 的 那些 相 媳 美 ,而 你 
的 函数 是 自 李 圆 函数 发 现 以 来 最 出 色 的 (……… ) .现在 我 对 你 有 个 建 
议 .我们 ,斯 堪 的 那 维 亚 的 数学 家 们 ,有 一 个 计划 ,要 按照 Crelle 杂志 
的 模式 出 一 份 新 的 数学 杂志 ,(……… ) 现 在 我 们 ,Gyldén 先生 和 我 认为 
你 ,一 位 法 国人 , 必 将 慷慨 地 确保 我 们 杂志 的 成 功 .您 同意 把 你 的 文稿 
“关于 富 克 斯 群 ”(Sur les groupes fuchsiens) 交 由 我 们 杂志 第 一 期 发 表 
吗 ? (eee ) 我 请 求 你 对 我 们 这 一 计划 保守 秘密 ,因为 此 计划 能 否 实现 
依赖 于 你 .如 果 你 拒绝 ,我 的 看 法 是 ,我 们 不 得 不 再 等 待 两 三 年 . 唯 有 
发 表 你 的 发 现 这 个 有 利 条 件 才 能 说 服 我 立即 行动 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 
庞 加 莱 ,1882 年 3 月 29 H — IML) 


庞 加 莱 同 意 在 这 份 新 杂志 Acta Mathematica (《 数 学 学 报 》) 上 发 表 他 的 关于 
富 克 斯 函数 的 五 篇 大 作 . 庞 加 莱 答 应 帮助 米 塔 - 列 夫 勒 的 那 封 信 已 经 丢失 ,我 
们 只 能 猜 度 为 什么 庞 加 莱 决 定 在 Acta Mathematica 上 发 表 他 的 文章 .首先 ,我们 
能 够 推 想 庞 加 莱 对 于 米 塔 - 列 夫 勒 的 提议 觉得 很 满足 .另外 , 庞 加 莱 确信 他 必 
须 迅速 行动 来 确立 自己 的 优先 权 并 提高 他 的 声望 ,必须 使 他 的 理论 在 德国 这 个 
在 数学 上 卓越 的 国家 里 为 人 知晓 .还 有 ,我 们 不 要 忘记 在 克 莱 因 与 庞 加 莱 之 间 
发 生 的 争吵 , 它 涉及 对 富 克 斯 函数 的 优先 权 和 术语 的 选取 . 庞 加 莱 很 注意 使 他 
的 结果 为 某 些 杰出 数学 家 知晓 : 


一 般 来 说 ,作者 们 和 急 不 可 耐 地 想得到 他 们 的 抽 印 本 而 不 急于 把 它 
们 分 发 给 朋友 们 ,只 是 把 这 些 抽 印 本 以 尽快 的 速度 寄 给 十 来 个 大 名 罗 
易 的 人 物 ,以 期 能 使 他 们 知道 这 些 工作 .( 庞 加 莱 致 思 内 斯 特 勒 姆 ， 
1884 年 6 月 3 日 一 一 CHS) 

因此 , 庞 加 莱 需 要 在 德国 传播 他 的 工作 .他 已 在 Mathematishe An- 
nalen 这 份 克 菜 因 的 刊物 上 发 表 了 一 篇 关于 富 克 斯 函数 的 综述 文章 ， 
但 是 由 于 1870 年 战争 之 后 在 法 国 的 仇 德 情绪 的 缘故 ,我 们 猜想 他 不 
可 能 在 一 份 德国 刊物 上 发 表 他 的 主要 论文 ,而 米 塔 - 列 夫 勒 的 提议 能 
让 德国 人 读 到 他 的 文章 ,而 又 不 会 冒犯 他 同胞 的 民族 主义 情绪 ,文章 
发 表 在 Acta Mathematica 上 可 同时 传 到 法 国 和 德国 的 读者 手中 ,对 他 
在 这 两 个 国家 中 的 声誉 有 利 .如 果 说 米 塔 - 列 夫 勒 把 Acta Mathematica 
的 成 功 建立 在 庞 加 菜 的 参与 之 上 ,那么 庞 加 莱 则 把 他 的 国际 声誉 寄 希 
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望 于 在 那 份 刊物 上 发 表 许 多 文章 . 

庞 加 莱 在 Acta Mathematica 头 10 期 上 发 表 了 10 篇 文章 (1594 页 
中 有 676 页 为 法 国 作者 所 写 ). 此 时 正 处 于 庞 加 菜 特 别 具 有 创造 力 和 
多 产 的 时 期 ,所 以 这 些 文章 并 不 全 都 是 关于 富 克 斯 函数 的 .例如 ,1883 
年 他 证 明了 两 个 变量 的 半 纯 函数 是 两 个 全 纯 函 数 的 商 : 

长 期 以 来 我 一 直 想 弄 清楚 是 否 一 个 半 纯 函数 (x,y) 可 以 写成 
CCx,y)XCICx,y) 的 形式 ,但 没有 得 到 满意 的 结果 .我 知道 魏 尔 斯 特 
拉 斯 先生 把 这 个 问题 看 做 是 分 析 中 最 本 质 最 困难 的 一 个 问题 .你 告诉 
我 你 正在 研究 解决 此 问题 .我 希望 当 你 有 了 一 个 肯定 的 结果 时 就 立刻 
EIR ta BRBEGR. (RY - HK MK HA RK, 1882 年 12 月 5 日 一 一 
IML) 

另外 一 些 重要 文章 是 “流体 的 平衡 态 ”(1885a) 及 “线性 方程 的 不 
规则 积分 "(1885b); 这 后 一 篇 文章 是 他 与 Thomé 发 生 激烈 争辩 的 起 
因 . 这 些 数学 的 争端 几乎 是 使 庞 加 菜 打 破 他 稚 持 的 唯一 原因 .我 已 经 
提 到 过 他 与 克 菜 因 的 非常 激烈 的 争辩 . 米 塔 - 列 夫 勒 在 若干 场合 提 到 
过 这 次 争吵 , 像 在 1882 年 7 月 18 日, 谈 到 他 拜访 施 瓦 英 的 事 以 及 施 
FUR MILER: 

对 施 瓦 蒋 先 生 它 可 不 是 同一 回 事 .我 发 现 他 对 你 充满 了 轻 茂 .他 
认为 是 他 头 一 个 发 现 了 这 些 不 能 在 椭圆 函数 论 中 找到 的 ,被 你 称 为 富 
克 斯 群 的 例子 .(……: ) 依 你 的 观点 ,在 这 场 出 现 于 德国 数学 家 中 间 关 
于 你 起 的 新 名 字 的 纷乱 争吵 中 ,你 必定 已 找到 你 的 发 现 的 重要 性 的 证 
明 . 施 瓦 医 先生 没有 隐瞒 这 样 的 事实 : 富 克 斯 函数 是 使 他 狂怒 的 原因 . 
(IML) 


在 做 出 回答 之 前 , 庞 加 莱 很 快 地 研究 了 施 瓦 茨 的 文章 并 得 出 了 结论 , 即 他 
看 不 出 有 更 改 他 想法 的 理由 : 


我 不 想 抚 慰 施 瓦 英 先 生 . 引 起 他 狂 杷 的 理由 是 什么 ? 首先 ,他 之 
所 以 愤怒 是 因为 虽然 他 掌握 着 一 个 重要 结果 但 却 不 知道 怎样 利用 它 . 
对 此 我 也 无 能 为 力 . 

其 次 ,他 不 满意 采用 富 克 斯 这 个 名 字 , 他 想 用 施 瓦 英 冠 名 .我 已 说 
过 我 做 不 到 这 些 的 理由 了 .( 庞 加 莱 致 米 塔 - 列 夫 勒 ，1882 年 7 月 27 
日 一 一 IMDL) | 


庞 加 莱 也 以 同样 的 方式 回答 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 关于 他 的 文稿 “微分 方程 的 
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积分 ?所 提 的 问题 .在 这 篇 文稿 中 , 庞 加 莱 证 明 总 存在 一 个 变量 变换 使 得 一 个 微 
分 方程 的 解 可 用 一 个 级 数 来 表示 ,而 此 级 数 在 新 变量 的 所 有 值 上 均 收敛 . 魏 尔 斯 
特 拉 斯 的 异议 涉及 三 体 问题 中 的 碰撞 情形 . 庞 加 莱 回 答 说 ,如 果 发 生 碰撞 ,他 的 新 
变量 趋向 于 无 穷 ,因此 ,在 碰撞 之 后 “这 些 公式 没有 给 出 任何 东西 (……) ,而 那 正 
是 它们 的 最 好 结果 ”. 庞 加 莱 对 这 位 年 迈 大 师 的 回答 外 表 看 来 有 点 漫不经心 …… 

后 来 ,在 他 取得 奥斯卡 二 世 奖 的 竞赛 成 功 之 后 , 庞 加 莱 在 与 瑞典 天 文学 家 
Gyldén 的 辩论 中 , 米 塔 - 列 夫 勒 又 帮 了 他 的 忙 . 在 他 的 得 奖 论文 中 , 庞 加 莱 讨 论 
了 这 位 天 文学 家 运用 的 新 展开 级 数 ( 没 有 长 期 项 ) 的 收敛 性 . 


当代 的 几何 学 家 致力 于 把 这 些 展开 换 做 一 些 新 的 展开 式 ,它们 只 
含有 三 角 函 数 项 .最 近 他 们 取得 了 成 功 ,Gyldtn 先生 的 或 Lindstedt 先 
生 的 级 数 仅 含 的 项 都 具 形 式 A sin at 或 B cos at. 

(arsana ) 但 是 ,这 还 不 是 最 后 一 步 .我 们 可 以 问 是 否 这 些 级 数 都 收 
黎 , 而 且 因为 “小 因子 ”的 出 现 会 导致 一 些 非常 大 的 项 出 现 ,那么 收 化 
性 便 值 得 怀疑 .这 个 工作 将 证 明 这 些 怀疑 是 有 根据 的 :所 有 这 些 级 数 
都 是 发 散 的 .我 不 得 不 排除 掉 Gyldén 先生 在 他 最 近 文 章 中 所 提出 的 
那些 级 数 . 我 确实 没有 任何 办 法 知道 它们 是 收敛 还 是 发 散 .( 庞 加 菜 ， 
1888,6 页 ) 


在 没有 读 过 庞 加 莱 的 文章 情况 下 , Gylden 继续 认定 他 自己 的 展开 式 的 收敛 
性 并 宣称 他 在 涉及 渐 近 解 的 某 些 结果 上 上 比 庞 加 莱 领 先 .奥斯卡 皇帝 需要 从 米 
塔 - 列 夫 勤 那 里 得 到 一 个 回应 ,所 以 米 塔 - 列 夫 勒 要 求 庞 加 莱 帮 助 .在 他 的 回 
答 中 , 庞 加 莱 首 先 说 ,阅读 Gylden 的 文章 (1887) 并 要 了 解 他 的 结果 是 非常 艰难 
的 .他 也 解释 了 他 自己 的 阅读 方法 : 


我 要 向 你 承认 ,我 认为 Gyldén 先生 的 风格 有 点 乏味 而 且 对 我 来 
说 读 起 它 来 非常 困难 ,对 吗 ? 当 我 阅读 一 篇 论文 时 首先 会 很 快 地 浏览 
一 遍 以 得 到 一 个 一 般 的 印象 ,然后 再 返回 到 那些 对 我 来 说 有 些 临 涩 难 
懂 的 地 方 .我 发 现 自己 去 做 证 明 比 彻底 地 去 检验 这 位 作者 的 证 明 要 来 
得 更 方便 .我 的 证 明 一 般 来 说 相当 粗略 ,但 它们 对 我 的 好 处 是 它们 是 
我 的 .( 庞 加 莱 致 米 塔 - 列 夫 勒 ，1889 年 2 月 5 日 一 一 IML) 


由 于 Gylden 的 算法 没有 准确 地 定义 ,要 确定 它 的 收敛 性 是 困难 的 . 庞 加 莱 
指出 Gyldén 的 论证 是 不 严谨 的 ,并 不 留情 面 地 下 了 结论 : 
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(Gyldén 的 证 明 ) 等 于 接受 了 下 述 原理 :除非 我 们 有 非常 严格 的 理 
由 怀疑 ,否则 每 个 级 数 当 它 的 变量 小 于 工时 都 收 你 .( 庞 加 菜 致 米 塔 - 
列 夫 勒 ，1889 年 3 月 1 日 一 一 IML) 


庞 加 莱 在 同一 封 信 的 后 面部 分 承认 ,Gylden 的 收敛 性 论证 对 于 天 文学 中 的 
计算 是 足够 的 ,但 “对 几何 学 家 是 不 够 的 ”. 

这 些 数 学 的 争端 是 少数 几 个 场合 能 使 庞 加 莱 显 露出 一 些 豪爽 和 开朗 .在 他 
的 大 多 数 通 信 中 他 总 是 非常 拘谨 的 ,不 表露 出 任何 个 人 情感 .他 极 少 提 及 政治 
和 社会 事件 .另外 ,虽然 他 对 科学 院 和 大 学 生活 感 兴趣 ,但 与 米 塔 - 列 夫 勒 不 一 
样 ,他 从 不 跟 科 学 界 里 的 闲话 和 流言 沾边 . 


人 ~ 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 人 人 ~ 下 ~ 个 一 一 ~ 一 


由 于 有 了 J. Barraw-Green 的 书 (1997) ,奥斯卡 二 世 奖 的 竞赛 情况 现 已 知道 
得 很 清楚 了 .奥斯卡 二 世 是 瑞典 皇帝 也 是 科学 界 的 朋友 . 值 他 六 十 寿辰 之 际 , 米 
塔 - 列 夫 勒 组 织 了 一 场 数 学 竞赛 ,还 成 立 了 一 个 由 埃 尔 : 米 特 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 
米 塔 - 列 夫 勒 组 成 的 委员 会 ,他们 提出 的 四 个 问题 “从 不 同 的 观点 同等 地 吸引 
那些 善于 分 析 的 人 的 注意 力 ,而 他 们 的 解答 会 对 科学 的 进步 有 极 大 的 好 处 ”( 奥 
斯 卡 竞赛 的 通告 ) .第 一 个 问题 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 ,与 n 体 问 题 有 关 , 特 别 与 
轨道 的 稳定 性 有 关 . 庞 加 莱 决 定 参 赛 : 


我 没有 忘记 奥斯卡 皇帝 的 奖 ,我 甚至 会 说 ,这 一 两 个 月 以 来 我 一 
直 想 的 只 是 这 个 奖 .( 庞 加 菜 致 米 塔 -~- 列 夫 勒 ,1887 年 7 月 16 日 一 
IML) 


庞 加 莱 试 图 回答 第 一 个 问题 .他 的 主要 结果 是 关于 限制 性 3 体 问题 的 稳定 
性 证 明 . 庞 加 莱 很 快 就 得 到 了 这 个 结果 并 希望 得 到 更 一 般 的 结果 ; 


不 过 ,我 已 得 到 一 些 有 趣 的 结果 并 且 我 要 引述 其 中 的 一 个 . 它 涉 
及 的 特殊 情形 是 第 一 和 第 二 个 天 体 具 有 有 限 质 量 而 第 三 个 是 零 质量 . 
第 一 个 和 第 二 个 天 体 绕 着 它们 共有 的 重心 作 圆周 运动 而 第 三 个 则 在 
这 些 圆 的 所 在 平面 上 运动 .在 这 种 特殊 情形 下 我 找到 稳定 性 的 一 个 严 
格 证 明 ,并 且 找到 一 个 方法 来 确定 第 三 个 天 体 的 某 些 参数 的 精确 的 界 
限 .(-…… ) 我 现在 希望 就 一 般 情形 发 起 冲击 ,在 6 月 1 日 前 如 果 没 有 
完全 解决 此 问题 (我 不 希望 如 此 ) 也 至 少 要 找到 一 些 结果 能 足以 达到 
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可 送 交 给 竞赛 的 要 求 .( 同 上 ) 
庞 加 莱 围 绕 这 个 结果 组 织 了 他 的 论文 .在 前 言 中 他 表达 了 他 的 失望 : 


本 文 着 手 回答 竞赛 四 问题 中 的 第 一 个 ;但 我 所 得 到 的 结果 却 如 此 
不 完全 ,以 至 于 如 果 我 不 知道 这 个 问题 的 重要 性 和 困难 程度 会 引起 人 
们 对 与 它 有 关 的 任何 问题 的 兴趣 ,而 且 我 们 只 能 期 望 在 长 期 不 断 的 努 
力 之 后 才能 得 到 确定 的 回答 的 话 , 那 么 我 就 不 愿意 发 表 它 .(…… ) 我 
不 得 不 局 限于 一 种 特殊 情形 .我 仅 处 理 了 在 两 个 自由 度 下 的 运动 方 
程 .( 庞 加 革 ,1888,5~8 KR) 


在 1888 年 夏季 期 间 , 米 塔 - 列 夫 勒 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 研究 了 庞 加 莱 的 论文 . 
米 塔 - 列 夫 勒 非 常 热情 ,但 是 他 认为 庞 加 莱 的 工作 非常 难 ,而 且 某 些 证 明 还 不 
完全 . 庞 加 莱 以 100 页 补充 注解 回答 了 他 的 问题 .1889 年 1 月 21 日 奥斯卡 皇帝 
向 庞 加 莱 颁 了 奖 . 

但 是 到 了 七 月 初 , 米 塔 - 列 夫 勒 转 交 给 庞 加 莱 一 些 问题 ,它们 是 由 Acta 
Mathematia 杂志 社 他 的 助手 Phragmén 提出 来 的 .这 些 问 题 涉 及 由 庞 加 莱 引 进 的 
渐 近 解 展开 的 收敛 性 . 庞 加 莱 的 回答 成 为 最 后 一 篇 补充 注解 “关于 渐 近 解 ”(Sur 
les solution aeymptotiques, 1888,251 ~ 256 页 ) .似乎 这 些 问 题 刺 激 了 庞 加 莱 更 精 
确 地 去 审查 渐 近 解 收敛 性 的 所 有 证 明 ,而且 不 幸 地 发 现 了 一 处 无 法 修补 的 错 
误 . 在 12 月 1 日 , 庞 加 莱 对 米 塔 - 列 夫 勒 绝 望 地 宣布 ,他 文章 的 大 部 分 都 变 成 
是 有 丝 漏 的 了 . 


我 不 愿 向 你 隐瞒 这 次 发 现 带 给 我 的 痛苦 .首要 的 是 ,我 不 知道 是 
否 您 仍然 认为 这 个 结果 依旧 (.…… ) 应 该 得 到 你 给 予 它们 的 巨大 奖赏 . 
(i ho HE HK — Fi] KH, 1889 年 12 月 1 日 一 一 MLJ) 


庞 加 莱 的 稳定 性 证 明 依据 的 事实 是 渐 近 曲面 ( 即 由 渐 近 解 生成 的 曲面 ) 是 

闭 的 ,因而 可 以 排除 掉 其 他 的 解 D. 它 是 由 一 个 更 一 般 的 引 理 推出 来 的 ,但 这 个 
引 理 却 是 错 的 . 

我 们 可 以 想象 ,在 一 段 短 时 间 内 庞 加 莱 必定 想 直接 地 由 渐 近 解 收敛 性 来 证 

明 渐 近 曲面 的 闭 性 ,以 挽救 他 的 稳定 性 成 果 .确实 ,在 12 月 10 日 埃 尔 米 特写 信 

给 米 塔 - 列 夫 勒 说 ,这 个 错误 并 不 像 庞 加 莱 所 想 的 那么 严重 , 它 不 过 是 个 重新 


O ”如今 , 源 近 曲面 被 称 之 为 “稳定 与 非 稳 定 流 形 ”. 
en ay 
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组 织 一 下 他 的 “ 令 人 羡慕 的 工作 ”的 问题 而 已 .但 是 庞 加 莱 发 现 这 些 展开 式 只 是 
渐 近 而 不 收敛 . | 


不 幸 , 这 些 级 数 并 不 收敛 (…… ) 但 是 即使 是 发 散 的 ,难道 我 们 就 
不 能 运用 它们 吗 ? (Corre ) 我 们 可 以 说 在 这 命题 中 所 得 到 的 级 数 在 小 
的 u 值 情 形 下 表示 了 渐 近 解 , 正 如 同 斯 特 灵 公 式 表示 了 欧 拉 函数 那 
7% . (Ae Æ , 1890, 384 ~ 386 页 ) 


虽然 许多 结果 仍然 有 效 ,特别 是 Lindstedt 级 数 的 发 散 性 及 递 推定 理 , 然 而 
它 仍 是 个 灾难 . 米 塔 - 列 夫 勒 保持 着 冷静 ,回答 说 他 并 不 愧 悔 颁 奖 给 庞 加 莱 . 他 
仍 以 通常 的 效率 忙碌 着 . 那 时 , 庞 加 莱 的 论文 已 经 印 好 ,一 部 分 已 递交 给 Acta 
Mathematica 的 编 委 们 ,于 是 不 申明 任何 理由 地 收回 这 些 文 本 便 是 最 紧急 的 问 
题 .当做 完 这 件 事 之 后 , 米 塔 - 列 夫 勒 建议 庞 加 莱 写 出 一 篇 新 的 论文 来 发 表 . 


那么 ,现在 我 来 谈 建议 你 做 的 事 . 依 我 看 来 , 它 将 是 对 你 对 我 们 最 
为 体面 的 了 .你 写 一 篇 新 的 论文 ,把 你 原来 文章 中 还 留 得 下 来 的 内 容 
放 进 去 ,再 把 它们 展开 ,然后 再 加 进去 任何 你 认为 对 的 东西 .你 要 为 这 
篇 新 论文 写 个 前 言 ,说 明 它 是 你 得 奖 论文 的 修改 稿 ,说 你 的 一 些 新 发 
展 仅 在 这 里 有 所 描述 ,同时 还 纠正 了 一 个 错误 (……: ) 我 想 这 件 事 在 你 
的 论文 发 表 前 必须 不 能 让 别人 知道 .( 米 塔 - 列 夫 勤 致 庞 加 菜 ,1898 
年 12 A 5 H——IML) 


尽管 魏 尔 斯 特 拉 斯 抱怨 他 已 在 闲 言 碎 语 中 听 到 了 庞 加 莱 的 错误 的 消息 , 米 
塔 - 列 夫 勒 还 是 非常 成 功 地 保守 住 了 整个 故事 的 秘密 .12 月 20 日 , 庞 加 莱 接 
受 了 米 塔 - 列 夫 勒 的 交易 条 件 了 .之 后 , 米 塔 - 列 夫 勒 认为 从 公共 机 构 的 观点 
看 ,危机 已 经 处 理 爱 当 了 .在 万 无 一 失 之 后 ,他 又 伏 重 埃 尔 米 特 在 法 国 科 学 院 表 
扬 庞 加 莱 的 工作 . 


在 科学 院 的 正式 会 议 上 你 必须 无 条 件 地 谈 到 他 的 论文 .否则 ,每 
个 人 都 会 惊讶 并 开始 怀疑 你 为 什么 不 讲 到 它 . 进 一 步 说 ,你 实在 是 可 
以 赞扬 这 篇 论文 而 不 用 担心 会 夸大 其 词 ,因为 它 仍然 是 我 们 这 个 年 代 
的 杰作 之 一 .( 米 塔 - 列 夫 勒 致 埃 尔 米 特 ,1889 年 12 月 20 日 一 一 AS) 


, 庞 加 莱 同 意 支付 新 的 印刷 费 (3 585 瑞典 克朗 ) .注意 ,奖金 额 为 2 500 克朗 而 米 塔 - 列 
000 克朗 (Domar,1982) . 
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他 还 说 : 


这 个 忠告 对 庞 加 菜 先 生 将 是 非常 有 用 的 ,他 或 许 会 在 未 来 的 时 日 
放弃 他 那 令 人 遗憾 的 习惯 :讲述 他 明知 其 证 明 并 不 完全 的 结果 . 
(Cg ) 当 然 ,我 赞同 你 对 庞 加 莱 的 看 法 ,承认 他 的 天 才 , 但 他 给 每 个 人 
增加 的 负担 太 多 了 ;一 个 人 如 果 不 向 更 加 严谨 的 要 求 仿 就 层 从 ,就 不 
应 当 保 有 像 他 已 有 的 这 样 一 个 显要 地 位 .他 仍然 年 轻 , 他 会 改进 ,数学 
科学 将 有 所 收获 .( 同 上 ) 


4 BNR MBE 

FEMS SAIS - 列 夫 勒 关 系 中 最 为 有 趣 之 处 是 米 塔 - RAE DA SEM 
莱 得 到 诺 贝 尔 物 理 奖 而 作 的 努力 . 米 塔 - 列 夫 勒 的 比较 大 的 目标 是 要 使 诺 贝尔 
物理 奖 能 授予 从 事理 论 研究 的 学 者 .这 是 他 与 瑞典 大 学 一 群 人 又 一 轮 的 战斗 ， 
他 们 是 “Ostwald 和 Arhenius 的 科学 方法 "的 支持 者 . Crawford 在 她 的 书 《 诺 贝尔 
机 构 的 开端 》( The Beginning of the Nobel Institution ,1984) 中 指出 ,就 诺 贝尔 物理 
奖 来 说 ,在 实验 工作 者 和 理论 工作 者 的 对 立 中 ,没有 比 物理 领域 的 定义 更 具有 
利害 关系 了 . 

米 塔 - 列 夫 勒 向 庞 加 莱 解 释 了 他 的 战略 : 


现在 我 正在 尽 全 力 为 洛 伦 兹 争 得 诺 贝 尔 奖 .把 洛 伦 兹 放 在 庞 加 菜 
的 前 面 是 必要 的 .首先 , 洛 伦 兹 更 直截了当 地 是 个 物理 学 家 ,而且 他 必 
须 有 一 个 由 具有 足够 资格 的 权威 签署 的 报告 . 庞 加 菜 正在 起 草 这 份 报 
告 . 如 果 我 能 取得 成 功 ，(……… ) 我 必定 会 成 功 地 打开 通 向 理论 之 门 , 这 
必定 符合 诺 贝 尔 的 想法 ;而 后 ,先是 庞 加 菜 ,再 有 你 将 随 之 而 来 .( 米 
塔 - 列 夫 勒 致 Painlevé,1902 年 7 月 18 日 一 一 IML) 


但 是 , 米 塔 - 列 夫 勒 不 得 不 同意 妥协 ,接受 洛 伦 兹 与 Zeeman 共享 
这 个 奖 , 后 者 却 是 个 实验 工作 者 .在 1904 年 与 1909 年 间 由 达 布 发 起 ， 
庞 加 莱 多 次 获 诺 贝尔 物理 奖 提名 .在 1910 年 , 米 塔 - IRBA 
环境 有 利 .为 了 协调 法 国 与 瑞典 两 方面 所 作 的 努力 ,他 写 信 给 阿 佩 尔 : 


ab Ostwald 在 莱比锡 工作 , 获 1909 年 诺 贝尔 化 学 奖 ,Arhenius 在 斯 德 哥 尔 摩 工作 , HE 1903 年 诺 贝 尔 
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PAV Bt ro HM ALE MR RA MRT Fae 
PARMA op Ge ES g SG, HS RAG wD FI BE HE 
有 一 份 由 达 布 写 的 建议 . 弗 雷 德 霍 姆 很 好 地 利用 了 达 布 今年 
所 提 的 建议 .最 重要 的 事 是 先 确 立 纯 理论 在 物理 中 所 起 的 突 
出 作用 ,然后 作为 结论 可 建议 将 诺 贝 尔 奖 给 予 那些 能 用 十 分 
简洁 公式 来 确定 的 发 现 .在 一 些 讨 论 之 后 ,我 们 在 庆 加 莱 关 
于 数学 物理 的 微分 方程 方面 的 发 现 里 找到 了 这 种 公式 .我 想 
我 们 按 这 一 程序 运作 定 能 够 赢得 这 次 竞赛 .( 米 塔 - 列 夫 勒 
致 阿 佩 尔 ,1909 年 11 月 28 日 一 一 IML) 


KE - 列 夫 勒 还 说 ,提名 者 必须 避免 “数学 "而 要 提 及 “ 纯 理 论 ”, 因 为 “ 像 那 
些 仅仅 是 实验 物理 学 家 的 物理 学 诺 贝 尔 委员 会 的 成 员 对 数学 有 一 种 愚蠢 的 恐 

阿 佩 尔 , 达 布 和 弗 雷 德 霍 姆 签署 了 一 份 报告 “关于 庞 加 莱 在 物理 方面 的 工 
(Sur les travaux d’ ordre physique de Poincaré)”. 在 前 言 中 ,他 们 声称 不 能 忽视 理 
论 的 进展 在 科学 前 进 中 所 起 的 非常 重要 的 作用 .他 们 强调 说 ,物理 学 家 必须 提 
出 理论 并 建立 数学 工具 : 


物理 学 要 达到 了 解 事物 隐藏 的 和 内 在 的 机 理 的 水 平 , 假 说 的 作用 
就 要 增 大 ;要 达到 这 样 的 水 平 ,物理 学 家 对 更 好 的 分 析 工 具 的 需求 也 
要 增 大 . (Report on “les travaux d’ ordre physique de M. Poincaré” 
CHS) 


由 于 他 对 许多 数学 物理 问题 做 出 了 广泛 和 正确 的 解答 , 庞 加 莱 的 提名 被 证 
明 具 有 充分 的 理由 .而 后 米 塔 - 列 夫 勒 向 整个 物理 界 的 学 者 逐个 发 出 信件 要 求 
他 们 提名 庞 加 莱 为 诺 贝 尔 奖 的 候选 人 .34 个 著名 的 物理 学 家 和 数学 家 支持 了 
这 份 赞成 庞 加 莱 的 提案 .不幸 ,实验 物理 学 家 和 Arrhenius 圈子 里 的 人 没有 被 
说 服 而 诺 贝 尔 委员 会 把 奖 授予 了 一 个 实验 物理 学 家 Van der Waals. 


在 这 次 争取 诺 贝尔 奖 的 活动 中 ,我 们 又 一 次 被 打败 了 .一 大 群 博 
物 学 家 都 投票 反对 我 们 ,他 们 对 事物 的 基本 原理 一 窍 不 通 .他 们 害怕 
数学 ,因为 对 它 的 任何 东西 他 们 连 弄 明和 白 一 点 点 的 可 能 性 都 没有 .( 米 
2 — FH kym, 1910 F 12 A 6 H—IML) 


®© (I. Crawford 1987) 但 是 , 某 些 物理 学 家 像 Rutherford 并 不 同意 庞 加 莱 的 提名 ,因为 他 们 认为 庞 加 
莱 并 不 是 真正 的 物理 学 家 . 
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档案 目录 
AS 一 一 Archives of the Académie des Sciences-Paris( France) . 
CHS Center for the History of Sciences 一 The royal Swedish Academy of Sci- 


ences—Stockholm( Sweden) . 
IML Mittag-Leffer institute—Djursholm( Sweden) . 


Can S 


法 国 在 数学 发 展 中 所 起 的 作用 ” 


1 优盘 的 传统 
NER tiie pe ee eid eh E ere ae Pes 
属于 所 有 国家 的 共同 体 ,每 个 国家 根据 各 自 的 能 力 对 此 做 出 相 KER w 
应 的 贡献 .一 个 备 受 尊敬 的 数学 家 ,如 果 对 外 国 普 日 伟大 的 头 。 年 4 月 9 日 生 王 
脑 (只 提 最 重要 的 几 位 :意大利 的 伽利略 ,英国 的 牛顿 ,瑞士 的 。“ 伊 泽 尔 的 多 洛 米 
欧 拉 ,挪威 的 阿 贝 尔 ,德国 的 莱 布 尼 效 , 高 斯 和 歼 曼 ) 不 怀 有 极 “ 约 ,1951 年 5 月 
大 的 敬意 将 是 难以 接受 的 .他 们 在 数学 的 不 同 领 域 开辟 了 新 的 6 日 在 巴黎 去 
方向 ,如 果 没 有 他 们 ,数学 将 不 会 是 今天 这 个 样子 .然而 ,我 想 BORA 
告诉 你 们 法 国 数学 家 是 对 数学 的 发 展 做 出 了 最 显著 贡献 的 一 paige 
支 力量 ,而 且 , 当 提 及 伟大 数学 家 的 数目 时 ,法 国 也 不 会 少 于 任 ATAR 
何其 他 国家 .我 很 荣幸 有 这 样 的 机 会 在 如 此 友善 的 听众 面前 、 贡献 对 20 世纪 
oop, | 在 带 给 我 如 此 多 美好 回忆 的 国度 里 谈论 这 个 特别 的 主题 poatene 
草 数学 和 其 他 科学 一 样 ,存在 着 两 类 科学 家 :第 一 类 通过 提 重大 影响 被 党 
出 新 想法 开辟 康 庄 大 道 ,这 些 想法 通常 简单 但 未 被 他 人 发 现 ; 为 “现代 微分 几 
第 二 类 则 在 第 一 类 为 了 到 达 他 们 自己 的 花园 而 清除 过 的 辽阔 何 之 父 ”. 他 的 儿 
土地 上 劳作 ,经 常 可 以 拣 到 可 口 的 果实 ,而 且 有 时 还 能 获得 巨子 陡 : 嘉 当 也 是 
大 的 收获 . 当 涉 及 任何 科学 的 发 展 ,后 者 不 仅仅 是 重要 的 那么 著名 数学 家 , 曾 
简单 ,应 该 是 不 可 或 缺 的 ;然而 ,显然 前 者 更 应 被 人 们 记 住 和 授 | RAR RAR. 
予 荣 誉 .我 今天 要 谈论 的 就 是 这 些 人 . 
O 原文 是 埃 利 . 嘉 当 于 1940 年 2 月 27 日 在 南斯拉夫 贝尔 格 莱 德 的 法 国 研究 院 作 的 演讲 
© 原 载 自 :丘成桐 , 刘 克 峰 , 季 理 真 .数学 与 生活 [M] .杭州 :浙江 大 学 出 版 社 ,2007:71-90 
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约瑟夫 . 贝 特 朗 告诉 我 们 ,国王 享 利 四 世 有 次 在 枫 丹 白露 接见 荷兰 大 使 , 因 
提起 法 国人 在 文学 领域 中 的 成 就 超过 他 们 的 外 国 对 手 而 高 兴 …“ 那 些 我 自己 也 
崇敬 的 是 数学 家 . "荷兰 人 一 一 他 培养 了 一 个 研究 几何 的 数学 家 一 一 说 ， 但 我 
注意 到 ,到 目前 为 止 , 法 国 还 没 能 产生 任何 数学 家 .”“ 你 弄 错 了 ! (Romanus se 
trompe! ) "亨利 四 世 喊 道 ， 同时 马上 转向 他 的 一 个 仆人 ,要 求 召 入 M. de la Bigot- 
tere, 他 是 法 国 第 一 位 伟大 的 数学 家 ,是 现代 代数 的 创始 人 ,真名 是 弗 朗 索 瓦 ' 韦 
达 . 韦 达 第 一 个 意识 到 ,求解 特殊 数值 方程 的 过 程 可 以 通过 对 字母 作 符号 运算 
(其 源头 可 以 追溯 到 古代 ) 得 到 简化 ;他 同时 系统 地 发 展 了 这 个 想法 ,预测 它 的 
应 用 范围 可 以 无 限 地 扩展 .16 世纪 晚期 , 当 伽利略 和 高 等 几何 学 校 使 意大利 闻 
名 于 世 之 时 , 正 是 弗 朗 索 瓦 ' 韦 达 确 保 法 国 在 创建 现代 数学 的 过 程 中 占据 了 一 
个 显著 的 位 置 .我 该 告诉 你 们 , 韦 达 和 你 们 国家 最 早 的 数学 家 之 一 一 一 盖 塔 尔 
迪 有 过 相当 长 的 接触 . 盖 塔 尔 迪 出 生 于 杜 布 罗 夫 尼克 ,他 于 1600 年 在 巴黎 出 版 
了 韦 达 最 后 一 批 著 作 中 的 一 本 . 


韦 达 -FJL 


17 世纪 的 法 国 尤其 辉煌 .在 数学 .力学 和 物理 的 历史 中 ,这 个 时 期 出 现 了 
三 位 特别 著名 的 人 物 : 笛 卡 儿 帕斯卡 和 费 马 . 

哲学 家 .数学 家 兼 物理 学 家 笛 卡 儿 常 被 视 为 人 类 思想 史上 一 个 新 纪元 的 开 
创 者 .作为 一 个 物理 学 家 ,他 在 探求 真理 时 出 现 了 一 个 瑕 竟 ; 然 而 ,他 关于 所 有 
的 物理 现象 都 可 以 表示 为 空间 和 运动 的 想法 至 今 仍 充满 着 魅力 ,因为 广义 相对 
论 的 创始 人 自己 也 相信 通过 几何 概念 可 以 解释 物理 的 可 能 性 (只 是 数学 随后 的 
发 展 使 得 爱 因 斯 坦 能 够 比 稍 卡 儿 更 好 地 实现 他 的 想法 ) .即使 我 们 不 承认 他 是 
解析 几何 的 创立 者 (1637) ,也 不 能 低估 他 在 数学 中 所 起 的 作用 .我 们 知道 ,希腊 
几何 学 家 已 经 在 他 们 的 思考 中 自由 地 使 用 数字 和 计算 ,但 数字 并 没有 完全 失掉 
其 几何 特性 , 那 是 他 们 希腊 式 的 科学 中 所 拥有 的 : 像 “square”,“cube” 既 指数 又 
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指 几何 形状 ,显然 ,现在 日 常 讲话 中 仍 有 这 种 双关 用 法 . 笛 卡 儿 最 早 系统 地 使 用 
抽象 的 数 代表 几何 形状 并 将 几何 推理 转换 成 计算 .通过 这 种 方式 ,他 创造 了 一 
种 特别 强大 的 工具 .我 们 应 当 将 这 种 主要 源 于 解析 几何 和 微分 几何 的 几何 学 的 
发 展 归功 于 他 .他 还 发 现 一 种 寻找 代数 曲线 切线 的 一 般 方法 ,由 此 丰富 了 微分 
几何 .由 于 有 了 解析 几何 ,数学 家 不 但 成 功 地 理解 了 任意 维 数 的 空间 ,而 且 知道 
怎样 在 这 样 的 空间 中 进行 几何 化 的 思考 .可 以 这 么 说 , 正 因为 解析 几何 让 数学 
家 感到 自然 ,比如 三 维 球面 ,直到 现在 物理 学 家 才 开始 用 它 来 解释 物理 现象 .所 
有 这 些 , 昌 然 遥远 ,但 毫 无 疑问 是 笛 卡 儿 思 想 和 结果 的 推论 .在 代数 学 中 ,我 们 
将 关于 符号 运算 的 规则 归功 于 他 .在 纯 几 何 中 ,我们 要 将 被 欧 拉 独 立 发 现 、 现 以 
欧 拉 的 名 字 命 名 的 一 个 定理 归功 于 他 .这 是 拓扑 学 (当时 还 没有 这 门 科学 ) 中 的 
一 个 结果 , 它 建 立 了 凸 多 面体 顶点 数 、 边 数 和 面 数 的 关系 .最 后 ,力学 中 关于 线 
动量 守恒 的 笛 卡 儿 原 理 ,直观 地 解释 了 (只 需 适 当 的 精 化 就 能 推出 ) 经 典 力学 中 
的 一 条 基本 原理 . 


帕斯卡 费 马 


巴 雷 斯 -帕斯卡 是 个 有 些 怪异 但 非 几 的 天 才 . 早 在 16 岁 , 他 就 通过 写作 《 圆 
锥 曲线 论 》( Traitesur les sections coniques ) ,显示 出 不 同 寻常 的 几何 天 赋 《圆锥 曲 
线 论 ) 通 常 研 究 平面 与 圆锥 面相 交 所 得 的 曲线 ,在 开 普 勒 的 行星 运行 规律 中 有 
着 重要 的 应 用 .帕斯卡 用 了 他 同时 代数 学 家 迪 沙 格 的 成 果 . 迪 沙 格 是 法 国 最 重 
要 的 几何 学 家 之 一 ,和 帕斯卡 一 样 ,是 射影 几何 的 先驱 .类 似 于 迪 沙 格 的 方法 ， 
以 透视 图 作为 出 发 点 ,帕斯卡 成 功 地 将 圆锥 曲线 的 所 有 性 质 化 约 为 一 个 他 叫做 
“神秘 六 卦 ”(L”hexagramme mystique) 的 性 质 , 即 圆锥 曲线 内 接 六 边 形 的 三 对 边 
交点 共 线 . 单 赁 这 个 结果 帕斯卡 就 展现 了 他 作为 著名 几何 学 家 的 创造 力 . 

帕斯卡 一 确立 射影 几何 先驱 的 地 位 ,就 开始 以 概率 论 缔造 者 的 身份 登台 . 


迪 > 格 (Desar- 
gues， Girard, 
1591—1661), 法 
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卡 瓦 利 里 (Cava- 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


当 他 的 朋友 Chevalier de Mere 向 他 询问 一 些 关于 赌博 的 问题 时 ， 帕斯卡 通过 将 
所 有 可 能 出 现 的 结果 化 约 到 最 基本 的 情形 来 作答 . 另 一 方面 , 皮 埃 尔 ' 德 ` 费 马 
用 完全 不 同 的 方法 得 到 同样 的 结论 .从 帕斯卡 和 费 马 的 信件 交往 可 以 看 出 数学 
概率 论 原理 是 怎么 发 展 起 来 的 .这 个 新 研究 领域 没有 被 帕斯卡 遗漏 .他 有 一 个 
广为人知 的 叙述 :“ 通 过 结合 确定 的 数学 方法 和 不 确定 的 几率 ,这 个 新 科学 可 确 
切 地 给 予 一 个 令 人 惊讶 的 名 字 一 一 几率 的 几何 .” 从 著名 的 打赌 证 明 ,我 们 知道 
他 的 研究 和 思维 在 多 大 程度 上 受 他 对 这 门 新 几何 兴趣 的 影响 .我 们 还 知道 这 种 
几何 是 现代 科学 发 展 不 可 或 缺 的 工具 ,其 中 整个 物理 只 是 数学 概率 论 的 章节 ， 
而 且 许 多 物理 定律 只 是 概率 的 定律 . 

前 面 提 到 过 的 费 马 是 最 伟大 的 数学 天 才 之 一 .他 30 岁 时 成 为 参议 员 且 终 
身 保留 着 这 个 位 置 .虽然 他 的 职业 不 会 带 给 他 数学 上 的 名 望 , 但 是 他 确实 为 自 
己 所 钟爱 的 事业 花费 了 许多 时 间 . 费 马 尤其 因 在 算术 和 数论 方面 的 研究 而 著 
名 .他 也 是 《趣味 问题 集 》( Problemes plaisants et delectables ) 的 作者 .关于 不 定 方程 
部 分 的 空 沿 上 ,他 写 下 许多 重要 但 未 证 明 的 定理 ,通常 认为 他 知道 它们 的 证 明 . 
其 中 最 著名 的 要 数 通 常 被 称 为 费 马 大 定理 的 那个 ,根据 这 个 定理 ,两 个 整数 的 
n 次 方 之 和 不 会 等 于 第 三 个 整数 的 n 次 方 ,其 中 n 是 任意 大 于 2 的 整数 .这 个 
定理 激发 了 大 量 的 结果 ,尽管 它们 的 作者 手头 拥有 费 马 那 时 所 不 知道 的 现代 代 
数 结果 ,但 还 是 不 能 证 明 它 或 找 出 反例 .长 久 以 来 ,大 家 一 直 认 为 ,即使 这 个 定 
理 总 体 是 错误 的 ,但 其 实 可 能 只 是 对 某 些 特殊 的 n 是 错误 的 ;然而 ,无 论 如 何 
都 不 知道 某 些 导 致 定理 不 成 立 的 n 究竟 是 有 限 的 还 是 无 限 的 . 单 凭 这 个 定理 
引发 的 研究 一 一 贯穿 在 几乎 所 有 由 数学 发 展 起 来 的 理论 一 一 费 马 影响 了 数论 
的 发 展 .他 的 同 代 人 能 立即 认 出 他 在 那个 领域 的 不 同 寻 常 的 技巧 .在 一 封 信 中 ， 
帕斯卡 写 到 他 在 数论 中 的 结果 被 费 马 的 所 超越 ,他 只 能 对 它们 充满 敬意 . 

17 世纪 上 半 叶 微 积分 得 到 极 大 的 发 展 .关于 积分 运算 ( 定 面积 体积 , 找 重 
心 ) , 卡 瓦 列 里 和 罗 贝 瓦尔 只 需 提 一 下 ,因为 费 马 自己 的 研究 走 得 相当 远 , 他 发 
现 了 经 典 积 分 过 程 . 另 一 方面 ,为 了 战胜 时 而 剧烈 的 牙痛 而 解决 轨迹 线 问题 ,由 
斯 卡 意外 地 发 现 了 求 三 角 函 数 高 次 震 积 分 的 过 程 .我 们 所 谈论 的 数学 家 的 名 字 
也 能 在 微分 运算 中 找到 ( 相 切 问题 ) .通过 他 的 “ 极 大 极 小 ”方法 , 费 马 引 进 了 无 
穷 小 数 的 概念 . 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 是 无 穷 小 运算 的 真正 缔造 者 , 埃 米 -皮卡 相 
信和 帕斯卡 关于 轨迹 线 的 工作 是 无 穷 小 积分 运算 的 开端 .最 初 , 莱 布 尼 兹 将 他 关 
于 无 穷 小 运算 的 公式 濠 草地 写 在 费 马 某 部 手稿 的 复 本 上 ,就 如 他 自己 所 说 的 ， 
OPS ARLE A TB 

为 了 完整 地 说 明 帕 斯 卡 的 贡献 ,我 们 还 得 提 及 他 在 28 岁 时 建造 的 第 一 台 
能 做 加 减法 运算 的 计算 机 器 .由 于 《 论 液体 平衡 》( Traite de 1” equilibre des 
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liqueurs ) 这 部 著作 ,帕斯卡 可 与 阿 基 米 德 同 被 誉 为 流体 静 力 学 的 缔造 者 .也 就 不 
奇怪 ,他 用 于 检测 现在 称 做 帕斯卡 原理 的 桶 ,在 立 于 皇家 港口 修道 院 墓地 的 小 
礼拜 堂 中 得 到 展览 .最 后 让 我 提 一 下 关于 大 气压 的 试验 , 据 推测 ,这 是 在 梅森 的 
影响 下 做 的 .梅森 是 一 小 群 哲学 家 、 数 学 家 和 物理 学 家 的 灵魂 ,在 1666 年 科学 
院 成 立 之 前 ,这 个 团体 代表 了 最 早 的 小 型 但 活跃 的 科学 院 . p l 

那 是 同一 个 人 能 在 哲学 .数学 和 物理 学 都 取得 成 就 的 幸运 年 代 . 哲 学 家 马 
勒 布朗 士 也 拥有 这 样 不 寻常 的 直觉 ,他 认为 色彩 与 组 成 光 的 不 同 频率 的 振动 数 
相关 . 


2 RRSORK 
统治 17 世纪 下 半 叶 和 18 世纪 初 的 数学 家 是 荷兰 的 惠 更 斯 ,英国 的 牛顿 和 
德国 的 莱 布 尼 效 .牛顿 和 莱 布 尼 效 因 发 现 系 统 化 无 穷 小 微 积分 而 闻名 ,而 惠 更 
斯 则 因 在 微分 几何 有 限 应 用 力学 ,特别 是 关于 光学 (他 最 早 提出 和 发 展 了 与 牛 
顿 的 粒子 说 相反 的 波动 理论 ) 方 面 的 工作 而 著名 .这 段 时 期 ,牛顿 证 明星 星 和 地 
球 上 的 物体 受 同 样 的 力学 定律 支配 , 即 万 有 引力 定律 . 它 解 释 了 行星 月球 .在 
星 的 运动 和 地 球 重 力 的 存在 性 潮汐 的 涨 落 等 .由 此 引发 了 一 场 空前 的 科学 革 
命 . 是 牛顿 的 天 才 创 造 了 一 门 全 新 的 科学 一 一 天 体力 学 .虽然 这 门 科学 最 早 诈 
生 于 英国 ,但 是 法 国 给 了 它 特 别 肥沃 的 土壤 以 保证 其 将 来 的 发 展 .为 此 ,只 需 回 
忆 一 下 对 这 门 科学 的 发 展 做 出 最 大 贡献 的 科学 家 的 名 字 : 克 莱 洛 IA BAD OR 、 欧 
拉 \ 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 高 斯 \ 柯 西 . 泊 松 、 勒 威 耶 、Tisserand, 最 后 特别 是 享 利 : 
庞 加 莱 . 
我 要 停 下 来 介绍 他 们 中 的 第 一 位 克 莱 洛 . 克 莱 洛 在 21 个 兄弟 姐妹 中 排行 
二 ,父亲 是 数学 老师 . 克 莱 洛 展现 了 类 似 于 帕斯卡 的 天 赋 ; 然 而 和 帕斯卡 不 一 
样 ,他 的 早期 工作 并 没有 展示 出 后 期 工作 的 巨大 意义 .他 在 13 岁 之 前 就 寄 出 了 
第 一 份 通讯 报告 ,在 16 岁 就 发 表 了 一 篇 关于 有 双 曲 率直 线 (lines with double 
curvatures) 的 文章 .在 他 18 岁 时 ,国王 破格 授 命 他 为 科学 院 力学 部 的 成 员 .我 不 
打算 笼统 地 告诉 大 家 他 的 纯 数学 研究 工作 ,特别 是 关于 解 微分 方程 的 部 分 (这 
些 对 研究 微分 方程 的 人 应 该 都 是 熟知 的 ) ,相反 是 关注 那些 使 他 闻名 于 世 的 工 
作 .牛顿 和 惠 更 斯 不 但 从 理论 上 证 明 地 球 不 是 一 个 标准 的 而 是 两 极 稍 扁 的 球 
面 , 而 且 给 出 了 度量 扁平 度 的 方法 .然而 , 当 卡 西 尼 1701 年 在 比 利 牛 斯 山 定 出 
了 巴黎 子午 线 的 弧度 ,他 们 的 结论 受到 了 质疑 .经 过 混乱 但 总 是 生动 的 辩论 ， 
1736 年 科学 院 决 定 启动 一 项 由 莫 佩 带 带 领 , 意 在 确定 拉 普 兰 子午 线 弧 度 的 探 
险 . 工 作 的 条 件 极其 艰难 ,还 因 大 雪 和 极光 更 加 恶化 ,研究 团队 ( 克 莱 洛 也 在 其 
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中 ) 得 出 的 数值 比 卡 西 尼 在 法 国 得 到 的 结果 大 得 多 ,因而 毫 无 疑问 地 证 实 了 地 
球 是 两 极 稍 扁 的 球体 .自然 的 , 莫 佩 蒂 通 过 这 次 成 功 的 探险 获得 了 荣誉 ,他 在 一 
张 肖 像 中 头顶 能 皮 帽 摆 出 一 个 用 手 按 着 地 球 仪 的 姿势 .但 是 克 莱 洛 继续 思考 地 
球 两 极 稍 扁 的 可 能 原因 , 尽 可 能 从 理论 上 确定 受 牛 顿 引力 吸引 的 流体 状 行星 可 
能 有 的 形状 .他 的 研究 结果 于 1743 年 在 《地 球形 状 理 论 》( La Theorie de la Figure 
de la Terre ) 中 出 版 , 达 朗 贝尔 称 这 本 书 是 当时 所 做 的 所 有 事情 的 经 典 叙 述 ,这 
是 天 体力 学 历史 上 值得 记忆 的 日 子 . 此 外 , 克 莱 洛 还 解释 了 月 球 的 运动 并 由 此 
发 展 了 牛顿 的 月 球 理论 .他 将 这 个 领域 中 的 结果 概括 进 《 月 球 理论 》( Theorie de 
la Lune) 一 书 并 于 1732 年 出 版 ,两 年 后 ,他 在 书 中 加 入 数据 表 ,就 像 方 丹 所 说 
的 ,使 它 可 能 弄 清 天 上 月 球 运 行 的 每 一 步 . 几 年 后 , 克 莱 洛 因 预 测 了 哈雷 圭 星 的 
下 一 次 到 来 的 日 期 而 赢得 了 大 众 的 认可 和 声誉 .他 解释 由 于 土星 引起 的 摄 动 将 
使 哈雷 艳星 滞后 大 约 100 天 ,木星 的 影响 使 滞后 再 增加 580 天 ,预计 彗星 下 一 
次 掠 过 近日 点 大 约 在 1759 年 4 月 13 日 ,但 请 注意 ,由 于 许多 其 他 不 得 不 忽略 
的 因素 ,预测 的 日 期 比 实际 日 期 晚 了 近 一 个 月 哈雷 替 星 实际 掠 过 近日 点 是 
在 1759 年 3 月 13 日 .大 约 一 个 世纪 之 后 ,法 国 天 文学 家 勒 威 耶 通过 定位 一 颗 
当时 还 不 知道 的 行星 ( 它 是 造成 天 王 星 扰动 的 主要 原因 ) 获 得 几乎 同样 的 声誉 . 


5 ARAL SANTA 

18 世纪 的 数学 受 欧 拉 和 拉 格 朗 日 统治 , 达 朗 贝尔 次 之 . 

“数学 王子 ” 莱 昂 纳 德 欧 拉 出 生 于 巴塞 尔 , 曾 经 旅居 过 圣彼得堡 和 柏林 .他 
的 天 赋 遍 及 数学 的 所 有 领域 ,他 的 工作 有 着 重大 而 持久 的 影响 .我 将 永远 记得 
在 阅读 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 时 所 经 历 的 愉悦 ,这 本 书 是 我 中 学 最 后 一 年 获奖 
所 得 的 礼物 : 它 为 我 打开 了 一 个 全 新 的 世界 ,为 我 更 好 地 理解 索 尔 邦和 高 等 师 
范 学 校 的 课程 作 了 准备 . 

达 朗 贝尔 在 许多 不 同 的 数学 分 支 中 都 留 下 了 他 的 足迹 .一 个 以 他 的 名 字 命 
名 的 著名 代数 定理 断言 有 理 方程 的 所 有 人 解 ( 包 括 重 根 复 解 ) 的 个 数 等 于 变量 的 
最 高 次 过 .虽然 达 朗 贝尔 关于 这 个 结果 的 证 明 是 错误 的 ,但 欧 拉 基于 完全 不 同 
的 方法 的 证 明 也 并 非 毫 无 瑕 病 . 著 名 数学 家 高 斯 登 上 舞台 后 ,给 出 了 第 一 个 正 
确 的 证 明 , 后 来 柯 西 的 出 现 则 给 这 个 定理 带 来 一 个 既 正确 又 非常 简单 的 证 明 . 
在 分 析 中 我 将 只 提 及 改 振动 偏 微分 方程 的 第 一 个 正确 的 表述 , 它 是 来 自 达 朗 贝 
尔 的 .最 后 ,非常 值得 一 提 的 是 ,在 力学 中 达 朗 贝尔 提出 的 一 个 原理 (现在 称 做 
达 朗 贝尔 原理 ) 为 拉 格 庆 日 的 分 析 力 学 铺 平 了 道路 . 
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达 朗 贝尔 拉 格 朗 日 


拉 格 朗 日 出 生 于 都 灵 的 一 个 法 国家 庭 ,虽然 他 像 欧 拉 一 样 , 在 柏林 住 了 一 
些 年 ,但 他 于 1787 年 在 巴黎 永久 定居 ,使 法 国人 民 将 他 视 为 自己 最 著名 的 人 
物 . 拉 格 朗 日 是 那 种 在 任何 时 代 都 真正 重要 的 数学 家 之 一 .他 的 工作 遍及 数学 
的 任何 领域 :在 数论 中 ,他 证 明了 费 马 大 定理 在 窜 次 为 4 的 情形 成 立 ;在 代数 
中 ,通过 发 展 解 多 项 式 方程 的 有 限 递 降 法 ,即将 多 项 式 化 约 为 一 个 次 数 更 低 的 
多 项 式 ,他 为 阿 贝 尔 ,高 斯 , 伽 罗 华 扫 清 了 道路 ;另外 ,他 还 证 明了 五 次 多 项 式 方 
程 不 能 以 求解 三 次 .四 次 多 项 式 方程 的 方法 求解 ;在 分 析 中 ,他 给 出 了 求解 一 阶 
偏 微 分 方程 的 方法 ,同时 提出 奇异 解 的 概念 ;在 函数 论 中 ,他 尝试 了 为 无 穷 小 运 
算 建 立 一 个 严格 的 基础 ,但 不 是 很 成 功 ,这 个 领域 的 基本 原理 还 未 像 所 期 望 的 
那样 确切 地 发 展 ,但 其 推论 却 被 认为 是 正确 的 .然而 ,尽管 没有 完全 成 功 ,他 的 
不 考虑 其 几何 或 力学 意义 ,以 抽象 的 方式 思考 函数 的 方法 ,在 现代 函数 论 发 展 
中 仍 有 巨大 的 影响 . 拉 格 朗 日 归纳 的 天 赋 在 他 关于 变 分 法 的 工作 中 显露 无 遗 . 

变 分 法 是 18 世纪 通过 来 自 瑞士 的 两 位 数学 家 伯 努 利和 欧 拉 的 工作 发 展 起 
来 的 . 它 的 根源 来 自 几何 和 力学 中 的 一 些 问 题 ,最 简单 的 一 个 是 求 过 同一 张 曲 
面 上 两 点 的 最 短路 径 . 这 里 ,未 知 的 量 不 是 一 个 数 ,而 是 更 复杂 的 一 条 由 无 限 
个 点 组 成 的 线 . 莫 佩 蒂 通 过 他 的 最 小 作用 原理 ,将 求解 给 定 力 场 中 粒子 的 运行 
轨迹 的 问题 化 约 成 极 大 极 小 问题 ,他 给 了 这 种 类 型 的 运算 特殊 的 重要 性 .但 不 
该 忘记 的 是 , 费 马 那 时 已 经 将 光学 定律 化 约 成 相似 的 原理 ,根据 这 项 原理 ,光线 
所 选择 的 运行 路 径 在 时 间 上 是 最 短 的 .通过 在 一 未 知 的 路 径 上 作 无 穷 小 变 分 且 
给 出 这 个 变 分 的 具体 计算 方法 , 拉 格 朗 日 将 一 个 一 般 的 方法 发 展 为 理论 ,因为 
解决 其 中 每 一 问题 都 需要 一 个 特殊 的 程序 . 

我 将 略 过 拉 格 朗 日 在 天 体力 学 中 的 工作 ,而 花 更 多 时 间 介 绍 他 最 重要 的 著 
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作 《 分 析 力 学 》( Mecanique Analytique ) (1788) . 伽利略 、 和 贡 卡 儿 、 惠 更 斯 、 莱 布 尼 
兹 .牛顿 和 达 朗 贝尔 逐渐 发 展 了 现代 力学 的 主要 原理 .但 是 确定 一 个 受 给 定 力 
支配 的 系统 的 运动 轨迹 ,通常 因 考虑 到 不 同 力 之 间 的 未 知 关系 而 变 得 很 复杂 . 
在 无 摩擦 的 情形 下 , 拉 格 朗 日 以 其 机 灵 的 直觉 完全 克服 了 困难 ,给 出 一 个 确定 
所 求解 问题 的 运动 轨迹 方程 的 一 般 程 序 .为 此 ,只 需 确 定 那 个 系统 的 主动 力 和 
系统 在 无 穷 小 位 移 下 该 力 所 做 的 功 .除了 应 用 价值 ,这 项 奇妙 的 创造 还 有 其 显 
著 的 哲学 意义 ,因为 从 力学 特性 的 观点 看 , 它 完 全 阐明 了 质点 系统 的 所 有 要 义 . 
在 这 个 意义 上 , 拉 格 朗 日 的 天 才 可 与 解析 几何 创立 者 笛 卡 儿 相 媲美 . 

分 析 力 学 中 所 谓 的 拉 格 朗 日 方程 为 物理 理论 的 各 种 力学 解释 提供 了 一 个 
解析 模型 .从 这 个 观点 来 看 这 项 工作 具有 重大 的 哲学 意义 ;然而 ,尽管 这 是 19 
世纪 最 重要 的 工作 ,但 它 给 人 一 种 任何 东西 都 可 以 由 力学 原理 来 解释 的 印象 ， 
和 笛 卡 儿 的 任何 东西 都 可 以 由 几何 语言 来 解释 的 信念 一 样 的 错误 ,这 也 就 是 现 
在 它 已 被 完全 抛弃 的 原因 .但 是 ,这 仍 说 明了 数学 可 以 给 物理 学 家 提供 他 们 实 
现 理 论 所 需要 的 工具 . 

有 些 非 凡 的 科学 家 认为 ,制造 为 无 限 序 列 现象 提供 洞 见 的 结构 ( 像 拉 格 朗 
日 所 创造 的 结构 ) 将 会 带 来 危险 ;他 们 害怕 这 种 结构 可 能 引起 人 们 脱离 现实 . 比 
如 ,伟大 的 几何 学 家 绢 赛 列 , 因 在 力学 中 的 工作 而 闻名 .为 避免 使 用 拉 格 朗 日 方 
法 ,相反 ,他 倾向 于 一 步 一 步 地 ,根据 各 种 力 之 间 相 互 作用 和 影响 的 所 有 细节 ， 
去 分 析 它 们 的 实际 机 理 .同样 类 型 的 怀疑 主义 使 得 彭 赛 列 拒绝 使 用 解析 几何 ， 
为 此 ,他 不 得 不 使 用 经 典 几 何 原理 去 直接 检查 各 种 几何 图 形 之 间 的 关系 .在 接 
受 最 新 的 成 果 方 面 ,的 确 有 两 类 不 同 的 头脑 ,两 者 对 科学 的 发 展 同样 重要 ,他 们 
也 并 存 于 法 国 数学 家 中 . 


4 法国 在 数 芝 中 的 优越 性 

法 国 在 数学 中 的 优越 性 早 在 18 世纪 末期 就 已 显现 ,在 法 国 大 革命 期 间 和 
19 世纪 初 已 变 得 非常 清楚 .这 时 期 的 伟大 人 物 包 括 蒙 日 . 拉 普 拉 斯 和 勒 让 德 . 

拉 普 拉 斯 因 在 天 体力 学 中 的 研究 而 闻名 ,其 研究 概括 在 他 迷人 的 论文 “ 宇 
FH AGC PAW” ( Exposition du Sysetme du Monde ) 中 .他 阐明 了 下 述 奇 特 的 观点 : 
几乎 所 有 天 体现 象 其 至 最 精致 的 细节 都 隶属 于 科学 决定 论 , 据 此 ,为 了 能 够 确 
定 某 一 时 刻 宇 宙 质 点 的 位 置 和 速度 ,只 需 知 道 它 在 其 他 任何 时 刻 的 位 置 和 速 
FE , 除 此 之 外 ,假定 我 们 还 知道 是 什么 原理 控制 着 这 些 质点 所 受 的 力 一 一 以 牛 
顿 的 万 有 引力 为 模型 .数学 物理 的 发 展 很 长 一 段 时 间 都 受制 于 这 个 观点 ,直到 
最 近 ,电磁 学 和 原子 物理 才 得 以 证 明 它 是 错误 的 ,但 这 个 结论 仍旧 对 科学 发 展 
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有 很 大 的 影响 《概率 的 解析 理论 》( Theorie Analytique des Probabilities ) (1812) 4 
拉 普 拉 斯 又 一 篇 非常 重要 的 论文 ;这 部 著作 中 最 重要 的 部 分 是 处 理 概 率 的 观念 
在 最 小 方 根 理论 中 的 应 用 ,其 概率 已 由 勒 让 德 提出 .在 研究 椭圆 体 的 弯曲 中 , 拉 
普 拉 斯 引进 球面 函数 ,通过 这 种 方式 我 们 可 以 表达 任 一 定义 在 球面 上 的 函数 . 
我 们 不 该 忘记 为 牛顿 势 函数 所 满足 的 拉 普 拉 斯 的 著名 方程 ,这 个 方程 在 分 析 、 
几何 力学 和 物理 的 许多 问题 中 都 有 不 同 寻常 的 重要 性 . 

勒 让 德 继 欧 拉 之 后 为 数论 的 复兴 作出 了 重要 贡献 .虽然 欧 拉 第 一 个 发 表 了 
算术 中 的 二 次 互 反 律 ,但 勒 让 德 作 了 清晰 解释 并 部 分 地 证 明了 它 ; 因 此 这 项 定 
律 以 勒 让 德 命 名 .高 斯 是 发 现 同一 定律 的 第 三 位 数学 家 ,也 是 第 一 位 构造 正确 、 
证 明 完 备 的 数学 家 . 勒 让 德 多 年 的 重要 工作 ,两 卷 本 的 小 册子 4 关于 椭圆 积分 》 
( Sur les Integrales Elliptique ) ,于 1825 和 1826 年 出 版 . 书 中 他 做 了 关于 四 次 多 项 
式 平方 根 积 分 的 完全 研究 ,发 展 了 表达 它们 的 不 同形 式 . 这 项 工作 使 勒 让 德 成 
为 非 几 的 椭圆 函数 论 的 缔造 者 ,同时 也 让 雅 可 比 和 阿 贝 尔 享有 创立 者 的 荣誉 . 
最 后 ,让 我 们 提 一 下 他 的 《几何 基础 》( Lements Geometrie) (1794) ,一 部 发 行 过 许 
多 版 的 著作 迅速 取代 了 欧 几 里 得 的 理论 ;在 非 欧 几何 的 历史 中 ,这 部 著作 有 着 
绝对 的 重要 性 . 


勒 让 德 蒙 日 


蒙 日 是 法 国 最 好 的 几何 学 家 之 一 .首先 ,通过 创建 现代 射影 几何 ,他 加 入 到 
发 展 透 视 的 悠久 历史 中 去 .透视 的 原理 已 为 意大利 文艺 复兴 时 期 的 画家 们 所 
知 , 迪 沙 格 和 帕斯卡 用 它 来 研究 圆锥 曲线 ,随后 法 国 几何 学 家 de la Hire(1640 一 
1718) 将 它 推广 到 圆 的 极点 和 极 线 理论 (the theory of poles and polars of a circle). 
勒 让 德 将 射影 几何 系统 化 ,通过 非 平 坦 曲面 上 的 构造 丰富 了 它 .其 次 , 蒙 日 的 论 
文 “分 析 在 几何 上 的 应 用 ”( Applieations de lL’ Analyse á la Geometrie ) 极 大 地 促进 了 
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微分 几何 的 发 展 , 这 个 领域 由 于 欧 拉 和 梅 斯 尼 埃 关于 曲面 性 质 的 工作 而 从 笛 卡 
儿 的 解析 几何 中 分 离 出 来 ;感谢 蒙 日 给 了 我 们 曲率 度量 的 概念 和 它 在 体积 测定 
中 的 应 用 ;这 是 他 的 想法 :将 一 族 数量 非常 大 的 曲面 看 做 是 单个 偏 微分 方程 的 
解 的 集合 .他 能 够 对 极 小 曲面 方程 进行 积分 , 极 小 曲面 已 经 是 且 仍 然 是 一 个 重 
要 的 研究 课题 ,最早 在 普 拉 托 实验 中 得 到 . 蒙 日 在 高 等 师范 学 校 (这 所 学 校 作为 
女 修道 院 于 1795 年 创建 ) 讲 课时 教授 了 他 的 理论 ,也 在 综合 工科 学 校 ( 拉 格 朗 
日 和 拉 普 拉 斯 也 在 那 讲课 ) 任 教授 .我 很 高 兴 有 机 会 提 到 迪 潘 ,因为 他 是 和 蒙 日 
合作 过 的 许多 学 生 之 一 ; 迪 潘 因 他 的 工作 一 一 《几何 的 发 展 ? 而 出 名 ,其 中 在 曲 
面 上 一 点 处 引进 了 公 轿 相 切 和 指标 的 概念 ;同样 , 迪 潘 可 被 视 为 几何 新 分 支 的 
创造 者 . 


5 开创 新 方向 

18 世纪 上 半 叶 法 国 最 知名 的 数学 家 有 健 里 叶 、 柯 西 . 彭 赛 列 和 件 罗 华 . 虽 
然 各 自 的 差别 相当 大 ,但 他 们 都 为 科学 开创 了 新 方向 . 

传 里 叶 是 数学 物理 方面 公认 的 黄 基 人 ,我 将 略 去 他 在 代数 方面 的 重要 结果 
而 直接 给 你 们 谈 《 热 的 数学 理论 》( Theorie Mathematique de la Chaleur ) ,这 部 著作 
直到 1822 年 才 发 表 , 但 主要 思想 至 少 在 1807 年 就 已 经 形成 了 .伴随 着 这 部 著 
VE , 傅 里 叶 开 辟 了 数学 分 析 中 的 一 个 新 领域 “不 为 古代 几何 学 家 所 知 ,首次 被 
笛 卡 儿 用 来 描述 曲线 和 曲面 ,， 傅 里 时 说 “解析 方程 决 不 会 限制 在 研究 这 些 普 
遍 现象 ,既然 数学 分 析 确 定 最 多 样 的 关系 ,度量 时 间 、 空 间 、 力 和 温度 ,可 以 很 肯 
定 地 说 , 它 和 自然 界 一 样 的 广阔 和 丰富 .在 确证 宇宙 的 同一 性 ,简单 性 稳定 性 
中 , 它 总 是 沿 着 相同 的 路 径 并 给 出 相同 的 解释 . "不 该 忘记 的 是 ,对 傅 里 叶 来 说 ， 
所 有 数学 发 现 最 丰富 的 源泉 是 大 自然 本 身 . 举 例 来 说 , 热 的 数学 理论 对 纯 数 学 
的 发 展 有 着 显著 的 影响 ,我 们 可 以 说 傅 里 叶 的 观点 是 正确 的 .为 了 统一 经 常 碰 
到 的 偏 微分 方程 , 傅 里 叶 创 立 了 三 角 级 数理 论 .三角 级 数论 引发 了 数量 惊人 的 
论文 , 旨 在 尝试 为 这 个 理论 建立 严格 的 数学 基础 同时 完善 和 发 展 它 . 需 要 解决 
的 基本 问题 是 确定 什么 样 的 函数 能 够 表示 成 傅 里 叶 级 数 的 形式 .因为 即使 许多 
侍 里 叶 自 己 的 例子 就 很 奇特 , 没 多 久 数学 家 就 感到 真正 迷惑 了 一 一 一 种 类 似 于 
音乐 家 的 迷惑 ,他 们 因 发 现 ,通过 组 合 有 限 或 无 限 多 纯粹 声音 和 它们 的 各 种 和 
谐音 ,能 创造 出 任何 不 连续 的 声音 序列 而 感到 疑惑 .这 些 不 同 寻 常 的 结果 将 人 迫 
使 数学 家 不 得 不 再 一 次 检查 和 提炼 函数 的 概念 ,同时 ,一 点 一 点 地 开始 思考 他 
们 自己 的 科学 的 基础 问题 .这 些 工作 带 来 一 些 不 可 思议 的 后 果 , 虽 然 其 中 的 内 
容 还 未 完全 显现 . 群 论 一 一 一 个 经 常 令 数 学 家 拌 败 , 引 发 许多 铠 怕 仍 然 没 解决 
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的 悖 论 的 领域 一 是 最 终 从 这 些 努力 中 发 展 起 来 的 数学 分 支 之 一 ; 另 一 个 源 自 
同样 努力 的 分 支 是 单 实 变 函 数论 ,由 19 世纪 末 20 世纪 初 法 国 数学 家 开创 . 
奥古斯丁 - 柯 西 ,一 位 异常 多 产 的 理论 家 ,在 数学 的 数论 .几何 .分 析 和 天 体 
力学 等 领域 都 取得 了 成 功 .不 同 于 欧 拉 ,他 先 要 弄 清楚 级 数 是 否 有 意义 , 即 级 数 
是 否 收敛 ,然后 才 去 探究 级 数 本 身 . 可 以 说 , 通过 这 种 方式 ,他 开辟 了 精确 性 的 
时 代 . 柯 西 发 现 了 怎样 去 确定 变量 的 值 以 使 级 数 收敛 的 一 般 规律 (之 后 被 阿达 
玛 独 立 发 现 ) . 复 变 函 数理 论 的 创立 是 柯 西 另 一 项 伟大 成 就 之 一 .因为 三 个 世纪 
以 来 ,虚数 在 数学 界 声名 狼藉 .它们 最 早出 现在 所 有 根 都 是 实数 的 相悖 情形 时 阿尔 网 (Asand， 
的 三 次 方程 的 求 根 公式 中 ,由 意大利 代数 学 家 发 现 .然而 ,一 旦 研究 者 熟悉 这 些 Tean Robert, 
新 的 量 ,学 会 如 何 使 用 它们 ,那么 就 很 容易 得 到 关于 实数 的 重要 结果 ,而 且 有 些 1768-1822), 器 
结果 用 任何 其 他 方法 都 无 法 得 到 .在 接近 18 世纪 尾声 ,瑞士 数学 家 阿尔 网 通过 ” 土 数 学 家 . 
发 现 虚数 的 重要 意义 一 一 为 表达 既 包 含 长 度 又 包含 方向 的 平面 向 量 提供 可 能 
性 ,从 而 解释 了 虚数 的 秘密 . 当 柯 西 开 始 用 一 个 复数 取代 两 个 实 坐标 来 表示 平 
面 中 的 点 时 ,他 得 到 了 复 变 函 数 的 想法 , 复 变 函 数 将 平面 中 的 一 点 映射 到 平面 
中 的 另 一 点 .通过 这 种 方式 柯 西 创造 了 一 个 全 新 的 世界 .这 个 世界 中 的 元 素 被 
完美 地 组 织 在 一 起 :就 像 Cuvier(1769 一 1832 ,法 国 自然 学 家 ) 能 从 史前 动物 的 一 
块 骨骼 建构 动物 本 身 一 样 , 数 学 家 只 要 获知 柯 西 函 数 在 任意 弧 线 上 的 值 ,不 论 
弧 线 多 么 短 ,就 能 将 函数 重新 建构 出 来 .这 个 世界 的 完美 秩序 ,非凡 无 比 的 和 
谐 ,特别 是 在 数论 中 ,得 出 一 系列 决定 函数 性 质 的 定理 及 它们 的 许多 应 用 ,都 给 
人 留 下 无 比 深刻 的 印象 . 
柯 西 为 更 多 的 发 现 创造 了 合适 的 土壤 , 胜 过 他 所 参与 的 研究 ,衡量 他 贡献 
的 指标 是 关于 单 复 变 函数 论 的 一 系列 成 果 的 数量 .这 系列 中 的 一 个 定理 ,因为 
简洁 而 漂亮 ,几乎 足以 使 刘 维 尔 的 名 字 流芳 百世 .这 个 主题 的 另 一 个 定理 ,以 埃 
米 .皮卡 命名 ,打开 了 那 时 还 潜在 的 宏大 视野 ,创造 了 一 系列 至 今 还 长 盛 不 衰 的 
文章 . 
用 一 种 不 同 于 柯 西 的 思路 ,德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 也 发 展 了 一 套 单 复 变 
函数 理论 .很 长 一 段 时 间 以 来 ,大 家 都 认为 他 们 各 自 的 观点 是 不 相关 的 ,但 是 埃 
米 : 波 菜 尔 在 他 一 个 最 迷人 的 结果 中 证 明 这 是 不 对 的 , 柯 西 的 观点 更 深刻 地 洞 
穿 到 问题 的 本 质 . 波 莱 尔 的 确 除去 平面 上 一 部 分 ,如 此 一 来 以 至 平面 上 任何 小 
的 圆 都 不 能 保持 完整 ,而 在 剩余 的 部 分 的 内 部 他 能 构造 一 个 函数 ,虽然 满足 所 
有 柯 西 的 要 求 , 但 是 不 满足 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 定义 .这 样 的 单 复 变 函数 的 存在 性 
是 以 平面 一 个 完整 部 分 的 存在 性 为 条 件 的 .通过 他 关于 函数 论 的 著名 文集 一 一 
这 部 文集 现在 和 过 去 的 贡献 中 包括 各 个 国家 的 数学 家 一 一 波 莱 尔 自己 对 单 复 
变 函 数论 做 出 了 许多 贡献 ， 
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柯 西 LES 


PE BEA 2 FEU TTBE A TAEL TAR . SE BA Hy a JL AT 9 9, 
者 .该 领域 的 主题 是 研究 物体 在 投影 变换 下 保持 不 变 的 性 质 .他 发 现 了 既 新 颖 
又 很 实用 的 互 反 极 变换 ,这 个 变换 使 得 在 满足 下 述 奇特 条 件 下 可 以 将 一 个 平面 
图 形变 换 成 另 一 个 :新 图 形 的 边 对 应 于 原来 图 形 的 顶点 , 反 过 来 也 成 立 . 经 党 
地 ,这 种 类 型 的 变换 可 将 某 图 形 所 需 探 索性 质 化 约 到 另 一 个 更 易 探 索性 质 的 图 
形 上 . 稍 晚 些 , 热 尔 岗 用 它 来 推导 射影 几何 中 非常 重要 的 对 偶 原 理 .最 后 , 彭 赛 
列 发 现 了 连续 原理 ,根据 连续 原理 ,如 果 一 个 图 形 有 某 种 特性 ,假如 考虑 到 不 同 
元 素 之 间 的 比例 ,即使 在 形变 之 下 它 仍 将 保持 这 种 特性 .通过 许多 简单 的 例子 ， 
柯 西 证 明 , 彭 赛 列 所 阐述 的 这 个 原理 是 错误 的 ;然而 ,如 果 以 一 种 稍微 不 同 的 、 
更 精确 的 方式 来 表述 ,这 个 原理 事实 上 是 正确 的 .因为 很 有 帮助 ,这 个 原理 经 常 
被 使 用 .在 几何 中 , 芯 赛 列 的 影响 是 非凡 的 :在 德国 , 施 泰 纳 和 施 陶 特 将 他 们 的 
工作 归 因 于 彭 赛 列 ;在 法 国 , 沙 勒 ( 索 尔 邦 高 等 几何 学 部 第 一 位 成 员 ) 是 现代 纯 
粹 几何 的 杰出 代表 .对 于 沙 勒 ,我 们 感谢 他 的 重要 的 历史 纪念 性 著作 《几何 发 展 
的 历史 概述 》(L” Apercu historique sur le Develop pement de la Geometrie ) ,这 本 书 为 
我 们 改正 了 不 少 错误 观念 . 

在 我 们 结束 彭 赛 列 的 讨论 之 前 ,我 注意 到 他 在 发 展 应 用 力学 方面 扮演 了 重 
要 的 角色 ,这 门 课 他 教 了 很 长 时 间 , 先 在 梅 斯 (Metz) ,后 在 索 尔 邦 . 

伽 罗 华 是 科学 历史 上 最 不 寻常 的 人 物 之 一 .两 次 在 高 等 工科 学 校 人 学 考试 
失败 后 ,1831 年 他 被 师范 学 校 录取 ,但 一 年 后 就 离开 了 .积极 参与 政治 使 他 坐 
了 几 个 月 的 牢 ; 还 未 满 21 周岁 ,他 便 在 一 次 由 无 意义 的 争吵 所 引发 的 决斗 中 死 
去 .他 曾 将 自己 关于 方程 理论 的 数学 发 现 发 布 在 科学 院 的 两 份 不 同 的 通讯 报告 
上 ,但 后 来 两 者 都 丢失 了 ;幸运 的 是 ,他 也 将 它们 以 小 论文 的 形式 发 表 在 1830 
年 的 Bulletin de Ferussac 上 ,还 在 去 世 前 不 久 的 一 封 信 中 和 他 的 好 友 谈 论 过 它们 r 
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在 他 的 论文 中 发 现 的 一 些 其 他 结果 ,于 1846 年 发 表 在 刘 维 尔 主 编 的 杂志 上 . 

他 的 工作 的 意义 可 以 很 快 地 做 出 解释 .16 世纪 意大利 代数 学 家 塔 尔 塔 利 
亚 .卡尔 达 诺 和 费 拉 里 用 二 次 方 根 和 三 次 方 根 解 三 次 四 次 方程 ;然而 ,用 同样 的 
方式 解 更 高 次 方程 的 根 的 努力 都 是 徒劳 的 .通过 有 些 类 型 的 方程 的 确 能 以 同样 
的 方式 求解 , 拉 格 朗 日 、 阿 贝尔 和 高 斯 都 对 这 个 问题 做 出 了 伟大 的 贡献 . 1826 
年 , 阿 贝尔 首先 表明 ,一 般 五 次 方程 不 能 用 根 式 求解 .通过 这 种 方式 ,就 变 得 很 
清楚 ,自从 16 世纪 以 来 数学 家 就 在 努力 解决 的 问题 并 没有 得 到 正确 的 表述 . 解 
决 这 个 问题 的 荣誉 属于 伽 罗 华 ,他 证 明 每 一 个 方程 都 决定 一 定数 目的 根 的 置 
换 ,这 些 置换 组 成 一 个 所 谓 的 群 ;虽然 作用 于 根 , 但 这 些 置换 不 会 破坏 它们 之 间 
的 有 理 相 互 作用 (“有 理 相互 作用 ”这 个 概念 需 作 附加 解释 ) .这 个 群 的 特征 决定 
了 方程 的 基本 性 质 ,不 论 是 否 可 能 找到 根 ; 在 一 般 情况 下 ,也 决定 了 辅助 方程 的 
特征 ,而 求解 它 将 会 使 原 方程 得 到 解决 .从 他 自己 的 观点 出 发 , 伽 罗 华 轻而易举 
地 得 到 他 的 前 辈 们 的 结果 , 且 成 功 地 将 它们 整合 到 他 自己 的 理论 中 去 . 

置换 群 理 论 , 即 一 定数 目 对 象 的 置换 所 组 成 的 群 ,由 柯 西 创立 ,通过 伽 罗 华 
的 工作 才 展 示 了 它 的 全 部 价值 . 伽 罗 华 完善 了 它 的 重要 方面 ,解释 了 普通 群 的 
基本 意义 .更 进一步 ,他 通过 引进 新 的 虚数 ( 伽 罗 华 虚数 ) 丰 富 了 数论 ,每 一 个 虚 
数 都 联系 到 一 个 素数 的 次 寡 ; 伽 罗 华 的 名 字 不 仅 在 方程 理论 里 会 经 常 碰 到 ,而 
且 在 现代 代数 中 也 是 如 此 .他 寄 给 朋友 Chevalier 的 信件 使 我 们 清楚 他 在 分 析 中 
有 着 他 在 代数 中 同样 多 的 重要 成 果 , 且 他 在 阿 贝尔 积分 方面 的 工作 比 著 名 德国 
数学 家 黎 曼 在 同一 方面 的 工作 要 早 25 年 .虽然 伽 罗 华 的 早 逝 使 科学 界 蒙受 巨 
大 损失 而 使 我 感到 悲伤 ,但 我 还 是 得 说 ,就 像 埃 米 .皮卡 曾经 提 过 的 “ 当 遭 遇 如 
此 短暂 而 动荡 的 一 生 ,我 们 对 这 颗 在 科学 中 留 下 如 此 深刻 足迹 的 非凡 头脑 更 加 
充满 敬意 ”. : 

因为 伽 罗 华 理论 才 使 我 们 能 够 解释 ,允许 虚数 出 现在 有 实 根 的 三 次 方程 求 
根 公式 中 的 奇迹 ;事实 上 ,我 们 可 以 证 明 ,如 果 一 个 方程 的 根 都 是 实数 , 且 方 程 
能 用 根 式 求 解 , 那 它 的 解 中 只 含有 二 次 方 根 .用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 表明 一 些 
古老 的 问题 一 一 比如 倍 方 问题 和 三 等 分 角 问 题 一 一 不 能 由 尺 规 作 图 的 方法 得 
到 . 若 尔 当 以 他 重要 的 著作 《替换 论 》( Traite des Substitutions ) 为 伽 罗 华 立 了 一 座 
纪念 碑 . 

因为 既 简 单 又 深刻 , 伽 罗 华 的 主要 思想 在 代数 方程 之 外 的 其 他 地 方 也 得 到 
了 应 用 .比如 , 埃 米 : 皮 卡 和 韦 西 奥 认 为 它 在 线性 方程 的 积分 中 非常 重要 .值得 
一 提 的 是 , 德 拉 什 和 韦 西 奥 尝 试 将 伽 罗 华 理论 推广 到 最 一 般 的 微分 方程 ,但 是 
遇 到 了 困难 ,只 有 改变 原先 的 理论 或 者 至 少 要 牺牲 它 一 部 分 惊人 的 简洁 性 才能 
克服 其 中 的 困难 . 

伽 罗 华 之 后 科学 的 发 展 表明 群 论 在 数学 和 物理 各 种 不 同 分 支 中 的 重要 性 
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丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


在 不 断 地 增长 .挪威 数学 家 索 弗 斯 ' 李 ,变换 群 理论 的 创始 人 ,将 它们 引进 几何 
和 分 析 中 ,作为 伽 罗 华 的 一 个 崇拜 者 ,他 将 关于 变换 群 的 纪念 著作 于 1889 年 献 
给 高 等 师范 学 校 .事实 上 ,关于 伽 罗 华 理论 的 发 展 . 精 炼 、 推 广 和 寻找 新 应 用 的 
最 重要 成 果 都 在 法 国产 生 . 庞 加 莱 宣 称 群 的 观念 已 经 存在 于 几何 的 精神 中 ;如 
果 两 个 几何 图 形 中 任 一 个 都 与 第 三 个 相互 等 价 则 称 它们 等 价 , 这 个 公理 事实 上 
等 价 于 存在 一 个 规范 几何 的 群 ,更 准确 地 说 ,经 过 一 系列 过 程 一 个 图 形 就 可 以 
转变 成 它 的 等 价 图 形 . 群 论 能 给 我 们 用 以 表达 “等 价 图 形 " 的 所 有 具体 、 相 关 的 
含意 ,这 有 着 不 寻常 的 重要 性 ;就 像 德 国 伟 大 数学 家 菲 利 克 斯 ` 克 莱 因 1872 年 
所 提出 的 ,这 确实 表明 存在 无 限 多 的 几何 ,每 种 几何 都 由 一 个 群 规范 ,同时 ,每 
一 种 几何 都 可 以 独立 地 考察 研究 ,不 必 求 助 于 初等 几何 .这 个 框架 包含 了 射影 
几何 ,其 中 两 个 图 形 被 认为 是 等 价 的 ,如 果 其 中 一 个 可 以 通过 一 系列 的 射影 变 
换 得 到 另 一 个 . 


6 AME ORO 

A? Fe ett A 100 年 了 .在 这 期 间 数 学 得 到 了 极 大 的 发 展 ,大 量 的 论文 
BRS ,但 不 得 不 说 ,有 些 文章 在 图 书馆 中 占据 着 不 该 有 的 位 置 . 有 些 理论 ,在 
伽 罗 华 的 时 代 就 发 现 , 之 后 得 到 深刻 的 探究 ,它们 中 有 些 还 渗透 到 其 他 数学 领 
域 中 .总 而 言 之 ,数学 像 其 他 科学 一 样 ,永远 在 变化 , 极 富 戏剧 性 ,因此 ,要 对 数 
学 的 现状 有 真正 的 洞察 ,无 论 对 谁 而 言 ,都 变 得 很 困难 . 越 来 越 少 的 头脑 能 够 既 
在 纯 数学 又 在 应 用 数学 中 做 出 重大 发 现 .出 现 像 法 国 的 安培 这 样 既是 物理 学 家 
又 是 著名 数学 家 的 天 才 是 很 罕见 的 .在 物理 学 中 ,他 创立 了 电动 力学 ;在 数学 
中 ,他 和 蒙 日 分 享 了 创造 二 阶 偏 微 分 方程 理论 的 荣誉 .法 国 的 拉 梅 是 分 析 学 家 、 
几何 学 家 和 弹性 理论 的 葛 基 人 ;而 法 国 的 泊 松 因 分 析 学 和 数学 物理 方面 的 工作 
而 著名 . 弗 雷 内 尔 ,物理 光学 的 创造 者 一 一 他 的 工作 最 终 , 至 少 直到 量子 物理 出 
现 , 保 证 光 的 模 理论 的 胜利 一 一 可 同时 看 做 是 数学 家 . 

与 其 给 你 们 一 列 元 长 乏味 的 名 单 ,还 不 如 让 我 们 把 注意 力 投 向 几 位 法 国 当 
代 最 伟大 的 数学 家 ,他 们 是 我 的 老师 .有 机 会 表达 对 他 们 的 敬意 我 感到 很 荣幸 . 

查尔斯 ' 埃 尔 米 特 在 进入 高 等 工科 学 校 不 久 ,就 给 著名 教授 雅 可 比 写 信 , 同 
时 寄 给 他 一 篇 关于 分 类 阿 贝 尔 超越 函数 的 论文 ,这 些 函数 和 最 一 般 代 数 微分 的 
积分 相关 . 雅 可 比 和 阿 贝尔 一 起 是 椭圆 函数 论 的 创立 者 .他 曾经 在 类 似 的 情况 
下 ,得 到 勤 让 德 的 友好 回复 ,对 年 轻 的 埃 尔 米 特 了 不 起 的 工作 表示 了 祝贺 .这 是 
两 位 伟大 数学 家 之 间 有 规律 的 通信 的 开端 . 埃 尔 米 特 在 24 岁 时 寄 给 雅 可 比 关 
于 高 等 代数 的 发 现 , 最 终 确 保 他 跻身 于 最 著名 几何 学 家 之 列 . 建 立 在 最 著名 的 
高 斯 的 结果 之 上 , 他 自信 地 发 展 最 一 般 形 式 下 的 形状 的 代数 理论 Algebraic 
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Theory of Shapes) , 且 在 以 非 连续 为 特征 的 数论 中 引进 连续 变量 .他 引进 带 不 定 
共 力 项 的 二 次 型 (现在 叫做 埃 尔 米 特 型 ) ,这 就 是 为 什么 他 的 名 字 在 量子 物理 著 
作 中 经 常 碰 到 的 原因 .1873 年 , 埃 尔 米 特 因 发 现 e 的 超越 性 而 闻名 于 世 , 它 是 
Neper 算 法 的 基础 (超越 数 , 即 不 满足 任何 系数 为 有 理 数 的 代数 方程 的 数 ,其 存 
在 性 最 早 由 刘 维 尔 证 明 ) .因为 埃 尔 米 特 的 结果 给 人 印象 深刻 ,有 人 期 望 他 去 证 
明 x 的 超越 性 ,由 此 完全 断绝 由 斥 规 作 图 可 以 平方 化 圆 的 希望 ;但 是 ,德国 数学 
家 林 德 曼 从 埃 尔 米 特 的 方法 中 得 到 灵感 ,以 适当 的 方式 改进 了 这 个 方法 ,并 得 
到 一 个 证 明 , 为 自己 争 得 了 荣誉 . 


林 德 曼 (Linde- 


mann, Carl Louis 


Ferdinand, 
1852—1939), 德 
国 数学 家 . 
安培 埃 尔 米 特 
埃 尔 米 特 总 是 给 听众 留 下 深刻 的 印象 “没有 人 会 忘记 埃 尔 米 特 讲演 中 布 

道 式 的 语调 ,著名 数学 家 班 勒 卫 说 道 “ 以 及 当 我 们 聆听 埃 尔 米 特 谈论 一 项 不 

可 思议 的 发 现 或 一 些 中 待 去 探索 的 东西 都 会 经 历 到 的 对 美的 感受 和 启示 .他 的 

话 总 能 极 大 地 开阔 科学 视野 ,传达 了 对 完美 理想 的 爱 和 敬意 .”“ 每 当 我 有 机 会 iy 法 

聆听 埃 尔 米 特 的 教诲 ,眼前 总 会 浮现 出 由 数学 沉思 带 来 的 平静 而 纯粹 的 欢乐 ， 国 数学 家 . 

正如 贝多 分 内 心 感受 自己 的 音乐 时 必定 会 体验 到 的 那样 .” 

达 布 既是 分 析 学 家 又 是 几何 学 家 .虽然 他 是 分 析 学 中 一 些 结果 的 开创 者 ， 

但 是 我 将 不 讨论 他 这 方面 的 工作 ,因为 在 几何 方面 的 工作 使 他 出 了 名 .他 当然 

不 是 那 种 通过 推崇 分 析 来 避免 使 几何 美 失色 的 几何 学 家 ,也 不 是 倾向 于 将 几何 

简化 为 计算 ,而 不 顾 几 何 意义 或 对 几何 意义 不 感 兴趣 的 分 析 学 家 .在 这 个 意义 

上 ,他 跟随 蒙 日 的 足迹 ,将 精美 .充分 发 展 的 几何 直觉 和 分 析 的 纯熟 应 用 结合 起 

来 .他 所 有 的 方法 都 极其 优雅 ,非常 适合 所 考察 的 主题 .在 索 尔 邦 高 等 几何 部 教 

书 时 (他 继任 了 沙 勒 的 位 置 ) ,他 经 常 地 旦 充满 敬意 地 谈论 三 维 正 交 系 统 , 高 兴 

地 强调 拉 梅 的 工作 的 重要 性 . 达 布 同样 经 常 地 谈 到 平面 形变 的 理论 ,这 个 理论 

最 早起 源 于 高 斯 的 《关于 曲面 的 研究 》( Disqusitiones circa Superficies Curvas ) ,即使 
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W N (Bome, 在 达 布 之 前 ,这 也 是 一 个 法 国 数学 家 们 做 出 重要 工作 的 领域 ,其 中 博 内 当然 是 
Pierre- Ossian, 值得 一 提 的 .最 后 , 达 布 说 明 单位 坐标 系统 的 威力 , 即 与 所 考察 图 形 相 关 的 坐标 
1819—1892), 法 ” 系 , 由 于 有 了 和 群 论 , 埃 利 . 嘉 当 进一步 发 扬 了 这 个 方法 ,使 它 适 用 于 为 广义 相对 
ae 论 发 展 的 需要 而 创立 的 最 广泛 的 空间 . 达 布 在 几何 发 展 中 有 着 巨大 的 影响 力 ， 
在 他 无 数学 生 和 追随 者 中 ,我 只 打算 提 一 下 罗马 尼 亚 著 名 几何 学 家 Tzitzeica, 他 
是 《巴尔干 数 学 评论 >》 的 创始 人 之 一 ,他 于 最 近 去 世 , 却 仍然 为 整个 科学 界 深切 
悼念 . 达 布 在 这 个 领域 的 经 典 著 作 《 曲 面 理论 》( Theorie des Surfaces ) 是 为 表达 对 

几何 和 分 析 的 敬意 而 树立 的 光辉 灿烂 的 纪念 碑 . 
有 一 个 故事 讲 的 是 , 当 一 个 年 轻 的 德国 数学 家 因为 拉 格 朗 日 拒绝 认为 高 斯 
是 德国 最 伟大 的 几何 学 家 而 感到 疑惑 时 , 拉 格 朗 日 告诉 他 ;“ 不 ,他 不 可 能 是 德 
国 最 伟大 的 几何 学 家 ,因为 他 是 欧洲 最 伟大 的 几何 学 家 !” 以 同样 的 方式 ,我 们 
可 以 说 亨利 : 庞 加 莱 不 仅 是 个 伟大 的 数学 家 ,而 且 就 是 数学 本 身 . 我 们 不 可 能 找 
到 任何 一 个 数学 分 支 ,甚至 任何 一 个 物理 分 支 是 他 没有 留 下 任何 足迹 ,或 没有 
复兴 过 ,或 没有 推演 出 一 个 全 新 的 领域 的 .在 创造 富 克 斯 函数 之 后 ,他 使 用 一 致 
mM A Cappel, 函数 以 同样 的 参数 表达 代数 曲面 上 点 的 坐标 ,由 此 得 到 之 前 只 适用 于 特殊 类 型 
Paul, ”1855 一 ”曲面 的 结果 .他 在 那个 时 候 用 这 样 的 方式 解决 一 致 性 问题 是 很 勇敢 的 .他 是 多 
1930) ,法 国 数学 ” 复 变 函数 论 的 先驱 ,创立 了 实 域 中 的 微分 方程 理论 ;因为 这 个 理论 ,他 可 以 重 构 
家 ` 数 学 物理 学 ”天 体力 学 理论 的 方法 ,来 研究 这 个 领域 中 问题 的 周期 解 和 考察 稳定 性 问题 .在 
gk 代数 拓扑 学 中 ,这 是 几何 中 研究 在 连续 变换 下 保持 不 变 的 那 部 分 性 质 的 分 支 ， 
eH oa, 庞 加 药 署 名 的 几 简 论 文 , 成 为 几乎 所 有 后 来 理论 的 出 发 点 .在 索 尔 邦 大 学 ,他 关 
Bundi tea. 于 数学 物理 的 各 个 方面 的 讲座 ,影响 了 后 来 由 麦克 尔 逊 实验 引发 的 想法 .因为 
Baptiste，1858 一 ”他 的 早 逝 ,科学 界 失 去 了 一 位 最 著名 的 领袖 .他 的 科学 哲学 著作 《科学 与 假设 》 
1936) ,法 国 数学 (La Science et 1’ Hypothese ) 和 《科学 的 价值 )( La Valeur de la Science ) ,被 翻译 成 许 
x. 多 种 语言 ,闻名 全 世界 .在 某 种 意义 上 , 庞 加 莱 可 与 帕斯卡 相 媲 美 ,这 里 引用 庞 
加 莱 自 己 的 话 :思想 是 漫漫 长 夜 的 瞬间 一 内, 但 这 一 闪 就 意味 着 一 切 . ”要 发 展 
庞 加 莱 的 所 有 想法 ,要 探索 他 丰富 多 彩 的 全 部 著作 内 容 , 需 要 花费 很 长 的 时 间 . 
最 后 ,我 将 提 及 阿 佩 尔 和 古 尔 萨 ,前 者 是 《有 理 力学 论 》( Traite de Mecanique 
Rationnelle ) 的 作者 ,后 者 是 《微分 和 积分 论 》( Traite de Calcul Differentiel et Inte- 
gral ) 的 作者 ,还 将 再 次 提 及 埃 米 皮卡 ,著名 人 物 中 还 在 世 的 一 位 .两 年 前 , 埃 
米 : 皮 卡 和 德国 伟大 数学 家 大 卫 : 希 尔 伯 特 同时 获得 了 由 瑞典 米 塔 - 列 夫 勒 研 
究 所 颁发 的 金 质 奖章 .就 在 几 周 前 ,在 埃 米 :皮卡 成 为 科学 院 成 员 50 周年 庆祝 
会 上 , 埃 米 ' 波 莱 尔 谈 到 了 他 的 科学 工作 .我 已 经 提 到 由 他 的 名 字 命 名 的 著名 定 
理 , 和 他 发 展 伽 罗 华 理论 的 那些 著作 .他 的 关于 两 个 变量 的 代数 函数 的 工作 表 
述 了 代数 几何 的 基础 ,这 个 几何 分 支 在 意大利 得 到 极 大 的 发 展 . 从 过 去 一 个 世纪 
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看 意大利 几何 学 家 的 观点 确实 比 埃 米 .皮卡 的 观点 更 清晰 ; 但是, 就 如 
埃 米 波 莱 尔 所 提 到 的 ,如 果 没 有 埃 米 皮 卡 的 贡献 ,代数 几何 肯定 会 变 得 不 完整 . 
7 法国 数学 的 光荣 

由 埃 尔 米 特 、 达 布 、 庞 加 莱 和 皮卡 所 带 来 的 法 国 数学 的 光荣 ,并 没有 变 得 黯 
RRE .事实 上 ,法 国 数学 的 光辉 和 它 曾 经 有 过 的 贡献 一 样 灿 烂 .因为 时 间 简 
短 ,为 说 明 这 个 事实 我 不 得 不 限制 只 提 人 少数 几 个 名 字 .. 

柯 尼 硕 是 位 很 好 的 几何 学 家 ,他 某 些 优雅 的 工作 可 与 达 布 的 成 果 相 媲美 . 
通过 构造 新 的 超越 数 , 班 勒 卫 解决 了 一 个 连 庞 加 莱 都 无 法 解决 的 问题 ; 庞 加 莱 
将 班 勒 卫 在 分 析 中 的 工作 概括 如 下 :数学 是 块 完 好 组 织 的 大 陆 , 它 的 国家 得 到 
统一 ; 班 勒 卫 的 工作 是 海洋 中 一 个 壮丽 的 岛屿 . "但 是 这 样 的 评价 是 不 完全 的 ， 
因为 班 勒 卫 一 一 在 很 长 一 段 时 间 里 ,在 高 等 工科 学 校 教授 力学 一 一 同样 显著 地 
推进 了 力学 的 发 展 . 除 此 之 外 , 它 的 理论 研究 还 促进 航天 学 的 发 展 ,以 致 我 们 可 
以 这 样 说 ,由 于 班 勒 卫 , 航 天 学 是 法 国 独 有 的 创造 . 

雅克 阿达 玛 的 工作 既 多 样 又 重要 :在 算术 中 ,他 研究 关于 复杂 的 素数 分 布 
问题 的 黎 曼 函数 ;在 几何 中 ,他 研究 负 曲率 空间 的 测 地 线 ;在 分 析 中 ,他 出 版 了 
关于 数学 物理 中 偏 微分 方程 的 著作 .同时 ,他 也 极 大 地 刺激 了 变 分 法 和 泛 函 分 
析 , 这 是 由 意大利 数学 家 沃尔特 拉 创 立 的 新 科学 .最 后 ,他 在 法 兰 西 学 院 的 讨论 
班 ,吸引 全 世界 数学 家 前 来 展示 他 们 的 最 新 研究 成 果 ,影响 了 数学 中 的 国际 合 
作 . 因 为 他 还 很 年 轻 ,可 以 肯定 地 说 ,他 将 要 做 的 工作 还 远 未 结束 . 

法 国 复 变 函数 的 研究 一 直 以 来 都 很 成 功 . 这 里 我 要 提 一 下 埃 米 波 莱 尔 , 英 
年 早 逝 的 分 析 学 家 法 图 , 因 正 则 函数 族 的 理论 而 闻名 的 蒙 泰 尔 , 因 关 于 有 理 函 
数 提升 的 工作 而 著名 的 朱 利 亚 ,等 等 . 

实 变 函 数理 论 几 乎 独自 根源 于 法 国 . 由 若 尔 当 的 《分 析 学 》( Traite d’ Anal- 
yse) 所 设立 ( 像 埃 米 皮 卡 的 同名 论著 一 样 ,有 着 深远 的 国际 影响 ), 由 埃 米 波 
莱 尔 的 工作 所 创立 ,由 亨利 勒 贝 格 ( 他 定义 了 集合 的 度量 ) 、 勒 雷 贝 尔 ( 他 引进 
现在 以 他 名 字 命 名 的 积分 ) 以 及 当 儒 瓦 (totalization 理论 的 创立 者 ) 所 引进 ,使 得 
它 在 一 个 被 忽视 很 长 一 段 时 间 的 领域 中 引起 了 意 想 不 到 的 和 谐 效 果 , 见 证 了 它 
的 创造 者 们 的 勇气 和 天 才 . 

我 不 得 不 提 到 弗 雷 吹 的 抽象 空间 理论 布 利 风 的 无 穷 小 几何 \ 埃 利 : 嘉 当 在 
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几何 和 分 析 中 的 工作 ,最 后 一 位 的 工作 不 适合 由 我 来 作 评 价 . 

庞 加 莱 学 院 来 源 于 法 国 对 数学 物理 领域 研究 新 的 狂热 . 埃 米 : 波 莱 尔 ,概率 
论 的 灵魂 人 物 ,开始 出 版 这 个 领域 中 一 系列 值得 称赞 的 著作 .就 像 函 数论 中 那 
样 ,在 这 个 系列 中 弗 雷 吹 , 保 罗列 维和 达尔 穆 瓦 发 表 了 他 们 杰出 的 研究 成 果 . 
理论 物理 学 部 由 Louis de Broglie 主管 ,他 是 波动 力学 的 创立 者 ,重建 了 原子 物 
理学 ,调和 了 光 的 波动 性 和 粒子 性 .我 不 会 忘记 提 及 力学 部 ,由 维 拉 领 导 ,他 因 
流体 力学 中 的 工作 而 出 名 ,他 还 是 国际 著名 汇编 《数学 科学 回忆 录 》( Memorial 
des Sciences Mathematiques ) 的 编辑 和 《纯粹 和 应 用 数学 期 刊 》( Journal de Mathema- 
tiques Pures et Appliauees ) 的 主编 ,几乎 有 一 个 世纪 ,这 个 期 刊 最 初 由 刘 维 尔 创办 ， 
在 相当 长 的 时 间 里 由 若 尔 当 做 编辑 . 

如 果 不 提 到 综合 工科 学 校 和 高 等 师范 学 校 ,法 国 数学 活动 的 描述 将 是 不 完 
整 的 .一 个 世纪 以 来 ,伟大 的 法 国 数学 家 们 都 感谢 这 两 所 大 学 对 他 们 的 教育 .最 
近 半 个 世纪 ,这 个 重要 的 角色 几乎 为 高 等 师范 学 校 所 垄断 ,即使 在 整整 50 年 前 
李 已 经 将 它 看 做 是 法 国 数学 的 摇篮 .来 自 其 他 国家 的 年 轻 天 才 来 到 这 里 和 他 们 
的 法 国 同行 享受 着 同样 的 教育 .这 就 是 不 能 不 将 我 前 面 已 经 提 到 过 的 Georges 
Tzitzeica 看 做 是 法 国 数学 家 的 原因 .基于 同样 的 理由 ,我 倾向 于 将 我 的 好 朋友 
Mihailo Petrovic 归 人 法 国 数学 家 ,他 是 南斯拉夫 数学 的 老 前 辈 .他 因为 在 算术 、 
代数 和 分 析 中 发 明了 谱 方法 的 伟大 原创 性 工作 而 得 到 公认 ,他 还 创立 了 一 般 现 
象 学 ,这 是 一 个 系统 研究 解析 模型 (能 用 于 同时 表述 几 个 明显 不 同 的 物理 理论 
的 模型 ) 存 在 性 问题 的 领域 .我 希望 你 们 不 会 反对 我 将 他 的 工作 归 到 法 国 数学 
的 伟大 成 就 中 . 

由 于 高 等 师范 学 校 ,年 轻 数学 家 已 经 准备 接替 年 老 的 数学 家 .你 们 可 能 会 
觉得 要 提名 还 为 时 过 早 , 但 他 们 中 有 些 确实 已 经 非常 著名 .我 只 想 提 一 下 雅克 ， 
埃 尔 布朗 ,他 的 工作 因 早 逝 而 被 无 情 地 打 断 ,但 这 并 不 妨碍 宣布 一 个 伟大 数学 
家 的 诞生 ,这 可 能 类 似 于 伯 罗 华 吧 ! 

女士 们 先生 们 ,是 该 到 我 结束 演讲 的 时 候 了 ,我 已 经 花 去 大 家 非常 多 的 注 
意 力 .最 后 ,我 只 想 作 一 个 很 一 般 的 总 结 . 

有 别 于 其 他 科学 ,数学 通过 一 系列 连续 的 抽象 得 到 发 展 .为 了 避免 错误 , 数 
学 家 被 迫 去 发 现 孤 立 问题 的 本 质 和 所 思考 的 实体 的 关系 .如 果 走 向 极端 ,这 个 
过 程 就 会 如 一 个 笑话 所 说 的 那样 :数学 家 是 既 不 知道 他 所 谈论 的 又 不 知道 他 所 
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谈论 的 是 否 存在 的 科学 家 .但 是 ,法 国 数学 家 不 会 使 自己 远离 现实 ;他 们 确实 知 & 

道 , 虽 然 逻辑 是 必要 的 ,但 无 论 如 何不 是 关键 .数学 活动 和 人 类 的 其 他 类 型 活动 
一 样 ,需要 找到 一 个 有 价值 的 平衡 点 :正确 思维 无 疑 很 重要 ,但 是 提炼 出 正确 的 

问题 更 重要 .在 这 个 意义 上 ,我 们 可 以 自由 地 说 :法 国 数学 家 不 仅 永 远 知道 他 们 

所 谈论 的 问题 ,而 且 有 着 正确 地 选择 最 基本 问题 的 直觉 ;这 些 问题 的 解决 将 在 

整个 科学 的 发 展 中 产生 最 强烈 的 影响 . 
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九 十 九 年 后 的 庞 加 莱 猪 想 ” 


2 维 流 形 , 或 曲面 的 拓扑 早 在 19 世纪 就 已 经 清楚 了 .@ 事 
实 上 ,可 用 一 个 简单 的 表 列 出 所 有 可 能 的 光滑 紧 可 定向 曲面 . 
对 任何 一 个 这 种 曲面 可 以 定义 一 个 亏 格 g 二 0, 取 值 于 非 负 整 
数 ,直观 上 亏 格 可 理解 为 洞 的 个 数 (图 6.1), 两 个 这 种 曲面 之 
间 可 以 光滑 的 方式 建立 1- 1 对 应 的 主要 条 件 是 它们 的 亏 格 相 


AN IM. 
高 维 的 相应 问题 要 困难 得 多 . 庞 加 莱 或 许 是 第 一 个 试图 对 
3 维 流 形 作 类 似 研究 的 人 .这 种 流 形 的 最 基本 例子 是 3 维 单位 
SRI, BN ,4 维 欧 氏 空间 中 离 原 点 距离 恰 为 1 的 所 有 点 的 集合 
x+y +z +w =1 
aE 他 注意 到 2 维 球面 区 别 于 其 他 曲面 之 处 在 于 球面 上 的 每 条 简 
时 单 闭 曲线 都 可 以 在 球面 上 连续 地 形变 收缩 到 一 个 点 .1904 年 ， 
他 提出 了 3 维 情形 的 相应 问题 .用 更 现代 的 语言 ,可 表述 如 
下 : 
若 一 个 光滑 紧 3 维 流 形 M 具有 如 下 性 质 :这 个 
流 形 中 的 每 条 简单 闭 曲 线 可 以 连续 地 收缩 为 一 个 点 ， 
M’ AET S? 


© 原 题 :The Poincaré Oe Years Later: A Progress Report. 作 者 :John Milnor. 译 自 :http://www. 
math. sunysb . edu/-jack/PREPR/ poincaré0. er 
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图 6.1 5H 0,1,2 的 曲面 的 简 图 
他 以 很 高 的 预见 性 评论 道 :“ 但 是 , 离 我 们 解决 这 个 问题 还 相当 迁 远 ." 自 此 
以 后 ,每 个 单 连通 闭 3 维 流 形 同 胚 于 3 维 球面 这 个 假定 便 以 庞 加 莱 猜 想 而 知 
名 . 它 一 直 激 励 着 拓扑 学 家 们 ,试图 证 明 这 个 猜想 的 许多 努力 也 使 我 们 得 以 对 
流 形 的 拓扑 有 更 多 的 了 解 .中 


一 下 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 个 ~ 下 


最 初 , 庞 加 莱 猜 想 字 面 上 如 此 简单 明了 以 至 数学 家 们 在 此 屡屡 出 错 .提出 
这 个 问题 的 4 年 前 ,也 就 是 1900 年 , 庞 加 莱 的 以 下 错误 定理 使 他 自己 成 为 在 此 
猜想 上 失误 的 第 一 人 .@ 

每 个 具有 n 维 球面 的 同调 群 的 紧 多 面体 流 形 实际 上 同 胚 于 m 维 球面 . 

但 在 作 了 进一步 研究 后 ,他 发 现 了 上 述 断 言 的 一 个 漂亮 的 反例 .几何 上 可 
以 如 下 描述 这 个 例子 .考虑 画 在 2 维 单 位 球面 上 的 所 有 可 能 的 正 20 面体 .要 确 
ee 个 特定 的 20 3 个 参数 .例如 ,确定 位 于 球面 上 的 一 


Me 20 Tipe rh ea 20 面体 构成 的 3 维 流 形 中 的 一 个 “点 ”.@ 这 个 流 形 
满足 上 述 错误 定理 中 的 条 件 : 用 同调 论 方法 无 法 将 它 与 3 维 球面 区 分 开 来 . 然 
而 他 能 证 明 它 不 是 球面 ,用 的 方法 是 构造 一 条 简单 闭 曲线 ,这 条 简单 闭 曲线 在 
M 中 无 法 收缩 为 一 个 点 .其 构造 并 不 困难 :选取 某 个 特定 的 20 面体 ,考虑 它 围 
绕 一 个 顶点 作 27/5 道 时 针 旋 转 时 得 到 的 象 .这 样 就 在 MP 中 定义 了 一 条 不 能 
收缩 到 一 个 点 的 简单 闭 曲线 . 

下 一 个 重要 的 错误 定理 是 由 本 H'C. 怀 特 海 在 1934 年 给 出 的 .作为 其 所 谓 
庞 加 莱 猜 想 证 明 的 一 部 分 ,他 断言 每 个 可 缩 ( 即 可 连续 收缩 为 一 个 点 ) 开 的 3 维 
流 形 同 胚 于 欧 氏 空间 . 像 庞 加 莱 一 样 ,他 后 来 也 发 现 了 自己 “定理 ”的 一 个 反例 ， 


@ 如 果 要 了 解 历史 上 试图 解决 庞 加 莱 猜 想 而 作 的 各 种 尝试 ， i Papakyriakopoulos, Birman, 
Jakobsche , Jiratu: Gillman 和 Rolfsen, Gabai 1995 , Rourke, 以 及 Poénaru.—— 

@， 参 见 庞 加 莱 , 第 486,498 页 ,以 及 370 页 . 

© 更 准确 地 这 个 MB 可 定义 为 陪 集 空 间 50(3)/ la, 其 中 so(3) Æ 3 维 欧 氏 空间 所 有 旋转 构成 的 
群 ,而 1w 则 是 把 一 个 特定 正 20 面体 变 到 自身 的 60 个 旋转 所 构成 的 群 .基本 群 ri(12 ) ,定义 为 M 中 从 
一 点 到 自身 的 所 有 闭 道路 的 同 伦 类 所 构成 的 群 , 是 一 个 阶 为 120 的 完满 群 (perfect group) .一 一 原 注 
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从 而 大 大 增加 了 我 们 对 流 形 拓扑 的 了 解 (参见 本 H'C' 怀 特 海 ,21~ 50 页 ) .他 的 
反例 可 以 简短 地 描述 如 下 .从 两 个 不 相交 的 实心 环 体 To 和 7TY 开始 着 手 ,它们 
BAE 3 维 球 中 ,如 图 6.2 所 示 ,每 个 实心 环 体 本 身 不 打 结 ,但 是 ,它们 却 组 成 
一 个 非 平凡 的 环 链 , 并 且 它 们 的 链接 数 (linking number) X 0. 因 为 Ti 是 不 打 结 
的 , 它 的 补 空间 T = S\ (7Y ) 的 内 部 是 男 一 个 包含 To 的 不 打 结 的 实心 环 体 . 
选取 一 个 3 维 球面 的 同 胚 映射 h, CHE To 映 到 这 个 更 大 的 实心 环 体 T, 上 . 那 
么 我 们 可 以 归纳 地 构造 出 53 中 不 打 结 的 实心 环 体 的 递增 序列 
Toc Tic hct 
其 中 Tai = hC 7). AMEEN M? = U T, 就 是 所 要 的 怀特 海 的 反例 .这 
个 流 形 可 缩 但 却 不 同 胚 于 欧 氏 空间 .要 证 明 x1( M3) = 0, 注 意 到 To 中 的 每 个 闭 
道路 可 在 更 大 的 实心 环 体 T 中 收缩 为 一 个 点 (在 收缩 过 程 中 ,可 能 会 出 现 自 相 
交 的 闭 道 路 ) .但 MP 中 的 每 个 闭 道路 必定 含 于 某 个 T 中 ,因此 可 在 T1 CM 
中 收缩 为 一 个 点 . 男 一 方面 , Mi 不 同 胚 于 3 维 欧 氏 空间 ,因为 若 KC M 是 任 一 
包含 To 的 紧 子 集 , 可 以 证 明 补 集 M3 \ K 不 是 单 连通 的 . 


SS 


图 6.2 怀特 海 链 环 
自 此 以 后 , 曾 有 许多 关于 庞 加 莱 猜 想 的 错误 证 明 . 其 中 的 一 些 依赖 于 细微 
难 辨 的 错误 命题 .可 以 看 一 看 Bing 的 文章 , 它 对 3 维 拓 扑 中 一 些 容 易 出 错 之 处 
作 了 精彩 的 描述 . 


Re eee 


在 20 世纪 50 年 代 末 期 和 60 年 代 初 期 出 现 了 一 批 惊人 的 成 果 . 人 们 发 现 
实际 上 高 维 流 形 的 研究 比 3 维 流 形 要 容易 .之 所 以 如 此 ,理由 之 一 是 :基本 群 对 
研究 任意 维 流 形 都 很 重要 ,哪怕 它 是 平凡 群 也 是 如 此 .基本 群 的 生成 元 间 的 关 
系 对 应 于 映 入 流 形 的 2 维 圆 盘 . 在 5 维 或 更 高 维 的 情形 ,可 把 这 些 圆 盘 扰 动 到 
一 般 位 置 使 其 互 不 相交 ,也 不 会 自 相 交 ; 但 在 3 或 4 维 情形 ,相交 可 能 是 不 可 避 
免 的 ,从 而 导致 一 些 严重 的 困难 . 

1960 年 Stephen Smale 宣布 了 在 高 维 情形 庞 加 莱 猜 想 的 一 个 证 明 . 紧 随 其 后 
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的 是 John Stallings, 他 使 用 了 一 种 完全 不 同 的 方法 ;还 有 Andrew Wallace, 他 党 着 
一 条 完全 类 似 于 Smale 方法 的 路 线 进 行 研究 . 

让 我 先 叙述 Stallings 的 结果 , 它 的 假设 较 弱 ,证 明 较 易 ,然而 结论 也 较 弱 . 
他 假定 维 数 大 于 或 等 于 7; 后 来 Christopher Zeeman 把 它 的 论证 推广 到 了 维 数 为 
5 和 6 的 情形 . 

Stallings-Zeeman 定理 ”如 果 M 是 维 数 n 二 5 的 有 限 单纯 复 形 , 它 与 球面 
S 伦 型 相同 ,并 且 局 部 地 逐 段 线性 同 胚 于 欧 氏 空间 R", 则 M AEF S, HE 
胚 映射 除去 一 点 外 是 逐 段 线 性 的 . 换 句 话说 , 补 空间 M"\ (点 ) 与 R" 逐 段 线性 
同 胚 . 

证 明 的 方法 是 把 所 有 的 难点 都 推 到 某 一 点 上 ,从 而 在 此 点 附近 无 法 控制 同 

Smale 的 证 明 以 及 稍 后 Wallace 给 出 的 与 前 者 紧密 相关 的 证 明 , 颇 依赖 于 各 
种 可 微 方法 , 即 从 一 个 n 维 球 出 发 以 逐步 添加 上 环 柄 的 方法 来 归纳 地 构造 流 
形 ( 图 6.3). 这 里 把 一 个 有- 环 柄 安装 到 带 边 流 形 M 的 方法 是 : 先 用 一 个 (一 
1) 维 的 边缘 球面 到 M 的 边缘 中 的 粘 接 同 胚 ,把 一 个 维 胞 腔 粘 接 上 去 ,然后 
再 加 厚 并 使 拐角 光滑 以 得 到 一 个 较 大 的 带 边 流 形 .重新 安排 并 消去 这 样 的 环 柄 
就 完成 了 证 明 . 


图 6.3 ” 粘 接 了 一 个 环 柄 的 3 维 球体 

Smale 定理 ”如果 M 是 一 个 维 数 nn 二 5 的 可 微 同 伦 球面 , 则 M 同 胚 于 
SEKE, M 微分 同 胚 于 这 样 一 个 流 形 , 它 是 由 两 个 闭 n 维 球 的 边缘 在 适当 
的 微分 同 胚 下 黏合 而 成 的 . 

Wallace 也 证 明了 这 个 定理 ,至 少 n=6 时 是 这 样 的 . (应 当 注 意 到 ,5 维 的 
情形 是 特别 困难 的 . ) 

对 于 困难 得 多 的 4 维 情形 ,人 们 等 待 了 20 年 才 等 来 Michael Freedman 的 工 
作 . 这 里 Smale 和 Wallace 用 过 的 可 微 方法 和 Stallings 与 Zeeman 用 过 的 逐 段 线 
性 方法 都 完全 没有 用 . Freedman 无 所 限制 地 使 用 了 不 可 微 方法 ,不 仅 证 明了 4 
维 的 庞 加 莱 猜 想 而 且 给 出 了 闭 的 单 连通 4 维 拓扑 流 形 的 一 个 完全 分 类 .这 样 一 
个 流 形 的 整 上 同调 群 H 是 个 自由 阿 贝 尔 群 ,Freedman 只 需要 两 个 不 变量 : 杯 积 
p8: 下 四 太一 下 二 2 是 个 行列 式 为 + 1 的 对 称 双 线性 形式 ,同时 Kirby-Siebeni- 
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nann 不 变量 k 是 个 mod 2 整数 , 它 为 0 的 充 要 条 件 是 乘积 流 形 M* x R 可 被 赋 
予 微分 结构 . 

Freedman 定理 ”两 个 闭 的 单 连通 4 ET REA ENA AT 
同 的 双 线 性 形式 8 和 相同 的 Kirby-Siebenmann 不 变量 .任何 一 个 8 均 可 由 这 
样 一 个 流 形 来 实现 . 如果 对 某 个 xE 有 正 8(xGQx) 为 奇数 , 则 大 可 能 取 的 两 个 值 
中 任 一 个 值 也 可 实现 .但 是 ,如 果 8(xGQx) 总 是 偶数 , 则 大 由 8 决定 , 它 与 8 的 
符号 差 的 1/8 FR. 

特别 ,如 果 M4 是 个 同 伦 球面 , 则 H =0,k=0, Am M4 同 胚 于 $ .应 该 注 
意 的 是 , 逐 段 线性 理论 与 微分 拓扑 理论 在 4 维 情形 要 困难 得 多 . 目前 还 不 知道 
是 否 每 个 光滑 同 伦 4 维 球面 一 定 与 S* 微分 同 胚 ,也 不 知道 =0 时 什么 4 维 流 
形 会 有 微分 结构 ,也 不 知道 这 个 结构 何 时 是 本 质 上 唯一 的 .关于 这 些 问 题 主 要 

结果 是 由 Simon Donaldson 获得 的 .反映 该 问题 复杂 程度 的 一 个 例子 是 , Freedman 

利用 Donaldson 的 工作 ,证 明了 RÍ 具有 不 可 数 个 不 等 价 的 微分 结构 . 

在 3 维 时 ,拓扑 理论 、 逐 段 线性 理论 与 微分 拓扑 理论 之 间 的 差异 消失 (参阅 
Hirsch，Munkres 1960, Moise) .但 是 基本 群 引起 的 困难 却 加 重 了 . 


3 Thurston 几何 化 纲领 

在 2 维 情形 ,每 个 光滑 紧 曲 面具 有 一 个 漂亮 的 几何 结构 ,这 个 几何 结构 在 
亏 格 为 0 时 是 正常 曲率 的 球面 ,在 亏 格 为 1 时 是 曲率 恒 为 的 平坦 环 面 ,而 当 亏 
格 大 于 等 于 2 时 ,是 曲率 为 负 常 数 的 曲面 .William Thurston 1983 年 的 一 个 影响 
广泛 的 猜想 断言 ,类 似 的 事情 在 3 维 也 是 对 的 .他 的 猜想 断言 ,每 个 可 定向 的 3 
维 紧 流 形 可 以 沿 2 维 球面 和 环 面 切 开 , 从 而 分 解 为 一 些 本 质 上 唯一 的 面 .它们 
中 的 每 一 块 都 具有 一 个 简单 的 几何 结构 .在 Thurston 的 纲领 中 ,有 8 种 可 能 的 3 
维 几 何 .其 中 6 种 现 已 充分 了 解 了 ,而且 在 负 常 曲率 几何 方面 也 已 取得 很 大 
的 进展 .@ 但 是 ,对 应 于 正常 曲率 的 第 8 种 几何 却 还 少 有 研究 .对 于 这 种 几何 ， 
我 们 有 下 述 庞 加 莱 猜 想 的 推广 : 

Thurston 椭圆 化 猜想 ”每 个 具有 有 限 基 本 群 的 闭 3 维 流 形 有 一 正常 曲率 
的 度量 ,因而 它 同 胚 于 商 空 间 S/T, HF Cc SO0(4) 为 一 个 自由 作用 在 S$ 上 
的 有 限 旋转 群 . 

庞 加 莱 猜 想 对 应 于 特殊 情形 ( 卫 盖 ri( Was) 为 平凡 的 情形 ). S0(4) 的 所 有 子 
群 工 在 很 久 以 前 已 由 Hopf 分 类 ,但 是 这 个 猜想 却 远 未 解决 . 


@) TE 可 见 Gordon 和 Heil, Auslander 和 Johnson, Scott, Tukia. Gabai 1992 以 及 Casson 和 Jun- 


greis 
见 Sullivan， Morgan, Thurston 1986, McMullen, 以 及 Otal. Haken 和 Waldhausen 的 前 驱 性 论文 是 这 
wi CHE 的 基础 .一 一 
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4_ BPS T EPR SES th 
给 定 一 个 光滑 3 维 流 形 , 它 上 面 的 所 有 黎 曼 度量 构成 一 个 无 限 维 空间 . 近 
年 来 ,通过 研究 这 个 空间 的 几何 来 研究 几何 化 问题 (从 而 研究 庞 加 莱 猜 想 ) 的 尝 
试 已 有 好 儿 次 . 
根据 定义 , 黎 曼 流 形 上 一 条 道路 y 的 长 度 , 是 利用 度量 张 量 表 成 积 


| as = | V 可 gydxdw. 从 这 个 度量 张 量 的 1 阶 和 2 阶 导数 ,可 以 算出 Ricci 


曲率 张 量 ,以 及 标量 张 量 R.( 例 如 ,对 平坦 欧 氏 空间 , R; = R = 0, 而 对 半径 
为 r 的 3 维 球面 ,Ricci 曲率 Ry = 2g;/r, 标 量 曲率 为 R = 6/7?) 

基于 Hidehiko Yamabe 的 早期 工作 ,Michael Anderson 提出 一 种 方法 ,将 全 标 
量 曲率 


s= | RdN 


有 
作为 全 体 具 有 单位 体积 的 光滑 黎 曼 度量 所 成 空间 上 的 泛 函 来 研究 . 这 个 泛 函 的 
临界 点 就 是 常 曲率 度量 . 
哈密 尔 顿 提出 男 一 种 方法 ,研究 Ricci 流 . 即 ,下 述 微分 方程 的 解 


换 句 话说 .度量 被 要 求 随时 间 变 化 ,使 得 距离 在 正 曲 率 方向 减少 .这 本 质 上 是 一 
个 抛物 型 微分 方程 ,与 物理 学 家 研究 的 热 方程 很 类 似 : 假 如 我 们 在 一 个 冷 的 征 
子 的 一 端 加 热 ,那么 热 会 沿 着 秆 子 逐 渐 地 流动 直至 达到 均匀 的 温度 .类 似 地 ,对 
基本 群 有 限 的 3 维 流 形 . 人 们 最 初 的 期 望 是 正 曲率 会 沿 着 Ricci 流 逐 渐 扩 散 , 达 
到 极限 (经 过 一 个 重 整 化 后 ) , 流 形 应 该 会 有 常 曲率 . 

如 果 从 一 个 正 Ricci 曲率 的 3 维 流 形 出 发 ,哈密 尔 顿 可 以 实现 上 述 设想 ,并 
构造 一 个 常 曲率 的 度量 ,因此 解决 了 椭圆 化 猜想 的 一 个 很 特殊 的 情形 .一般 情 

,会 遇 到 严重 的 困难 ,因为 这 个 流 会 趋向 于 一 些 奇 点 .然而 ,他 猜测 这 些 奇 点 
必定 具有 很 特殊 的 形式 ,从 而 上 述 方法 仍 可 用 来 构造 常 曲率 度量 . 

3 个 月 前 ,圣彼得堡 的 佩 雷 尔 曼 贴 出 一 份 预 印 本 ,描述 了 一 种 方法 来 解决 
哈密 尔 顿 方案 中 一 些 主要 难点 ,并 提出 解决 全 部 椭圆 化 猜想 的 一 种 途径 .专家 
对 这 个 声明 的 最 初 反应 是 谨慎 的 乐观 .不 过 ,鉴于 历史 上 这 个 领域 中 错误 证 明 
如 此 之 多 ,在 所 有 的 细节 得 到 仔细 解释 与 验证 之 前 ,没有 人 了 敢 肯 定 它 是 对 的 . 
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庞 加 莱 猜 想 可 能 已 被 证 明 - 


a 一 “位 俄国 数学 家 报道 ,他 已 经 解决 了 庞 加 莱 猜 想 一 数 
学 中 最 著名 的 未 解决 问题 之 一 . 

这 位 数学 家 ,在 圣彼得堡 俄罗斯 科学 院 斯 捷克 洛 夫 数 学 研 
究 所 的 佩 雷 尔 曼 博 士 ,将 要 在 一 系列 文章 中 陆续 描述 他 的 工 
作 . 

他 的 工作 被 完全 地 验证 则 是 几 个 月 之 后 的 事 了 .但 如 果 是 
七 对 的 , 它 将 证 明 一 个 困扰 了 数学 家 几乎 一 个 世纪 的 问题 , 它 的 
影响 将 遍及 几何 与 物理 . 

如 果 他 的 文章 被 一 份 要 审 稿 的 研究 杂志 接受 发 表 IF AA 
过 两 年 时 间 ( 广 大 数学 家 的 ) 广 泛 审 查 后 仍 存活 ,那么 佩 雷 尔 曼 
博士 将 获得 100 万 美元 奖金 ,这 笔 奖 金 是 由 位 于 美国 麻 省 剑桥 
的 Clay 数学 研究 所 赞助 ,为 被 该 研究 所 确定 为 7 个 千 禧 年 最 
重要 的 未 解决 的 数学 问题 中 的 每 一 个 而 设立 的 . 

当 佩 雷 尔 曼 博士 于 2002 年 11 月 在 一 个 因特网 预 印 本 服 
务 器 (Internet preprint server) 上 张贴 了 报告 他 的 结果 的 系列 文 
章 的 第 一 篇 之 后 ,关于 他 解决 庞 加 莱 猜 想 的 消息 就 传 开 了 . 

上 周 ,在 麻 省 理工 学 院 , 他 对 满座 的 听众 作 了 他 的 第 一 个 
正式 的 讲座 ®， 从 周一 8 开始 ， 佩 雷 尔 曼 博士 将 在 位 于 Stony 
Brook 的 纽约 州立 大 学 作 另 一 个 系列 讲座 . 


{il 


@ JAW: Celebrated Math Problem Solved, Russian Reports. {E #% : Sara Robinson, i H : New York Times, 
April 15,2003. 


= © 佩 雷 尔 曼 博士 于 2003 年 4 月 7 日 .9 日 和 11 日 在 麻 省 理工 学 院 作 了 3 次 讲演 .一 一 译注 
& @ B2003 44 4 A 21 日 .一 一 译注 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


佩 雷 尔 曼 博士 拒绝 采访 ,他 说 宣传 为 时 过 早 . 

Tomasz S. Mrowka 博士 , 麻 省 理工 学 院 的 一 位 数学 家 ,参加 关于 佩 雷 尔 曼 博 
士 工作 的 讨论 班 已 有 两 个 月 . 佩 雷 尔 曼 博士 的 工作 依赖 于 另 一 位 数学 家 哈密 尔 
顿 所 倡导 的 思想 .Mrowka 博士 说 ,到 目前 为 止 每 次 人 们 提出 问题 或 异议 , 佩 雷 
尔 曼 博士 总 有 一 个 清楚 和 简洁 的 回答 . 

“这 是 不 确定 的 ,但 是 我 们 非常 严肃 地 对 待 它 ,”Mrowka 博士 说 道 , “显然 他 
思考 这 个 问题 很 久 很 深 , 以 至 现在 很 难 发 现 错误 .” 

庞 加 莱 猜 想 是 法 国 数学 家 庞 加 莱 于 1904 年 提出 的 , 它 是 拓扑 学 中 的 一 个 
中 心 问题 ,而 拓扑 学 是 研究 当 其 对 象 被 伸展 .扭转 或 压缩 时 不 改变 的 那些 几何 
性 质 的 . 

地 球 表面 那 层 菏 壳 被 拓扑 学 家 称 之 为 一 个 二 维 球 面 . 它 具有 这 样 的 性 质 : 
其 上 的 每 个 绳 套 索 可 被 收 紧 为 一 个 点 . 

与 此 对 照 ,在 一 个 汽车 轮胎 的 表面 上 ,如 不 割 破 ,一 个 围绕 其 中 心 洞 的 套 索 
是 不 能 收缩 成 一 点 的 . 

19 世纪 以 来 ,数学 家 们 已 经 知道 球面 是 具有 这 个 性 质 ( 即 其 上 的 套 索 可 被 
收缩 成 一 个 点 一 一 译注 ) 的 唯一 有 界 的 二 维 空 间 , 但 是 高 维 的 情况 又 如 何 呢 ? 

庞 加 莱 猜 想 的 一 个 直观 的 表述 实际 上 是 ,三 维 球面 是 唯一 没有 洞 的 有 界 三 
维 空间 . 

“困难 在 于 , 当 你 只 能 看 到 它 的 一 小 部 分 时 ,如 何 能 够 知道 其 整体 ?芝加哥 
大 学 的 一 位 数学 教授 Benson Farb 博士 说 ,“ 把 地 球 认为 平坦 的 是 相当 合理 的 .” 

由 于 出 现 过 许多 错误 的 证 明 , 庞 加 莱 猜 想 变 得 很 有 名 .事实 上 , 庞 加 莱 本 人 
也 承认 ,他 的 猜想 的 最 早 形式 是 错误 的 .此 后 ,许多 数学 家 曾 断 言 他 们 得 到 了 证 
BA ,但 也 发 现 了 致命 的 缺陷 : 

虽然 许多 专家 说 他 们 对 于 佩 雷 尔 曼 博士 的 努力 感到 很 兴奋 并 抱 有 希望 ,但 
他 们 注意 到 并 非 所 有 的 证 明 都 已 被 写 出 ,另外 ,即使 是 最 可 信赖 的 研究 者 也 会 
犯错 误 ,因此 他 们 建议 要 谨慎 . ， 

1993 年 ,普林斯顿 教授 安德鲁 怀 尔 斯 博士 的 情况 是 ,他 关于 费 马 大 定理 
的 证 明 被 发 现 有 一 个 严重 的 漏洞 ,为 了 补 这 个 漏洞 , 怀 尔 斯 博士 及 其 以 前 的 学 
Æ Richard Taylor 博士 花费 了 几 个 月 的 努力 . 

像 怀 尔 斯 博士 一 样 , 佩 雷 尔 曼 博士 得 到 了 更 好 的 结果 :他 实际 上 证 明 的 是 
在 1970 年 代 提 出 的 一 个 关于 三 维 空间 几何 的 远 为 广泛 的 猜想 , 庞 加 莱 猜 想 只 
是 其 中 的 一 小 部 分 . 

佩 雷 尔 曼 博士 个 人 的 故事 可 与 怀 尔 斯 博士 的 故事 媲美 ,后 者 不 向 其 同事 油 
露 而 独自 在 其 阁楼 上 奋战 费 马 大 定理 .虽然 佩 雷 尔 曼 博士 的 早期 工作 已 为 其 赢 
得 了 有 才气 的 数学 家 的 声望 ,他 仍 在 俄国 隐居 了 最 近 的 8 年 ,没有 发 表 任 何 
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庞 加 莱 猜 想 的 历史 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


文章 . 
在 他 去 年 11 月 张贴 的 文章 中 ,现年 将 近 40 岁 的 佩 雷 尔 曼 博士 感谢 纽约 大 
学 的 柯 朗 研究 所 ,位 于 Stony Brook 的 纽约 州立 大 学 和 伯克利 加 州 大 学 ,因为 他 
访问 这 些 研究 所 时 的 津贴 帮助 支持 了 他 的 俄国 的 生活 . 

他 宣布 ,他 证 明了 所 谓 的 几何 化 猜想 (the geometrization conjecture) ， 这 是 对 
三 维 空间 几何 的 一 个 完全 的 刻画 . 

自从 19 世纪 以 来 ,数学 家 们 知道 ,一 类 二 维 空间 , 即 二 维 流 形 ,可 以 进行 分 
类 . 

然而 ,在 20 世纪 50 年 代 一 个 俄国 数学 家 证 明了 :在 四 维 情形 ,解决 这 个 问 
题 是 不 可 能 的 ,即使 在 三 维 情况 ,问题 也 是 非常 非常 复杂 的 . 

在 20 世纪 70 年 代 早 期 , 戴 维 斯 加 州 大 学 的 一 位 教授 William P. Thurston 博 
士 猜测 :三 维 流 形 是 由 许多 齐 性 片 组 成 ,用 一 种 预先 描述 的 方式 拼 起 来 的 ,并 证 
明了 他 的 猜测 在 许多 情形 是 对 的 .为 此 ,Thurston 博士 赢得 了 数学 界 的 最 高 荣 
誉 一 一 一 枚 菲 尔 兹 奖章 . 

佩 雷 尔 曼 博士 的 工作 一 一 如 果 正 确 一 一 则 完全 描述 了 三 维 流 形 的 结构 ,并 
且 , 作 为 副产品 , 它 解决 了 庞 加 莱 的 著名 问题 .他 的 方法 利用 了 所 谓 的 Ricci 流 
技巧 ,这 是 由 目前 在 哥伦比亚 大 学 的 哈密 尔 顿 博士 引进 的 . 

Ricci 流 是 一 种 平均 过 程 , 用 来 将 流 形 颠 艇 止 凸 处 变 得 均匀 平滑 .利用 Ricci 
流 , 哈 密 尔 顿 博士 在 某 些 情 形成 功 地 证 明了 几何 化 猜想 ;对 一 般 情形 ,他 勾勒 了 
一 个 证 明 方 案 , 然 而 他 磁 到 的 麻烦 是 ,不 知道 如 何 控制 Ricci 流 的 一 类 奇异 现 
象 . 

“ 佩 雷 尔 曼 所 做 的 就 是 , 想 出 了 制服 这 些 奇异 性 的 新 的 和 有 趣 的 方法 ,” 
Mrowka 博士 说 道 ,“ 他 的 工作 极端 地 依赖 于 哈密 尔 顿 的 工作 ,但 对 于 那个 计划 
做 出 了 令 人 惊奇 的 新 贡献 .” 

数学 家 们 说 ,如 果 佩 雷 尔 曼 博士 成 功 地 解决 了 庞 加 莱 猜 想 , 他 很 可 能 与 哈 
密 尔 顿 博士 分 享 Clay 数学 研究 所 的 奖金 . 

即使 佩 雷 尔 曼 博士 的 工作 没有 证 明 几 何 化 猜想 ,数学 家 们 说 ,很 清楚 ,他 的 
工作 也 将 对 数学 做 出 本 质 的 贡献 

“无 论 怎样 ,都 将 是 令 人 愉快 的 ,”Mrowka 博士 说 道 ,“ 或 者 他 已 经 完成 了 ， 
或 者 他 真正 做 出 了 某 些 重大 的 进展 ,我 们 都 将 从 中 学 到 一 些 什么 .” 
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数学 界 对 庞 加 莱 猜 想 的 疑似 证 明 座 说 纷 红 ” 


八 


Juh 


数学 的 一 个 热门 话题 :尚未 解决 的 问题 不 久 便 会 
破解 .专家 们 的 意见 说 ,即便 并 非 如 此 , 它 的 自 认 为 的 
征服 者 也 获得 了 某 些 奇 妙 的 东西 . 


TIE sinemeni = 赢得 持久 的 荣 准 .1999 年 来, 数学 家 
们 辛勤 却 徒劳 地 陷 进 了 上 面 这 个 方程 式 里 .在 2000 年 , 马 萨 诸 
塞 州 剑桥 的 Clay 数学 促进 会 把 这 个 证 明 的 奖金 抬 高 到 了 100 
万 美元 .现在 ,多 年 来 最 可 信 的 一 位 宣称 解决 了 猜想 的 人 正在 
小 心 谨 慎 .一 点 一 点 地 提出 他 的 证 明 ,在 进一步 检查 之 后 , 它 可 
能 就 是 这 最 后 的 一 击 . 也 许 如 此 . 

上 周 , 在 剑桥 的 麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 一 次 被 热烈 期 待 的 
系列 讲座 中 ,来 自 俄国 圣彼得堡 斯 捷克 洛 夫 数 学 研究 所 的 佩 雷 
尔 曼 ,概述 了 对 此 猜想 的 一 个 可 能 证 明 . 想 到 过 去 的 失败 ,没有 
一 个 人 ,包括 佩 雷 尔 曼 本 人 ( 它 拒绝 就 此 事 接 受 访 谈 ) ,要 宣告 
已 经 获胜 .但 是 专家 们 说 ,这 次 努力 颇 为 独特 .MIT 的 一 位 拓扑 
学 家 Tomasz Mrowka 说 :我 们 拼命 想 要 弄 明 白 他 在 这 里 所 做 的 
东西 .“ 很 清楚 ,他 已 经 做 出 来 一 些 东 西 .你 不 会 花 掉 许 多 时 间 
(去 读 他 的 文章 ) 却 空手 而 归 .” 按 圣地 亚 哥 加 利 福 尼 亚 大 学 的 
一 位 微分 几何 学 家 Bennett Chow 的 说 法 :很 清楚 , 它 是 一 个 重大 
的 突破 ,但 是 要 对 他 是 否 已 经 证 明了 猜想 说 任何 话 都 还 太 早 .” 


自 :Mathematics World Abuzz Over Possible Poincaré Proof. 作 者 : Dana Mackenzie. "3 (i , HE. Æ 


原 载 
博信 中 校 . 译 自 :Science,2003,1(300) : 417. 
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庞 加 莱 猜 想 的 历史 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


竞猜 游戏 :他 证 明了 还 是 没有 证 明 , 开 始 于 2002 年 11 月 12 A, ABE OLE 
尔 坚 在 互联 网 上 贴 了 一 份 预 印 本 .他 神秘 地 说 “我 们 给 出 此 猜想 的 一 个 不 拘 一 
格 的 证 明 概 述 ”. 许 多 读者 只 不 过 以 为 佩 雷 尔 曼 勾勒 出 对 此 问题 一 个 可 能 的 冲 
TET .但 是 佩 雷 尔 曼 用 电子 邮件 澄清 说 , 他 想 要 公开 一 个 实际 的 证 明 . 在 
2003 年 3 月 10 日 ,他 给 了 第 2 份 帖子 ,已 包含 了 这 个 工作 的 更 多 细节 ,他 还 再 
次 说 ,要 完成 这 项 工作 .在 MIT 的 演讲 涵盖 了 这 3 个 分 期 的 材料 . 

事实 上 , 佩 雷 尔 曼 所 冲击 的 问题 较 法 国 数学 家 庞 加 莱 所 提出 的 那个 还 要 宏 
大 .在 为 现在 称 为 拓扑 学 的 这 门 学 科 做 莫 基 工作 时 , 庞 加 莱 怀 疑 拓扑 学 是 否 有 
足够 的 工具 来 区 分 出 最 简单 的 三 维 对 象 , 即 四 维 蛋 的 表面 . 换 句 话说 ,一 个 没有 
显著 特征 的 三 维 空间 :没有 空洞 ,没有 形 如 麦 比 乌 斯 的 扭曲 ,没有 手柄 ,没有 边 
缘 ,是 否 它 必 为 一 个 三 维 球面 ? 

如 果 佩 雷 尔 曼 的 工作 被 证 实 了 , 它 也 将 确认 了 一 个 更 广 的 假设 . 戴 维 斯 加 
州 大 学 的 William Thurston 的 猜想 源 于 19 世纪 德国 数学 家 黎 曼 的 一 个 里 程 碑 式 
的 定理 . 黎 曼 说 ,任何 二 维 空间 ( 即 任 意 曲面 ) 可 以 被 按摩 成 在 各 处 均 具 有 相同 
类 型 的 曲率 :或 都 为 负 ,或 都 为 正 ,或 是 平坦 .这 种 “几何 化 "的 曲面 具有 的 曲率 
越 负 则 它 具 有 的 洞 越 多 .一 个 推论 是 ,一 个 无 空洞 的 曲面 必 是 正 向 弯曲 的 ,因此 
拓扑 等 价 于 一 个 球面 . 

Thurston 寻求 把 黎 曼 的 定理 带 到 三 维 空间 , 即 他 的 “几何 化 猜想 ”. 因 为 三 维 
空间 远 较 二 维 复杂 ,数学 家 们 不 能 按 歼 曼 那 样 把 它们 民 资 成 常 曲 率 .在 1970 年 
代 后 期 ,Thurston( 那 时 他 在 Princeton 大 学 ) 转 而 提出 他 们 可 以 做 成 几乎 一 样 好 
的 事 . 他 猜想 ,在 适当 的 地 方 进行 切割 ,他 们 可 以 把 任何 三 维 空间 分 成 若干 片 ， 
它们 可 以 转换 成 8 种 非常 标准 的 几何 之 一 ,这 些 几 何 涉及 的 范围 从 双 曲 的 ( 负 
向 弯曲 ) 到 球面 的 ( 正 向 弯曲 ) .上 述 猜想 如 果 为 真 , 则 几何 化 猜想 就 会 给 数学 家 
们 某 种 "周期 表 ”, 用 来 对 三 维 空间 分 类 . 它 也 会 立即 解决 了 庞 加 莱 猜 想 . 因 为 7 
种 非 球面 的 几何 中 每 一 个 都 将 留 下 泄露 其 真面目 的 拓扑 指纹 ,于 是 那个 没有 识 
别 记 号 的 空间 就 会 是 球面 .证 毕 .但 是 如 何 证 明 此 猜想 呢 ? 

1980 年 代 早期 ,哈密 尔 顿 (现在 Columbia 大 学 ) 提 出 ,数学 家 可 以 诱导 一 个 
三 维 空间 实现 自身 几何 化 ,方法 是 促使 它 “ 流 ”向 一 种 标准 的 几何 ,这 很 像 是 穿 
过 铁 栅 的 热流 .1988 年 哈密 尔 顿 利用 他 的 “Ricci 流 ” 重 新 证 明了 二 维 曲 面 时 的 
黎 曼 定理 . 

但 是 在 三 维 情形 ,哈密 尔 顿 遭遇 到 了 一 个 问题 .一 个 空间 的 不 同 部 分 的 流 
动 会 扩张 它们 的 不 同 几何 ,使 得 它们 之 间 的 边界 拉 伸 成 无 限 薄 的 “ 颈 部 ”. 就 像 
哈密 尔 顿 的 同事 ,哈佛 大 学 的 丘成桐 所 指出 的 那样 , 这些 颈 部 标 出 了 那些 需要 
数学 家 进行 “外 科 手 术 ” 的 地 方 ,这 种 手术 是 Thurston 猜想 所 需要 的 .但 是 如 果 
有 颈 部 过 快 折断 或 是 形成 了 棘手 的 形状 ,包括 一 种 特别 麻烦 的 称 做 “雪茄 ”的 形 
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状 , 手 术 就 会 失败 .进一步 ,又 是 什么 能 避免 不 会 像 好 莱 坞 明星 们 的 整容 手术 那 
样 ,无 休止 地 进行 下 去 ? 

丘成桐 和 哈密 尔 顿 两 人 都 和 这 些 问题 搏斗 了 数 年 . 佩 雷 尔 曼 使 用 了 许多 由 
他 们 发 展 起 来 的 技巧 ,但 是 却 加 进 了 一 个 关键 的 思想 fF 28 “a” , EB 
空间 流动 而 增加 .用 对 Ricci 流 给 出 某 种 意义 下 方向 的 方法 A AR S A) AB 
于 保持 一 个 空间 朝向 几何 化 运动 .更 微妙 地 , 它 也 让 佩 雷 尔 曼 控制 住 了 塌陷 区 
域 的 大 小 和 形状 . 

虽说 不 是 全 部 但 的 确 有 许多 专家 似乎 相信 和 佩 雷 尔 曼 已 经 掏 灭 了 雪茄 并 制 
服 了 狭窄 的 颈 部 ,然而 他 们 对 他 能 否 控制 住 手术 次 数 则 信心 不 足 .注意 到 其 他 
对 庞 加 莱 猜 想 所 尝试 的 证 明 都 在 相似 的 缺失 步骤 上 失足 ,丘成桐 警告 说 , 那 可 
能 证 实 为 一 个 致命 的 缺陷 .即使 修 雷 尔 曼 没有 达到 他 的 主要 目标 (和 那个 100 
万 奖金 ), Bennett Chow 说 ,他 的 工作 代表 了 在 理解 Ricci 流 方面 的 巨大 进步 .“ 除 
去 在 现实 世界 我 们 知道 山 有 多 高 外 , 它 像 是 在 登山 ,哈密 尔 顿 所 做 的 是 登 上 了 
一 个 难以 置信 的 高 度 , 远 超过 人 们 所 想到 的 高 度 ,而 佩 雷 尔 曼 则 从 哈密 尔 顿 离 
开 时 的 高 度 开始 并 已 经 登 到 了 更 高 的 地 方 但 我 们 依然 不 知道 这 座 山 到 底 有 多 
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JL 何 学 家 通常 在 两 类 几何 学 之 间 做 出 区 分 ,他 们 把 第 一 
类 称 为 度量 几何 学 ,把 第 二 类 称 为 射影 几何 学 .度量 几何 学 以 
距离 概念 为 基础 ;在 度量 几何 学 中 , 当 两 个 图 形 “ 全 等 ”( 在 数学 
家 赋予 这 个 词 的 意义 上 ) 时 , 则 它们 被 认为 是 等 价 的 .射影 几何 
学 以 直线 概念 为 基础 .因为 在 射影 几何 学 中 ,认为 两 个 图 形 等 
价 并 不 一 定 要 它们 相等 ,只 要 它们 通过 射影 变换 彼此 对 应 ( 即 
一 个 是 男 一 个 的 射影 ) 就 足够 了 .第 二 类 几何 学 往往 被 称 为 定 
性 几何 学 : 若 与 第 一 类 几何 学 相 比较 , 它 的 确 是 这 样 .显然 ,在 
射影 几何 学 中 ,度量 和 量 并 不 起 什么 重要 的 作用 .然而 ,也 不 完 
全 如 此 .直线 不 是 纯粹 定性 的 ;在 没有 做 出 某 种 度量 或 者 在 没 
有 使 所 谓 的 直 尺 (一 种 度量 工具 ) 沿 一 条 线 移动 的 情况 下 ,就 不 
能 断言 这 条 线 是 直线 . 

但 是 ,还 有 第 三 类 几何 学 ,在 这 类 几何 学 中 , 量 被 完全 排除 
了 . 它 纯粹 是 定性 的 ,这 就 是 拓扑 学 .在 这 个 学 科 中 ,可 以 通过 
连续 变形 使 一 个 图 形 与 另 一 个 图 形 对 应 ,从 而 两 个 图 形 在 任何 
时 候 都 是 等 价 的 ,不管 支配 这 种 变形 的 规律 是 什么 ,只 要 保持 连 
续 性 就 行 .于 是 , 圆 等 价 于 椭圆 ,其 至 等 价 于 任何 类 型 的 闭 曲线 ， 


QO 原 载 自 : 庞 加 勒 .最 后 的 沉思 [Mj]. 李 醒 民 , 译 . 范 贷 年 , 校 .北京 :商务 印 书馆 ,1995:30-51. 
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但 它 与 线段 不 等 价 ,因为 线段 不 是 闭合 图 形 .球面 等 价 于 任何 曲面 ,但 是 它 不 等 
价 于 圆 环 面 ,因为 在 圆 环 面 上 有 一 个 洞 ,而 球面 上 却 没有 .让 我 们 设想 任何 一 类 
图 样 ,一 个 笨拙 的 制图 员 描 画 这 个 图 样 的 复制 品 . 比例 被 焉 曲 了 ,用 颤抖 的 手 画 
出 的 直线 牌 牌 扭 扭 ,结果 成 了 不 成 比例 的 曲线 .从 度量 几何 学 的 观点 来 看 ,甚至 
从 射影 几何 学 的 观点 来 看 ,这 两 个 图 形 都 不 是 等 价 的 ;但 是 ,与 之 相反 ,从 拓扑 
学 的 观点 来 看 ,它们 是 等 价 的 . 

对 于 几何 学 家 来 说 ,拓扑 学 是 很 重要 的 科学 .拓扑 学 导致 了 一 系列 定理 ,这 
些 定理 像 欧 几 里 得 的 定理 一 样 密切 相关 ; 正 是 从 这 组 命题 出 发 , 黎 曼 构造 了 一 
种 最 著名 的 、 最 抽象 的 纯粹 分 析 理 论 .为 了 说 明 它 们 的 本 性 ,我 将 引用 其 中 的 两 
个 定理 :(1) 平 面 上 的 两 个 闭 曲 线 相 交 于 偶数 个 点 ;(2) 如 果 一 个 多 面体 是 凸 多 
面体 (这 就 是 说 ,如 果 不 把 它 一 切 为 二 就 不 可 能 在 它 表 面 上 描绘 一 个 闭合 线 )， 
那么 它 的 棱 数 等 于 顶点 数 加 面 数 减 去 2; 当 多 面体 的 面 和 棱 是 曲面 和 曲线 时 ， 
这 依然 是 正确 的 . . 

这 就 是 拓扑 学 使 我 们 如 此 感 兴趣 的 东西 . 正 是 在 这 门 学 科 中 ,几何 学 直觉 
确实 起 着 作用 .在 度量 几何 学 的 定理 中 , 当 运 用 能 力 是 由 这 种 直觉 组 成 时 , 那 正 
是 因为 在 无 视 一 个 图 形 的 定性 性 质 时 ,也 就 是 说 ,在 忽视 研究 那些 严格 地 属于 
拓扑 学 的 性 质 时 , 便 不 可 能 研究 它 的 度量 性 质 .人 们 常 说 ,几何 学 是 一 门 关于 粗 
制 滥 造 的 图 形 的 正确 推理 的 艺术 .这 不 是 冷嘲热讽 ,而 是 值得 思考 的 真理 .但 
是 ,什么 是 粗制滥造 的 图 形 呢 ?刚才 提 到 的 那 位 笨拙 的 制图 员 所 能 夯 出 的 图 形 
就 是 这 类 图 形 .他 或 多 或 少 公然 地 牌 曲 了 比例 ;他 把 直线 乱 画 为 锯齿 形 ; 他 的 圆 
好 像 土 堆 一 样 难看 .但 是 ,所 有 这 一 切 无 关 紧 要 ; 它 无 论 如 何不 会 使 几何 学 家 烦 
恼 ;这 并 不 妨碍 他 正确 地 推理 . 

但 是 ,缺乏 经 验 的 画图 者 必然 不 用 开 曲 线 描绘 闭 曲线 ,或 者 不 用 没有 公共 
点 的 三 条 直线 描绘 相交 于 一 点 的 三 条 直线 ,或 者 不 用 完整 的 曲面 描绘 有 洞 的 曲 
面 .在 那 种 情况 下 ,这 位 画图 者 的 图 画 上 毫 无 用 处 ,推理 也 变 得 不 可 能 了 .直觉 不 
会 受到 图 画 中 仅 对 度量 几何 学 和 射影 几何 学 有 意义 的 缺陷 的 妨碍 .然而 ,只 要 
这 些 缺 陷 涉 及 拓扑 学 ,直觉 将 变 得 不 可 能 . 

这 种 十 分 简单 的 观察 指出 几何 学 直 党 的 真实 作用 ;几何 学 家 需要 画图 形 ， 
至 少 需 要 形成 它们 的 思想 图 像 ,从 而 便利 了 这 种 直觉 .现在 ,如 果 他 尽量 减 小 这 
些 图 形 的 度量 性 质 和 射影 性 质 的 重要 性 ,如 果 他 仅仅 专注 于 它们 的 纯粹 定性 的 
性 质 , 那 么 唯 有 几何 学 直觉 在 这 里 真正 起 作用 .我 并 不 是 说 度量 几何 学 是 建立 
在 纯粹 逻辑 的 基础 上 ,或 者 其 中 没有 直觉 真理 的 地 位 .但 是 ,它们 是 男 一 类 直觉 
观念 ,类 似 于 在 算术 和 代数 中 起 主要 作用 的 直觉 观念 . 

拓扑 学 的 基本 命题 是 :空间 是 三 维 连续 统 . 我 已 经 在 其 他 著作 中 讨论 了 这 
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个 命题 的 起 源 , 但 却 是 以 极为 简略 的 方式 讨论 的 ,为 了 阐明 某 些 观点 ,再 次 更 详 
细 地 考察 一 下 它 ,在 我 看 来 并 非 是 毫 无 意义 的 . 

空间 是 相对 的 ;所 谓 相 对 空间 ,我 不 仅 意 指 在 我 们 没有 注意 到 的 情况 下 ,我 
们 可 以 转移 到 空间 的 另 一 个 区 域 (这 是 我 们 真正 遇 到 的 事情 ,因为 我 们 并 不 党 
察 到 地 球 的 平 动 ) ;我 不 仅 意 指 ,一 切 物 体 的 所 有 维 数 在 我 们 不 能 知道 其 变化 的 
情况 下 能 够 成 比例 地 增加 ,倘若 我 们 的 测量 仪器 经 受到 同样 的 变化 的 话 ;而 且 
我 也 意 指 ,空间 能 够 按照 某 个 任意 的 规律 变形 ,假使 我 们 的 测量 仪器 也 按照 这 
个 同样 的 规律 变形 的 话 . 

这 可 以 是 任何 变形 ,但 变形 必须 是 连续 的 ;也 就 是 说 , 它 必须 是 使 一 个 图 形 
变换 为 从 拓扑 学 观点 来 看 是 等 价 的 另 一 个 图 形 的 那些 变形 之 一 .当空 间 被 认为 
是 独立 于 我 们 的 测量 仪器 时 ,空间 从 而 既 不 具有 度量 的 性 质 ,也 不 具有 射影 的 
性 质 ; 它 只 有 拓扑 的 性 质 (也 就 是 说 , 仅 具 有 在 拓扑 学 中 所 研究 的 性 质 ) . 它 是 无 
定形 的 ,也 就 是 说 , 它 并 非 不 同 于 人 们 通过 无 论 什么 连续 性 的 形变 能 够 从 它 得 
出 的 任何 空间 .我 将 用 数学 语言 加 以 解释 .在 这 里 有 两 个 空间 EAE; E 中 的 
AM XMF E PHM ;点 M 有 直角 坐标 x,y,z; 点 M 具有 %,y,z 的 三 个 任何 
连续 函数 作为 直角 坐标 .从 我 们 所 谈 到 的 观点 看 来 ,这 两 个 空间 并 没有 什么 不 
同 . 

我 们 测量 仪器 的 功能 ,尤其 是 固体 的 作用 如 何 给 人 的 智力 提供 更 完满 的 决 
定 和 组 织 这 种 无 定形 空间 的 机 会 , 它 怎 样 容许 射影 几何 学 画 直 线 网 络 ,怎样 容 
许 度量 几何 学 测量 这 些 点 之 间 的 距离 群 的 基本 概念 在 这 个 过 程 中 起 什么 根本 
性 的 作用 ,我 在 其 他 著作 已 经 对 此 作 了 详细 的 解释 .我 认为 所 有 这 些 论点 都 已 
得 到 确认 ,我 不 需要 再 重复 这 些 了 . 

在 这 里 ,我 们 只 关心 在 拓扑 学 中 所 考虑 的 无 定形 的 空间 , 即 独立 于 我 们 测 
量 仪器 的 唯一 的 空间 ; 它 的 基本 性 质 一 一 我 是 要 说 它 的 唯一 的 性 质 一 一 是 三 维 


2th Sth fo RE 
可 是 ,什么 是 n 维 连续 统 呢 ? 它 与 维 数 较 大 或 较 小 的 连续 统 怎 样 区 别 呢 ? 
让 我 们 首先 回顾 一 下 康 托 的 学 生 最 近 得 到 的 一 些 结果 吧 .在 直线 上 的 点 和 平面 
上 的 点 之 间 ,或 者 更 一 般 地 说 ,在 n 维 连续 统 上 的 点 和 p 维 连续 统 上 的 点 之 间 
有 可 能 建立 一 一 对 应 关系 .倘若 我 们 不 受 平面 上 两 个 无 限 邻 近 的 点 对 应 于 直线 
上 两 个 无 限 邻 近 的 点 这 个 条 件 ( 即 连续 性 条 件 ) 的 约束 ,那么 这 就 是 可 能 的 . 
因此 ,有 可 能 用 这 样 的 方式 使 平面 发 生变 形 而 得 到 直线 ,只 要 这 种 变形 不 
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是 连续 的 . 另 一 方面 ,用 连续 的 变形 则 不 可 能 这 样 .于 是 , 维 数 的 问题 与 连续 性 
概念 密切 相关 ,而 对 于 任何 想 要 排除 这 一 概念 的 人 来 说 , 那 是 没有 什么 意义 的 . 

为 了 定义 n 维 连续 统 , 我 们 首先 有 解析 定义 :n 维 连续 统 是 nn 个 坐标 的 集 
合 ,也 就 是 说 ,是 能 够 各 自 独立 变化 的 ,而 且 假 定 所 有 的 实 值 满足 某 些 不 等 式 的 
nn 个 量 的 一 个 集合 .这 个 定义 从 数学 的 观点 来 看 尽管 没有 缺点 ,但 是 无 论 如何 
不 能 使 我 们 完全 满意 .在 连续 统 中 ,各 种 坐标 可 以 说 并 非 相互 毗连 ;它们 在 它们 
自身 之 中 联系 起 来 ,以 至 形成 一 个 整体 的 各 个 方面 .在 空间 研究 的 每 时 每 刻 ,我 
们 实现 的 就 是 所 谓 的 坐标 变换 .例如 ,我 们 实现 直角 坐标 系 变换 ,要 不 然 我 们 变 
换 到 曲线 坐标 .在 研究 男 一 个 连续 统 时 ,我 们 也 实现 坐标 变换 ;也 就 是 说 ,我 们 
用 nn 个 坐标 的 无 论 什 么 样 的 n MERRER n 个 坐标 .对 于 我 们 之 中 不 是 从 
刚才 提 到 的 解析 定义 出 发 ,而 是 从 某 个 更 深奥 的 来 源 出 发 而 导出 n 维 连续 统 
概念 的 人 来 说 ,这 一 操作 是 很 自然 的 ;我 们 感到 ,那些 在 连续 统 中 是 本 质 的 东西 
并 没有 变化 . 另 一 方面 ,对 于 那些 仅仅 从 解析 定义 了 解 连续 统 的 人 来 说 ,这 一 操 
作 无 颖 是 合理 的 ,但 却 是 奇异 的 ,未 经 证 明 的 . 

最 后 ,这 个 定义 尽量 减 小 了 连续 统 概念 的 直觉 起 源 和 这 一 概念 所 包含 的 一 
切 丰 语 思 想 的 重要 性 . 它 像 那些 从 数学 “算术 化 "以 来 在 这 门 科 学 中 变 得 如 此 频 
繁 的 定义 那样 反复 出 现 .从 数学 的 观点 来 看 ,我 们 所 说 的 这 些 定义 是 没有 缺点 
的 ,但 是 它们 却 不 能 使 哲学 家 满意 .它们 用 由 比较 简单 的 材料 组 成 的 结构 代替 
被 定义 的 对 象 和 这 个 对 象 的 直觉 概念 .因此 ,很 容易 看 到 ,用 这 些 材 料 可 以 有 效 
地 形成 这 个 结构 ,但 我 们 同时 看 到 ,要 做 出 更 多 的 东西 同样 是 可 能 的 .未 被 揭示 
出 来 的 是 :为 什么 用 这 种 方式 而 不 用 另外 的 方式 来 组 合 这 些 材 料 , 其 中 有 什么 
深刻 的 原因 ? 我 的 意思 并 不 是 说 ,数学 的 这 种 “算术 化 ”是 不 受 欢 迎 的 ;我 说 它 
并 非 包 罗 万 象 . 

我 将 把 维 数 的 确定 建立 在 截 量 概念 的 基础 上 .首先 ,让 我 们 考虑 一 条 闭 曲 
线 , 即 一 维 连续 统 . 如 果 我 们 在 这 条 曲线 上 取 任 意 两 个 我 们 将 不 容许 我 们 自己 
通过 的 点 ,那么 该 曲线 将 被 截 为 两 部 分 ,不 可 能 从 一 部 分 到 另 一 部 分 ,因为 我 们 
虽然 还 在 这 条 曲线 上 ,但 是 却 不 能 通过 被 排除 的 点 . 另 一 方面 ,让 我 们 考虑 一 个 
闭 曲 面 , 它 形成 一 个 二 维 连续 统 . 在 这 个 曲面 上 ,可 以 取 一 个 、 两 个 或 任意 数目 
的 被 排除 的 点 .该 曲面 并 不 因为 这 样 就 被 分 为 两 部 分 ;在 这 个 曲面 上 ,可 以 从 一 
点 到 男 一 点 ,而 不 会 遇见 任何 障碍 ,因为 总 可 以 绕 过 被 排除 的 点 . 

可 是 ,如 果 我 们 在 曲面 上 画 出 一 条 或 多 条 闭 曲 线 ,如 果 我 们 把 它们 看 做 是 
不 可 逾越 的 截 量 ,那么 该 曲面 就 能 够 被 分 为 几 个 部 分 . 

现在 ,让 我 们 考虑 空间 的 情形 .我 们 既 不 能 禁止 通过 某 些 点 ,也 不 能 禁止 通 
过 菜 些 线 来 把 空间 分 为 几 个 部 分 ,这 些 障碍 总 可 以 绕 过 去 .必须 禁止 越过 某 些 
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面 , 即 某 些 二 维 截 量 . 这 就 是 我 们 说 空间 具有 三 维 的 原因 . 

我 们 现在 知道 , n 维 连续 统 是 什么 . 当 一 个 连续 统 能 够 借助 于 一 个 或 多 个 
KHE n -1 维 的 截 量 被 分 为 许多 区 域 , 则 该 连续 统 具 有 n 维 .这 样 ,n 维 连续 
统 用 n - 1 维 连续 统 来 定义 .这 就 是 递归 定义 . 

在 这 个 定义 中 ,什么 东西 给 我 以 信心 呢 ? 什么 东西 向 我 表明 观念 实际 上 如 
何 自然 而 然 地 在 人 们 的 头脑 中 产生 呢 ? 它 首 先 就 是 ,许多 基本 读物 的 作者 并 无 
意 于 恶作剧 ,但 在 他 们 著作 的 开头 部 分 却 做 出 了 类 似 的 事情 .他 们 把 体积 定义 
为 空间 的 部 分 ,把 面 定 义 为 体积 的 边界 ,把 线 定义 为 面 的 边界 ,把 点 定义 为 线 的 
边界 ;此 后 他 们 停顿 下 来 ,其 类 似 性 是 明显 的 .遵循 这 种 定义 ,我 们 在 拓扑 学 的 
其 他 部 分 重新 发 现 截 量 的 重要 作用 .例如 ,根据 黎 曼 的 观点 ,是 什么 东西 把 圆 环 
面 与 球面 区 别 开 来 呢 ? 正 是 这 样 的 事实 :我 们 不 能 在 球面 上 画 一 条 闭 曲 线 而 又 
不 把 球面 分 为 两 部 分 ,可 是 却 存在 着 不 把 圆 环 面 分 为 两 部 分 的 闭 曲 线 ,为 了 保 
证 人 们 分 开 圆 环 面 ,必须 做 出 没有 公共 点 的 两 个 闭 截 量 ( 闭 曲 线 ) . 

还 留 下 另 一 个 值得 考察 之 点 .我 们 刚才 考察 的 连续 统 是 数学 连续 统 ;它们 
的 每 一 个 点 都 是 独特 的 东西 ,绝对 不 同 于 其 他 点 ,而 且 绝 对 不 可 分 .由 我 们 的 感 
觉 所 直接 揭示 的 连续 统 ,我 称 之 为 物理 连续 统 ,它们 都 是 有 差别 的 .支配 这 些 连 
续 统 的 规律 是 费 希 纳 (Fechner) 定 律 ,我 将 剥 去 通常 套 在 它 身上 的 华丽 的 数学 外 
衣 , 以 便 把 它 还 原 到 作为 它 的 基础 的 实验 数据 的 简单 项 .根据 估计 ,有 可 能 分 辨 
出 一 个 10 g 的 硅 码 和 一 个 12 g 的 夸 码 的 差别 ,但 恐怕 不 可 能 分 辨 出 一 个 11 g 
的 夸 码 一 个 10 g 的 夸 码 或 12 g 的 硅 码 的 差别 .更 一 般 地 ,可 以 有 这 样 两 个 感 党 
集合 :我 们 在 没有 分 辨 出 一 个 集合 或 另 一 个 集合 与 第 三 个 集合 的 差别 的 情况 下 
就 可 以 分 辨 出 它们 二 者 的 差别 .根据 这 一 假定 ,我 们 能 够 设想 这 样 一 个 感觉 集 
合 的 连续 链 , 它 们 中 的 每 一 个 都 无 法 与 相 接 的 一 个 区 别 开 来 ,尽管 链 的 两 端 却 
能 够 很 容易 地 加 以 分 辨 .这 将 是 一 维 的 物理 连续 统 .我 们 也 可 以 设想 较 复 杂 忒 
物理 连续 统 . 这 些 物理 连续 统 的 元 素 将 又 是 感觉 的 集合 (但 是 我 更 喜欢 用 比较 
简单 的 词 一 一 元 素 ) .另外 ,什么 时 候 我 才能 说 ,相似 元 素 的 系统 $ 是 物理 连续 
统 呢 ?无 论 任何 时 候 ,我 都 能 够 把 它 的 任意 两 个 元 素 看 做 是 一 个 连续 链 的 两 个 
末端 ,该 链 类 似 于 我 刚刚 叙述 过 的 链 , 它 的 所 有 元 素 都 属于 $. 因 此 ,如 果 可 以 
用 不 离开 曲面 的 一 条 连续 的 线 联 结 该 曲面 的 任何 两 个 点 ,那么 该 曲面 就 是 连续 
的 . 

我 们 能 够 把 截 量 的 概念 推广 到 物理 连续 统 , 从 而 决定 它们 的 维 数 吗 ? 我 们 
显然 能 够 这 样 做 .让 我 们 排除 $ 中 的 某 些 元 素 以 及 所 有 不 能 与 它们 区 分 的 元 
素 .这 些 受 到 限制 的 元 素 完全 可 以 是 有 限 的 数目 ,要 不 然 就 能 够 通过 它们 的 结 
合 形成 一 个 或 多 个 连续 统 . 这 些 有 限 的 元 素 的 集合 将 组 成 一 个 截 量 ;在 形成 这 
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一 截 量 后 ,所 发 生 的 情况 是 ,我 们 可 以 把 连续 统 S 分 为 几 个 别 的 连续 统 ,这 时 
再 也 不 能 通过 连续 链 从 S 中 的 任何 元 素 到 任何 其 他 元 素 中 去 ,这 个 链 的 元 素 
无 法 与 该 截 量 的 任何 其 他 元 素 相 区 别 . 

因此 ,通过 把 我 们 自己 限制 到 有 限 数目 的 元 素 之 内 ,从 而 能 够 被 截 的 物理 
连续 统 将 具有 一 维 ;如 果 一 个 物理 连续 统 能 够 借助 于 本 身 是 n - 1 维 的 物理 连 
续 统 的 截 量 来 分 割 ,那么 它 将 具有 n 维 . 


3 Stems 

问题 似乎 被 解决 了 ;我 们 也 许 只 需要 把 这 个 法 则 应 用 于 作为 空间 的 粗糙 图 
像 的 物理 连续 统 ,或 者 应 用 于 对 应 的 数学 连续 统一 一 它 是 物理 连续 统 的 精制 的 
图 像 ,是 几何 学 家 的 空间 .但 是 , 那 是 一 种 假象 ;如 果 我 们 由 以 推 知 空间 的 物理 
连续 统 是 直接 通过 感觉 揭示 给 我 们 的 ,那么 一 切 也 许 是 幸运 的 :然而 ,事实 却 远 
非 如 此 . 

让 我 们 看 看 ,从 我 们 的 大 量 感觉 中 实际 上 是 怎么 有 可 能 推导 出 物理 连续 统 
的 呢 ? 物理 连续 统 的 每 一 个 元 素 都 是 感觉 集合 ; 首先 考虑 一 下 同时 的 感觉 的 集 
合 , 即 意识 的 状态 ,这 是 最 简单 的 集合 .然而 ,我 们 的 每 一 个 意识 状态 是 一 种 极 
其 复杂 的 东西 ,以 至 于 我 们 从 来 也 不 能 指望 看 到 两 个 意识 状态 变 得 不 可 区 分 . 
可 是 ,为 了 构造 物理 连续 统 , 从 以 前 已 说 过 的 情况 来 看 ,基本 的 问题 是 ,它们 的 
两 个 元 素 在 某 些 情况 下 能 够 被 看 做 是 不 可 区 分 的 .可 是 ,我 们 永远 也 不 能 说 :我 
不 能 把 我 目前 的 思想 状态 与 我 前 天 同一 时 刻 的 思想 状态 区 分 开 来 . 

因此 ,我 们 有 必要 通过 积极 的 思想 操作 ,通过 忽略 两 个 意识 状态 的 差别 ,从 
而 一 致 认为 二 者 是 等 价 的 .例如 ,我 们 可 以 忽略 某 些 感 官 的 感觉 ,这 将 是 最 为 简 
单 的 .我 已 经 说 过 ,我 无 法 分 辨 一 个 10 g 的 夸 码 和 一 个 11 g 的 硅 码 的 差别 .可 
是 ,情况 也 许 是 ,如 果 我 不 断 地 实验 ,那么 一 个 10 g 的 夸 码 所 引起 的 压力 感觉 
被 各 种 不 同 的 嗅觉 和 听觉 伴随 着 , 当 用 一 个 11 g 的 硅 码 代替 一 个 10 g 的 夸 码 
时 ,这 些 各 种 各 样 不 同 的 感觉 变化 了 . 正 因为 我 忽略 了 这 些 特异 的 感觉 ,我 才能 
够 说 ,两 个 意识 状态 是 不 可 区 分 的 . 

有 可 能 规定 更 复杂 的 条 件 , 也 有 可 能 以 不 仅 把 同时 的 感觉 的 集合 ,而 且 把 
相继 的 感觉 的 集合 即 感觉 系列 看 做 是 我 们 的 连续 统 的 元 素 .接着 ,有 必要 规定 
基本 的 条 件 , 而 且 为 了 认为 连续 统 两 个 元 素 是 等 价 的 ,有 必要 指明 二 者 必须 具 
有 的 共同 特性 (不 管 它们 是 同时 的 感觉 的 集合 还 是 相继 的 感觉 的 集合 ). 

于 是 ,在 定义 物理 连续 统 的 场合 ,有 必要 做 出 双重 选择 :第 一 ,选择 作为 这 
个 连续 统 的 元 素 的 同时 的 或 相继 的 感觉 集合 ;第 二 ,选择 定义 两 个 元 素 必须 被 
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认为 是 等 同 的 情况 的 基本 条 件 . 

为 了 得 到 空间 ,必须 怎样 进行 这 种 双重 选择 呢 ? 我 们 能 够 满足 于 考虑 同时 
的 感觉 的 集合 或 者 有 必要 考虑 感觉 系列 吗 ? 特别 是 ,我 们 能 够 以 由 于 忽略 某 些 
感官 的 知觉 而 形成 的 最 简单 的 和 最 自然 的 基本 条 件 为 满足 吗 ? 否 ! 

这 样 的 否定 是 不 可 能 的 ;我 们 不 能 从 我 们 的 感觉 中 选择 出 那些 将 向 我 们 传 
达 空 间 概念 并 且 只 传达 空间 概念 的 感觉 .没有 一 种 感觉 不 借助 于 其 他 感觉 就 能 
够 向 我 们 传达 空间 概念 ;也 没有 一 种 感觉 不 传达 大 量 与 空间 毫 无 关系 的 东西 . 

例如 ,我 们 分 析 一 下 所 谓 接触 的 知觉 ,这 是 我 们 觉察 到 的 知觉 .经 验 告诉 我 
们 ,如 果 我 们 用 两 个 大 头 针 接触 我 们 的 皮肤 , 倘 使 它们 相距 足够 远 ,那么 我 们 的 
意识 就 能 够 分 辨 出 这 两 个 大 头 针 ,如 果 使 它们 相互 靠 得 很 近 , 我 们 就 无 法 在 二 
者 之 间 做 出 区 分 了 .而 且 ,区 分 它们 的 最 小 距离 依据 身体 部 位 而 变化 .我 们 通常 
说 ,皮肤 被 分 为 各 个 部 位 ,每 一 个 部 位 都 是 同一 感觉 神经 的 管辖 范围 ;如 果 两 个 
大 头 针 扎 人 同一 部 位 ,那么 只 有 单 根 神经 受到 刺激 ,我 们 只 意识 到 一 个 大 头 针 ; 
但 是 , 换 一 种 情况 ,如 果 它 们 扎 入 两 个 部 位 ,结果 影响 到 两 根 神经 ,我 们 便 觉察 
到 两 个 大 头 针 , 这 并 不 完全 令 人 满意 ;我 们 无 法 用 这 种 方式 发 现 物 理 连续 统 的 
特性 .让 我 们 设想 一 下 ,我们 改变 两 个 大 头 针 的 位 置 ,而 使 它们 已 经 很 小 的 距离 
保持 恒定 .由 于 这 个 距离 很 小 ,可 以 发 生 下 述 情 况 : 两 个 大 头 针 将 扎 入 同一 部 
位 ,结果 只 产生 一 个 知觉 .但 是 ,如 果 我 们 一 点 一 点 地 改变 它们 的 位 置 , 而 不 改 
变 它 们 的 距离 ,在 某 一 瞬间 ,将 出 现 这 样 的 情况 :它们 中 的 一 个 将 扎 人 该 部 位 之 
外 ,而 另 一 个 还 处 于 该 部 位 之 内 .在 此 瞬间 ,我 们 应 当 感 觉 到 两 个 大 头 针 ,但 我 
们 所 观察 到 的 情况 并 非 如 此 .我 们 不 可 能 用 这 种 方式 推断 出 物理 连续 统 的 概 
念 , 但 是 却 可 以 推断 出 由 像 有 那么 多 部 位 那么 多 的 独特 情况 所 形成 的 离散 集 的 

念 .最 好 是 姑且 承认 ,大 头 针 的 接触 不 仅 影响 最 近 的 神经 ,而且 也 影响 相 邻 的 
神经 ,而 当 距 离 增 大 时 ,其 强度 亦 随 之 减 小 .因此 ,让 我 们 设想 ,我 们 正在 把 两 个 
大 头 针 接 触 的 作用 进行 比较 .如 果 两 个 大 头 针 的 距离 很 小 ,那么 同一 神经 受到 
作用 ; 某 一 个 大 头 针 对 于 同一 神经 的 刺激 强度 将 无 疑 是 不 同 的 ,但 是 这 种 差别 
太 小 了 ,以 至 于 按照 费 希 纳 的 一 般 法 则 也 难以 分 辨 出 来 .如 果 一 根 神经 受到 大 
头 针 A 的 刺激 而 没有 受到 B 的 刺激 ,那么 它 仅 仅 是 受到 大 头 针 A 的 轻微 刺激 ， 
这 个 刺激 将 低 于 “意识 阐 限 ”. 因 此 ,两 个 大 头 针 的 影响 将 是 不 可 区 分 的 . 

这 样 ,我 们 有 了 我 们 为 构造 物理 连续 统 所 需要 的 一 切 ;我 们 只 要 使 两 个 大 
头 针 沿 着 我 们 皮肤 的 表面 移动 ,我 们 只 要 注意 在 哪 一 种 情况 下 我 们 的 意识 能 分 
清 它们 .我们 已 略 去 了 ( 那 是 我 上 面 所 提 到 的 作为 我 们 基本 的 条 件 的 东西 ) 大 量 
的 事实 :每 一 个 感觉 网 络 的 刺激 强度 ,大 头 针 在 皮肤 上 所 施加 的 或 大 或 小 的 压 
力 ,接触 的 性 质 . 触 党 揭示 出 了 所 有 这 些 事实 ,但 是 我 们 排除 了 它们 ,以 便 只 保 
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持 其 特性 是 几何 学 的 那些 事实 .这 样 一 来 ,我 们 推断 出 空间 概念 了 吗 ? 没有 ; 首 
先 , 这 样 构造 出 的 连续 统 像 皮肤 本 身 的 表面 一 样 只 有 二 维 .其 次 ,我们 十 分 清楚 
地 知道 ,我 们 的 皮肤 是 可 动 的 ,皮肤 上 的 特定 点 并 不 总 是 对 应 于 空间 的 特定 点 ; 
当 我 们 的 身体 变形 时 ,皮肤 上 两 点 之 间 的 距离 就 要 发 生变 化 . 毫 无 疑问 ,软体 动 
物 正 是 用 这 种 方式 想象 空间 的 ,但 是 这 与 我 们 的 空间 概念 无 关 . 

同样 的 情形 对 视觉 也 是 真 的 ;照射 到 视网膜 两 点 上 的 两 束 光 , 根 据 这 两 点 
的 距离 是 大 还 是 小 ,要 么 给 我 们 以 两 个 光斑 的 印象 ,要 么 只 给 我 们 一 个 光斑 的 
印象 .这 相当 于 上 述 的 两 个 大 头 针 ;我们 能 够 忽略 光 的 颜色 和 强度 ,利用 它们 构 
造物 理 连 续 统 ; 这 个 物理 连续 统 正 像 视 网 膜 的 表面 一 样 ,将 具有 二 维 . 第 三 维 是 
通过 眼睛 的 双 目 视觉 的 会 聚 作用 引入 的 ,这 就 是 所 谓 的 视觉 空间 (Visual 
Space) . 它 高 于 触觉 空间 (Tactile Space) , 首先 是 因为 我 们 怀 着 一 点 善意 给 它 以 
三 维 ,其 次 是 因为 视网膜 无 疑 是 可 动 的 ,而 从 固体 的 意义 上 讲 ,皮肤 却 在 所 有 方 
向 上 都 是 柔韧 的 .于 是 ,我 们 被 诱 使 说 ,真实 的 空间 存在 于 我 们 企图 确定 我 们 所 
有 的 感觉 起 源 的 地 方 . 这 还 不 能 使 人 满意 .不 仅 眼 睛 是 可 动 的 ,以 至 于 空间 的 特 
定点 并 不 总 是 对 应 于 视网膜 的 特定 点 和 眼睛 的 特定 会 聚 度 ; 而且 这 也 无 法 解 
释 ,为 什么 第 三 维 如 此 明显 地 与 已 经 引入 的 其 他 二 维 不 一 致 ,也 无 法 解释 为 什 
么 盲人 的 几何 学 和 我 们 的 相同 . 

如 果 我 们 希望 把 视觉 空间 和 触觉 空间 结合 起 来 ,那么 将 有 五 维 而 不 是 三 维 
或 二 维 ;将 依然 存在 着 用 什么 过 程 解释 五 维 能 够 简化 为 三 维 的 任务 ;如 果 我 们 
希望 把 其 他 感觉 引入 这 种 结合 之 中 ,那么 维 数 将 进一步 增加 . 

还 要 用 几 句 话 来 解释 ,为 什么 触觉 空间 和 视觉 空间 是 同一 个 空间 . 


4 空间 和 运动 

因此 ,情况 似乎 是 ,我 们 不 能 通过 考察 同时 的 感觉 的 集合 来 构造 空间 ,我 们 
必须 考虑 感觉 系列 ,总 是 有 必要 再 次 提 到 我 前 面 已 经 说 过 的 东西 . 某 些 变化 表 
现 为 位 置 的 变化 , 男 一 些 变 化 表现 为 没有 几何 学 性 质 的 状态 的 变化 ,这 究竟 是 
为 什么 ? 为 此 ,我 们 必须 首先 区 分 外 部 变化 和 内 部 变化 ;外 部 变化 是 非 随意 的 ， 
它们 并 不 被 肌肉 感觉 所 伴随 ;内 部 变化 是 我 们 身体 的 运动 ,我 们 可 以 把 它们 与 
其 他 变化 区 别 开 来 ,因为 它们 是 随意 的 ,并 被 肌肉 的 感觉 所 伴随 .内 部 变化 能 够 
矫正 外 部 变化 ,例如 我 们 以 这 样 的 方式 用 我 们 的 眼睛 跟踪 运动 着 的 物体 ,使 它 
的 映 象 总 是 返回 到 视网膜 的 同一 点 上 .可 以 被 这 种 矫正 感受 的 外 部 变化 是 位 置 
变化 ;如 果 它 不 能 被 这 种 矫正 感受 , 它 就 是 状态 变化 . 

从 定性 的 观点 看 来 是 完全 不 同 的 两 种 外 部 变化 ,如 果 能 够 用 相同 的 内 部 变 
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化 来 矫正 它们 ,那么 它们 就 被 认为 是 对 应 于 同一 位 置 变化 .也 可 以 这 样 说 ,如 果 
两 个 内 部 变化 能 够 矫正 相同 的 外 部 变化 ,那么 它们 就 能 由 毫 无 共同 之 处 ,但 是 
却 对 应 于 同一 位 置 变化 的 肌肉 感觉 系列 组 成 .这 就 是 当 我 们 说 ,有 许多 路 线 能 
够 从 一 点 引 到 另 一 点 时 ,我 们 用 通常 的 用 语 所 表达 的 意思 . 

因此 ,重要 的 是 ,为 了 到 达 特 定 的 物体 ,必须 做 的 就 是 动作 .对 于 我 们 来 说 ， 
这 些 动作 的 意识 无 非 是 伴随 它们 的 肌肉 的 感觉 集合 . 

由 此 推断 , 某 一 物体 与 我 的 一 个 手指 接触 ;比方 说 ,与 我 右手 的 食指 接触 . 
从 这 一 事实 我 经 验 到 触觉 7; 同时 ,我 从 这 个 物体 经 验 到 视觉 V. 当 把 该 物体 移 
开 时 ,感觉 了 逐渐 消失 ,视觉 了 被 新 的 视觉 疡 代替 ;这 是 一 种 外 部 变化 .假定 我 
希望 通过 复原 感觉 了, 即使 我 的 食指 再 次 接触 该 物体 ,来 部 分 地 矫正 这 一 外 部 
变化 .为 了 做 到 这 一 点 ,我 必须 完成 某 些 动作 ,对 我 来 说 ,这 些 动 作 通过 肌肉 感 
觉 系列 S 表示 出 来 .我 知道 ,这 是 因为 我 或 我 的 祖先 的 大 量 经 验 告诉 我 , 当 感 
党 7 消失 而 视觉 从 V 变 到 VV 时 ,可 以 通过 对 应 于 该 系列 $ 的 运动 来 复原 感觉 
7. 我 同样 清楚 地 知道 ,对 我 来 说 ,我 通过 不 用 系列 S, 而 用 另外 的 系列 8' 或 8 
描述 它们 自身 的 其 他 功 作 而 能 够 得 到 相同 的 结果 . 

所 有 这 些 肌 肉 感觉 系列 S, 5S',S”",… 或 许 没有 共同 的 元 素 ; 我 之 所 以 比较 
它们 ,是 因为 我 知道 ,它们 中 的 任何 一 个 在 视觉 V 变 为 V' 的 每 一 时 刻 都 能 够 复 
原 感觉 7. 用 我 们 通常 的 语言 ,已 经 通晓 几何 学 的 我 们 将 说 ,对 应 于 肌肉 感觉 系 
列 $,S”,S" 的 各 种 动作 系列 有 这 样 的 共同 之 处 :在 它们 任何 一 个 中 ,我 们 食指 
的 初始 位 置 和 最 终 位 置 依然 相同 .其 他 每 一 情况 可 能 不 同 . 

这 样 ,我 未 被 引导 去 区 分 这 些 不 同 的 系列 5,5' ,S ,…, 也 没有 把 它们 视 为 
单一 的 感觉 .我 不 想 去 区 分 与 这 些 系列 差别 过 小 的 肌肉 感觉 系列 .届时 ,我 将 有 
构造 物理 连续 统 的 方法 .事实 上 ,我 已 选 出 这 个 连续 统 的 元 素 ,它们 是 肌肉 感觉 
系列 ,而 且 我 有 了 “基本 的 条 件 ”, 这 些 条 件 告诉 我 ,在 哪 一 种 情况 下 ,这 些 元 素 
中 的 两 个 必须 被 视 为 是 等 同 的 , 正 是 这 种 连续 统 有 三 维 . 

可 是 ,这 并 非 一 切 .我 们 刚刚 定义 了 一 个 是 真实 空间 的 连续 统 ; 正 是 这 个 空 
间 ,被 看 做 是 用 我 的 一 个 手指 描述 的 .但 是 ,我 有 几 个 手指 (而 且 从 与 我 有 关 的 
观点 来 看 ,所 有 我 的 皮肤 上 的 点 都 可 以 视 为 手指 ). 我 的 不 同 的 手指 将 描述 相同 
的 空间 吗 ? 是 的 , 毫 无 疑问 ,可 是 这 意味 着 什么 呢 ? 这 意 指 的 是 性 质 的 集合 ,用 
通常 语言 不 容易 描述 它 ,如 果 容 许 我 用 某 些 符号 ,我 可 以 尝试 解释 它 . 我 将 考虑 
两 个 手指 ,并 称 之 为 a 和 B; 手 指 a 比如 说 是 右手 的 食指 ,我 们 为 定义 系列 S, 
S' ,5S”,… 曾 使 用 过 它 . 然 后 我 将 写 出 

S=S' (mod a) 
这 意味 着 ,如果 对 应 于 S 的 动作 恢复 用 手指 a 所 经 验 到 的 触觉 ,那么 同样 的 情 
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况 对 于 对 应 于 5S' 的 动作 也 是 真 的 ,反之 亦 然 .类 似 地 ,我 将 写 出 

S= S' (mod B) 
来 描述 下 述 事 实 : 如 果 对 应 于 51 的 动作 恢复 用 手指 8 所 经 验 到 的 触觉 ,那么 同 
样 的 情况 对 于 对 应 于 Si 的 动作 也 是 真 的 . 

在 作 这 种 推断 之 后 ,我 将 假定 存在 着 两 个 特定 的 肌肉 感觉 系列 s 和 si, 它 
们 是 以 下 述 方式 被 定义 的 :我 将 设想 ,手指 8 由 于 与 一 个 物体 接触 而 经 验 到 触 
觉 .通过 完成 对 应 于 s 的 动作 ,这 一 感觉 将 消失 .可 是 ,最 终 将 是 手指 a 经 验 到 
触觉 ,我 通过 经 验 知道 ,在 这 些 动作 之 前 ,在 手指 8 感觉 到 接触 的 每 一 时 刻 (或 
者 ,至 少 几 乎 在 每 一 时 刻 ) ,都 会 发 生 这 种 情况 . (我 之 所 以 说 几乎 ,是 因为 要 相 
继 发 生 , 便 要 求 该 物体 在 这 一 时 间 间 隔 内 不 运动 ) 用 我 们 通常 的 语言 (这 种 语言 
对 我 们 来 说 比较 清楚 ,但 是 我 不 敢 使 用 它 ,因为 我 讲 的 是 还 不 具有 任何 几何 学 
知识 的 人 ) ,我 可 以 说 ,对 应 于 s 的 动作 把 手指 a 引 到 手指 8 原先 占据 的 位 置 . 
对 于 si 来 说 ,相反 的 情形 将 是 真 的 ;对 应 的 动作 将 把 手指 8 引 向 手指 a 原先 占 
据 的 位 置 . 如 果 这 两 个 系列 s 和 si 存在 关系 

S=S' (mod a) 
将 导致 作为 结果 的 下 述 关 系 
s+S+s,;=s+S' + s,(mod £) 
如 果 我 们 回想 一 下 符号 的 意义 ,我们 便 会 立即 相信 上 述 关系 ,我 们 还 可 以 从 它 
毫 无 困难 地 推出 ,由 a 和 8 产生 的 两 个 空间 是 同 构 的 ,特别 是 ,它们 有 相同 的 维 
数 ， 

如 果 系 列 s Ms 不 存在 ,那么 同样 的 情况 便 不 可 能 为 真 .事实 上 ,让 我 们 
设想 ,不 可 能 找到 一 个 动作 系列 ,这 个 系列 将 在 手指 8 与 物体 接触 的 感觉 上 引 
起 手指 a 与 同一 物体 接触 的 感觉 一 一 肯定 地 或 者 至 少 是 几乎 肯定 地 一 一 这 时 
我 们 应 当 如 何 推 理 呢 ?我 们 可 以 说 ,手指 8 感觉 到 物体 没有 位 于 空间 同一 点 ， 
它 感觉 到 物体 隔 着 一 段 距离 ; 男 一 方面 ,每 次 手指 8 之 所 以 感觉 到 该 物体 , 那 
可 能 是 因为 物体 处 于 空间 中 的 同一 点 4. 因 而 必须 存在 着 把 手指 a 引 向 点 4 的 
动作 系列 .由 于 物体 处 于 点 4 ,手指 a 应 该 能 够 感觉 到 物体 ,这 件 事 总 是 应 该 发 
生 . 因 此 ,如 果 我 们 假定 不 存在 具有 这 一 性 质 的 动作 系列 ,那么 我 们 就 必须 承 
认 , 手 指 6 感觉 到 在 一 段 距离 之 外 的 接触 ; 换 句 话说 ,为 了 确定 物体 在 空间 的 
位 置 ,对 于 该 物体 来 说 ,被 手指 感觉 到 并 不 充分 ;最 后 ,这 也 就 是 说 ,空间 必定 比 
用 手指 按照 我 们 描述 过 的 方式 产生 的 物理 连续 统 有 更 多 的 维 数 . 

例如 ,我 将 假定 ,空间 具有 四 维 , 我 将 用 x,y,z,t 来 表示 四 个 坐标 .我 将 假 
定 ,手指 8 每 时 都 感觉 到 与 物体 接触 ,此 时 三 个 坐标 x, y, z 对 于 手指 和 物体 都 
是 相同 的 ,而 不 管 第 四 个 坐标 可 能 是 什么 ;而 且 , 手 指 a 每 时 都 感到 与 物体 接 
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触 ,此 时 三 个 坐标 x,y,t 对 于 物体 和 这 个 手指 都 是 相同 的 ,而 不 管 坐标 z 可 能 
是 什么 .在 这 些 条 件 下 ,让 我 们 把 我 们 的 法 则 用 来 构造 由 8 产生 的 物理 连续 
统 ;我 们 将 发 现 , 它 只 有 三 维 , 这 三 维 对 应 于 三 个 坐标 x,y,z, 坐 标 i 不 起 任何 
作用 . 按 同样 的 方法 ,由 a 产生 的 物理 连续 统 有 三 维 ,它们 对 应 于 x,y,t. 但 是 ， 
我 们 不 能 够 找到 对 应 于 这 样 的 肌肉 感觉 系列 s 的 动作 系列 ,以 至 于 对 a 的 接 
触感 觉 肯 定 地 随 着 对 8 的 接触 感觉 . 

事实 上 , 设 xi,y1,z1,ti 是 物体 的 坐标 ;手指 8 在 动作 之 前 的 坐标 是 xo, yo, 
zos to; FIE a 在 动作 之 后 的 坐标 是 xo', yo! zo', to .我 们 将 用 下 述 写法 表示 手 
指 8 在 动作 之 前 感觉 到 接触 这 一 事实 


Xo = %1, Yo = Y1,20= 21 D 


我 们 将 用 写法 
xo = %1, Y0 = Y1,20 = 21 © 
表示 a 在 动作 之 后 感觉 到 接触 的 事实 . 

因为 s 存在 ,我 们 必然 能 够 以 这 样 的 方法 来 选择 xo, Yo, zos to 和 xo, yo, 
zo to’ ,使 得 关系 式 中 能 够 导致 关系 式 @ ,而 不 管 x ,yi1,z1, ti 可 能 是 什么 .很 
清楚 ,这 是 不 可 能 的 .恰恰 是 不 可 能 形成 s 的 这 一 点 在 这 种 情况 下 向 我 们 揭示 
出 ,空间 应 当 有 四 维 , 而 不 像 8 产生 的 物理 连续 统 那 样 只 有 三 维 . 

再 者 ,如 果 我 们 引入 视觉 ,那么 我 们 实际 上 会 观察 到 某 种 类 似 的 事情 .让 我 
们 考虑 视网膜 上 的 一 点 ;我 们 能 够 赋予 它 像 我 们 的 手指 a 和 8 一 样 的 作用 .我 
们 能 够 设想 必然 使 物体 的 映 象 反映 到 视网膜 的 点 y 上 的 动作 系列 或 肌肉 感觉 
S 的 对 应 系列 .我 们 能 够 利用 这 个 系列 ,以 便 定义 类 似 于 由 a 或 6 所 产生 的 物 
理 连续 统 .这 个 连续 统 将 只 有 二 维 . 但 是 ,我 们 不 能 构造 类 似 于 s 的 系列 ,也 就 
是 说 ,不 能 构造 这 样 一 个 动作 系列 :作为 在 点 y 感觉 到 的 视觉 结果 ,该 动作 系 
列 肯定 引起 手指 a 感觉 到 的 触觉 . 换 句 话说 ,因为 我 们 观察 到 物体 的 映 象 在 7 
发 生 , 就 是 说 我 们 能 够 确定 该 动作 必然 引导 我 们 的 手指 与 这 个 物体 相 接 触 , 这 
没有 充足 的 理由 .我 们 缺乏 一 项 关于 物体 的 距离 的 资料 .这 就 是 为 什么 我 们 说 ， 
视力 在 一 段 距离 之 外 起 作用 ,空间 有 三 维 一 一 比 y 产生 的 连续 统 多 一 维 . 

从 这 个 简短 的 叙述 中 ,我 们 看 到 ,导致 我 们 把 三 维 赋予 空间 的 实验 事实 是 
什么 .考虑 到 这 些 事实 ,在 我 们 看 来 ,赋予 空间 以 三 维 ,而 不 是 四 维 或 二 维 ,更 为 
方便 一 些 .但 是 , “方便 "这 个 词 不 可 能 有 足够 强 的 说 服 力 .把 二 维 或 四 维 赋予 空 
间 的 人 会 发 现 他 自己 在 像 我 们 这 样 一 个 世界 的 生活 斗争 中 是 很 不 利 的 .这 实际 
意味 着 什么 呢 ? 让 我 再 次 提 到 我 的 符号 ,例如 全 等 

S=S' (mod a) 
它 的 意义 我 在 上 面 已 经 解释 过 了 .把 二 维 赋予 空间 就 得 要 承认 我 们 自己 并 不 承 
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认 的 类 似 的 全 等 .这 时 ,我 们 便 被 导致 用 做 不 到 的 动作 $' 来 代替 能 顺利 进行 的 
动作 .相反 地 ,把 四 维 赋予 空间 ,就 会 排斥 我 们 自己 承认 的 全 等 .因此 ,我 们 就 会 
剥夺 我 们 自己 用 其 他 动作 $' 代替 动作 S 的 可 能 性 ,尽管 S 这 些 动作 同样 有 效 ， 
并 且 在 某 些 情况 下 , 它 也 许 还 会 带 来 特殊 的 好 处 . 


5 ZARAR 

可 是 ,问题 能 够 从 完全 不 同 的 观点 提出 来 .直到 现在 ,我 们 采取 的 观点 纯粹 
是 主观 的 ,纯粹 是 心理 学 的 ,或 者 如 果 我 们 希望 的 话 ,也 可 以 说 是 生理 学 的 .我 
们 只 考虑 了 空间 与 我 们 的 感觉 的 关系 . 另 一 方面 ,我 们 能 够 采取 物理 学 的 观点 ， 
我 们 可 以 问 我 们 自己 ,是否 能 把 自然 现象 定 域 在 其 他 空间 内 ,而 不 是 定 域 在 我 
们 自己 的 空间 内 ,例如 定 域 在 二 维 或 四 维 空间 内 . 物理 学 向 我 们 揭示 的 规律 是 
用 微分 方程 描述 的 ,在 这 些 方程 中 包含 着 某 些 质点 的 三 个 方程 ,用 其 他 方程 , 例 
如 包含 具有 四 个 坐标 的 一 些 质点 的 方程 ,描述 同一 规律 是 不 可 能 的 吗 ? 或 者 ， 
这 也 许 是 可 能 的 ,但 是 由 此 得 到 的 方程 却 较 不 简单 ? 最 后 ,或 者 它们 却 是 如 此 
简单 ,而 我 们 却 要 完全 抛弃 它们 ,只 是 因为 它们 扰乱 了 我 们 的 思想 习惯 ? 

当 我 们 说 用 其 他 方程 描述 同一 规律 时 ,我 们 意味 着 什么 呢 ? 让 我 们 考虑 两 
个 世界 MAM .我 们 能 够 在 这 两 个 世界 中 发 生 的 或 可 能 发 生 的 现象 之 间 建 立 
这 样 一 种 对 应 关系 ,使 得 对 于 第 一 个 世界 的 每 一 个 现象 p 对 应 于 另 一 个 世界 
完全 确定 的 现象 9/ 也 可 以 说 是 g 的 映 象 .从 而 ,如 果 我 假定 ,在 遵循 支配 世界 
M 的 规律 的 情况 下 ,现象 p 的 必然 结果 是 某 个 现象 pl, 作 为 p 的 映 象 的 现象 
y' 的 必然 结果 ,在 遵循 支配 世界 M 的 规律 的 情况 下 恰恰 是 现象 gi 的 映 象 pi, 
那么 我 们 就 能 够 说 ,这 两 个 世界 服从 同一 规律 .现象 p 和 gy 的 质 的 本 性 对 我 们 
来 说 并 不 怎么 重要 ;“ 平 行 关系 "是 可 能 的 这 一 点 就 有 充分 的 理由 了 

而 且 , 事 实 上 ,现象 的 质 的 本 性 只 是 我 们 的 感官 关心 的 东西 ,我 们 已 经 同意 
采取 超 心理 学 的 观点 ,因此 可 以 忽略 我 们 感官 的 感觉 ,而 只 把 注意 力 放 在 现象 
的 相互 关系 上 .事实 上 ,例如 当 物理 学 家 用 仅 看 到 运动 质点 的 分 子 运动 论 的 气 
体 来 代替 我 们 通过 经 验 所 熟知 的 产生 压力 和 热 感觉 的 气体 时 ,或 者 用 以 太 振动 
来 代替 我 们 经 验 到 的 光 和 光 产生 的 色 感 时 ,他 就 是 这 样 做 的 . 

只 要 考虑 一 个 简单 的 例子 , 即 天 文学 现象 和 牛顿 定律 的 例子 就 足够 了 .我 
们 观察 到 的 东西 不 是 天 体 的 坐标 ,而 仅仅 是 它们 的 距离 . 因此 它们 的 运动 规律 
的 通常 表达 式 是 这 些 距离 和 时 间 的 微分 方程. 现在 ,空间 两 点 之 间 的 距离 是 一 
个 已 知 的 这 两 点 的 坐标 的 单 叶 函数 .让 我 们 通过 在 微分 方程 中 用 这 种 函数 代替 
每 个 距离 ,来 变换 我 们 的 微分 方程. 这 时 我 们 便 有 它们 的 通常 形式 的 方程 ,天 体 
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的 坐标 本 身 包含 在 这 种 形式 中 ， 

但 是 ,我 们 可 以 用 其 他 函数 来 代替 这 些 距 离 .从 而 能 够 得 到 这 些 方程 的 其 
他 形式 .从 与 我 们 有 关 的 观点 来 看 ,所 有 这 些 形式 是 同等 合理 的 ,因为 它们 服从 
现象 中 的 “平行 关系 ”. 让 我 们 设想 天 体 以 这 样 的 方式 处 于 四 维 空间 中 ,它们 每 
一 个 的 位 置 不 再 由 三 个 坐标 ,而 是 由 四 个 坐标 来 确定 .接着 ,让 我 们 在 方程 中 用 
两 个 天 体 的 八 个 坐标 的 无 论 什么 函数 来 代替 迄今 我 们 视 为 描述 这 两 个 天 体 之 
间距 高 的 量 .在 通常 的 四 维 空间 中 ,根本 没有 必要 使 这 个 函数 是 描述 两 点 之 间 
的 距离 的 函数 ; 它 可 以 是 无 论 什么 函数 ,因为 这 不 会 违反 “平行 关系 ”. 

从 而 ,我 们 将 得 到 我 们 方程 的 一 种 形式 ,在 这 种 形式 中 ,涉及 天 体 在 四 维 空 
间 的 坐标 .这 将 是 以 四 维 空间 假说 为 基础 的 天 文学 定律 的 新 表述 ,这 一 表述 不 
会 与 该 定律 背道而驰 ,因为 它 服从 “平行 关系 ”条件 .不 管 怎样 ,这 样 得 到 的 方程 
不 用 说 远 没有 我 们 通常 的 方程 简单 ,这 一 点 是 很 清楚 的 . 

组 庸 置疑 ,同样 的 情况 对 于 物理 学 规律 来 说 也 是 真 的 . 存在 着 一 般 的 理由 ， 
使 得 它 应 当 如 此 吗 ? 即 在 所 有 的 物理 学 分 支 中 ,是 有 关 三 维 性 的 假说 给 这 些 方 
程 以 其 最 简单 的 形式 吗 ? 这 个 理由 与 我 在 这 篇 文章 的 第 一 部 分 所 提 到 的 东西 ， 
与 绝对 地 迫使 一 切 人 相信 三 维 性 的 东西 ,或 者 在 人 们 处 于 生活 斗争 不 利 地 位 的 
困境 下 迫使 人 们 好 像 相 信 三 维 性 似 的 那样 行动 的 东西 有 任何 关系 吗 ? 

在 这 里 ,有 必要 简短 地 说 一 点 题 外 话 .例如 ,让 我 们 再 次 把 我 们 通常 的 空间 
归于 我 们 的 创造 者 .我 们 说 空间 是 相对 的 ,这 意味 着 物理 学 定律 在 这 个 空间 的 
所 有 部 分 是 相同 的 ;或 者 ,用 数学 语言 来 说 ,就 是 描述 这 些 规律 的 微分 方程 不 依 
赖 于 坐标 轴 的 选择 . 

如 果 我 们 考虑 一 个 完全 孤立 的 系统 ,那么 这 没有 什么 意义 ;不 可 能 观察 这 
个 系统 的 点 的 坐标 ,而 只 能 观察 它们 的 各 自 距 离 .观察 将 不 会 告诉 我 们 ,这 个 系 
统 的 性 质 是 否 取决 于 该 系统 在 空间 的 绝对 位 置 , 因 为 这 个 位 置 是 不 可 观察 的 . 

如 果 系 统 不 是 孤立 的 ,事情 也 不 可 能 是 这 样 (如 果 我 们 希望 以 严格 的 精确 
性 进行 论证 的 话 ) ,因为 在 没有 考虑 到 外 部 物体 作用 的 情况 下 ,不 可 能 描述 支配 
这 个 系统 的 规律 .可 是 , 却 存在 着 几乎 孤立 的 被 其 他 物体 包围 的 系统 ,这 些 物 体 
要 近 到 足以 被 看 得 见 ,然而 又 远 到 难以 感觉 到 它们 的 作用 力 .对 于 与 恒星 有 关 
的 我 们 的 地 上 世界 来 说 ,所 发 生 的 情况 就 是 这 样 .因此 ,我 们 可 以 阐明 这 个 地 上 
世界 的 规律 ,就 好 像 恒 星 不 存在 一 样 , 但 我 们 仍 可 以 把 这 个 世界 与 完全 确定 的 
并 与 这 些 恒星 不 变 地 联系 在 一 起 的 坐标 系 关联 起 来 .所 以 ,经 验 告诉 我 们 ,坐标 
系 的 选择 无 关 紧要 , 当 进 行 坐标 变换 时 ,方程 不 会 不 成 立 . 正如 我 们 知道 的 , 坐 
标 轴 的 可 能 变换 的 集合 形成 一 个 六 维 群 . 

让 我 们 撤 开 我 们 通常 的 空间 不 谈 , 让 我 们 用 在 服从 现象 平行 关系 ”的 意义 
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上 是 等 价 的 其 他 方程 来 代替 我 们 的 方程 .每 当 我 们 涉及 近似 孤立 的 系统 时 ,将 
存在 极其 普遍 的 事实 和 将 保持 不 变 的 不 变性 特性 ;将 存在 不 会 使 方程 不 成 立 的 
变换 群 .这 些 变换 将 不 再 具有 坐标 轴 变 换 的 含义 ,它们 的 含义 能 够 是 无 论 什 么 
东西 ,可 是 这 些 变换 所 形成 的 群 必须 始终 与 我 们 刚刚 提 到 的 六 维 群 保持 同 构 . 
没有 这 一 点 ,就 不 会 有 任何 平行 关系 . 

因为 这 个 群 在 所 有 的 情况 下 起 着 重要 的 作用 ,因为 它 与 坐标 轴 在 通常 空间 
中 变换 的 群 同 构 , 还 因为 它 如 此 密切 地 和 我 们 的 三 维 空间 联系 在 一 起 ,由 于 这 
些 理由 , 当 这 个 群 以 最 自然 的 方式 , 即 通过 引入 三 维 空间 被 提出 时 ,我们 的 方程 
将 取 它 们 最 简单 的 形式 . 

并 且 由 于 这 个 群 本 身 与 被 认为 固体 的 每 一 单元 的 位 置 变化 的 群 同 构 , 由 于 
服从 这 个 群 的 规律 的 运动 固体 的 这 一 性 质 通过 最 终 分 析 只 不 过 是 我 刚刚 注意 
到 的 不 变性 这 一 特征 的 特例 ,所 以 我 们 看 到 ,在 导致 我 们 把 三 维 赋予 空间 的 物 
理学 的 根据 和 在 前 面 提出 的 心理 学 的 根据 之 间 ,并 不 存在 基本 的 差别 . 


6 “拓扑 学 "和 直觉 

我 想 附加 一 点 评论 , 它 仅 仅 与 我 已 经 说 过 的 东西 间接 有 关 . 我 们 在 上 面 看 
到 了 拓扑 学 的 重要 性 ,我 解释 道 , 在 这 里 有 几何 学 直觉 的 合法 领域 .这 种 直觉 存 
在 吗 ? 我 将 回想 起 ,存在 着 不 要 直觉 也 想 取 得 进展 的 企图 ,而 且 希 尔 伯 特 先生 
试图 建立 一 种 所 谓 的 理性 几何 学 ,因为 这 种 几何 学 一 点 也 不 诉 诸 直 觉 . 它 以 一 
定数 目的 公理 或 公设 为 基础 ,这 些 公 理 或 公设 被 认为 不 是 直觉 的 真理 ,而 认为 
是 伪装 的 定义 .这 些 公理 被 分 为 五 组 .关于 其 中 的 四 组 ,我 已 在 某 些 场合 提 到 
了 ,在 某 种 程度 上 把 它们 视 为 只 包含 伪装 的 定义 是 合理 的 . 

在 这 里 ,我 想 着 重 强调 一 下 其 中 的 一 组 , 即 第 二 组 ,次序 公理 "组 .为 了 充 
分 解释 这 个 组 涉及 什么 内 容 ,我 将 引用 它们 中 的 一 个 .如 果 在 任 一 线 上 的 4 和 
B 之 间 有 任意 一 点 C, 在 4 AIC 之 间 有 任 一 点 D ,那么 点 D 将 处 在 4 AB 之 间 . 
按照 希 尔 伯 特 先生 的 观点 ,其 中 没有 直觉 的 真理 ;我 们 同意 说 ,在 某 些 情 况 下 ， 
C EAB 之 间 , 可 是 除了 我 们 知道 点 或 线 是 什么 之 外 ,我 们 不 知道 这 意味 着 
什么 更 多 的 东西 .按照 我 们 的 法 则 ,为 了 在 任意 三 个 点 之 间 指 定 任何 关系 ,我 们 
能 够 使 用 “在 …… 之 间 ” 这 个 表述 ,只 要 这 个 关系 满足 次 序 公 理 即 可 .于 是 ,这 些 
公理 在 我 们 看 来 好 像 是 “在 …… 之 间 ” 这 个 词 的 定义 . 

因此 ,有 可 能 利用 这 些 公理 , 只 要 满足 这 个 条 件 , 即 证 明 它 们 不 相互 矛盾 ; 
而 且 ,几何 学 也 有 可 能 建立 在 它们 的 基础 上 ,在 这 种 几何 学 中 ,将 不 需要 图 形 ， 
它 能 够 被 既 没 有 视觉 触觉 ,也 没有 肌肉 感觉 以 及 任何 感觉 的 人 所 理解 , 它 可 以 
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归结 为 纯粹 的 知性 . 

是 的 ,这 种 人 也 许 会 在 下 述 意 义 上 来 理解 :他 十 分 清楚 地 认识 到 ,这 些 命题 
在 逻辑 上 可 以 使 一 个 从 另 一 个 中 推导 出 来 ;但 是 ,这 些 命题 的 集合 对 他 来 说 似 
乎 是 人 为 的 和 奇异 的 ,他 不 理解 为 什么 是 这 种 命题 集合 ,而 不 是 许多 其 他 可 能 
的 集合 更 受 欢迎 . 

如 果 我 们 没有 经 历 同样 的 惊奇 , 那 正 是 因为 对 于 我 们 来 说 ,公理 实际 上 不 
是 简单 的 定义 和 任意 的 约定 ,而 是 真正 证 明 为 正确 的 约定 . 至 于 其 他 各 组 公理 ， 
我 依然 认为 ,它们 之 所 以 被 证 明 是 正确 的 ,是 因为 它们 是 与 我 们 熟悉 的 某 些 经 
验 事实 最 近似 符合 的 东西 ,因而 对 于 我 们 来 说 ,它们 是 最 方便 的 . 谈 到 次 序 公 
理 , 在 我 看 来 ,似乎 存在 着 某 种 更 多 的 东西 :它们 是 与 拓扑 学 有 关 的 真实 的 直觉 
命题 .我 们 看 到 ,点 C 在 一 条 线 上 其 他 两 点 之 间 的 事实 与 借助 于 由 不 可 逾越 的 
点 形成 的 截 量 去 截取 一 维 连续 统 的 方法 有 关 . 

可 是 ,接着 便 产 生 了 一 个 问题 : 像 次 序 公理 这 样 一 些 真 理 是 通过 直觉 向 我 
们 揭示 出 来 的 ;但 是 ,这 是 有 关 空 间 直 觉 本 身 的 事情 呢 ? 还 是 有 关 一 般 的 数学 
连续 统 或 物理 连续 统 直觉 的 事情 呢 ? 倘 若 赞 成 第 一 种 解决 办 法 ,我 们 可 以 容易 
地 论证 空间 ,但 是 要 论证 更 复杂 的 连续 统 、 要 论证 不 能 在 空间 中 来 描述 的 大 于 
三 维 的 连续 统 就 困难 得 多 了 . 

而 且 , 如 果 第 一 种 解决 办 法 被 采纳 ,这 里 的 全 部 讨论 会 变 得 毫 无 用 处 ;我 们 
之 所 以 将 三 维 性 直率 地 赋予 空间 ,是 因为 三 维 连续 统 是 我 们 能 够 具有 清晰 直觉 
的 唯一 连续 统 . 

但 是 ,还 存在 着 大 于 三 维 的 拓扑 学 .我 没有 说 它 是 一 门 容易 的 科学 ,我 为 此 
付出 了 巨大 的 努力 ,没有 考虑 到 会 在 其 中 遇 到 这 么 多 困难 .但 是 ,无 论 如 何 ,这 
门 科学 是 可 能 的 , 它 并 未 全 部 停留 在 分 析 学 上 .要 是 不 持续 地 诉 诸 直 觉 ,就 无 法 
成 功 地 把 它 探究 下 去 .因此 ,确实 存在 着 大 于 三 维 的 连续 统 的 直觉 ;与 通常 的 几 
何 学 直觉 相 比 ,如 果 它 要 求 比较 持久 的 注意 力 , 那 么 这 无 疑 是 一 个 习惯 问题 ,也 
无 疑 是 当 维 数 增加 时 ,连续 统 复杂 性 急剧 增加 的 结果 . 我们 难道 在 我 们 的 中 等 
学 校 没 有 看 到 平面 几何 学 得 很 好 的 学 生 “ 无 法 想象 空间 ” 吗 ? 那 不 是 他 们 缺乏 
三 维 空间 的 直觉 ,而 是 他 们 不 习惯 于 运用 它 , 他 们 需要 做 出 努力 才能 如 此 .而 
且 , 为 了 想象 空间 图 形 , 我 们 难道 不 去 相继 地 想象 这 个 图 形 的 各 种 可 能 的 远景 
吗 ? 

我 将 得 出 结论 ,我 们 大 家 都 有 任意 维 数 的 连续 统 的 直觉 概念 ,因为 我 们 具 
有 构造 物理 连续 统 和 数学 连续 统 的 能 力 ;而 且 , 这 种 能 力 之 所 以 在 任何 经 验 之 
前 就 在 我 们 身上 存在 着 ,是 因为 没有 它 ,经 验 严格 说 来 是 不 可 能 的 ,会 沦 为 不 适 
合 任何 有 机 体 的 没有 理性 的 感觉 ;是 因为 这 种 直觉 只 不 过 是 我 们 具有 这 种 本 能 
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的 意识 .然而 ,这 种 本 能 可 以 以 不 同 的 方式 来 运用 ; 它 能 够 使 我 们 像 构造 三 维 空 
间 那 样 来 构造 四 维 空间 . 正 是 外 部 世界 , 正 是 经 验 ,引导 我 们 在 一 种 意义 而 不 是 
在 另 一 种 意义 上 运用 它 . 
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三 维 流 形 


quh 


H 庞 加 莱 建 立 组 合 拓扑 学 开始 ,他 以 及 早期 的 后 继 者 都 
以 三 维 流 形 作为 主要 的 研究 对 象 . 这 是 自然 的 ,因为 二 维 的 曲 
面 分 类 已 基本 完成 ,三 维 的 对 象 是 可 以 借助 直观 作 部 分 想象 
的 ,并 且 可 依靠 对 曲面 理论 的 利用 以 及 对 纽 结 理论 的 利用 而 获 
得 利益 . 

组 合 方法 得 到 充分 发 挥 ,基本 群 对 于 三 维 流 形 的 重要 性 被 
认识 .围绕 着 庞 加 莱 猜 想 的 努力 却 始终 未 获 成 功 .但 对 于 透镜 
空间 , Seifert 流 形 和 Haken 流 形 等 的 研究 成 果 有 重要 意义 ,为 
拓扑 学 提供 了 大 量 重要 例子 的 库存 . 

重要 的 突破 是 于 20 世纪 70 年 代 由 W. Thurston 做 出 的 . 
他 将 双 曲 几何 结构 引入 三 维 流 形 分 类 而 获得 巨大 进展 . 

下 面 就 来 介绍 这 一 发 展 简 史 .注意 到 在 三 维 情形 ,TOP 范 
BE PL 范畴 和 DIFF 范畴 完全 一 致 .因此 ,我 们 为 了 方便 有 时 采 
用 组 合 结构 ,有 时 采用 光滑 结构 ,又 由 于 从 可 定向 流 形 推广 到 
不 可 定向 流 形 并 无 根本 性 的 困难 ,为 简单 起 见 ,本 章 中 谈 到 的 
三 维 流 形 都 假定 是 可 定向 的 . 
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一 人 一 下 ~ 一 ~ 个 一 一 


庞 加 莱 于 1900 年 在 他 的 第 二 篇 补充 的 最 后 ,提出 以 下 断言 :同调 平凡 的 流 
形 同 胚 于 一 个 球面 .四 年 以 后 ,他 在 第 五 个 补充 中 举 出 一 个 反例 ,一 个 闭 三 维 流 
ERAS S 一 样 的 同调 ,但 其 基本 群 不 是 平凡 的 .这 个 流 形 现今 已 被 称 为 庞 加 
莱 流 形 , 它 的 构 作 用 到 了 Heegaard 于 1898 年 的 博士 论文 中 提出 的 办 法 , 现 通称 
为 Heegaard 分 解 . 

设 是 一 个 连通 的 三 维 流 形 . 设 TÆ M 的 一 个 单纯 的 三 角 剖 分 ,使 成 为 
一 个 组 合流 形 .7 的 一 维 骨架 在 M PAER AEE H, Hi E M 
中 的 余 集 的 闭 包 记 作 万, 它 可 看 做 了 的 对 偶 三 角 剖 分 的 一 维 骨 架 在 N 中 的 一 
个 正则 邻 域 的 闭 包 . 容易 看 出 H 和 H, 都 是 在 一 个 闭 的 三 维 胞 腔 上 附 贴 上 相 
同 数目 的 一 维 环 柄 , 即 都 是 亏 格 为 g 的 一 维 环 柄 体 ,它们 享有 公共 的 边缘 , 它 
是 一 个 亏 格 为 g 的 闭 曲面 . 于是, (Hi, Hy) KON M 的 一 个 Heegaard 分 解 
(splitting) . 

反之 , 设 Hl 和 Hy 是 给 定 的 两 个 亏 格 都 是 g 的 一 维 环 柄 体 ,并 设 h:3 有 ,一 
OH, 是 一 个 同 胚 , 则 用 黏合 后 所 得 空间 M = MIU ,Hs 是 一 个 三 维 流 形 ,并 且 
(H,, Hy) j M 的 一 个 Heegaard 分 解 . 

庞 加 莱 当 初 的 做 法 如 下 : 取 一 个 亏 格 为 2 的 有 向 环 柄 体 H, i Df? 和 DSP 
是 Hy, 中 两 个 环 柄 的 核心 圆 盘 . 将 H 沿 DI? 和 DS? 切 开 得 一 个 三 维 球体 , 同 
时 将 Hi 的 表面 9H1 ,一 个 亏 格 为 2 的 有 向 曲面 , 切 开 成 为 一 个 有 4 个 洞 的 球 
面 , 它 可 铺 平 为 有 3 个 洞 的 圆 盘 (图 10.1). 记 圆 盘 的 周 界 及 3 个 洞 的 周 界定 向 
后 分 别 为 *4= + 上 Cf M+ B= + Ci, ETE DO 和 DI? 切 开 . 另 取 一 
个 亏 格 2 的 有 向 环 柄 体 H, it DO 和 DY? 是 Hy 中 两 个 环 柄 的 核心 圆 盘 并 且 
CP =3DP 和 CP =aDY BIH, 上 的 两 个 有 向 圆周 . 设 h:3H,- 9H, 是 附 巾 
同 胚 , 则 C = hh( Ci?) AMC’, = bh CY VERA ETE HH AR (Characteristic Curves) . i2 
M =H, U, ERIN, 上 的 特征 曲线 C' 和 C', 所 决定 至 同 胚 . 而且 M 的 基 
本 群 可 用 如 下 方式 表 出 :对 H 的 每 个 环 柄 取 一 个 生成 元 ,然后 在 oe, (A) PK 
特征 曲线 C'i 和 C', 代表 的 同 伦 类 [ C'1] 和 [C's] 为 关系 子 , 则 关系 为 [C'1] =1 
AL C'a] =1. 特 别 地 ,车 取 特征 曲线 如 图 10.1 所 示 , 所 得 三 维 流 形 即 庞 加 莱 所 
构成 , 今 记 作 P. 于 是 有 

rm(P)=(a,b,;atb loa-lb l=1,b- la-ib2a-!= 1) 

但 x1(P)=[x(P),xi(P)], 故 Hi(P)=0. 再 由 庞 加 莱 对 偶 定理 , Hy(P) = 0, 
Bl P 是 一 个 同调 三 维 球面 ,但 (P) {1}. 

庞 加 莱 接 着 针对 三 维 提出 下 面 猜 测 . 


150 


图 10.1 
庞 加 莱 猜 想 ”每 个 单 连通 的 闭 三 维 流 形 同 胚 于 8 .这 里 单 连通 意 指 连 通 


并 且 基 本 群 平凡 . 

同 伦 等 价 于 S 的 闭 n 维 流 形 称 为 同 伦 维 球面 .不 难 证 明 , 闭 的 三 维 流 形 
是 同 伦 三 维 球面 的 充 要 条 件 是 , 它 是 单 连 通 的 .于 是 庞 加 莱 猜 想 可 改写 为 

每 个 同 伦 三 维 球面 均 同 胚 于 53 

将 它 推广 到 一 般 维 数 便 有 : 

广义 庞 加 莱 猜 想 ”每 个 同 伦 n 维 球面 同 胚 于 5”. 

这 是 TOP 范畴 的 提 法 ,也 可 对 PL 范畴 和 DIFF 范畴 来 提 . 

庞 加 莱 猜 想 至 今 仍 悬 而 未 决 . 它 在 近 百 年 的 期 间 始 终 是 数学 家 最 感 兴趣 的 
问题 之 一 . 

直接 为 庞 加 莱 猜 想 提供 的 一 个 证明” 是 1934 年 J"H*C: 怀 特 海 的 论文 ,但 
这 是 错 的 .该 作者 自己 接着 发 表 了 一 个 更 正 .1958 年 一 份 日 本 杂志 上 的 一 篇 长 
达 一 百 零 六 页 的 文章 也 未 被 认可 .1985 年 报 载 英国 瓦 里 克 的 数学 家 提供 了 一 
个 解答 ,接着 厚 达 八 十 页 的 预 印 本 散发 全 世界 , 亦 未 被 认可 .至今 ,关于 庞 加 莱 
猜想 已 获 解 决 的 传说 时 有 所 闻 ,从 未 间断 .我 们 盼望 从 中 会 有 一 个 得 到 数学 界 
的 认可 . 庞 加 莱 猜 想 成 立 与 否 有 重要 的 推论 .例如 ,有 下 面 的 ; 

定理 ” 若 庞 加 莱 猜 想 成 立 , 则 任何 三 角 剖 分 的 4 维 流 形 必 为 组 合流 形 . 

由 此 ,从 目前 的 知识 可 知 , 若 庞 加 莱 猜 想 成 立 , 则 存在 闭 的 4 维 流 形 不 可 三 
Ata PIE ,因为 它 是 不 可 光滑 化 的 从 而 它 不 是 组 合流 形 . 
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三 维 空 间 里 的 拓扑 等 价 关系 ” 


W 


Au 


1 拓扑 等 价 关 系 


人 ~ 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 一 全 ww 下 ~ 一 一 一 


”个 立体 球 拓扑 等 价 于 一 个 立方 体 或 任何 正则 立体 .三 
维 欧 几 里 得 空间 中 的 两 个 图 形 称 做 拓扑 等 价 的 , 当 且 仅 当 存在 
一 弹性 运动 ,使 得 其 中 一 图 形 与 男 一 图 形 重合 .当然 如 果 我 们 
给 出 两 个 物理 客体 ,其 中 一 个 是 固体 橡胶 球 , 另 一 个 是 固体 的 
木 制 立方 体 ,我 们 不 能 使 橡胶 球 与 木 立 方 体重 合 .如 果 我 们 想 
使 它们 重合 ,它们 就 得 互相 撞击 ,使 得 橡胶 球 平 贴 在 立方 体 的 
外 表面 上 而 不 通过 立方 体 的 内 部 .这 一 例子 可 以 用 来 强调 数学 
所 研究 的 图 形 一 一 无 论 是 在 欧 几 里 得 几何 中 还 是 在 拓扑 学 
中 一 一 不 是 物理 客体 ,而 是 抽象 图 形 . 一 个 三 角形 不 是 可 以 用 
木头 、 纸 张 或 绳子 做 成 的 东西 , 它 是 由 以 某 种 方法 安放 在 一 起 
的 “线段 "构成 的 ,而 线段 又 是 “点 ”的 某 种 组 合 .这 样 ,对 几何 或 
拓扑 进行 任何 认真 的 研究 ,就 需要 一 个 适当 的 基础 知识 , 即 对 
点 集合 进行 一 些 讨论 ,并 清楚 地 理解 怎样 使 一 个 点 集 与 另 一 个 
点 集 重合 .现在 ,我 们 仍然 依靠 对 图 形 的 拓扑 等 价 的 直觉 , 它 是 
建立 在 理想 弹性 图 形 的 弹性 运动 上 的 . 

下 面 将 讨论 我 们 感 兴趣 的 几 个 标准 图 形 , 其 中 有 的 在 前 面 
的 章节 中 非 正 式 地 出 现 过 ,但 为 完备 起 见 ,这 里 将 它们 描述 一 
$. 


64. 


QD 原 载 自 :[ 美 J]ARNOLD. 初 等 拓扑 的 直观 概念 [M]. 王 阿 雄 , 译 .北京 :人 民 教 育 出 版 社 , 1980: 52- 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


一 个 圆 是 一 平面 曲线 , 它 上 面 的 每 一 点 与 平面 上 
一 定点 的 距离 为 某 一 定 长 .这 一 定点 就 是 圆心 , 定 长 
即 圆 的 半径 .一 单纯 封闭 曲线 乃 是 与 圆 拓 扑 等 价 的 曲 
线 . 一 个 单纯 封闭 曲线 可 以 在 一 个 平面 上 也 可 以 不 在 
一 个 平面 上 .图 11.1 给 出 不 在 一 平面 上 的 打 结 的 单 


纯 封 闭 曲线 的 例子 . 
一 个 开 圆 盘 乃 是 平面 上 被 某 一 圆 所 围 住 的 那 部 
分 ,但 不 包括 圆 本 身 .一 个 闭 圆 盘 乃 是 平面 上 的 某 一 图 11.1 


圆 的 内 部 或 圆 上 的 那 部 分 , 即 圆 曲线 上 的 每 一 点 都 在 闭 圆 盘 上 .注意 ,无论 开 的 
或 财 的 圆 盘 都 是 平面 上 的 一 个 表面 .一 个 闭 的 圆 盘 是 一 个 开 的 圆 盘 加 上 其 内 部 
为 该 开 圆 盘 的 那个 圆 . 

个 球面 是 一 个 三 维 的 表面 , 它 上 面 所 有 的 点 与 某 一 定点 的 距离 为 某 一 定 
长 ,这 个 定点 即 此 球面 的 球 心 ,这 个 定 长 即 此 球面 的 半径 . 

一 个 开 圆 球 是 三 维 空间 中 被 某 一 球面 所 围 住 的 那 部 分 ,但 不 包括 球面 本 
身 . 一 个 闭 圆 球 是 三 维 空间 中 某 一 球面 的 内 部 或 球面 上 的 那 部 分 ( 即 球 面 上 所 
有 的 点 都 在 闭 圆 球 上 ) ,注意 ,无 论 开 圆 球 还 是 闭 圆 球 都 是 三 维 空间 里 的 一 个 立 
体 . 一 个 闭 圆 球 是 一 个 开 圆 球 加 上 其 内 部 为 该 开 圆 球 的 那个 球面 . 

一 个 带 p 个 柄 的 球面 乃 是 三 维 空间 里 这 样 的 一 个 表面 :在 一 球面 上 谱 2p 
个 洞 ,弯曲 p 个 不 同 的 管子 ,将 它们 的 两 端 分 别 插 在 这 些 洞 里 而 得 到 的 一 个 表 
面 .图 11.2 表示 一 个 带 三 个 柄 的 球面 . 

一 个 “ 胎 形 "(图 11.3) 乃 是 三 维 空间 里 这 样 的 一 个 表面 :将 一 个 圆 绕 圆 所 
在 平面 且 不 与 此 圆 相 交 的 直线 旋转 而 得 到 的 一 个 表面 .可 以 把 胎 形 想 成 一 个 车 
轮 的 内 胎 或 一 个 油 炸 圈 饼 的 表面 . 


+ egy, et agrees op 
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Æ 11.2 图 11.3 
如 果 两 个 图 形 是 拓扑 等 价 的 ,我 们 可 以 用 一 弹性 运动 将 一 图 形变 成 另 一 图 
形 来 证 明之 .例如 , 设 有 一 圆 形 橡胶 带 ,我 们 可 将 它 切断 ,弯曲 成 图 11.1 中 曲线 
的 形状 ,然后 再 把 两 端 接 成 它们 原来 的 样子 .这 可 以 证 明 图 11.1 中 的 曲线 确实 
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是 一 个 单纯 封闭 曲线 ,因为 它 拓扑 等 价 于 一 个 圆 . 

那么 怎样 证 明 两 个 图 形 不 是 拓扑 等 价 的 呢 ? 这 就 需要 证 明 不 存在 任何 弹 
性 运动 ,可 将 一 个 图 形变 成 与 男 一 图 形 重合 .当然 ,我 们 不 可 能 一 一 试用 每 种 弹 
性 运动 一 一 不 同 的 弹性 运动 太 多 了 .给 出 这 类 证 明 的 一 个 方法 是 , 找 出 其 中 一 
个 图 形 的 一 种 性 质 ,而 这 性 质 不 为 男 一 图 形 所 具备 .如 果 这 一 性 质 是 拓扑 性 质 ， 
那么 这 两 个 图 形 就 不 可 能 是 拓扑 等 价 的 .因为 任何 弹性 运动 都 不 能 产生 或 消除 
这 一 性 质 ,所 以 没有 一 种 弹性 运动 可 使 其 中 的 一 个 图 形 与 另 一 图 形 重合 .我 们 
证 明 一 个 球面 不 拓扑 等 价 于 一 个 胎 形 ,以 此 为 例 说 明 这 类 证 明 过 程 .事实 上 ,如 
果 球 面 上 面 有 一 任意 单纯 封闭 曲线 ,并 沿 此 曲线 切割 球面 , 则 这 个 表面 就 分 裂 
成 两 部 分 , 故 球面 上 任意 单纯 封闭 曲线 都 使 得 这 个 球面 不 再 是 连通 的 ,而 胎 形 
不 具有 这 一 性 质 . 如 果 有 一 个 圆 穿 过 胎 形 的 一 个 洞 并 围绕 着 胎 的 横 切 面 , 用 这 
样 的 圆 曲 线 切割 此 胎 形 , 这 个 表面 就 变 成 一 根 管子 ,但 它 仍然 是 一 个 整体 .所 以 
胎 形 不 能 被 这 样 的 曲线 切割 成 不 连通 的 , 故 胎 形 不 具有 球面 所 具有 的 上 述 性 
质 .而 且 , 一 个 表面 可 以 被 它 上 面 的 任意 单纯 封闭 曲线 切割 成 不 连通 的 这 一 性 
质 显然 是 拓扑 性 质 . 于 是 ,一 个 球面 与 一 个 胎 形 不 拓扑 等 价 . 


2 表面 的 分 类 

每 个 学 生 都 知道 一 张 普通 的 纸 有 两 个 面 ,有 时 他 必须 只 在 一 面 上 写字 ,有 
时 则 可 在 两 面 上 都 写 , 在 这 一 节 中 ,我 们 将 看 到 一 些 只 有 一 个 面 的 表面 的 例子 ， 
但 首先 必须 稍微 详细 一 点 描述 ,我 们 所 要 考虑 的 到 底 是 哪些 表面 . 

像 平 面 或 球面 一 样 ,一 个 表面 可 以 是 “两 维 的 ”; 但 是 , 伸 出 一 根 刺 的 球面 
(图 11.4(a)) 或 两 个 相 切 的 球面 (图 11.4(b)) 的 情况 怎样 呢 ? 它们 是 表面 吗 ? 
本 节 我 们 考虑 一 种 叫做 流 形 的 特殊 表面 .一 个 流 形 是 一 个 连通 的 表面 ( 即 一 个 
“一 整 片 ”的 表面 ), 其 中 ,极其 靠近 表面 上 任何 一 点 的 局 部 表面 都 拓扑 等 价 于 一 
开 圆 盘 .这 就 是 说 ,对 表面 上 的 每 一 点 p ,此 表面 上 所 有 与 点 p 足够 近 的 点 构成 
一 个 与 开 圆 盘 拓 扑 等 价 的 集合 ,这 个 由 在 表面 上 所 有 靠近 点 p 的 点 所 构成 的 
集合 叫做 p 的 邻 域 . 
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图 11.4 中 所 示 表 面 都 不 是 流 形 ,在 图 11.4(a) 中 ,在 刺 上 的 点 没有 满足 所 
需 条 件 的 邻 域 .在 图 11.4(b) 中 的 表面 上 在 接近 两 球面 切 点 的 地 方 不 与 圆 盘 拓 
扑 等 价 . 

一 个 表面 是 有 界 " 的 , 当 且 仅 当 整个 表面 都 包含 在 某 个 开 圆 球 中 . 胎 形 是 
有 界 表 面 ,平面 不 是 有 界 表面 .如 果 考 虑 一 个 表面 的 某 一 片 特定 部 分 时 ,这 片 表 
面 的 "边界 "定义 为 把 这 一 片 与 表面 的 其 余部 分 分 开 的 那 条 曲线 .例如 ,把 圆 盘 
视 为 平面 的 一 部 分 , 圆 盘 的 边界 就 是 包围 它 的 那个 圆 ;平面 上 一 个 圆 环 的 边界 
包括 两 个 圆 .注意 ,表面 上 的 某 一 片 的 边界 不 完全 取决 于 这 一 片 本 身 , 而 且 也 取 
决 于 表面 的 其 余部 分 ,因为 边界 必须 是 两 个 集合 的 “划分 者 "或 “边界 ”. 这 一 点 
可 以 用 一 个 例子 说 清楚 .如 上 所 说 , 若 将 圆 盘 视 为 平面 上 的 一 部 分 , 它 的 边界 就 
是 一 个 圆 .假如 我 们 把 一 个 圆 盘 作为 该 圆 盘 本 身 的 一 部 分 来 考虑 , 则 表面 上 所 
有 的 点 都 在 所 考虑 的 这 一 部 分 里 ,于 是 当然 不 存在 这 一 部 分 和 表面 上 其 余部 分 
之 间 的 "划分 者 ”. 即 , 当 把 圆 盘 看 做 是 它 自身 的 子 集 时 , 它 没有 边界 .现在 ,我 们 
只 关心 一 些 简单 的 情况 ,所 以 只 要 用 直觉 概念 就 够 了 . 当 我 们 说 到 一 个 表面 的 
边界 时 ,我 们 总 是 认为 这 已 知 表 面 是 其 自身 自然 延伸 的 那个 表面 的 一 部 分 , 例 
如 平面 里 的 圆 盘 .注意 到 下 面 一 点 也 是 很 重要 的 . 即 尽管 5 有 界 的 "(bounded) 和 
“边界 (boundary) 这 两 个 词 很 相像 ,这 两 个 概念 却 是 根本 不 同 的 .一 个 球面 和 一 
个 圆 盘 都 是 有 界 的 表面 ,但 是 球面 没有 边界 ,而 圆 盘 的 边界 是 一 个 圆 .一 个 平面 
是 没有 边界 的 无 界 表面 ;平面 上 的 一 细 条 是 有 两 条 平行 线 为 边界 的 无 界 部 分 . 
一 个 表面 是 “封闭 的 ”, 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 且 没 有 边界 .一 个 球面 是 一 个 封闭 
的 表面 ,因为 它 是 有 界 的 ,并 且 我 们 可 以 在 一 个 球面 上 自由 运动 而 永远 不 会 碰 
到 一 个 边 . 男 一 方面 ,无 论 开 的 还 是 闭 的 圆 盘 都 不 是 封闭 的 表面 ,因为 它们 都 有 
包围 着 它们 的 圆 作 为 边界 .在 这 两 种 情况 下 , 它 都 是 指 运动 不 会 为 一 个 端点 或 
一 条 边 所 阻止 . (一 个 封闭 的 路 径 不 要 求 有 界 性 这 一 条 件 ,因为 所 有 路 径 都 是 有 
FEAT) ,一 个 流 形 可 以 是 也 可 以 不 是 一 个 封闭 的 表面 .球面 是 一 个 流 形 , 它 是 封 
闭 的 ; 开 圆 盘 也 是 一 个 流 形 , 但 它 不 是 封闭 的 表面 . 闭 圆 盘 不 是 一 个 流 形 , 因 为 
在 边界 圆 上 一 点 的 靠近 地 方 , 其 表面 不 拓扑 等 价 于 开 圆 盘 . 


有 一 个 有 趣 的 方法 来 表示 某 些 流 B B 
形 , 即 把 长 方形 的 某 些 边 黏合 起 来 . 例 | 
如 ,图 11.5 中 ,把 长 方形 的 两 端 黏合 在 
一 起 ,使 得 标记 为 AB 的 两 条 线段 重合 ， E 4 
并 使 图 中 的 两 个 箭头 方向 一 致 ,这 个 长 图 11.5 
方形 所 表示 的 流 形 就 是 一 圆柱 曲面 . 注 
意 线段 BB , 44 代表 圆柱 表面 两 端的 圆 .在 这 两 个 线段 (或 圆 ) 上 的 点 不 能 包括 
在 流 形 上 ,因为 它们 在 表面 上 没有 合适 的 邻 域 .圆柱 的 这 种 表示 法 有 时 很 方便 ， 
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因为 它 能 平 放 在 桌 上 而 且 立 即 可 以 看 到 表面 的 一 个 面 的 全 部 . 

假设 图 11.5 中 的 一 个 箭头 倒 过 来 ,如 图 11.6(a) 所 示 . 如 果 把 长 方形 的 一 
端 扭 180°, 然 后 将 两 端 猪 合 在 一 起 ,使 得 标记 为 4B 的 两 个 线段 重合 ,并 且 使 两 
个 箭头 的 方向 一 致 ,就 得 到 一 个 叫 麦 比 乌 斯 (Mabius) 带 的 流 形 ( 图 11.6(b)). 为 
了 得 到 一 个 流 形 ,必须 像 图 11.5 中 那样 ,这 个 表面 必须 不 包括 图 11.6 中 的 两 
条 水 平 线段 .然而 这 两 个 线段 不 再 代表 两 个 圆 了 ,这 里 它们 代表 同一 单纯 封闭 
曲线 的 两 半 .一 个 麦 比 乌 斯 带 只 有 一 个 面 (Side) ,为 了 了 解 这 一 点 ,设想 一 只 苍 
蝇 从 点 P 出 发 沿 表 面 上 的 曲线 CNET, CWE C 的 虚线 部 分 回 到 点 已. 由 于 苍 
蝇 既 没有 穿 过 表面 ,也 没有 绕 过 表面 的 边 ,所 以 它 一 定 一 直 在 表面 的 同一 面 , 但 
是 看 起 来 , 它 是 从 表面 上 它 所 出 发 的 “ 另 一 面 " 回 到 点 P 的 .因此 看 起 来 是 点 P 
所 在 表面 的 两 个 不 同 的 面 ,实际 上 只 是 此 表面 的 同一 面 的 两 个 部 分 .注意 单 面 
性 (Onesideness) 与 其 说 是 表面 的 内 在 属性 , 倒 不 如 说 是 它 的 外 在 的 属性 .这 就 
是 说 ,检验 一 个 表面 是 否 是 单 面 的 ,不 完全 是 在 表面 上 进行 的 ,而 是 使 用 了 周围 
的 空间 .在 上 面 苍 蝇 的 例子 中 ,我 们 已 经 默认 :如 果 苍 蝇 走 动 时 脚 一 直 在 表面 
上 ,并 且 不 通过 表面 的 任何 边 , 则 它 的 头 的 运动 所 经 过 的 所 有 的 点 也 一 定 在 表 
面 的 同一 面 .如 果 表 面 是 一 麦 比 乌 斯 带 ,这 只 苍蝇 的 头 就 能 从 任意 接近 表面 的 
点 运动 到 任何 另 一 接近 表面 的 点 ,于 是 所 有 点 都 在 表面 的 同一 面 ,这 表面 是 单 
面 的 . 


(a) 
图 11.6 麦 比 乌 斯 带 

图 11.7 给 出 一 个 面 的 表面 的 另 一 个 例子 .这 个 流 形 叫 做 到 莱 因 (Klein) 瓶 ， 
它 不 可 能 在 三 维 空间 中 造 出 来 .图 11.7(a) 给 出 克 莱 因 瓶 的 表示 :一 个 两 对 边 分 
别 黏合 的 长 方形 .用 实 箭头 标 出 两 条 边 的 黏合 给 出 一 个 圆柱 形 表 面 
(图 11.7(b)) . 它 的 两 端 还 有 待 重 玛 在 一 起 .这 一 步 又 不 可 能 在 三 维 空间 中 进 
行 (图 11.7(c)). 圆 简 的 一 端 一 定 要 改过 面 而 从 里 面 与 另 一 端 相 接 .但 是 ,这 个 
表面 在 瓶颈 通过 面 的 地 方 不 能 与 其 自身 相交 (这 就 需要 一 个 四 维 空间 来 使 得 瓶 
颈 “ 绕 过 ”这 个 表面 而 不 是 “ 穿 过 " 它 ). 

下 面 的 定理 给 出 一 个 有 趣 的 对 封闭 的 双 面 流 形 的 分 类 法 ,类似 的 对 单 面 流 
形 的 分 类 法 可 在 所 给 的 参考 文献 中 找到 . 

定理 ” 任 一 封闭 的 双 面 流 形 均 拓扑 等 价 于 一 个 带 有 几 个 柄 的 球面 . 
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图 11.7 EXAM 
证 明 本 定理 的 证 明 超出 本 书 的 范围 .有 兴趣 的 读者 可 以 再 参考 Brumfiel， 
Eicholz, Shanks 的 书 《Geometry》33 页 定理 2 或 参考 Aleksandrov 的 书 《Combinatori- 
al Topoloby) vol. 1 第 110 页 定理 7.2. 
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什么 是 拓扑 学 ” 


Wy 


1 克 莱 因 的 定义 


~—~~~~~~~~—~~—~~—~~~ 


Tirat 1893 年 发 表 的 爱尔兰 根 计 划 书 (Eqanger Pro- 
gram) 中 ,对 几何 学 及 其 各 分 科 下 了 定义 和 分 类 ,一 度 促进 了 几 
何 学 的 发 展 .他 的 想法 基调 是 简单 的 . 

例如 , 欧 氏 几何 是 研究 图 形 ( 作 为 刚体 ) 在 运动 中 不 变性 质 
的 .运动 的 全 体形 成 一 个 群 (Group) , 叫 运动 群 (凡是 使 某 种 性 
质 不 变 的 空间 的 变换 构成 一 个 群 ) .因此 , 克 莱 因 就 把 欧 氏 几 何 
看 做 运动 群 的 不 变量 论 .射影 几何 、 仿 射 几 何 ` 各 种 非 欧 几 何等 
都 分 别 是 射影 变换 群 、 仿 射 变 换 群 . 非 欧 运动 群 等 的 不 变量 论 . 
各 种 几何 与 变换 群 互 为 从 属 (Subordinate) .拓扑 学 是 空间 (在 克 
莱 因 那里 意味 着 欧 氏 空间 ) 的 从 属于 最 一 般 的 一 对 一 连续 变换 
群 的 几何 一 一 这 就 是 克 莱 因 原先 的 定义 . 

n 维 实数 空间 R 的 一 对 一 连续 变换 称 R" 的 拓扑 变换 . 
简写 为 


xx! 


4R" 里 的 两 个 图 形 之 一 按 R 的 拓扑 变换 可 以 变 到 另 一 个 
时 ,我 们 说 :这 两 图 形 在 R" 里 是 同 痕 的 .根据 这 些 定义 ,我 们 
可 以 这 样 说 :R" 空间 的 拓扑 学 是 研究 图 形 对 于 R" 的 拓扑 变换 
不 变性 质 的 几何 . 


O 原 载 自 : 苏 步 青 . 拓 扑 学 初步 L[M]. 上 海 :复旦 大 学 出 版 社 ,1986:58-78. 
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例如 ,在 R 的 场合 考察 一 只 橡皮 面 , 并 且 想 象 伸缩 ( 既 不 据 破 、 又 不 折 和 至) € 
之 后 的 平面 ,我 们 便 会 领会 到 “R 的 拓扑 变换 ”的 直观 印象 . 在 橡皮 面 上 , 比方 ( 
画 一 个 圆 ,经 过 伸缩 ,就 得 出 各 式 各 样 和 圆 “在 R 上 同 痕 的 ”曲线 (例如 图 12.1 
(a) ) ,这 些 曲 线 具 有 的 共同 性 质 一 一 此 时 ,这 些 曲线 把 面 划 分 为 内 外 两 部 分 ,等 
等 一 一 就 是 所 谓 拓扑 的 性 质 . 值 得 注意 的 是 ,图 12.1(b) 在 三 维 空间 里 和 圆 是 
同 痕 的 ,但 是 和 图 12.1(c) 则 不 同 痕 . 


Z O Q 


(a) (b) (9) 


图 12.1 
由 于 变换 群 本 身 是 按 代数 化 被 定义 的 , 克 莱 因 相信 :用 上 述 定 义 便 可 完全 
将 几何 和 其 各 分 科 代 数 化 (或 抽象 化 ) .可 是 对 一 般 的 黎 曼 几何 等 却 无 法 如 此 给 
以 特征 化 (Schouten，1924) ,这 一 度 使 克 莱 因 感到 有 点 狼 狐 O .关于 拓扑 学 也 是 
如 此 ,限于 上 述 定义 来 考虑 问题 ,会 束缚 人 们 的 思想 .对 此 ,将 在 下 一 节令 述 . 


2 位 置 与 拓扑 


een ee 


如 前 节 所 述 ,定义 的 拓扑 学 单 是 研究 欧 氏 空间 R AA F XF Rn" 的 
相对 位 置 .但 是 ,有 时 还 遇 到 图 形 FF 本身 的 内 在 构造 的 问题 ,就 是 与 周围 空间 
无 关 的 问题 . 

例如 ,图 12.2 中 的 两 图 形 在 平面 上 并 非 同 痕 , 但 在 三 维 空间 里 却 是 同 痕 的 
(图 12.1(c) 也 有 同样 的 情况 , 它 在 四 维 空间 里 是 和 圆 同 痕 的 ) .两 图 形 有 相同 的 
内 在 结构 . 

从 一 个 图 形 Fi 到 另 一 个 图 形 Fy 的 一 对 一 双方 连续 映射 (Map) 称 拓扑 映 
射 .从 Fi 经 过 拓扑 映射 可 以 得 出 F, 时 ,我 们 说 Fi, Fy 是 同 胚 的 (Homeomor- 
phic) .研究 同 胚 图 形 的 共同 性 质 , 就 是 拓扑 学 的 重要 课题 . 

关于 同 痕 、 同 胚 便 分 别 产 生 两 个 主要 问题 : 同 痕 问 题 ,就 是 在 给 定 的 空间 里 


的 空间 称 克 菜 因 空 间 .E' 嘉 当 非常 巧妙 地 把 一 般 黎 曼 空 间 
且 加 以 欧 氏 联络 . 
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图 12.2 

决定 两 图 形 同 痕 的 充 要 条 件 的 问题 ; 同 胚 问题 ,就 是 求 两 图 形 同 胚 的 充 要 条 件 
的 问题 .前 一 问题 比 后 一 问题 更 为 困难 .三 维 空间 的 闭 曲线 ( 像 图 12. 1(b), (e) 
一 类 的 曲线 ) 在 什么 场合 下 才 和 圆 同 痕 , 这 个 所 谓 的 “ 打 结 问题 "( Knots problem) 
是 其 中 最 简单 的 特殊 情况 ,但 是 到 如 今 还 不 能 说 已 得 到 解决 的 头绪 O .至 于 同 
胚 问题 ,如 下 节 所 述 ,对 曲面 已 经 解决 了 . 

另外 ,在 克 菜 因 的 定义 中 ,R" 常 被 看 为 欧 氏 空间 , 那 未 免 太 狭隘 了 . “空间 ” 
这 个 概念 应 该 大 大 扩充 ,这 里 姑且 不 谈 , 把 R 看 做 为 任意 的 图 形 F,, F, 被 画 
于 其 上 的 图 形 (比方 ,R" 是 球面 , F, F, 是 球面 上 的 曲线 ) ,而 假定 按照 R 到 它 
本 身 去 的 拓扑 映射 可 将 F 移 到 Py RC BEAT AT ADE: Fi, F,“ 在 R 里 是 同 痕 
的 .这 样 的 相对 关系 当然 在 拓扑 学 里 该 成 为 讨论 的 对 象 ,并 且 拓 扑 映射 本 身 或 
者 (不 一 定 是 拓扑 的 ) 连 续 映 射 也 该 是 研究 的 目标 . 总 之 ,拓扑 学 的 对 象 并 非 是 
按照 克 莱 因 的 定义 限制 起 来 的 东西 ,而 大 体 上 把 它 作 为 连续 的 几何 学 (Alexan- 
droff-Hopf 著 《 拓 扑 学 的 前言 中 的 用 语 ) ,该 是 得 了 要 领 的 说 法 . 


3 ft G © A 
RRE 1851 年 英 定 了 函数 论 的 基础 ,首先 提出 “ 面 "( 或 称 二 维 流 形 ) 作 为 
研究 的 对 象 . 学 过 椭圆 函数 论 的 读者 都 知道 ,代数 函数 
yY? = aox4+ ajx? += + ay 
的 黎 曼 面 和 环 面 是 同 胚 的 .对 曲面 同 胚 问题 的 系统 研究 就 是 从 他 开始 的 , 而且 
由 麦 比 乌 斯 (1863) 252K 4 (1856) ERR Æ (1872) 、 台 克 (1888) 等 人 加 以 解决 . 
就 是 说 ,曲面 的 拓扑 决定 于 下 列 三 个 拓扑 学 的 元 素 . 


QO 关于 打 结 问题 可 参考 Reidemeister 的 著作 Knotentheorie . 
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(1) 境 界 的 数目 .在 球面 、. 环 面 ,是 0; 在 圆 板 ,是 1. 对 闭 曲面 用 针 穿 孔 , 有 几 
个 孔 ,就 有 几 个 境界 .一 般 地 , 它 的 含义 是 显而易见 的 . 

(2) 欧 拉 的 示 性 数 .在 面 上 引 任意 条 线 把 它 “ 分 割 "成 为 像 多 面体 的 图 形 . 这 
时 , 设 “ 顶 点 ”的 个 数 为 ao,“ 棱 ”的 条 数 为 a1,“ 面 "的 张 数 为 oz, 那么 可 以 证 明 : 
ag- a) + aa 这 一 数 和 “分 割 ” 的 方法 无 关 , 从 而 是 一 定 的 .( 在 球面 , 它 等 于 2; 在 
环 面 , 它 等 于 0. 那 里 的 证 明 可 用 于 一 般 情况 , 望 读者 自 证 之 . ) 这 个 数 称 欧 拉 的 
示 性 数 (Characteristic). 

(3) 可 定向 性 (Orientability) .球面 、 环 面 等 所 谓 “ 普 通 的 ” 面 是 可 定向 的 ,或 
者 说 ,是 有 表 有 里 的 . 它 的 含义 如 下 述 . 在 面 上 一 点 的 周围 画 一 个 可 定向 的 小 圆 
(或 者 从 面 的 一 侧 指 向 他 侧 , 即 从 “里 "到 “ 表 ” 引 小 法 线 ) , 而且 把 这 小 圈 ( 或 者 法 
线 ) 和 这 点 一 起 在 面 上 自由 而 连续 地 移动 ,使 它 回 到 原 位 置 时 , 圆 (或 法 线 ) 的 方 
向 一 定 与 出 发 时 的 方向 一 致 . 换 名 话说 ,可 以 区 别 表 里 . 麦 比 乌 斯 最 初 指出 , 存 
在 有 不 具备 这 性 质 的 曲面 .图 12.3 示意 了 不 可 定向 的 最 简 例 子 , 即 所 谓 “ 麦 比 
乌 斯 带 ”( 把 细 长 的 矩形 纸 扭 一 次 而 且 贴 合 其 两 端 , 便 可 获得 ). 


图 12.3 

这 里 ,境界 的 数目 和 欧 拉 示人 性 数 分 别 相等 , 而且 同 是 可 定向 或 者 不 可 定向 
的 三 个 性 质 是 两 个 面 同 胚 的 充 要 条 件 . 证 明 见 于 拓扑 学 书籍 ,此 处 从 上 略 . 

在 可 定向 的 面 上 , 设 > 是 境界 数 , ao - ai + az + 7 一定 是 偶数 .把 它 写作 
2(1- p) EY, p 称 面 的 亏 格 (Genus,Deficiency) . p 永远 大 于 等 于 0, 在 球面 是 0, 在 
环 面 是 1. 这 个 数 在 代数 函数 论 里 具有 重要 的 意义 .( 凡 可 表 成 黎 曼 面 的 面 ,只 
有 可 定向 的 面 ) 


一 ~ 一 ~ 一 一 一 和 ~ 和 ~~ 


我 们 在 上 述 的 章节 中 ,主要 根据 直观 考虑 问题 ,而 没有 对 “曲线 ”"“ 曲 面 " 等 
词汇 深入 研究 其 含义 .从 数学 上 看 ,这 未 免 是 不 精确 的 了 . 
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19 世纪 后 半期 是 数学 的 大 检查 时 代 , 处 处 没有 切线 的 连续 曲线 ( 魏 尔 斯 特 
拉 斯 ,1870 年 前 后 )、 塞 满 一 个 正方 形 的 连续 曲线 ( 皮 亚 诺 ,1894 年 ) 等 的 出 现 ， 
要 求 我 们 正确 地 定义 “曲线 ”“ 曲 面 " 等 ,这 是 当然 的 . 此 外 ,以 往 被 认为 “自明 ” 
的 事项 ,现在 变 为 不 证 明 就 靠不住 的 了 . 若 尔 当 在 其 1893 年 出 版 的 数学 分 析 教 
程 (Cours d’ Analyse) 中 ， 以 分 析 的 严密 基础 化 为 目标 ,对 曲线 作为 线段 的 连续 象 
给 了 定义 ,而且 对 圆 的 拓扑 映 象 ( 称 若 尔 当 曲线 ) 证 明 它 把 平面 平分 为 内 外 两 
部 分 . 

这 个 时 代 也 可 以 说 是 “数学 抽象 化 ”的 萌芽 时 期 . 就 几何 学 说 来 ,n 维 几 何 
学 早已 为 格拉 斯 曼 (从 1840 年 代 ) 所 创立 ， 即使 在 三 维 空间 里 的 事情 ,如 果 把 它 
作为 n 维 的 特殊 情况 处 理 ,反而 可 以 透彻 些 .高 斯 . 波 尔 约 、 罗 巴 切 夫 斯 基 等 创 
造 了 非 欧 几 何 , 从 而 促进 了 几何 学 发 展 . 黎 曼 1854 年 的 就 职 演讲 (Habilita- 
tionsvortag) 投 述 了 抽象 空间 的 构成 思想 .如 上 述 , 克 莱 因 的 爱尔兰 根 计 划 书 也 是 
这 个 时 代 精 神 的 一 种 表现 . 

在 这 样 的 气氛 中 ,经 过 两 位 数学 家 的 努力 ,拓扑 学 在 两 个 不 同 的 方向 上 得 
到 了 飞跃 的 发 展 ,这 两 位 就 是 庞 加 莱 和 康 托 . 

现在 , 先 就 庞 加 莱 从 1881 年 开始 的 一 系列 业绩 作 一 - 般 性 的 介绍 .其 中 对 于 
拓 > 扑 学 全 貌 有 巨大 影响 的 结果 形成 了 组 合 拓扑 学 (Combinatoric Topology) 的 科学 
基础 . 

庞 加 莱 首先 注意 到 把 拓扑 学 的 对 象限 制 在 三 维 * 直 观 的 "空间 之 内 去 找寻 ， 
在 数学 上 是 没有 意义 的 .历史 上 ,考虑 n 维 拓扑 学 的 最 初 数学 家 不 是 庞 加 莱 而 
是 Schaffli(1852) ,后 者 把 欧 拉 公式 拓展 到 n 维 空间 .就 是 

在 “n 球面 ”(n-sphere: 和 (n+ 1) 维 空间 的 超 球面 同 胚 的 图 形 ) 的 分 割 中 , 设 
中 是 (=0,1,2,…,m) 维 元 素 的 个 数 ,那么 成 六 下 列 公式 

ao- a+ az- +(-1)"=1+(-1)" 

比方 说 ,我 们 还 可 更 一 般 地 考虑 n 维 空间 里 的 m 维 流 形 (Manifold) .例如 ， 
由 n 个 变数 x ,x2,…,x, 的 n-m 个 独立 的 解析 函数 f(x1, x2,，…, x) (k= 1, 
2,…,n 一 m) 等 于 0 所 表达 的 m 维 流 形 (其 中 函数 行列 式 不 等 于 0), 是 可 以 作 
为 拓扑 研究 的 对 象 ， 而 且 这 项 研究 从 数学 上 来 看 ， 比 起 三 维 空间 的 游戏 问题 重 
要 得 多 . 庞 加 莱 于 是 着 眼 于 一 般 维 流 形 的 拓扑 学 ,而 且 为 了 严格 打 好 基础 ,他 发 
现 ,把 流 形 作 为 “ 曲 多 面体 ”(Curved Polyhedron) ,也 就 是 和 多 面体 同 胚 的 图 形 来 
处 理 , 较 为 方便 .这 就 是 组 合法 的 出 发 点 . 庞 加 莱 就 这 样 对 流 形 , 更 进一步 地 对 
任何 曲 多 面体 导 进 两 个 拓扑 不 变 (Topologically Invariant, 即 同 胚 图 形 共 有 的 ) 群 ， 


中 从 上 面 提 到 的 皮 亚 诺 曲 线 可 以 塞 满 正方 形 的 情况 看 ,这 个 定义 不 是 确切 的 .后 来 E: 嘉 当 给 了 
另外 的 定义 ( 见 后 文 ) . 
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就 是 基本 群 (Coundamental Group) 和 贝蒂 群 (贝蒂 Group)®. 

基本 群 或 称 “ 路 群 ”或 称 “ 同 伦 类 群 ”"(Homotopy-class Group) ,举例 来 说 明 一 
下 . 环 面 F( 图 12.4) 上 的 “路 "是 指 在 上 所 画 的 可 定向 的 闭 曲 线 .两 条 路 在 F 
是 同 伦 , 指 的 是 根据 F 上 的 “连续 变形 ”(Deformation) 可 以 把 一 方 移 到 另 一 方 . 
这 时 以 记号 二 表达 它 .例如 ,在 图 12.4 中 

ax~a',b=b',cxc' 

在 变形 过 程 中 , 容许 自己 和 自己 相交 ,所 以 c= c' BÆ, axa", axb. LE 
伦 的 路 都 被 看 成 属于 一 “类 ”, 而 不 加 区 别 . 上 述 的 a,a' 属 于 同一 类 ,而 6,5' 则 
属于 另 一 类 . 先 走 一 类 的 路 ,接着 走 别 类 的 路 ,其 结果 称 两 类 的 “结合 ”( Composi- 
tion) .这 样 一 来 ,路 类 在 这 个 结合 下 构成 一 个 群 ,这 就 是 的 基本 群 . 


图 12.4 
我 们 通常 对 两 个 路 a Mb 的 结合 ( 先 a 后 5) 写 为 积 ab .那么 在 图 12.4 上 
容易 看 出 


5 nEn 

De EL EK “TA VASA” (Homology-class Group) ,就 n 维 曲 多 面体 来 说 ,有 着 
从 0 维 到 n 维 的 各 种 贝蒂 群 .为 说 明 一 维 贝蒂 群 ,我 们 仍 采 用 环 面 作 例 子 .这 里 
成 讨论 对 象 的 是 的 闭 曲 线 .这 样 两 条 闭 曲线 在 F 上 同调 (Homological) , 意味 
着 :把 其 中 一 条 的 方向 反 过 来 而 得 到 的 闭 曲线 和 另 一 条 恰恰 构成 上 的 (有 
向 ) 曲 面 的 (可 定向 ) 境 界 . 上 述 的 同 伦 路 也 是 同调 的 ,但 是 在 图 12.4 中 的 P A 
P' 处 ,把 FF 穿孔 使 成 为 新 的 曲面 Fr ,那么 。 和 wc' 关 于 就 不 是 同 伦 的 ,但 它们 
还 是 同调 的 .现在 ,在 同一 图 里 ,改变 a' 的 方向 ,使 - a F a 构成 一 个 曲面 的 境 


© 贝蒂 于 1870 年 导 和 人 此 群 , 庞 加 莱 给 了 严密 的 定义 . 
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Fe El 12.4 中 附 有 阴影 线 的 就 是 这 个 曲面 可 定向 的 面 ( 沿 境界 正方 向 前 进 时 ， 
面 常 在 它 的 一 侧 ( 左 侧 ) ,参见 图 12.5). 那 么 , 按 上 述 定义 a 和 a' 是 同调 的 ,并 
且 也 是 同 伦 的 .同调 的 闭 曲 线 属于 一 个 类 ,于 是 我 们 把 前 面 的 同 伦 换 作 同调 而 
用 为 结合 ,同样 得 到 群 ,就 是 一 维 的 贝蒂 群 . 


12.5 

在 环 面 上 ,一 维 贝 蒂 群 恰恰 与 基本 群 是 同 构 的 ( Isomorphic ) ,但 一 般 则 不 成 
立 .比如 ,在 上 述 的 到 上 已 经 看 到 这 一 情况 .贝蒂 群 和 基本 群 不 同 之 处 还 在 于 ， 
贝蒂 群 是 阿 贝尔 群 (Abelian Group) ,所 以 它 的 结合 是 以 加 法 来 表达 的 . 设 ~ 表示 
同调 ,那么 关于 下 或 严 成 立 下 列 关系 

a~a'~-a",b~b',c~c',d~2a+b 

这 个 同调 性 和 贝蒂 群 的 概念 形成 了 现代 拓扑 学 的 中 心思 想 ,可 惜 的 是 在 这 
里 没有 充分 说 明 的 机 会 .读者 可 参考 一 本 很 得 要 领 的 著 书 ; 

P. L. Alexandroff; Einfachset Grundbegriffe der Topologie( 拓 扑 学 最 简单 的 一 
些 基 本 概念 ). 我 们 仅仅 就 这 个 概念 如 何在 “组 合 论 ” 中 被 定义 起 来 的 大 致 情况 
讲解 如 下 . 

为 此 ,首先 讲 几 个 定义 .第 一 , 单 形 . n 维 欧 氏 空间 的 点 线段. 三角形、 四面 
体 以 及 一 般 维 的 扩充 ,比如 m 维 图 形 : 设 xox xn 为 m 维 欧 氏 空间 里 但 
不 在 (m -1) 维 线性 空间 里 的 m + 1 个 点 .做 出 点 

Aoxo + AX, +e HANK 
其 中 
Aye 6, > = 1 
这 样 点 集 称 m 维 单 形 (Simplex) .那么 多 面体 可 以 作为 沿 各 边 连 接着 的 有 限 个 
或 可 数 个 单 形 的 和 集 来 定义 .构成 多 面体 的 这 些 单 形 和 它们 的 边 一 起 构成 所 谓 
(几何 ) 复 形 (Complex) .按照 单 形 的 顶点 排列 便 可 对 它 定 向 "如果 对 它们 的 拓 
列 施行 奇 置换 (0dd Substitution) ,我 们 说 :这 个 单 形 的 定向 变 为 “ 反 定向 " 对- 
个 复 形 K 所 含 的 单 形 添上 定向 ,而 记 作为 x;; 对 其 反 定向 记 作 - x; RIB x; 
MEERA ME RB t. BEE, ER 
G= >) ti a 


-A 


~ yA. = 
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为 天 所 含 的 代数 复 形 (Algebraic Complex). 由 于 代数 复 形 是 可 按 一 次 型 的 算法 t 
作 加 减 的 ,而 关于 加 法 构成 了 阿 贝 尔 群 ,当然 是 无 疑 的 . 如果 玉 所 含 单 形 的 个 ( 
数 是 有 限 的 ,那么 这 个 群 是 有 限 基 的 所 谓 “ 自 由 阿 贝 尔 群 ”" ,把 它 记 作 L(K). 
其 次 ,边界 . 设 + 维 单 形 x 决定 于 (r+1) 个 顶点 a0,a1,…,a,41, 即 
% = (ao, a1,°°*, ar+1) 
我 们 定义 下 列 的 代数 复 形 ax 为 x 的 边界 (Boundary) , 即 


Ox = (ajaz: an1) 一 (agaz 4,41) + (aoala3 十 ar 1) 下 


(- 1)” (aoar a,) = 2t 1) (aoai di-1ai1 4,41) 
对 于 一 般 的 代数 复 形 
C = > tai 
定义 边界 为 
IC = 2 tox; 
从 
9(C1+ C2) = IC, +9C2 

得 知 , 凡 边界 为 0 的 复 形 全 体 构成 了 L(K) 的 子 群 .这 样 的 复 形 称 循环 (cycle = 
zyklus) ,这 个 子 群 记 作 Z(K). 

另 一 方面 ,我 们 容易 证 明 

a(9C) = 0 
所 以 ,凡是 作为 一 个 复 形 的 边界 的 复 形 是 循环 ,其 全 体 构成 了 Z(K) 的 子 群 , 记 
YE R(K).K 所 含 单 形 中 有 个 最 大 维 数 的 单 形 , 这 个 维 数 称 复 形 K 的 维 
(Dimension). 设 K 是 n 维 复 形 , 任 何 整 数 满足 0 < r < nt, Kahr SE 
单 形 x! 全 体 组 成 的 “ 同 维 代数 复 形 ” >) ix! 又 构成 L(K) 的 子 群 , 记 作 L(K). i 
同 对 L(K) 那样 ,从 L(K) 导出 Z'(K),R'(K) 等 群 . 商 群 
Z'(K)/R'(K) 

就 是 天 的 r 维 贝蒂 群 . 

这 个 群 可 以 不 是 有 限 自 由 阿 贝 尔 群 ,而 且 有 时 具有 0 以 外 的 有 限 次 的 元 ， 
从 而 分 解 为 “有限 部 分 "( 即 由 所 有 的 有 限 次 元 组 成 的 非 0 子 群 ) 和 “自由 部 分 ”. 
这 个 有 限 部 分 称 r 维 挠 群 (Torsion Group). 自由 部 分 的 基数 称 r 维 的 贝蒂 数 
(Betti Number) , 记 作 p"(K) .贝蒂 群 决 定 于 挠 群 和 贝蒂 数 . 

以 上 所 述 ,全 是 有 关 几 何 复 形 的 议论 . 对 多 面体 P 分 割 为 单 形 使 变 为 复 
形 ,方法 可 以 有 无 数 种 ,因此 ,上 述 复 形 有 关 的 内 容 表 面 上 看 来 ,和 多 面体 PE 
关 . 可 是 到 了 1915 年 ,J. W. Alexander WEA T ,前面 定义 的 贝蒂 群 仅 由 P 得 到 
决定 ,和 分 割 无 关 , 而 且 同 胚 的 多 面体 产生 同 构 的 贝蒂 群 .这 样 一 来 ,多 面体 本 
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身 便 决定 了 贝蒂 群 .更 一 般 地 ,对 曲 多 面体 也 同样 成 立 . 

上 面 所 述 的 定义 形式 上 都 是 非常 抽象 的 东西 ,可 能 不 易 理解 .读者 可 就 环 
面 证 实 这 个 定义 和 前 面 说 明 过 的 事实 相符 合 .在 环 面 的 场合 , 挠 群 0, p? = 1， 
p'=2,p =1. 

EMRE" n 维 流 形 "看 做 连通 曲 多 面体 而 且 各 点 具有 与 n 维 球 同 胚 的 邻 
域 , 曲 多 面体 是 相当 一 般 的 点 集 ,我 们 前 述 的 各 个 问题 都 可 被 解释 为 曲 多 面体 
的 图 形 , 因 而 数学 上 就 这 样 确立 了 令 人 满意 的 观点 .此 外 ,在 两 个 曲 多 面体 里 ， 
各 维 贝蒂 群 的 一 致 是 这 两 个 曲 多 面体 同 胚 的 必要 条 件 . 这 虽然 不 是 充分 条 件 ， 
但 是 一 方面 ,因为 贝蒂 群 是 阿 贝尔 群 ,因而 有 代数 上 容易 处 理 的 优点 ,而 且 另 一 
方面 ,这 些 群 决定 了 图 形 的 很 多 拓扑 性 质 . 这 里 举 两 个 例子 . 一 个 是 闭 曲面 F 
的 定向 可 能 或 不 可 能 问题 决定 于 p?(P) = 0 或 1; 另 一 个 是 曲面 的 欧 拉 示 性 数 

ao- a, + ay = p°-p' +p 
环 面 上 的 欧 拉 公式 作为 特殊 情况 ,也 可 包括 在 这 一 结果 中 .更 一 般 地 ,在 nn 维 
多 面体 上 , 设 大 维 单 形 的 个 数 为 mw ,那么 成 立 下 列 的 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 
ag 一 a; + az=: +(-1)"a,=p°-p' +p- + (-1)%" 

这 些 事实 对 于 庞 加 莱 的 方法 赋予 了 特异 的 价值 .按照 这 个 方法 创 出 的 所 谓 
“同调 拓扑 学 ”(Homology-topology) ,在 20 世纪 20 年 代 里 ,由 于 Alexander, Vebien , 
Lefschetz 等 人 的 研究 而 大 大 发 展 了 . 

读者 可 参阅 两 本 名 著 : 

O. Veblen: Analysis Situs(1922). 

S. Lefschetz: Topology (1930) . 

6 RKO RO 

康 托 在 1870 年 前 后 创造 了 抽象 集合 论 和 点 集 论 .在 欧 氏 空间 里 ,除了 曲 多 
面体 等 外 ,他 观察 了 “任意 的 "点 集 ,从 而 成 了 拓扑 学 的 另 一 方面 的 开拓 人 .尽管 
曲 多 面体 是 相当 “一 般 的 "点 集 , 人 们 并 没有 理由 排除 对 其 他 点 集 研究 的 想法 . 
“数学 的 本 质 在 于 自由 ”, 这 就 是 康 托 的 一 贯 主张 .在 他 的 点 集 论 中 有 一 些 最 基 
本 的 概念 如 凝聚 点 及 其 伴随 的 内 点 .外 点 ,边界 . 闭 集 、 开 集 等 ,都 是 拓扑 学 的 概 
念 , 即 经 过 拓扑 变换 不 变 的 概念 .今天 的 拓扑 学 中 , 这 些 术 语 是 非 有 不 可 的 了 1! 
康 托 还 导 进 连通 的 概念 ,其 定义 是 这 样 的 : 设 一 个 集合 不 可 能 分 成 两 个 既 不 是 
空 集 又 不 具有 公共 点 的 开 集 , 那 么 称 这 样 的 集合 是 连通 的 .从 此 引申 出 连续 统 
(Continuum) 的 概念 ,定义 :包括 两 个 以 上 的 点 而 且 是 连通 的 闭 集 .他 还 提示 了 对 
平面 上 的 曲线 的 一 个 定义 (不 具 内 点 的 有 界 连续 统 ), 即 所 谓 康 托 曲 线 的 定 
Mo 
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这 门 点 集 拓扑 学 (Set-theoretical Topology ) 为 后 来 勒 贝 格 的 积分 论 \ 侧 度 论 
(Measure Theory) 的 发 展 所 刺激 ,结果 是 :一 派 形成 了 所 谓 “ 画 法 集合 论 ” (descrip- 
tive theory of sets; Lusin、Suslin 等 人 的 所 谓 Borel 集合 论 、 解 析 集 合 论 、 射 影集 合 

论 ) ,而 另 一 派 成 了 以 亚 尼 谢 夫 斯 基 为 首 的 “波兰 学 派 ”,1910 年 以 后 研究 了 所 
请 < 月 部 连通 的 连续 统 ” d 特 别 是 乌 利 松 研究 了 康 托 曲线 的 形状 ,而 且 闵 夏 对 
一 般 点 集 的 维 数理 论 试 作 了 集成 工作 ,1928 年 写 出 了 一 部 庞大 著作 Dimensions- 
theorie .后 来 ,他 得 到 了 纳 柏林 的 协助 ,彻底 研究 了 一 般 的 一 维 图 形 (曲线 ) .参照 
K. Menger: Kurventheorie( 1932) . 


7 一般 拓 站 学 

康 托 考察 了 最 一 般 的 点 集 , 但 他 只 采取 欧 氏 空间 里 的 点 集 .对 于 拓扑 学 的 
成 立 , 这 样 做 不 一 定 是 必要 的 .不 但 如 此 ,在 数学 分 析 中 的 应 用 要 求 我 们 研究 更 
加 一 般 化 或 “抽象 化 "空间 , 即 所 谓 抽 象 空间 的 拓扑 学 ,这 是 费 雷 吹 (1906) 最 早 
注意 到 的 . 

P E KAZ KAHT (Functional Analysis) 着 手 研 究 . 如 所 知 ,古典 的 数学 分 析 
中 的 “函数 ”是 使 一 个 (或 n 个 ) 数 对 应 于 其 他 一 个 数 的 .但 是 ,把 一 个 “函数 ”看 
做 “变数 ” ,而且 考察 同 它 对 应 的 数 或 函数 ,这 桩 事 在 数学 分 析 中 是 屡见不鲜 的 . 
例如 ,对 于 一 个 在 定 区 间 里 定义 的 函数 求 在 这 区 间 上 的 定 积分 的 数值 ,或 者 求 
不 定 积分 ,使 与 之 对 应 ,等 等 .这 时 ,作为 “变数 ”看 待 的 “函数 ” 称 为 “点 ”, 而 且 它 
的 集合 称 为 函数 空间 . 当然 ,这 样 的 空间 不 能 表 成 为 有 限 维 欧 氏 空间 ,但 在 某 种 
程度 上 存在 着 类 似 .关于 这 种 “空间 ”的 拓扑 研究 ,应 用 上 尤为 重要 @. 

要 成 立 拓扑 学 ,主要 是 定义 连续 映射 .大 体 上 说 ,把 邻 域 映 射 到 邻 域 的 映射 
称 连续 映射 .所 以 只 需 定 义 “ 邻 域 " 的 概念 就 可 以 .为 此 , 先 定义 拓扑 空间 @: 

设 尺 为 具有 某 些 性 质 的 元 素 的 集合 .假如 对 集合 R 的 一 个 子 集 U 都 对 应 
A R 的 子 集 U( 称 为 U 的 闭 包 ) ,使 满足 下 列 条 件 : 

(1) 假 如 U 只 含 一 个 元 素 x, 那 么 U=U, 即 x=x. 

(2) 假 如 UAV ER 的 两 个 子 集 ,那么 UUV= UUTV, 就 是 说 ,和 的 闭 包 等 
于 闭 包 的 和 . 

(3)U = ,就 是 说 ,两 次 运用 闭 包 运算 ,其 结果 等 于 运用 一 

这 样 ,我 们 就 称 集合 R 为 拓扑 空间 . 

其 次 ,让 我 们 来 定义 邻 域 . 


中 “i E ep sae Mathematica ee ee 的 . 
échet: Espaces abstraits, 


© Bore 
© ee PES RC LH). wwe, iF. 1957:55-56. 
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希 尔 宾 斯 基 
(Sierpinski， 
Wactaw， 1882 一 
1969) ,波兰 数学 
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如 果 U = UPR U 是 闭 集 , R - U 称 开 集 .一 个 集合 U(%) 称 为 点 x 的 邻 
域 ,如 果 有 一 个 开 集 U ,使 得 xE Uc U(x). 所 有 的 x 的 邻 域 U(x%) 形 成 一 邻 域 
A U(x), 它 有 下 列 性 质 : 

(1)xE U(x). 

(DIR U(x) 和 U(x) 是 同一 点 x 的 两 个 邻 域 ,那么 必 有 x% RISBE U” (x) 
使 得 U" (x) C U(x), U(x) U' (x). 

(3) 如 果 yE U(x) VA Uy) C U(x). 

除了 上 述 的 三 条 性 质 外 ,如 果 对 拓扑 空间 尽 的 邻 域 加 上 第 四 条 , 即 

(4) 对 于 两 不 同 点 x 和 y 必 存 在 U(x) A U(y) 使 得 U(x) N U(y)= 儿 ,就 
是 两 邻 域 没有 公共 点 ,那么 称 这 样 的 拓扑 空间 为 豪 斯 道夫 空间 @. 公理 (4) 也 称 
豪 斯 道夫 公理 .这 种 拓扑 空间 特别 重要 . 它 的 一 种 特殊 情况 是 所 谓 距离 空间 , 定 
义 如 下 : 

设 D 是 由 元 素 ( 称 点 )x,y,z,… 组 成 的 集 ,对 于 D 的 两 元 x,y 有 对 应 的 非 
负 实 数 p(x,y), 称 “距离 ”, 使 满足 下 述 的 三 个 公理 . 

(lo(x,y) 当 且 仅 当 x = y 时 等 于 0. 

(2)0(x,y)= p(y,x). 

(3)p(x,y)+p(y,z) 宇 p(x,z).( 三 角形 公理 ) 

称 这 样 的 集合 D 为 距离 空间 . 

对 于 也 的 一 点 x 取 定 邻 域 

yE U(x)(p(x,y)<e) 

便 可 明白 :距离 空间 是 豪 斯 道夫 空间 ， 

上 述 的 函数 空间 也 可 以 作为 距离 空间 来 考虑 . 

对 于 罕 斯 道夫 空间 在 什么 场合 下 会 变 为 距离 空间 的 问题 , 乌 利 松 解 决 了 . 
欧 氏 空间 、 希 尔 伯 特 空间 当然 都 是 距离 空间 . 

现代 所 谓 n 维 流 形 是 指 它 的 每 一 个 邻 域 都 入 n 维 空间 球 (连同 球体 ) 同 胚 
的 拓扑 空间 .此 外 ,空间 “度量 化 "(Metrization) 就 是 :指定 满足 上 述 三 个 公理 的 
“距离 ”p(%,y) 与 两 点 x,y 对 应 . 所 谓 空间 “拓扑 化 ”是 指 “ 邻 域 系 ”的 导 进 .这 样 
的 抽象 空间 里 的 点 集 拓扑 学 称 一 般 拓 扑 学 (General Topology) , 波兰 数学 家 如 库 
拉 托 夫 斯 基 \ 希 尔 宾 斯 基 等 做 出 了 许多 工作 . 我 国学 者 江 泽 涵 、 匡 文俊 、 张 素 诚 、 
姜 伯 驹 等 ,在 拓扑 学 的 领域 里 做 了 很 好 工作 . 

读者 进一步 可 参阅 : 江 泽 涵 . 布 劳 威 尔 拓扑 学 引 论 [M]. 上海 ;上 海 科技 出 
版 社 ,1978. 


®© F. Hausdorff; Grundlage der Mengenlehre (1914) . 
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荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 首先 把 组 合 方法 应 用 于 点 集 拓扑 学 ,在 1911 年 发 表 
的 关于 维 数 不 变 性 的 论文 成 了 拓扑 学 新 时 期 的 开端 . 

前 面 我 们 提 到 皮 亚 诺 曲线 给 线段 与 正方 形 之 间作 成 连续 对 应 的 事实 , 嘉 当 
还 证 明 两 者 之 间 可 以 赋予 一 对 一 的 对 应 .这 么 一 来 我 们 就 要 问 .“ 什 么 是 维 数 
呢 ?” 特 别 是 ,从 拓扑 学 上 来 看 ,如 何 严 密 证 明 像 线段 与 正方 形 之 间 不 可 赋予 一 
对 一 而 且 连 续 的 对 应 ? 因此 就 要 求 拓扑 不 变 的 维 数 (Dimension) 的 定义 .最 初 给 
出 这 种 维 数 定义 的 ,就 是 布 劳 威 尔 的 一 篇 论文 .为 了 证 明 维 数 的 不 变性 , 布 劳 威 
尔 运 用 了 所 谓 连 续 映 射 的 单纯 逼近 (Simplexial Approximation ) 的 方法 .这 是 一 种 
对 以 后 拓扑 学 发 展 具 有 巨大 影响 的 方法 .在 前 面 提 到 的 Alexander 关于 贝蒂 群 
不 变 的 证 明 等 ,也 是 按照 这 个 方法 进行 的 .这 里 简要 介绍 这 个 方法 如 下 . 

设 在 一 个 复 形 K 到 另 一 个 复 形 K' 的 映射 中 , K' 的 单 形 x' 对 应 于 的 单 形 
x, E x AYIA FRO x’ 对 应 于 x 的 边界 ax , 称 这 种 映射 为 单 形 映 射 . 

假设 给 定 了 两 个 曲 多 面体 P,P' 和 从 P 到 PP' 的 连续 映射 .我 们 “ 细 分 "*P 和 
P' ,做 出 复 形 KAK ,而 且 按 照 适当 的 单 形 映射 来 “逼近 "所 给 定 的 连续 映射 . 
我 们 可 证 明 这 是 可 能 的 .这 样 ,从 单 形 映射 的 组 合 性 质 导出 连续 映射 的 点 集 论 
性 质变 为 可 能 了 . 

布 劳 威 尔 在 这 篇 论文 里 处 理 的 点 集 仍然 是 曲 多 面体 ,但 是 在 第 二 年 关于 闭 
曲线 的 不 变性 的 论文 中 ,开始 做 出 按照 一 般 的 一 维 有 界 闭 集 通 过 多 角形 逼近 的 
组 合 方法 处 理 . 这 是 后 来 Alexandroff 莫 定 完全 基础 的 一 般 闭 集 拓扑 学 的 萌芽 0. 
Alexandroff 还 运用 这 套 理论 到 维 数论 去 , 收 到 了 很 大 的 成 果 @. 

现在 , 闭 集 或 者 紧 统 (Compactum, 即 其 上 的 无 限 多 点 必 有 凝聚 点 在 其 上 的 
点 集 ) 的 拓扑 学 可 以 完全 按照 组 合 论 的 方法 加 以 控制 .就 是 说 ,一 般 拓扑 学 的 对 
象 可 用 组 合 论 或 代数 的 方法 进行 处 理 .20 世纪 30 年 代 , Alexander, Kolmogorov 等 
人 还 就 更 一 般 的 列 紧 (Bicompact) 空 间 导 人 了 一 种 和 普通 稍 有 不 同意 义 的 “贝蒂 
群 ” 

9 扫 象 代数 学 方法 


一 一 ~ 一 ~ 一 人 一 人 ~ 人 人 仆人 一 人 一 下 


在 上 节 中 ,我们 有 时 引用 群 论 的 术语 .事实 上 ,无 论 数学 的 哪 一 分 科 , 如 果 


@ P. L. Alexandroff: Untersuchungen über Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen, Annals of Math. 
1928. 
© Dimensionstheorie, Math, Annalen, 1932. 
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没有 现代 群 论 的 基础 概念 就 不 可 能 深入 地 对 它 做 出 议论 来 .不 但 是 群 论 ,还 有 
抽象 代数 学 对 拓扑 学 带 来 很 大 的 影响 .这 个 方法 是 1920 年 以 后 ,由 女 数 学 家 埃 
米 . 庄 特 一 派 的 热心 运动 而 逐渐 浸透 到 数学 的 各 部 门 中 去 的 ,尤其 是 ,对 拓扑 学 
有 很 大 的 影响 . 

结果 之 一 是 “代数 复 形 ” 的 拓展 .表示 式 

C = > tix; 

的 系数 t; 不 一 定 限于 有 理 整数 ,而 把 它 拓展 到 加 法 群 (Module) 的 元 ,也 可 以 做 
出 类 似 的 理论 来 .原先 , 维 布 伦 等 把 它 取 作为 有 理 整数 mod 2, 莱 夫 谢 茨 则 把 它 
取 作 为 有 理 数 .至 于 取 作为 一 般 加 法 群 的 元 , 那 是 由 于 诺 特 等 人 的 指导 思想 带 
来 的 .其 结果 是 :获得 了 对 于 “一 般 " 贝 蒂 群 的 有 兴趣 的 一 些 定理 . 举 一 个 定理 : 

有 限 复 形 在 任意 系数 域 中 的 各 维 贝蒂 群 决定 于 它 在 下 列 各 特殊 系数 域 中 
的 各 维 贝蒂 群 : 

(1) 有 理 整 数 ;(2) 有 理 数 ;(3)mod m 的 剩余 系 (m =2,3,…). 

证 明 可 参阅 P. Alexandroff-H. Hopf: Topologie I, Kap, V4.(1935). 

第 二 个 显著 影响 来 自 拓扑 代数 (Topological Algebra) .这 个 术语 是 范 . 丹 志 希 
在 1932 年 所 取 的 , 它 的 含义 是 :把 群 . 环 (Ring) \ 城 (Field) 等 代数 学 对 象 同时 看 
成 拓扑 空间 ,而 研究 其 构造 . 范 . 丹 志 希 最 初 对 “拓扑 域 "进行 了 研究 ,而 这 方面 
最 有 兴趣 的 对 象 是 拓扑 群 (Topological Group) , 它 的 特殊 情况 在 “拓扑 代数 "这 个 
名 称 出 现 的 很 早 以 前 就 被 处 理 了 . 古典 的 李 的 连续 群 就 是 拓扑 化 的 群 ,Sophus 
Lie 对 这 个 群 解析 地 表示 ,假定 生成 函数 的 可 导 微 性 ， 而 且 限于 么 元 的 邻 域 里 进 
行 了 研究 . 施 赖 埃 尔 最 初 用 公理 法 确定 连续 群 的 意义 ,对 它 作 了 整体 的 (Global) 
处 理 . 此 外 , 希 尔 伯 特 在 1990 年 著名 的 演讲 里 提出 了 23 个 问题 ,其 中 第 5 问题 
是 我 们 今天 所 谓 的 求 李 群 的 特征 .对 此 , 汉 . 诺 伊 曼 (1933) 得 出 了 决定 性 的 结 
果 : 紧 的 而 且 局 部 连通 的 n 维 拓 扑 群 是 李 群 . Pontrjagin (1934) 研 究 拓扑 阿 贝尔 
群 的 构造 ,而 且 得 到 了 重要 的 结果 (参考 下 节 ). 


NN RANAN 


为 了 补充 上 述 内 容 的 不 足 , 现 举 出 如 下 的 三 个 例子 . 

(1) 维 论 (Dimension Theory) .我 们 已 提 过 皮 亚 诺 和 嘉 当 出 奇 的 例子 ,使 人 对 
历来 数学 中 使 用 的 “ 维 ”" 的 意义 产生 了 疑问 . 以 后 在 一 段 时 间 里 ,人 们 仅仅 关于 
那些 能 用 解析 表示 的 空间 乃至 图 形 才 谈论 维 数 .对 这 种 状态 表示 不 满 的 是 庞 加 
莱 , 他 根据 “分 割 ” Coupure) 递 归 式 地 定义 了 维 数 .凡是 一 个 被 (n - 1) 维 连续 统 
所 分 割 的 连续 统 ,是 n 维 ,而 且 对 我 们 种 种 的 感觉 空间 作 了 定 维 数 的 尝试 . 读 
者 可 参阅 著作 : Valeur de Science (《 科 学 的 价值 )) 第 三 、 四 章 . 
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庞 加 莱 的 定义 有 不 完备 之 处 .例如 , 拿 在 顶点 相连 接 的 两 个 圆锥 面 (图 
12.6) 来 看 . 它 该 是 2 维 的 ,但 是 按照 这 里 的 定义 ,用 过 顶点 0 的 平面 来 分 割 
它 , 得 到 的 是 0(0 维 ) ,于 是 原 图 形 便 是 1 维 了 . 


图 12.6 
为 了 弥补 定义 的 缺陷 , 布 劳 威 尔 第 一 个 给 出 了 决定 性 的 定义 .现在 就 连续 
统 下 叙述 布 劳 威 尔 的 维 的 定义 于 下 . 
We 为 任意 正 数 . 如 果 能 够 用 有 限 个 直径 不 超过 e 的 闭 集 遮 盖 F 的 各 点 
而 且 在 不 大 于 n +1 回 遮 盖 之 下 能 够 把 遮盖 遍 的 话 ,那么 我 们 说 FF 的 维 数 
dim F PÆ n 


dim F<n 
如 果 同 时 不 成 立 
dim F<n-1 
我 们 说 
dim F=n 
另外 ,如 果 对 于 所 有 的 n 都 不 成 立 
dim F<n 
我 们 说 
dim F = œ 


换 句 话说 , 取 无 论 怎样 小 的 “砖头 ”来 对 砌 墙 ,使 得 (n +1) 个 以 上 的 砖头 
不 在 一 点 相 会 时 ,这 样 的 最 小 非 负 整数 n 就 是 dim F. 

图 12.7 示意 了 正方 形 (二 维 ) 的 砌 墙 ,这 里 大 于 2+1=3( 块 ) 的 砖头 决 不 相 
会 于 一 点 . 

按 这 定义 得 知 : 同 胚 的 两 图 形 必 有 同一 维 数 ,但 是 必须 证 明 , 已 知 的 nn 维 
欧 氏 空间 的 单 形 F 在 这 个 意义 下 是 n 维 的 .对 此 ,要 证 明 
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dim F<n 和 dim F>n-1 
前 者 是 用 图 12.7 那样 的 作 图 加 以 证 明 的 .后 者 的 内 容 就 是 : 
“如 果 用 充分 小 砖头 砌 起 n 维 单 形 ,那么 无 论 怎样 ,一 定 会 产生 大 于 或 等 
于 (n +1) 个 的 砖头 相 会 的 点 . ”这 就 是 所 谓 “ 砌 墙 定理 ”(Plaster Theorem)© . 


图 12.7 

K. Menger 从 一 般 化 维 数 的 角度 出 发 ,对 一 般 的 拓扑 空间 从 而 对 一 般 的 点 
集 作 了 如 下 的 定义 . 

某 空 间 的 “ 维 数 不 超 过 n”, 指 的 是 这 样 :空间 的 各 点 必 有 维 数 不 超 过 n -1 
的 一 个 境界 ,而 且 被 任意 小 的 邻 域 所 包含 着 .此 外 ,还 假定 空 集 且 只 有 空 集 才 是 
-1 维 .这 样 一 来 ,“ 维 数 不 超 过 n” 这 旬 话 就 递归 式 地 被 定义 下 来 了 . 至 于 维 数 
等 于 的 定义 则 和 前 述 的 相同 . Menger 立足 于 这 个 定义 ,证 明了 所 谓 Summen- 
satz( 和 式 定 理 : 由 维 数 不 超 过 n 的 可 数 个 闭 集 作成 的 和 集 , 它 的 维 数 不 超 过 1) 
和 Einbettungssatz( 通 人 定理 : 维 数 不 超过 n 的 集合 与 2n + 1 维 欧 氏 空间 内 的 某 
点 集 是 同 胚 的 ) ,而 且 完成 了 他 自己 的 维 论 .可 是 由 于 他 所 讨论 的 对 象 过 于 一 般 
化 ,证 明 极其 复杂 困难 ,所 以 Alexandroff 在 其 维 论 里 只 限于 讨论 欧 氏 空间 内 的 
紧 集 ,再 应 用 前 述 的 论文 Gestalt und Lage 中 的 方法 ,把 Menger 的 结果 大 大 拓展 
而 又 严密 证 明了 一 些 定理 .详细 情况 可 参阅 W. Hurewicz - H. Wallman, Dimen- 
sion Theory , Princeton, 1941. 

(2) Xt 485 xE HE (Duality Theorem). Alxander 的 对 偶 定 理 表明 了 欧 氏 空间 R 内 
的 曲 多 面体 P SAMS R - PALES SER. ESS ER Ben 维 的 , 那 
么 一 般 成 立 

PCP)=p (R-P), O0<r<n-1 
p*'(P)=p°(R-P)-1 


TR EEB TU IE AAK EE B EE” A I RAR, JEK A- HE TA ARK 
简单 证 明 . 
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0 维 贝 蒂 数 表明 了 有 关 曲 多 面体 是 由 几 个 连通 部 分 所 组 成 的 情况 ,因此 未 
式 意味 着 下 列 “ 分 割 定理 ”: 

曲 多 面体 PP HZR RIEA pP) +1 个 连通 部 分 . 

这 就 是 若 尔 当 曲 线 定理 最 一 般 的 拓展 :实际 上 , 当 n=2 时 ,p'(P)=1, 因 
此 欧 氏 平面 被 所 谓 若 尔 当 曲线 ( 圆 的 拓扑 象 ) 分 割 为 二 连通 部 分 . 

此 外 ,还 有 庞 加 莱 对 偶 定 理 . 

设 M 为 可 定向 的 流 形 , 它 的 维 数 是 n ,那么 成 立 

p'(M)=p"""(M), O<rs<n 

Pontrjagin (1931) 注 意 到 这 些 对 偶 定理 都 是 建立 在 同一 的 代数 基础 上 的 事 
实 .同时 ,他 应 用 Alexandroff 的 理论 ,把 这 些 定 理 扩充 到 一 般 连 续 统 的 场合 .此 
外 ,还 推进 了 这 时 所 获得 的 思想 方法 ,发现 了 拓扑 阿 贝 尔 群 与 其 指标 群 之 间 成 
立 的 “对 偶 定 理 ”, 从 而 明确 了 拓扑 阿 贝 尔 群 的 构造 @. 上 述 的 Kolmogorov 的 “ 贝 
蒂 群 "导入 中 ,也 利用 了 这 个 结果 .Pontrjagin 的 对 偶 定 理 是 属于 现代 数学 的 基础 
定理 之 一 . 

(3) 连 续 映 射 论 与 不 动 点 定理 

关于 连续 映射 的 研究 中 ,有 所 谓 布 劳 威 尔 的 映射 度 论 (参阅 前 述 的 Alexan- 
droff-Hopf: Topologie 第 一 章 XII) .我 们 在 这 里 不 叙述 这 个 理论 ,只 是 作为 它 的 应 
用 而 导出 的 不 动 点 定理 中 , 提 一 提 一 个 直观 的 特殊 情况 .例如 ,下 列 定 理 成 立 : 

在 单 形 (任何 维 ) 映 射 到 它 本 身 去 的 连续 映射 之 下 , 必 存 在 不 动 点 ( 即 映 射 
到 它 本 身 的 点 ). 

这 个 “不 动 点 定理 ”由 Lefschetz 和 Hopf 拓展 到 一 般 流 形 和 曲 多 面体 映射 到 
各 自 本 身 去 的 连续 映射 的 场合 ,而 成 为 决定 性 的 结果 (1926 年 和 1929 年 ) . 另 一 
方面 ,G.D. 伯 克 霍 夫 和 Kellogg 把 它 扩 充 到 函数 空间 ,而 且 用 以 表明 : 它 适 用 于 
微分 方程 、. 积 分 方程 等 的 解 的 存在 定理 的 证 明 (1922) ,他 们 的 结果 后 来 为 Ty- 
chonoff 等 所 改进 ,接着 又 为 Leray 和 Schauder 所 利用 ,以 同样 的 方法 研究 椭圆 型 
偏 微分 方程 的 解 的 性 质 . 

读者 可 参考 : 江 泽 涵 .拓扑 学 引 论 [M] .上海 :上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1979. 


OD L. Pontrjagin: The Theory of Topological Commutative Groups Annals of Math, 1934(35) :361-388. 


173 


低 维 拓扑 学 


+ 流 


ee 


Hitt 


NN en en AÀ 


7 20 世纪 理论 数学 中 发 展 最 为 迅速 的 分 支 之 
一 :20 世纪 60 年 代 是 代数 拓扑 学 黄金 时 代 . 这样 讲 不 仅 是 由 
于 这 些 理论 本 身 的 完美 ,也 由 于 它们 已 经 渗透 到 数学 的 许多 别 
的 分 支 中 去 了 .代数 拓扑 学 的 工具 对 于 研究 维 数 大 于 或 等 于 5 
的 流 形 结构 起 了 本 质 的 作用 .许多 高 难 的 问题 ,由 于 代数 拓扑 
学 的 发 展 而 变 得 明朗 了 .但 是 对 于 了 解 我 们 所 生活 的 维 数 的 空 
间 . 这 些 工具 没有 给 我 们 太 多 的 帮助 .所 以 一 些 数学 家 们 开始 
问 自己 :拓扑 学 是 否 走 得 太 远 了 ? 同时 他 们 也 逐渐 把 自己 的 兴 
趣 转向 2 维 .3 维 ,4 维 流 形 的 研究 .所 谓 低 维 拓扑 学 ,并 没有 一 
个 很 明确 的 定义 .通常 的 理解 就 是 2 维 .3 维和 4 维 流 形 的 拓 
扑 学 研究 , 它 是 近年 来 数学 中 最 活跃 的 分 支 之 一 . 


人 全 ~ 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ww 下 ~ 全 


上 述 意义 的 低 维 拓扑 学 并 不 是 20 世纪 60 年 代 才 开始 的 ， 
它 可 以 追溯 到 19 世纪 的 闭 曲 面 的 分 类 . 那 时 候 的 低 维 拓扑 学 
的 研究 主要 关心 2 维 的 理论 .直到 20 世纪 50 年 代 ,数学 家 们 
对 于 3 维 流 形 知道 得 还 少 得 可 怜 . 
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有 一 类 3 维 流 形 , 叫 做 Seifert 流 形 , 算 是 了 解 得 比较 清楚 了 .粗略 地 说 . 
Seifert 流 形 是 这 样 的 一 种 流 形 . 它 们 可 以 看 做 是 一 组 闭 曲 线 的 并 , 而 且 这 些 闭 
曲线 在 局 部 是 很 规则 地 排列 起 来 的 .例如 在 一 个 实心 环 上 ,我们 可 以 给 出 下 面 
的 Seifert 纤维 化 .一 个 实心 环 可 以 看 做 是 一 簇 平行 的 环 面 加 上 实心 环 的 中 心 线 
组 成 的 .图 13.1 中 我 们 画 出 了 其 中 一 个 环 面 上 的 两 种 不 同 的 纤维 化 .这 两 种 
Seifert 纤维 化 的 不 同 之 处 是 ,图 13.1(b) 中 的 纤维 化 不 是 一 个 乘积 纤维 化 ,中 心 
线 是 一 个 奇异 纤维 ,因为 这 个 纤维 绕 实心 环 的 洞 是 一 圈 , 而 它 旁边 的 别 的 纤维 
都 绕 许 多 圈 .如 果 我 们 把 每 一 个 闭 曲 线 看 做 一 个 点 ,那么 这 个 Seifert 流 形 的 商 
则 是 一 个 2 维 曲面 , 换 句 话说 ,Seifert 流 形 是 一 个 用 曲面 参数 化 的 闭 曲线 族 ,用 
关于 这 个 曲面 和 那些 奇异 纤维 的 信息 可 以 完全 刻画 Seifert 流 形 . 


i 
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图 13.1 
另 一 个 比较 早 就 知道 的 有 趣 的 定理 叫做 连通 和 分 解 定理 .我 们 先 看 看 类 似 
的 2 维 情形 ,如 图 13.2 Pros .在 一 个 2 维 曲 面 上 ,如 果 有 一 条 分 离 的 简单 闭 
曲线 C( 分 离 指 的 是 沿 这 条 曲线 割 开 下 ,我 们 将 得 到 两 块 ) , 沿 这 条 曲线 C 割 开 


O © 
图 13.2 
下 ,我 们 得 到 两 个 带 圆 周边 界 的 曲面 ,把 这 两 个 圆周 边界 分 别 捏 成 点 ,我 们 得 到 
两 个 曲面 Fy, 到 ,这 个 过 程 叫做 下 的 一 个 连通 和 分 解 .如 果 我 们 用 3 维 流 形 中 
的 分 离 球面 ,代替 2 维 流 形 中 的 分 离 简 单 闭 曲线 ,我们 就 得 到 3 维 流 形 的 连通 
和 分 解 .如 果 我 们 允许 得 到 的 流 形 中 可 以 有 新 的 3 维 球面 出 现 ,那么 这 个 分 解 
可 以 无 休止 地 进行 下 去 .因为 我 们 总 可 以 在 3 维 流 形 中 取 一 个 小 的 实心 球 , 沿 
其 边界 球面 割 开 再 把 边界 捏 成 一 点 ,这 小 实心 球 就 形成 一 个 新 的 3 维 球面 .有 
新 的 3 维 球面 出 现 的 连通 和 分 解 叫做 平凡 的 分 解 , 连 通 和 分 解 定 理 说 ,对 每 一 
个 3 维 流 形 ,我 们 可 以 做 若干 次 非 平 凡 的 连通 和 分 解 ,使 得 最 后 得 到 的 那些 流 
形 不 再 有 非 平 凡 的 分 解 ,而 且 本 质 上 这 种 分 解 是 唯一 的 .这 个 定理 类 似 于 整数 


的 素 因数 分 解 定理 ,所 以 我 们 又 称 那些 不 再 有 非 平凡 的 连通 和 分 解 的 3 维 流 形 
为 素 的 3 维 流 形 .根据 这 个 定理 .了 解 3 维 流 形 ,我 们 只 需要 了 解 素 的 3 维 流 形 
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就 足够 了 . 
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20 世纪 60 年 代 中 期 , Haken 引入 了 一 个 很 重要 的 概念 一 一 “足够 大 的 3 维 
流 形 ”. 这 种 流 形 中 ,有 一 张 很 好 的 戏 人 的 不 平行 于 边界 的 曲面 FCBE EAS 
球面 ) .而 且 FR 上 的 每 条 可 以 在 这 个 3 维 流 形 中 收缩 成 一 点 的 简单 闭 曲 线 . 在 
下 中 也 可 以 收缩 成 一 点 ,具有 这 种 性 质 的 曲面 叫做 一 张 不 可 压缩 的 曲面 .如 果 
这 张 曲面 是 双 侧 的 ,那么 这 张 曲面 的 基本 群 就 嵌入 到 3 维 流 形 的 基本 群 成 为 子 
群 .这 样 ,这 种 流 形 的 基本 群 足够 大 ,包含 了 一 个 曲面 群 ， 这 也 是 这 个 名 称 的 由 
来 .通常 称 足够 大 的 素 的 3 维 流 形 为 Haken 流 形 (可 以 证 明 ， 每 一 个 带 边界 的 素 
的 3 维 流 形 都 是 Haken 流 形 ) ,除非 它 是 一 个 3 维 实心 球 .对 于 Haken 流 形 , 我 
们 有 一 个 很 好 的 分 类 定理 : 同 伦 等 价 的 Haken 流 形 是 同 胚 的 . 

证 明 这 个 分 类 定理 ,最 重要 的 工具 是 hierarchy. 用 2 维 作对 比 ,我 们 可 以 沿 
一 些 团 曲线 和 弧 割 开 一 个 曲面 ,使 它 成 为 一 个 多 边 形 .在 3 维 中 ,我 们 要 沿 一 些 
曲面 去 割 3 维 流 形 . Haken 流 形 中 存在 不 可 压缩 的 曲面 ， 而 且 可 以 证 明 这 些 曲 
面 是 由 它们 的 基本 群 在 3 维 流 形 基本 群 中 的 像 决 定 的 . 沿 一 张 不 可 压缩 曲面 割 
开 原 来 的 流 形 后 .我 们 仍然 得 到 一 个 Haken 流 形 . 或 是 3 维 实心 球 . 因 为 这 时 候 
流 形 带 边 了 , 素 的 条 件 可 以 很 容易 地 从 这 张 制 开 曲 面 的 不 可 压缩 性 推出 来 ,我 
们 可 以 继续 这 样 地 制 开 3 维 流 形 .除非 我 们 得 到 一 组 3 维 实心 球 .关键 的 一 步 
是 证 明 我 们 不 能 无 休止 地 这 样 做 下 去 ,所 以 有 限 步 以 后 ， 我 们 得 到 一 组 3 维 实 
心 球 .这 个 一 步 步 制 开 3 维 流 形 的 过 程 叫做 一 个 hierarchy. 现在 我 们 来 看 一 下 
分 类 定理 的 证 明 ,假定 M,N 是 两 个 同 伦 等 价 的 3 维 Haken 流 形 . f: M>N 是 一 
个 同 伦 等 价 ,固定 N 上 的 一 个 hierarchy. 第 一 步 是 沿 一 张 不 可 压缩 的 曲面 Sı ŽI 
F NRW N. 注意 /; 在 基本 群 上 是 同 构 , 所 以 fe CCS) 
xitM) 是 一 个 曲面 群 ,我 们 可 以 找到 一 张 不 可 压缩 的 曲面 FCM, ,使 得 
mC Fi) =fx (zi(s1)), 然 后 同 伦 f 到 fi, 使 fi: Fs, 是 一 个 同 胚 ,而 且 f 诱 
导出 M- FI>N- 5 上 的 一 个 同 伦 等 价 , 归 纳 地 做 下 去 ,我 们 可 以 得 到 一 个 在 
两 组 实心 球 上 的 同 伦 等 价 ,而 且 在 边界 上 是 同 胚 , 所 以 这 个 同 伦 等 价 可 以 很 容 
易 地 用 同 胚 去 代替 .把 这 些 同 胚 粘 起 来 ,我 们 就 得 到 一 个 M AN 上 的 同 胚 . 

这 个 阶段 中 ,3 维 流 形 的 组 合 研究 有 了 很 大 的 发 展 .纯粹 组 合 方法 的 最 后 
一 个 漂亮 的 定理 叫做 环 面 分 解 定理 ,想法 有 点 像 连通 和 分 解 ,不 过 现在 我 们 是 
沿 一 些 不 可 压缩 的 环 面 去 割 一 个 素 的 3 维 流 形 , 制 开 以 后 我 们 得 到 一 些 Seifert 
流 形 和 其 他 一 些 不 再 包含 任何 不 平行 于 边界 的 不 可 压缩 环 面 的 流 形 . 有 意思 的 
是 这 种 分 解 还 是 在 本 质 上 唯一 的 .前 面 我 们 已 经 说 过 , Seifert 流 形 算是 了 解 得 
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很 好 了 ,余下 的 是 了 解 那些 3 维 流 形 ,它们 不 包含 任何 不 平行 于 边界 的 不 可 压 
缩 的 环 面 . 


ene 


当然 ,在 20 世纪 70 年 代 以 前 的 3 维 流 形 的 研究 方法 也 不 仅仅 是 组 合 方 3 ae 


法 ,例如 Novikov 的 叶 结 构 理论 ,但 主要 是 组 合 方法 . (Thurston, 
研究 方法 上 的 真正 的 发 展 是 20 世纪 70 年 代 中 期 开始 的 ,而 且 最 初 的 那些 William, 1946- 
理论 都 是 和 瑟 斯 顿 的 名 字 连 在 一 起 的 . 2012) ,美国 数 * 


琴 斯 顿 早 期 的 工作 是 关于 流 形 上 的 叶 结 构 的 存在 性 的 .20 世纪 70 年 代 中 “家 . 
期 ,他 利用 一 些 分 析 学 家 们 熟悉 的 概念 ,例如 Teichmuller 空间 , 拟 共 形 映射 等 ， 
来 研究 2 维 曲面 上 映射 的 分 类 ,发 展 了 一 整套 理论 ,许多 搞 黎 曼 曲面 的 数学 家 
们 为 之 一 振 ,使 拟 共 形 映射 的 研究 得 到 了 新 的 活力 . 

我 们 来 看 看 瑟 斯 顿 的 主要 的 方法 是 什么 .首先 我 们 描述 一 下 一 个 亏 格 大 于 
1 的 闭 曲面 Teichmuller 空间 .假定 是 一 个 这 样 的 曲面 ， 粗略 地 讲 , F 的 
Teichmuller 5 i]. F ( F) 尺 上 的 双 曲 结构 的 同 痕 类 的 全 体 . 它 可 以 用 下 面 的 方 
法 构造 出 来 :如 图 13.3 所 示 , 如 果 的 亏 格 是 g, 我 们 可 以 找到 3g -3 个 简单 
闭 曲 线 , 沿 这 些 曲线 割 开 严 , 每 一 块 是 一 个 带 两 个 洞 的 圆 盘 . 在 一 个 带 两 个 洞 的 
圆 盘 上 的 双 曲 结构 可 以 由 它 的 三 个 测 地 边界 的 长 度 决定 . 当 我 们 把 这 些 双 曲 块 
Ri RY ,我 们 还 需要 有 一 个 角度 去 度量 这 样 的 粘 法 . 由 于 我 们 考虑 的 是 双 
曲 结构 的 同 痕 类 ,所 以 图 13.4 中 的 两 种 粘 法 被 认为 是 不 一 样 的 ,这 样 一 来 每 条 
简单 闭 曲 线 提供 了 两 个 参数 ,一 个 是 长 度 , 另 一 个 是 黏合 的 转动 角度 ,或 者 说 沿 
SFC FARA R%-6 的 .上 的 每 一 个 自 同 胚 诱 导 .F(F) 上 的 一 个 自 同 胚 ， 
而 且 同 痕 的 自 同 胚 给 出 .F() 上 相同 的 映射 ,这 个 曲面 上 的 自 同 胚 的 同 痕 类 构 
成 一 个 群 ,通常 叫做 映射 类 群 . 


ape 


图 13.3 
Teichmuller 空间 的 结构 是 很 早 就 清楚 的 .Thurston 的 贡献 在 于 他 首先 给 出 
了 F(F) 的 自然 的 紧 致 化 ,使 得 映射 类 群 在 .FZ() 上 的 作用 可 以 延 拓 到 边界 上 
去 ,他 是 这 样 考虑 的 . oF) BA F 上 的 非 平 几 的 简单 闭 曲 线 的 同 痕 类 的 集合 ， 
对 于 AF) PRP TIGR a,B, 定 义 ila, p) EE a, B 的 同 痕 类 中 简单 闭 曲线 
的 最 少 相 交 数 . 瑟 斯 顿 证 明了 , 对 每 个 a E p(F), 我 们 可 以 找到 一 个 


177 “ou -2Ry 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


图 13.4 

BE GCF) ,使 得 i(a,B) 关 0, 而 且 对 于 两 个 不 同 的 元 素 a, wzE o( F), RATA 
以 有 一 个 BE p( 玉 ) ,使 得 i(a1,B) 关 i(a2,B). 这 样 一 来 ,i 便 定义 了 一 个 单 的 
映射 i : gp(F) 一 GR? 而 且 象 的 闭 包 Pol 下 ) 是 紧 致 的 ,这 就 是 .F(F) 的 一 个 
自然 的 边界 .为 了 能 看 清楚 这 一 点 ,我 们 可 以 把 .F(F) 也 租 和 人 到 PRO che 
对 每 一 个 a€ pg(F),YEF(F),i(Y,a) 表 示 a 中 的 简单 闭 曲线 在 y 这 个 几何 
结构 下 的 长 度 的 下 确 界 ,这 个 i 有 着 与 前 面 的 i 几乎 相同 的 性 质 ,同样 也 给 出 
一 个 到 ZR?' 人 中 的 骨 入 , 象 的 闭 包 则 是 象 与 Pp( 下 ) 的 并 ,事实 上 ,我 们 还 可 以 
证 明 . 这 个 紧 致 化 同 胚 于 一 个 6g -6 维 的 实心 球 . 

这 个 紧 致 化 的 一 个 直接 推论 是 : F 上 的 任何 一 个 自 同 胚 ,或 者 在 Teich- 
muller 空间 上 有 不 动 点 ,或 者 在 Pp (下 ) 中 有 不 动 点 .在 第 一 种 情况 ,Teichmuller 
空间 中 的 不 动 点 给 出 屎 上 的 一 个 双 曲 结构 ,而且 这 个 自 同 胚 同 痕 于 一 个 等 距 ， 
第 二 种 情况 要 分 析 那 些 在 Pp( 下) 中 的 不 动 点 .可 以 证 明 这 时 候 自 同 胚 根据 有 
一 个 不 动 点 或 两 个 不 动 点 分 成 是 可 约 的 ,或 者 是 伪 Anasov 的 . 这 就 是 瑟 斯 顿 的 
关于 曲面 上 自 同 胚 的 分 类 定理 . 


人 ~ 全 ~ 人 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 人 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 一 ww 一 


苹 斯 顿 是 一 个 神秘 的 人 物 , 他 不 居于 写 他 自己 做 的 工作 ,于 是 很 多 人 就 帮 
他 写 ,正当 人 们 热衷 于 写 他 在 曲面 上 的 工作 时 ,他 自己 却 悄悄 地 开始 了 对 3 维 
流 形 的 几何 结构 的 研究 . 

他 证 明了 如 果 一 个 Haken 流 形 M 不 包含 任何 不 平行 于 边界 的 环 面 ,那么 
M 的 内 部 允许 一 个 完备 的 双 曲 度量 ,除非 M 是 一 个 Seifert 流 形 或 者 是 一 个 贺 
周 上 的 环 面 从 .证 明 还 是 在 hierarchy 上 用 归纳 法 .我们 来 看 归纳 法 中 的 一 个 情 
BL AR M 中 的 一 个 不 可 压缩 曲面 斑 , 然 后 沿 FF 割 开 必 ,我 们 能 得 到 两 个 允许 双 
曲 结构 的 3 维 流 形 ,想法 是 把 这 两 个 双 曲 几何 粘 起 来 ,得 到 M 上 的 一 个 双 曲 结 
构 . 最 简单 的 情形 是 我 们 可 以 找到 两 个 全 测 地 髋 入 的 曲面 平行 于 那些 黏合 的 边 
界 ,而且 黏合 映射 是 一 个 等 距 , 即 我 们 可 以 直接 把 这 两 个 双 曲 结构 粘 在 一 起 .一 
般 说 来 ,我 们 不 能 保证 黏合 映射 是 等 距 , 其 至 不 是 永远 可 以 找到 这 样 的 全 测 地 
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证 明 一 个 双 曲 流 形 上 的 几何 结构 1- 1 对 应 于 它们 在 非 环 面 边界 上 诱导 的 复 结 4 
构 . 所 以 双 曲 模 空间 是 一 些 Teichmuller 空间 的 乘积 . 瑟 斯 顿 用 不 动 点 定理 证 明 
了 ,我 们 总 可 以 形变 这 两 个 双 曲 结构 ,使 得 在 无 穷 远 的 黏合 面 上 的 复 结构 是 一 
致 的 ,而 且 黏合 映射 是 一 个 共 形 映射 .这 样 Maskit 的 定理 告诉 我 们 ,可 以 用 这 两 
个 双 曲 结构 得 到 M 上 的 一 个 双 曲 结构 . 
尽管 Haken 流 形 算是 有 了 一 个 分 类 定理 了 ,不 过 双 曲 结构 的 存在 性 也 还 是 
很 重要 的 .有 了 这 个 结果 ,3 维 的 拓扑 学 大 大 地 向 前 迈 了 一 步 . 对 于 Seifert 流 
形 ,我 们 有 6 种 几何 学 ,而且 圆周 上 的 环 面 从 又 有 一 种 几何 ,3 维 的 情况 我 们 一 
共有 8 种 几何 . 瑟 斯 顿 根 据 他 的 定理 , 提出 了 一 个 猜测 :任何 3 维 流 形 , 经 过 连 
通 和 分 解 和 环 面 分 解 后 ,得 到 的 块 上 都 有 几何 结构 .这 个 猜测 是 3 维 拓扑 学 中 
最 主要 的 猜测 了 ,过 去 的 很 多 著名 猜测 ,包括 至 今 悬而未决 的 三 维 的 庞 加 莱 猜 
想 ,都 是 瑟 斯 顿 猜测 的 特别 情形 . 
瑟 斯 顿 还 证 明了 一 个 关于 3 维 流 形 上 的 几何 结构 的 结果 ,如 果 一 个 素 的 3 
维 流 形 允许 一 个 有 限 群 的 作用 , 而且 这 个 作用 有 大 于 1 维 的 不 动 点 集 ,那么 这 
个 3 维 流 形 有 上 面 讲 的 那 种 几何 分 解 ,而 且 这 个 群 作用 限制 在 分 解 后 得 到 的 每 
个 块 上 是 等 距 作用 . 那 一 段 时 间 是 3 维 流 形 的 很 光辉 的 时 代 . 


6 _ 极 小 曲面 的 应 用 

20 世纪 70 年 代 末 和 80 年 代 初 时 的 另 一 个 热点 是 极 小 曲面 理论 在 3 维 拓 
扑 学 中 的 应 用 .这 套 方法 首先 是 由 丘成桐 和 Meeks 开始 的 .当然 ,证 明 极 小 曲面 
的 存在 性 也 是 很 困难 的 ,不 过 那 不 是 低 维 拓扑 学 所 关心 的 .他 们 考虑 一 个 具有 
最 小 面积 的 非 平凡 的 球面 ,看 上 去 这 种 曲面 应 该 有 最 少 的 自身 相交 的 性 质 . 事 
实 上 ,他 们 证 明了 ,如 果 这 个 球面 同 伦 于 一 个 嵌入 的 球面 ,那么 这 个 最 小 面积 的 
球面 本 身 也 是 一 个 嵌入 或 者 是 到 一 个 巾 入 的 射影 平面 上 的 2 叶 覆 盖 . 更 有 意思 
的 是 两 个 这 样 的 球面 或 者 重合 或 者 相互 不 交 . 这 样 一 来 ,我 们 可 以 用 这 个 结果 
到 有 限 群 在 3 维 流 形 上 的 作用 .如 果 我 们 有 一 个 有 限 群 G 作用 在 3 维 流 形 M 
上 ,不 难 在 M 上 给 出 一 个 度量 ,使 得 G 是 一 个 等 距 群 .利用 极 小 曲面 ,我 们 可 
以 找到 一 组 等 变 的 球面 .这 样 ,如 果 M 有 非 平凡 的 连通 和 分 解 ,那么 我 们 可 以 
找 出 一 个 等 变 的 连通 和 分 解 ,这 叫做 等 变 的 球面 定理 . 

极 小 曲面 的 理论 在 等 变 理论 中 有 许多 应 用 , 主要 的 哲学 根据 是 极 小 曲面 应 
该 有 最 少 相交 的 性 质 ,也 有 人 研究 等 变 的 大 亏 格 的 极 小 曲面 .不 过 在 这 些 研究 
中 ,等 变 的 球面 定理 是 最 有 意义 的 . 
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前 面 我 们 主要 讨论 2 维和 3 维 流 形 的 研究 ,4 维 流 形 的 早期 研究 的 确 很 
少 .假定 M 是 一 个 闭 的 4 维 流 形 ,那么 在 第 2 个 上 同调 群 的 自由 部 分 
FrH*(M,Z) 上 的 上 积 

Iy: FrH?(M, Z) x FrH?(M,Z)>H*(M,Z)=Z 

给 出 一 个 整 二 次 型 ,这 个 整 二 次 型 叫做 M 的 2 次 相交 形式 . 

庞 加 莱 对 偶 定理 说 这 个 相交 形式 是 么 模 的 , 整 二 次 型 当然 可 以 看 做 是 一 个 
实 的 二 次 型 ,所 以 符号 差 a( 1w) 是 一 个 流 形 的 不 变量 ,通常 记 作 (Mr). 整 二 次 
型 也 有 一 些 不 同 于 实 二 次 型 的 地 方 ,如 果 对 于 任何 x, Ty (x, x) =O (mod 2), 我 
们 称 这 个 整 二 次 型 是 偶 的 .一 个 二 次 型 是 偶 的 , 当 且 仅 当 它 的 矩阵 表示 的 对 角 
线 上 的 元 素 全 是 偶数 . 例如 


2 1 
1 24 
1 2 1 
0 1 1 2 1 
已 =| , Es = 
1 0 12101 
1210 
0120 
1002 
是 偶 形 式 .不 是 偶 的 二 次 型 叫做 奇 二 次 型 , 奇 形 式 和 偶 形 式 在 整数 环 上 是 永远 


不 会 等 价 的 . 

人 们 很 早 就 认识 到 这 个 二 次 相交 形式 是 单 连通 闭 4 维 光 滑 流 形 的 一 个 重 
要 不 变量 , 它 决定 了 这 种 流 形 的 伦 型 . EKE, CRETAE hW. 
过 去 人 们 总 认为 4 维 是 一 个 最 黑暗 的 维 数 ,距离 得 到 一 个 好 的 分 类 定理 太 远 . 
1980 年 , Freedman 得 到 一 个 单 连通 闭 4 维 流 形 的 一 个 完整 的 拓扑 分 类 定理 .一 
PF ,这 个 最 黑暗 的 维 数 变 得 光明 了 .他 的 定理 说 :从 闭 4 维 单 连通 流 形 M 到 
它 的 相交 形式 1 的 映射 是 满 的 ,而 且 是 2 到 1 或 1 到 1 的 ,依赖 于 Iy 是 奇 形 式 
或 偶 形式 . 

这 个 定理 的 证 明 与 高 维 的 类 似 结果 的 证 明 很 像 .高 维 的 方法 不 能 用 到 低 维 
上 来 ,主要 是 因为 惠 特 尼 技 巧 在 低 维 时 失效 了 . 1973 年 , Casson 有 一 个 方法 ,可 
以 说 是 一 个 同 伦 范畴 中 的 惠 特 尼 技巧 , Casson 当时 就 意识 到 , 如 果 这 也 是 一 个 
光滑 范畴 中 的 惠 特 尼 技 巧 的 话 , 那 么 4 维 可 以 和 高 维 做 得 一 样 好 . Freedman 花 
了 很 长 时 间 研 究 Casson 的 这 个 方法 ,最 后 他 证 明了 Casson 的 方法 事实 上 是 一 
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个 拓扑 范畴 的 惠 特 尼 技巧 ,这 个 证 明 用 了 一 种 比较 几何 的 点 集 拓 扑 学 一 一 Bing 
的 拓扑 学 , 惠 特 尼 技巧 在 拓扑 的 范畴 中 可 以 通过 ,那么 Freedman 的 定理 就 得 到 
T; 


8 A AIR ik AG th 

尽管 Freedman 的 定理 给 出 了 所 有 的 4 维 闭 的 单 连通 拓扑 流 形 ,我 们 仍然 不 
清楚 有 多 少 光 滑 流 形 ,也 不 清楚 拓扑 流 形 与 光滑 流 形 的 差别 . Rohlin 有 一 个 定 
理 说 : 单 连通 的 光滑 闭 4 维 流 形 W ,如 果 ly 是 一 个 偶 形式 ,那么 o(M)= 
0 (mod 16) .初等 的 整 二 次 型 定理 说 , 偶 形式 的 符号 差 模 8 为 0, 这 样 我 们 知道 
在 具有 偶 形式 的 闭 单 连 通 4 维 流 形 中 ,至 少 有 一 半 是 不 可 光滑 化 的 .事实 上 ,在 
那些 具有 奇 形 式 的 流 形 中 ,也 至 少 有 一 半 是 不 可 光滑 的 , Freedman 的 2 对 1 的 
映射 可 以 表述 成 如 下 的 形式 ,如 果 我 们 乘 上 一 个 S 得 到 的 一 个 是 可 光滑 化 的 
5 维 流 形 , 另 一 个 是 不 可 光滑 化 的 ,是 否 还 有 别 的 不 可 光滑 的 4 维 拓扑 流 形 ? 

1982 年 , Donaldson 在 他 做 研究 生 的 第 二 年 ,得 到 了 另 一 个 光滑 化 的 阻碍 ， 
他 证 明了 :一 个 光滑 的 单 连通 的 闭 4 维 流 形 ,如 果 具 有 正定 的 相交 形式 ,那么 这 
个 相交 形式 一 定 是 平方 和 ,我 们 前 面 提 到 的 偶 形 式 Es 是 一 个 正定 的 偶 形 式 ， 
但 它 不 能 等 价 于 一 个 平方 和 ,因为 平方 和 是 一 个 奇 形 式 . Rohlin 定理 说 Es 不 能 
是 一 个 单 连通 闭 4 维 流 形 的 相交 形式 ,而 Donaldson 定理 说 EO Es 也 不 能 成 为 
一 个 单 连通 闭 4 维 流 形 的 相交 形式 . 令 人 吃惊 的 不 仅仅 是 这 个 定理 本 身 和 它 的 
很 多 重要 的 推论 ,而 且 方 法 上 也 是 很 特别 的 ,他 把 两 个 原来 人 们 认为 不 相干 的 
分 支 一 一 拓扑 学 和 规范 场 理论 一 一 联系 在 一 起 了 . 

固定 一 个 在 M 上 的 复 2 维 向 量 从 EE, 它 的 第 二 个 Chem 类 是 1. 考虑 全 体 
自 对 偶 的 Yang-Mills 连 络 在 SU(2) 规 范 变 换 下 的 等 价 类 所 成 的 空间 M, Atiyah- 
Singer 指标 定理 说 ,这 个 .多 是 一 个 带 有 限 个 奇 点 p1,…,p, 的 5 维 光滑 流 形 , 每 
个 奇 点 对 应 于 一 个 可 约 的 连 络 . 拓扑 上 ,一 个 可 约 的 连 络 对 应 于 这 样 的 2 维 同 


调 类 + u€ H°(M, Z), Iy(u,u)=1, 所 以 奇 点 个 数 s=}# {u€ (M,Z), 


Ku, u) =1}. ERARE, u 是 一 个 CP? ERRE. 
我 们 还 需要 了 解 METR TAE. LIB AK 19 TEE Uhlenbeck 做 
的 .她 证 明了 如 下 的 正则 性 定理 :如 果 一 个 序列 ViE MAERT, WAR 
们 找到 一 个 子 序列 V5 除了 在 M 上 的 一 个 点 已 外 ,5 收敛 到 一 个 N 上 的 平 
坦 连 络 , 而 且 V 5 的 能 量 逐 渐 集中 到 点 PP 的 一 个 越 来 越 小 的 邻 域内 . M 上 的 平 
坦 连 络 是 1-1 对 应 于 riW 在 SU(2) 中 的 表示 的 ,因为 M 是 单 连 通 的 ,我 们 只 有 
一 个 平坦 的 连 络 ,所 以 能 量 集中 到 点 P 的 越 来 越 小 的 邻 域 中 的 Yang-Mills 连 络 
可 以 用 实数 来 参数 化 , Taubes 给 出 了 这 样 的 构造 .对 M 上 的 每 一 点 ,与 一 个 
充分 小 的 正 数 ,存在 一 个 这 样 的 能 量 集中 在 点 P 的 。 球 中 的 自 对 侦 Yang-Mills 
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连 络 . Donaldson 利用 这 个 构造 ,证 明了 在 无 穷 远 处 ,. 帮 同 胚 于 M x (0, i) .这样 
我 们 可 以 在 . 确 中 找到 一 个 紧 的 5 维 流 形 l 使 得 
9M = M + pCP? + q°( - CP?) 
其 中 p + q = s .我 们 知道 0 (0%) =0, 所 以 
rank H?(M, Z) =o(M)= q-p<q+p=ss<rank H(M < Z) 
这 推出 s = rank (M,Z). —PI ERRE 
> # [u€ (M,Z); I(u,u)=1} = rank H(M, Z) 

当 且 仪 当 1: ) 是 一 个 平方 和 . 

这 个 定理 有 一 个 令 人 人 惊奇 的 推论 :R4 上 存在 至 少 两 个 不 同 的 光滑 结构 . 这 
更 显 出 4 维 是 个 独特 的 维 数 , 因为 人 们 早 就 知道 ， 其 他 维 数 的 欧 氏 空间 上 都 只 
有 了 唯一 的 光滑 结构 .现在 人 们 已 经 知道 R 上 不 同 的 光滑 结构 多 极 了 ,至 少 要 用 
两 个 实数 来 参数 化 . 

Donaldson 是 一 位 大 师 , 他 用 规范 场 理 论 ,还 给 出 了 4 维 拓扑 学 中 的 很 多 别 
的 结果 .其 中 有 一 个 是 在 CP?# ql- CP2) 上 有 两 个 不 微分 同 胚 的 复 结构 ,后 来 
被 别 的 数学 家 推广 为 存在 无 穷 多 个 彼此 不 微分 同 胚 的 复 结构 .4 维 流 形 上 的 光 
滑 结构 的 理论 实在 是 太 丰 富 了 . 


9286 © Jones 多 项 式 和 Witten 的 工作 

低 维 拓扑 学 还 有 一 个 重要 的 对 象 ,就 是 所 谓 的 纽 结 . 纽 结 是 一 个 圆周 在 3 
维 球面 S 中 的 拓扑 象 , 而 若干 个 圆周 的 拓扑 象 则 称 为 一 个 链 环 . 这 些 拓扑 象 本 
身 就 是 一 个 或 一 组 圆周 ,没有 什么 拓扑 学 可 言 .可 是 研究 它们 在 53 中 的 放置 方 
法 却 大 有 学 问 . 图 13.5 是 最 基本 的 两 个 不 同 的 纽 结 ， 从 经 验 可 知 它们 是 不 同 
的 ,但 是 如 何 从 数学 上 来 区 别 它们 呢 ? 最 早 研究 的 是 它们 的 补 空间 ， 事实 上 ,最 
近 Gordon 证 明了 纽 结 由 它们 的 补 空间 一 意 决 定 . 补 空间 的 基本 群 就 是 纽 结 的 
一 个 不 变量 .而 一 般 说 来 ,这 个 群 是 非 交 换 的 . 判定 两 个 非 交换 群 是 否 同 构 ,是 
相当 困难 的 ,所 以 这 是 一 个 不 太 好 用 的 不 变量 . Alexander 曾经 得 到 过 一 个 多 项 
式 不 变量 .尽管 这 个 多 项 式 没有 补 空间 的 基本 群 所 包含 的 信息 多 ， 但 是 比较 两 
个 多 项 式 是 否 相 同 太 方便 了 .20 世纪 80 年 代 初 期 Jones 很 偶然 地 发 现 了 一 个 纽 
结 的 多 项 式 不 变量 ,现在 被 称 为 纽 结 的 Jones 多 项 式 . Jones 是 一 位 分 析 学 家 , 当 
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时 他 的 兴趣 是 有 限 Hecke 代数 的 表示 ,一 次 在 一 个 讨论 班 上 ,他 在 黑板 上 写 下 t 
一 组 关系 ,听众 中 有 人 指出 ,这 组 关系 很 像 准 群 的 关系 . ARENAER i 
很 密切 的 东西 ,此 后 他 潜心 研究 ,终于 发 现 了 纽 结 Jones 多 项 式 . 今 天 这 个 多 项 

式 已 经 被 拓扑 学 家 弄 得 十 分 简单 ,当时 的 确 是 拓扑 学 上 的 一 件 大 事 , 人 们 没有 

想到 从 算 子 代 数 的 角度 可 以 给 出 一 个 纽 结 的 新 的 不 变量 .无独有偶 ,人 们 一 样 

没有 想到 ,1989 年 一 个 理论 物理 学 家 Witten 用 3 维 的 规范 场 理 论 给 出 了 Jones 

多 项 式 的 一 个 解释 . 设 天 是 3$ 中 的 一 个 纽 结 ,在 S 上 取 一 个 平凡 的 SU(N) 主 

AK EM AE E 上 放 一 个 连 络 4. 我 们 可 以 沿 着 纽 结 玉 计 算 4 的 holonomy , 这样 

得 到 SU(N) 中 的 一 个 元 素 IX SICH WE K h A BRE I NK A 

叫做 Wilson 线 


W(K) = Tr Pexp| Aida’ 
然后 ,我 们 计算 Feynman 道路 积 
| D4exp( iZ) WK) 


这 里 刀 . 多 表示 在 全 体 连 络 的 规范 轨道 上 求 的 Feynman 积分 ,而 Lagrange 作用 量 
取 的 是 Chern-Simons 形式 


k 2 
Z= EI tA AdA+ZANAA A) 


很 容易 看 出 ,我 们 这 里 不 用 任何 度量 . 自然 我 们 得 到 的 应 该 是 一 个 拓扑 不 
变量 .这 个 Feynman 积分 依赖 于 两 个 变量 ,一 个 是 作用 量 中 的 上 大, 另 一 个 是 群 
SU(N) 中 的 NN, 这 两 个 变量 只 能 取 整 数值 , Witten 证 明了 ,解析 开拓 和 WN 到 复 
变量 给 出 两 个 变量 的 Jones 多 项 式 . 

Witten 不 仅 给 出 Jones 多 项 式 的 这 个 解释 , 早 前 ,他 有 过 一 个 Morse 不 等 式 
的 看 法 ,1988 年 他 还 给 出 一 个 4 维 超 对 称 规范 场 模 型 来 解释 Donaldson 的 多 项 
式 和 Floer 同调 .数学 与 物理 在 这 里 这 样 好 地 携 起 手 来 ,实在 是 很 让 人 振奋 的 . 

低 维 拓扑 学 确实 是 近 十 几 年 来 数学 中 最 活路 的 分 支 . Thurson 因为 他 在 2 
维 、3 维 流 形 上 杰出 的 工作 得 到 了 1982 年 的 菲 尔 兹 疾 ,丘成桐 的 极 小 曲面 的 工 
作 也 是 他 得 到 1982 年 菲 尔 效 奖 的 主要 工作 之 一 . Freedman 和 Donaldson 因为 他 
们 在 4 维 流 形 上 的 工作 得 到 了 1986 年 的 菲 尔 效 奖 ,而 Jones 和 Witten 则 因为 他 
们 各 自 的 工作 得 到 了 1990 年 菲 尔 兹 奖 . 特 别 是 理论 物理 学 作为 一 种 工具 或 作 
为 一 种 看 法 ,与 低 维 拓扑 学 还 有 什么 关系 ,还 有 很 多 问题 值得 去 研究 .很 多 大 数 
学 家 仍 在 不 断 地 思考 .作为 现代 数学 主流 中 的 一 部 分 的 低 维 拓扑 学 还 会 继续 发 
展 一 个 时 期 . 
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从 网 络 理论 到 拓扑 学 ” 


] we 年 个 美丽 的 秋 日 ,我 (Bou) 和 我 夫人 开 着 我 们 加 新 
的 Buick 牌 1934 年 造 的 敞篷 汽车 到 一 个 小 山谷 去 ,普林斯顿 高 
等 研究 所 的 主楼 Fuld 大 厅 就 意 立 在 这 个 山谷 的 最 前 端 , 这 座 
主楼 尽管 明显 让 人 联想 到 Howard Johnson@ 饭 店 但 却 很 雄伟 ,对 
于 我 们 来 说 此 刻 就 像 是 进入 天 堂 一 样 ,我 想 这 部 分 是 由 于 反差 
的 关系 :从 匹兹堡 到 普林斯顿 ,从 三 个 月 前 由 于 疾病 和 失业 而 
近乎 绝望 到 恢复 健康 并 开始 一 次 奇妙 的 冒险 . 

我 就 从 这 里 开始 我 的 叙述 吧 , 因 为 这 也 将 很 快 是 我 第 一 次 
听 到 拓扑 这 个 词 的 地 方 ,而 拓扑 后 来 成 了 我 主要 的 专业 爱好 .我 
想 在 这 种 场合 与 其 像 有 见解 的 , 即 老 资 格 的 人 们 那样 去 总 结 这 
个 学 科 和 它 的 发 展 ,还 不 如 给 你 们 谈 一 点 普林斯顿 1949 年 的 事 
情 并 讲 讲 我 同 这 个 学 科 , 实 际 上 是 整个 纯 数学 的 第 一 次 交手 . 因 
此 这 次 谈话 的 真正 题目 应 介 于 下 列 题目 之 间 :《 从 网 络 理论 到 拓 
扑 学 或 《朝贡 Robert Oppenheimer 的 一 位 工程 师 ) 或 《1949 ~ 1951 
年 前 后 在 普林斯顿 研究 所 一 一 一 个 莽撞 无 知 的 人 的 回忆 录 》. 

还 是 回 到 1949 年 的 那个 下 午 吧 ! 我 可 以 自豪 地 说 我 们 欣 
喜 的 心情 甚至 在 见 到 我 们 在 “大 院 ” 里 的 公寓 时 也 没有 减退 ,这 
里 的 大 院 是 指 供 “ 临 时 成 员 ” 居 住 的 废弃 的 兵营 .当然 喜欢 寒冬 
半夜 熄火 的 煤 炉 其 缺点 在 9 月 份 还 显 不 出 来 . 


i <1 She 
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@ J : On Topology and Other Things. 原 作者 ; Raoul Bott. 本 文 是 以 1984 年 8 月 在 Eugene 举行 的 暑 
Mee ee HAR EUR BCE E A EEA DA LH AE ee 
名 © 美国 一 家 大 众 化 的 同名 旅店 和 和 餐馆 的 创始 人 ,分 店 遍 设 全 美国 各 地 . 
yA 
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2B DT BAR KRETE ESE SA Bd EY, FTAA SE A 
以 确信 这 一 切 都 是 真 的 ,如 果 换 作 你 ,你 也 会 这 样 做 的 . 想 想 这 样 一 个 地 方 吧 : 
警察 想 要 奸 捕 的 形迹 可 疑 的 流浪 汉 结 果 是 勒 雷 ; 在 这 儿 每 天 早上 11 点 左右 ,要 
与 爱 因 斯 坦 就 诸如 天 气 或 邮件 递送 的 迟缓 这 类 似乎 重要 的 话题 闲谈 是 很 容易 
的 ;在 这 儿 , 在 一 群 喧闹 的 吃 午餐 的 年 轻 人 中 ,一 个 友好 但 一 句 话 也 不 说 的 邻 座 
原来 是 迪 拉克 等 等 .我 在 这 儿 所 描述 的 是 年 轻 人 身 处 他 们 的 偶像 之 中 的 那 种 兴 
奋 ,而 且 当 他 们 了 和 解 到 偶像 们 的 怪兽 后 那 种 兴奋 和 鼓舞 只 会 是 增加 .我 相信 这 
种 现象 今天 仍 在 继续 ,而 且 在 我 们 之 中 拥有 像 普林斯顿 这 样 的 研究 所 的 巨大 优 
点 之 一 一 一 就 是 在 那儿 所 引起 的 那 种 兴奋 , 那 种 兴奋 使 得 年 轻 的 和 年 老 的 团结 
在 一 起 ,从 而 使 年 轻 人 牢 牢 地 与 他 们 的 学 科 连 在 一 起 .然而 我 还 是 禁不住 被 权 
威 的 “老人 "的 幻想 所 迷 住 .他 认为 在 他 那 年 代 里 情形 总 要 美妙 些 ;因此 我 不 禁 
觉得 那些 过 去 的 日 子 才 是 普林斯顿 研究 所 真正 庄严 的 日 子 维 布 伦 、 亚 历 山 大 、 
英 尔 斯 外 尔 , 冯 :' 诺 依 曼 ,以 及 西 格 尔 是 数学 正教 授 ; 塞 尔 伯 格 .蒙哥马利 和 哥 
德尔 是 终生 成 员 ,而 莱 夫 谢 茨 . 阿 廷 和 博 赫 纳 仍 活 跃 于 大 学 里 . Oppenheimer 新 
近 被 任命 为 所 长 ,他 的 作用 随处 可 见 ,这 特别 是 在 饮 茶 后 ,通常 他 简直 像 赶 牲口 
似 地 把 年 轻 的 物理 研究 人 员 们 赶 到 他 们 的 讨论 班 去 . 

正如 今天 数学 家 们 是 一 个 不 怎么 均匀 的 群体 一 样 ,物理 学 家 们 也 有 各 自 的 
工作 和 玩乐 的 节律 ,这 些 物理 学 家 和 我 那 群 同龄 人 坚信 酒精 对 疲倦 的 数学 头脑 
的 治疗 作用 .在 蒙哥马利 家 里 进行 的 一 段 成 功 的 疗程 里 还 有 这 样 一 段 轶 事 , 鸡 
尾 酒会 的 某 些 情 节 我 现在 已 记 不 清 了 ,这 无 疑 是 由 于 已 过 去 了 很 长 一 段 时 间 的 
原因 .但 我 清楚 地 记得 最 后 我 们 中 的 几 个 在 蒙哥马利 家 的 地 毯 上 玩 打 弹 子 游 
戏 , 冯 : 诺 依 曼 参 加 了 那 次 酒会 .在 打 弹子 的 过 程 中 不 知 怎 的 我 向 他 问 做 一 个 
“伟大 的 数学 家 "是 个 什么 感觉 .以 他 特有 的 深思 熟 虑 的 风格 ,他 应 该 认真 对 待 
我 的 问题 一 一 尽管 刚才 他 才 从 他 那 似 乎 是 各 色 各 样 的 故事 集 里 一 样 抽 了 一 点 
给 我 们 听 听 .他 所 说 的 基本 上 是 这 样 :完全 老实 地 说 ,他 只 知道 唯一 的 一 个 “ 伟 
大 的 数学 家 ”一 一 希 尔 伯 特 ,而 就 他 而 言 ,由 于 是 神童 ,他 从 未 真正 感到 他 达到 
了 人 们 对 他 的 期 望 ;因此 你 可 以 明白 被 认为 不 够 格 并 不 难 , 只 是 需要 一 个 适当 
的 标准 而 已 . 

不 过 现在 是 说 说 这 次 谈话 的 “严肃 话题 "的 时 候 了 :“ 拓 扑 学 "或 “位 置 分 析 ” 
(Analysis Situs) .如 维 布 伦 、 葛 尔 斯 、 西 格 尔 和 外 尔 这 些 人 当时 所 称呼 的 那样 ,从 
前 的 位 置 分 析 现 在 以 “代数 拓扑 "这样 一 个 笨拙 的 标题 来 称呼 , 它 的 目标 是 构造 
和 探讨 或 多 或 少 可 计算 的 、 用 来 区 分 不 同 几 何 形状 的 一 一 更 一 般 地 说 是 区 分 不 
同 拓扑 空间 的 不 变量 . 

从 直观 上 来 说 ,一 个 空间 所 分 成 的 块 数 当然 是 最 明显 的 不 变量 ,而 且 在 某 种 
意义 上 说 ,这 个 学 科 整 个 巨大 的 大 厦 依赖 于 对 分 支 概念 如 何 理解 而 分 成 两 个 分 
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科 . 如果 我 们 用 弧 分 支 的 概念 , 即 一 个 拓扑 空间 X 的 两 点 p 和 4 在 同一 个 分 支 里 
当 且 仅 当 存在 一 个 映射 (图 14.1) , 即 连续 函数 u: > X 从 区 间 了 到 空间 处, 使 得 
HA(0) = psp) =4 

那么 这 个 概念 自然 地 将 我 们 引入 “ 同 伦 论 ”, 于 是 在 同 伦 论 中 我 们 有 : 

另 一 方面 ,如 果 我 们 采取 这 样 的 主 
张 :两 点 p 和 g TEX 的 同一 分 支 中 当 且 
仅 当 所 有 局 部 常 值 函数 ,比如 说 实 值 
的 0, 在 p 和 g 处 相同 ,那么 我 们 将 按照 
上 同调 论 的 传统 来 开始 : 即 如 果 我 们 让 
HX) 等 于 局 部 常 值 函 数 的 空间 ,那么 
ee 分 支 个 数 等 于 dimh 图 14.1 xo(X)=X 中 缴 分 支 的 集合 

X,R). 

在 这 两 种 理论 中 ,高 阶 不 变量 经 某 种 归纳 步 又 由 其 零 阶 不 变量 产生 ,对 同 
伦 论 来 说 这 步骤 是 一 个 相当 几何 而 朴实 的 步骤 ;而 对 上 同调 论 来 说 则 是 更 具 代 
数 性 且 微 妙 得 多 的 步骤 ;在 另 一 方面 ,实际 情况 是 分 支 的 上 同调 扩张 较 容易 计 
算 ,而 同 伦 群 zs(X) 虽 然 在 概念 上 较 容易 但 却 难以 计算 .事实 上 ,它们 可 如 下 来 
归纳 定义 设 p 是 的 一 点 ,用 QX( 图 14.2) 来 表示 由 所 有 这 样 映射 ps 7 一 工 且 
(0) = (1) = p 构成 的 空间 ,比如 说 它 具 有 紧 开 拓扑 ,我 们 称 QX 为 X 上 基于 
点 的 圈 (Loop) 空 间 .然后 如 下 归纳 定义 mX) 

ml X) =ni- (QX) = (ANAX) = ro00…0X) 

这 个 定义 可 以 追溯 到 胡 雷 维 奇 的 定义 ,而 且 容 易 看 出 它 是 等 价 于 20 世纪 30 年 
代 Czech 的 定义 的 . 

为 了 使 你 们 了 解 一 下 1949 年 时 确定 
这 些 群 所 具有 的 水 平 ,让 我 告诉 你 们 这 
样 一 件 事 .一 天 斯 廷 罗 德 走 进 他 在 普 林 
斯 顿 主持 的 纤维 从 班 一 一 这 个 班 我 是 作 
为 “第 一 个 拓扑 课程 ”去 参加 的 一 一 并 骄 
傲 地 宣布 : Pontrjagin 刚 来 信 ， 大 意 是 说 
r4( S2) 等 于 0( 图 14.3). 几 个 星期 后 从 剑 图 14.2 
桥 传 来 了 兴奋 的 消息 :George Whitehead 却 得 r4( S52) 等 于 Z/22Z, 而 且 很 快 Pon- 
trjagin 证 实 了 George 的 结果 . 

但 是 1949 年 在 普林斯顿 并 不 真正 是 一 个 同 伦 年 ,倒是 在 这 一 年 里 ,在 外 尔 
的 讨论 班 上 分 别 由 DeRham 和 Kodaira 给 出 了 Hodge 理论 的 两 个 不 同 但 大 概 真 


O 原文 为 :“…… 常 值 函 数 f, 比 如 说 实 值 的 ,和 X 在 p 和 9 处 相同 .” 
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是 无 懈 可 击 的 证 明 , 除 了 斯 廷 罗 德 在 大 学 的 课程 外 ， 

这 个 讨论 班 是 最 引起 我 兴趣 的 一 个 ,这 当然 是 由 于 网 

络 理 论 的 基本 存在 定理 可 看 做 是 0 维 Hodge 理论 的 

有 限 维 类 推 1 要 讲 清 这 一 点 ,首先 让 我 回忆 一 下 分 支 

的 上 同调 扩张 概念 是 如 何 起 作用 的 一 一 至 少 是 在 最 

吸引 我 的 范畴 "光滑 空间 的 范畴 "里 一 一 即 C” 流 形 图 14.3 

MM 里 .通常 由 定义 ,这 样 一 个 流 形 是 若干 个 R 光滑 

地 粘 在 一 起 ,因此 分 析 的 概念 和 构造 自然 地 由 R" 扩张 到 这 些 个 R 上 .特别 
地 ,人 们 可 以 从 这 样 的 C” 函数 集 4"(MW) 着 手 , 其 中 的 局 部 常 值 函数 相对 于 任 
何 局 部 坐标 x 都 由 下 列 微分 方程 所 刻画 


df = ders =0 


在 这 种 背景 下 ,我 们 可 以 发 现 M 的 分 支 个 数 等 于 微分 方程 df =0 的 解 空间 的 
维 数 . 
而 这 个 8 的 上 同调 归纳 推广 是 DeRham 复 形 
A M)— A'(M)—A( Mm) 
其 中 4 (MW) 表 示 M 上 的 “ 共 变 " 交 错 张 量 场 , 而 “d" 是 已 碰见 过 的 将 函数 / 变 
成 它 的 微分 df 的 “d” 的 唯一 自然 扩张 ,那么 M 的 DeRham 上 同调 可 简单 地 由 下 
面 给 出 
H! (M) = Ker d/Image d( 在 维 数 为 q 的 情形 ) 

如 果 还 给 定 了 一 个 正定 度量 ,那么 每 一 个 向 量 空间 4i( M) 都 继承 一 个 
自然 内 积 (%,X ) ,而 且 相 应 地 每 一 个 微分 算 子 < d 有 一 个 确定 的 共 斩 “dx ”满足 
通常 的 共 斩 方程 :(dg,Xy) = ($8,d* xX). 这样 Hodge 理论 就 要 研究 算 子 
dd* +d*d 和 它 的 解 空 间 H* (M)—M 上 的 调和 形式 . 

算 子 口 显 然 是 保持 4i( M) 不 at 
变 的 ,而 Hodge 定理 断言 调和 形式 a a 
恰好 给 出 了 任何 紧 定向 流 形 M 上 w 
的 上 同调 : BY, 我 们 有 等 式 
H!(M)~H,(M). Š 

现在 将 这 种 情形 同 网 络 理论 
的 最 初 的 也 是 最 简单 的 问题 进行 
一 下 比较 ,在 这 里 我 们 研究 的 是 电 
BH (Risistor) R 的 集合 ,这 些 电 阻 是 
按照 一 个 图 (Graph) 把 它们 钧 起 
来 一 一 如 图 14.4 中 所 示 . 


图 14.4 
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如 果 {a| 跑 遍 N 的 分 支 一 一 这 些 分 支 我 们 以 某 种 固定 但 任意 的 方式 为 其 
at Bl a- 来 代表 分 支 a 的 两 个 端点 ,那么 “关联 " 数 


据 a 一 “_ ) 完 全 决定 了 的 拓扑 .用 线性 代数 的 术语 来 说 这 个 关联 关系 相应 
由 下 列 线 性 算 子 唯一 确定 


5:A°(N) - A'(N) 
此 算 子 使 定义 在 N 的 端点 上 的 实 值 函数 空间 4%(N) 映 到 定义 在 定向 分 支 上 的 
函数 空间 A!1(N), 它 由 下 面 式 子 给 出 
66(a)=$¢(a*)-¥(a~ ) 
显然 这 个 8 正 是 前 面 的 d 的 有 限 差分 类 推 ,而 且 正 如 前 面 一 样 N 的 “组 合 
上 同调 "也 可 定义 如 下 
H°(N) = Ker ò, H'(N) = A1(N)/6 WR 
这 些 向 量 空间 证 明 是 刚才 仅 考 虑 为 拓扑 空间 的 那个 图 (Graph) 的 拓扑 不 变量 ， 
而 且 的 确 很 显然 的 是 ,6 的 核 由 定义 在 N 的 端点 上 的 那些 函数 组 成 ,这 些 函 数 
在 每 一 个 连通 分 支 是 常量 ,因此 很 显然 我 们 有 关系 式 
dim H°(N) = N 的 连通 分 支 的 个 数 
一 日 分 支 的 正 阻抗 (The Positive Resistance) r, 给 定 ,N 的 电学 性 能 当然 是 唯一 确 
定 的 .数学 上 的 正确 程序 是 要 将 倒数 g = 1/r 解释 为 由 下 列 公式 确定 41 (WN) 
上 的 一 个 正定 内 积 
(46) = dj eb(a) + pla) 
HEART 4%(N)“ 克 罗 内 克 ” 内 积 
(fog) = LSPei) 


正如 前 面 一 样 谈论 6 ft ith 6 “一 一 以 及 相应 的 Hodge 拉 普 拉 斯 
算 子 口 = 6*6 + 63* 是 有 意义 的 ,而 且 根 据 这 些 , N 的 稳 态 位 势 分 布 (Steady- 
state Potential Distribution) 由 以 下 的 方程 而 与 某 个 外 电流 (Exterior Current Flow) 
TAR: 
CIE = 1, 这 里 口 。 = 8* 6 是 0 维 的 Hodge AT. 
因此 在 这 方面 由 “Hodge 理论 "有 

dim KerD = dim H?( N) = N 的 分 支 个 数 

因而 马上 证 明了 网 络 理论 的 第 一 基本 存在 定理 一 一 这 个 定理 对 于 任何 称职 的 
工程 师 来 说 当然 是 自明 的 一 一 即 , 口 oE = 1 对 EE 有 唯一 的 解 ,只 要 N 的 每 个 分 
支 在 一 个 端点 是 “有 根据 的 (Grounded) 且 流 进 N 的 任何 分 支 的 总 电流 (Total 
Current) 是 零 ”. 

顺便 说 ,这 个 有 限 维 的 Hodge 理论 直接 就 是 线性 代数 .在 另 一 方面 ,下 面 的 
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内 容 , 更 确切 地 说 ,在 1949 年 开始 解 出 这 
些 方程 确实 是 我 引 以 为 自豪 和 快乐 的 
事 ,而 且 我 想 , 这 实质 上 也 是 我 证 明 的 第 
一 个 定理 . 

这 个 定理 就 是 下 面 这 个 关于 算 子 口 
的 非 零 特征 值 乘积 的 公式 

detL | = I] a 

对 于 的 每 一 个 (生成 树 = ) 极 大 

树 , 如 图 14.5 所 示 , 设 Tg 等 于 对 应 于 7 的 分 支 的 那些 g 的 乘积 Te = Bi, Ba, 


ak 


图 14.5 


有 了 这 些 我 们 有 de'o = >)7g ,这 里 7 跑 遍 NN 的 极 大 树 . 

我 把 这 行列 式 det Ty MY HPI N 的 阻抗 位 势 y, 由 这 个 行列 式 , 口 可 以 
在 它 的 零 空间 的 补 空间 上 求 其 显示 表达 的 逆 . 特别 地 

9logy _ 
Igy “ 
用 y 给 出 了 N 穿 过 分 支 a 的 有 效 阻抗 . 

IR! 后 来 我 才 知 道 在 这 些 公 式 上 我 实际 上 被 Kirekhoff 抢先 了 .我 
提起 这 些 公式 只 是 由 于 这 个 行列 式 的 无 限 维 类 推 , 即 狭义 Hodge 理论 中 的 
det’ Lp 至 今 在 现代 物理 学 中 还 起 着 中 心 作 用 ,而 我 在 准备 这 次 报告 时 不 禁 为 
这 个 阻抗 后 势 是 否 在 无 限 维 情形 有 某 种 推广 而 感到 困惑 . 

我 也 不 知道 有 关 det(Djo + X47) 的 所 有 系数 的 公式 会 是 什么 样 ,而 我 希望 它 
们 只 包含 正 树 的 积 . 

当然 在 无 限 维 情形 下 ,4*( MM) 上 的 每 个 拉 普 拉 斯 算 子 口 (;) 是 一 个 二 阶 微 
分 算 子 , 因 此 一 点 也 不 清楚 它 的 行列 式 应 如 何 定 义 .然而 在 紧 流 形 上 这 样 的 
拥有 离散 的 特征 值 集 ,而 且 在 1949 年 时 有 关 特 征 值 的 渐 近 分 布 已 了 解 得 足够 
多 了 (特征 值 的 渐 近 分 布 是 外 尔 另 一 个 最 喜爱 的 学 科 ) 可 以 对 口 定 义 某 种 正规 
的 行列 式 概念 . 

我 间接 提 及 的 定理 是 我 在 外 尔 关 于 “新 老 特 征 值 问题 ”的 演讲 中 首次 听 到 
的 , 它 属于 Minakshisundaram 和 Pleijel, 它 断言 :5 RAGIO] = Xa- OA 跑 遍 
的 特征 值 ) 不 仅 对 实 部 充分 大 时 有 意义 而 且 到 整个 复 ; -平面 上 有 一 个 亚 纯 
扩张 ,而 它 的 极点 的 位 置 可 以 显 式 地 描述 出 来 ,特别 地 e (OE sS =0 附近 是 
解析 的 ,因此 形式 上 的 计算 


ET 到 
可 以 提供 一 个 正规 化 的 行列 式 det]: det] = e- M45 | ,而 这 就 是 这 些 行 列 
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赖 德 远 斯 特 ” 式 进入 数学 文献 的 经 过 一 一 这 在 Ray Singer20 世纪 在 50 FRAT E 
( ”Reidemeistor， 挠 率 "的 文章 中 特别 明显 ,它们 也 逐渐 地 以 这 种 形式 出 现在 场 论 的 当代 文献 中 . 
Kirt veme 赖 德 迈 斯 特 这 个 名 字 使 我 回想 起 1949 年 的 那些 日 子 , 因 为 赖 德 迈 斯 特 和 
ae E. Specker 那 年 是 我 在 研究 所 的 导师 , 赖 德 迈 斯 特 是 一 个 热情 迷人 而 文雅 的 ， 

REKT 具有 哲学 家 气质 的 数学 家 ,他 不 管 是 谈话 还 是 讲课 都 很 流利 地 使 用 他 自己 的 语 
言 一 一 大 约 40% 的 英语 和 60% 的 德语 一 一 而 他 在 嘉 当 的 “ 稻 壳 理论 ”(Theory of 
Cavapace) 小 型 讨论 班 的 讲课 这 课程 嘉 当 曾 于 1949 年 在 Harvard 讲 过 
一 直 是 我 生活 中 最 使 人 鼓舞 但 也 是 令 我 不 解 的 经 历 . 

赖 德 迈 斯 特 还 给 我 们 这 大 年 轻 的 活宝 中 的 一 些 人 传授 一 种 古老 的 一 一 现 
在 狼人 已 消亡 的 研究 所 传统 .这 些 年 轻 人 组 成 伐木 队 ,星期 三 下 午 2 点 准 
时 启程 ,足迹 遍及 研究 所 的 占 地 , 伐 倒 老 树 或 者 将 倒 下 的 树 分 块 锯 得 容易 处 理 . 
参加 者 有 像 西 格 尔 , Pauli, Alexander, Alexandraff, 赖 德 迈 斯 特等 .所 有 这 些 人 在 我 
看 来 都 是 了 不 起 的 ,德高望重 的 智者 一 一 总 之 ,是 老 资格 的 一 一 但 细 想 一 下 那 
时 他 们 实际 上 50 才刚 出 头 , 比 我 现在 可 年 轻 多 了 , 唉 ! 

尽管 我 快 把 时 间 用 完了 ,我 还 是 忍 不 住 要 讲 有 关 这 些 伐木 活动 的 (许多 件 
中 的 ) 一 件 轶 事 .11 月 份 的 一 个 星期 三 天 正 下 着 雨 夹 雪 , 我 很 自然 地 断定 伐木 
是 不 可 能 的 了 .于 是 我 想 知道 西 格 尔 会 怎么 做 .我 为 这 种 好 奇 所 驱使 ,在 下 午 2 
点 前 几 分 钟 到 了 我 们 碰面 的 地 方 .果然 下 午 2 点 整 西 格 尔 来 了 .然后 我 想 既 然 
只 有 我 们 两 人 来 了 ,他 可 能 会 要 求 停 一 次 .根本 没 那 回 事 .我 们 拿 起 一 个 大 锯 ， 
把 它 搬 到 树林 里 并 开始 干 活 一 一 大 部 分 时 间 里 不 讲 一 句 话 ,全 都 淋 得 湿 透 了 . 
在 短 休 时 , 西 格 尔 突然 转 过 身 来 对 我 说 :“ 你 也 知道 ,我 真 羡 莫 那些 今天 没 来 的 
人 .但 是 一 个 人 怎么 能 定 了 在 星期 三 下 午 2 点 来 伐木 却 仅 仅 因为 天 气 糟糕 而 待 
EZE! 

如 此 讲 原则 的 日 子 到 哪里 去 啦 ! 

Carl Ludwig 在 我 看 来 是 研究 所 里 王子 中 的 王子 ,他 讲课 很 生动 , 听 他 的 课 
你 会 感觉 接触 到 了 数学 的 每 一 个 分 支 ,从 数论 开始 ,你 可 以 碰 到 分 析 、 拓 扑 、 代 
数 几 何 还 有 p 进 数 ,这 一 切 全 在 一 个 小 时 内 ! 尽管 对 纯 数学 的 初学 者 这 些 全 
都 难以 理解 ,但 它们 确实 比 其 他 任何 东西 更 激励 我 希望 去 了 解 这 整 座 美 丽 的 大 
厦 , 特 别 是 了 解 拓 扑 在 这 个 学 科 中 所 起 的 作用 .我 今天 仍然 认为 拓扑 不 是 孤立 
的 而 是 与 分 析 、 几 何 实 际 上 与 整个 数学 相互 作用 的 ,我 想 我 这 种 见解 应 归 因 于 
Carl Ludwig 的 影响 . 

当然 那 时 普林斯顿 的 许多 伟人 们 也 持 有 这 种 见解 .外 尔 、 莫 尔 斯 、 博 赫 纳 和 
莱 夫 谢 茨 无 疑 都 表示 过 那 方面 的 见解 ,实际 上 他 们 对 Eilenberg-Steenrod-MacLane 
学 派 提 出 “新 代数 拓扑 "是 有 些 敌 意 的 .在 这 种 相互 矛盾 的 压力 下 ,我 只 好 这 样 
做 来 求 得 折 中 :一 方面 去 听 Steenrod 的 课 一 一 同时 在 他 身 旁 花 上 尽 可 能 多 的 时 
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间 一 一 另 一 方面 是 学 “ 莫 尔 斯 理论 "一 一 很 大 程度 上 靠 自 学 ,因为 莫 尔 斯 那 时 对 
他 早期 的 理论 几乎 没什么 兴趣 ,但 他 正 同 Transue 专心 于 有 界 变 分 函数 这 类 问 
题 的 工作 . 

让 我 给 你 们 回忆 一 下 :在 莫 尔 斯 理论 中 , 维 数 b, = 一 个 紧 流 形 的 上 同调 群 
的 维 数 dim H(X) SGE RA f 的 极 值 或 M 有 关 . 事实 上 ,一 般 情形 下 这 些 极 
值 都 出 现在 孤立 点 ,我们 让 mi(7) 表 示 恰 有 个 “ 速 降 ” 方 向 的 了 的 极 值 .那么 f 
的 莫 尔 斯 级 数 

Mt(f) = >) mg 
根据 一 组 不 等 式 与 M 的 庞 加 莱 级 数 
P,(M) = >)dim H*(M)t! 
有 关 , 关 于 这 一 点 莫 尔 斯 理论 明白 地 断言 
M(f)- PCM) =(14+ 4) Q(t) 

i O(t)E-TRAAE ARN Sst. 

从 这 些 不 等 式 马上 有 :如 果 对 于 奇数 k, my, FEO, ABA 

dim H*(x) = m,(f) 

即 知道 /的 极 值 二 阶 性 质 就 可 推出 整个 加 法 上 同调 结构 . 

莫 尔 斯 当然 把 这 一 原则 应 用 到 一 个 更 大 的 背景 , 即 应 用 到 函数 空间 ,特别 
是 圈 空 间 0 ,1 ,因此 在 1927 年 他 已 对 N 维 球 5" 算出 了 这 圈 空 间 的 上 同调 ,他 
的 结果 是 
Z,4k=n-1 
0, 其 他 
而 且 由 此 他 推出 一 个 漂亮 的 结果 :在 任何 黎 曼 结构 中 一 定 有 无 限 多 条 测 地 线 连 
接 S" 上 任意 两 点 p Mq. 

从 一 开始 ,我 就 对 厂 (Q5") 的 计算 非常 感 兴趣 ,但 我 确实 不 知道 如 何 弄 清 
它 的 来 龙 去 脉 ,我 想 当 时 在 普林斯顿 ,我 们 中 没有 人 知道 ,尽管 我 期 望 在 巴黎 的 
Serre 那 时 已 经 知道 了 .整个 来 说 当时 真正 的 拓扑 学 家 不 喜欢 莫 尔 斯 理论 就 像 
莫 尔 斯 不 喜欢 他 们 一 样 . 1949 年 时 我 们 正好 是 处 在 暴风 雨 前 的 宁静 之 中 .代数 
拓扑 ,特别 是 同 伦 论 里 的 法 国 革命 还 没有 冲击 到 我 们 .因此 当时 不 知道 有 什么 
严格 限于 拓扑 的 方法 来 得 到 莫 尔 斯 公式 ,从 而 也 没有 这 样 的 方法 来 使 用 我 作为 
一 种 计算 手段 介绍 给 你 们 的 x 的 归纳 定义 ,因此 在 1949 年 关于 球 的 高 阶 同 伦 
群 .人 们 确实 有 把 握 的 只 是 :它们 是 可 数 的 . 

然而 ,回顾 一 下 , 正 像 我 们 今天 所 知道 的 那样 ,除了 两 个 方面 外 ,实际 上 在 
当时 舞台 已 为 这 整个 学 科 搭 好 了 .我 们 从 Eilenberg 和 Mac Lane 那里 知道 看 问 
题 的 正确 方法 是 应 用 函数 的 方法 .我 们 的 先辈 所 谓 的 拓扑 不 变量 总 是 与 空间 范 
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畴 中 的 函数 以 及 这 些 空间 到 代数 范畴 (比如 群 的 范畴 ) 的 映射 有 关 . 这 也 就 是 
说 ,在 任何 拓扑 不 变量 后 面 都 潜藏 着 一 种 方法 ,这 种 方法 不 仅 赋予 每 个 空间 X 
一 个 群 R(X) ,而 且 每 个 映射 h: X> YA) OFX) SB F(Y)( 在 共 变 情形 ) 的 
同 态 F(h), 比 如 同 伦 , 在 反 变 情形 正 相 反 , 比 如 上 同调 .我 也 知道 对 于 几何 中 
的 许多 经 典 问题 一 一 比如 流 形 上 没有 零点 的 向 量 场 的 存在 性 一 一 两 个 空间 的 
挠 积 概念 是 不 可 缺少 的 ,而 且 挠 曲 的 量度 牵涉 同 伦 论 . 

这 个 领域 的 想法 ,就 其 极 强 的 几何 意义 背景 而 言 , 很 大 程度 上 分 别 来 自 
H. Hopf 和 H. Whitriey. 我 建议 每 个 学 拓扑 的 年 轻 人 有 时 应 该 看 看 20 世纪 40 年 
代 早 期 的 密 西 根 拓扑 讨论 会 报告 (Michigan Colloquium in Topology) .那里 面 的 论 
文 看 来 都 是 里 程 碑 .特别 是 惠 特 尼 的 文章 .在 这 些 文章 里 ,我们 现在 所 称 的 纤维 
从 理论 已 给 出 其 概述 . 

我 们 还 从 Eilenberg Mac Lane 以 及 独立 地 从 Hopf 那里 知道 :如 果 空 间 了 只 
有 一 个 非 平凡 的 同 伦 群 ,比如 说 r(Y) = x( 且 所 有 r(Y) =0,r 关 上 ) ,那么 不 计 
与 所 考虑 的 空间 范畴 有 关 的 某 种 形式 的 同 伦 等 价 ,空间 了 由 所 决定 .因此 对 
每 个 可 换 群 x 和 整数 n 都 存在 一 个 确定 的 空间 , Filenberg-MacLane 空间 K(X， 
n) 这 个 空间 由 下 列 的 方程 来 刻画 其 特征 

xi{K(x,n)|=x, 所 有 其 他 的 m, =0 
在 另 一 方面 ,人 们 也 知道 :一 般 说 空间 的 同 伦 型 不 能 由 它 的 同 伦 群 单独 决定 , 即 
不 是 每 个 空间 都 是 对 应 于 其 每 个 同 伦 群 的 Eilenlerg-MacLane 空间 的 乘积 .空间 
的 同 伦 型 是 这 些 Filenberg-MacLane 空间 的 某 种 挠 积 
X = K(xi,1) x pK( 12,2) x r 

且 每 一 级 (Stage) 的 挠 曲 是 H (R); xy ) 的 一 个 元 素来 测度 的 . 

但 所 有 这 些 深刻 而 富有 创造 性 的 见解 离 实 际 应 用 相去 很 远 , 因 为 我 们 确实 
没有 什么 好 方法 来 计算 找 积 Xx rY 的 上 同调 ,也 没有 一 个 确实 好 的 搁 积 的 定 

从 一 方面 来 说 ,后 来 这 两 个 鸿沟 被 Leray 谱 序 列 和 Serre 对 Leray 的 结果 的 
见解 填 平 ,在 这 儿 Leray 谱 序 列 对 挠 积 的 上 同调 与 笛 卡 儿 积 的 上 同调 的 差异 程 
度 给 出 了 确定 的 界线 ,而 Serre 的 见解 是 来 自 于 微分 几何 上 的 考虑 ,可 以 用 到 非 
常 一 般 形 式 的 挠 积 一 一 Sere 的 纤维 空间 .特别 地 在 其 领域 里 他 很 清楚 地 看 到 
圈 空 间 OX FX AE AGTH ZE— HE (Twisted Together) 来 产生 一 个 可 缩 成 一 点 的 空间 

kA = X x OX 

另外 作为 诸如 球 这 种 简单 情形 的 一 个 结果 ,用 于 这 个 方程 的 Leray 法 则 足以 利 
H XAH X 的 上 同调 .因此 Serre 重新 证 明了 莫 尔 斯 公式 ,但 是 是 用 一 种 他 
可 以 反复 使 用 的 方法 ,从 而 他 带 来 一 个 时 代 ,在 这 个 时 代 里 人 们 可 以 希望 只 需 
用 (QIX). 这 样 的 上 同调 手段 就 可 计算 出 xs (和 ). 尽 管 在 任何 个 别 的 情形 这 
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仍然 是 难以 办 到 的 ,但 这 种 观点 从 根本 上 改变 了 问题 . 

今天 我 们 知道 ,例如 x () 在 技术 意义 上 是 可 计算 的 (E. Brown 的 一 个 定 
理 ). 如 果 针 是 一 个 有 限 单纯 复 形 ,利用 这 种 方法 塞 尔 当 然 立 刻 导 出 了 球 S 的 
高 阶 同 伦 群 D0 的 有 限 性 . 

然而 我 想 如 果 让 我 们 这 些 听 斯 廷 罗 德 讲课 的 学 生 去 注视 水 晶 球 来 占卜 看 
看 会 发 生 什么 事 , 那 么 最 使 我 们 感到 惊奇 的 是 拓扑 里 即将 出 现 的 真正 几何 方面 
的 惊人 发 展 .当然 在 普林斯顿 有 一 个 很 活路 的 低 维 “ 纯 正 ” 拓 扑 学 派 : Papakiri- 
akopolous, 莫 尔 斯 ,Fox, 但 谁 会 想 5 年 后 托 姆 的 配 边 ,10 年 后 米尔 诺 的 怪 球 及 斯 
梅 尔 的 漫 人 和 环 柄 体 理 论 ,也 不 会 想到 Hauptvermu( 主 猜测 ) 在 高 维 情形 的 框 
架 ,就 更 不 用 说 Kirby 和 Friedman 近来 的 结果 了 .从 根本 上 来 说 ,尽管 同 伦 论 的 
基本 问题 已 取得 了 进展 ,但 是 对 能 否 证 明 纯 正 拓扑 的 分 类 问题 仍 是 悲观 的 .这 
种 悲观 思想 是 如 此 之 普遍 , 竟 让 J'H.C: 怀 特 海 这 样 出 色 的 几何 学 家 不 去 干 他 
最 擅长 的 事 , 而 是 把 时 间 浪 费 在 这 个 学 科 中 各 种 代数 较 强 的 方面 . 

怀特 海 ,“ 耶 稣 使 怀特 海 糊涂 ”我 们 通常 亲切 地 这 样 说 他 .他 身上 有 着 一 种 
多 么 奇妙 的 魅力 ! 当 他 到 普林斯顿 作 短 暂 访问 一 一 是 1949 年 还 是 1950 年 ,我 
不 清楚 一 一 整个 普林斯顿 的 脉搏 立刻 快 了 一 倍 .我 清楚 地 记得 在 斯 廷 罗 德 家 的 
一 次 聚会 ,当时 Henry 向 我 们 大 家 叙述 他 如 何 为 Norman 1945 年 那 篇 见解 独到 
的 文章 而 激动 ,在 这 篇 文章 里 斯 廷 罗 德 引入 了 他 的 v 积 一 一 后 来 称 为 斯 廷 罗 
德 平方 一 一 而 且 立 刻 应 用 到 一 个 障碍 性 问题 的 构造 上 .斯 廷 罗 德 说 他 只 是 随便 
考虑 上 闭 链 公式 时 才 偶 然 地 发 现 它 的 ,而 怀特 海 需要 细节 .怀特 海 在 夸奖 别人 
时 是 非常 惊 慨 大 方 的 ,但 反驳 别人 时 也 是 十 分 坦率 的 .他 是 汉 : 诺 依 曼 的 老 朋 
友 , 但 对 冯 : 诺 依 曼 卷 人 政府 事务 持 翡 观看 法 .“ 一 个 人 怎么 能 为 了 乏味 的 权力 
阶层 而 抛弃 了 精神 世界 呢 !1" 他 有 一 次 这 样 劝 导 我 . 

斯 廷 罗 德 平方 在 那 时 当然 还 处 在 发 展 阶 段 一 一 而 我 的 每 一 篇 拓扑 论文 就 
是 研究 这 些 平方 以 及 它们 与 对 称 积 和 Smith 理论 的 关系 . 正 像 对 示 性 类 理论 一 
样 ,我 们 大 家 在 研究 斯 廷 罗 德 平方 时 都 小 心 谨慎 且 充 满 敬 意 的 .毕竟 ,在 惠 特 尼 
关于 示 性 类 的 会 议 录 通告 中 ,他 说 我 们 所 谓 的 惠 特 尼 对 偶 定理 是 他 所 证 明 的 最 
难 的 定理 . 

因此 我 不 禁 想 到 事情 会 是 多 奇妙 ,要 是 与 Henry 在 Norman 家 厨房 里 闲聊 
时 我 能 给 他 们 讲 讲 此 领域 后 来 出 现 的 一 些 事情 让 他 们 高 兴 高 兴 , 诸 如 ， 将 此 定 
理 ( 惠 特 尼 对 偶 定 理 ) 作 为 此 理论 的 起 始 公理 要 有 利得 多 ”或 “一 个 叫 希 策 布 鲁 
赫 的 年 轻 家 伙 在 6 年 后 竟 厚 颜 无 耻 地 置 它们 (斯 廷 罗 德 平方 ) 于 不 顾 ”. 


中 ”原文 为 同调 群 . 一 一 译 者 注 
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当然 我 必须 承认 如 果 那 天 晚上 我 用 经 六 七 年 考虑 才 偶然 发 现 的 一 个 应 用 
莫 尔 斯 理论 的 结果 来 让 Henry 大 吃 一 惊 的 话 , 那 会 更 有 趣 . 然 而 那 只 是 可 能 的 
玩笑 而 已 ,并 非 真 正 有 那么 一 回 事 . 不 过 简短 地 回忆 一 下 这 个 ( 莫 尔 斯 理论 的 ) 
应 用 以 及 我 是 如 何 偶然 想到 的 ,这 样 来 结束 这 次 讲座 也 许 是 适宜 的 . 

当 我 于 1955 ~ 1956 年 回 到 普林斯顿 高 级 研究 所 时 情况 发 生 了 很 大 的 变 
化 一 一 塞 尔 、 小 平 邦 彦 .Spencer\ 阿 蒂 亚 , 波 莱 尔 、 米 尔 诺 、 西 格 尔 和 和 希 策 布 鲁 赫 
都 成 了 我 的 老师 和 朋友 ,而 同 伦 论 在 我 的 心目 中 已 不 是 在 顶峰 位 置 .我 已 经 注 
意 到 莫 尔 斯 理论 在 李 群 的 拓扑 学 中 有 很 漂亮 的 应 用 ,而 且 人 们 可 用 一 种 很 简单 
的 方式 ,根据 G 的 基本 数据 写 出 圈 空 间 Q6 的 同调 .但 是 正如 我 说 过 的 ,1956 年 
我 正在 跟 塞 尔 和 Compan 学 黎 曼 定理 这 一 类 东西 .同时 在 同 伦 论 研究 者 与 像 波 
莱 尔 和 和希 策 布 鲁 赫 这 样 的 示 性 类 奇才 之 间 产 生 了 争论 .1949 年 时 人 们 已 知道 
典型 群 :U(n),0(n), Sp(n) 的 第 个 同 伦 群 在 n 充分 大 时 不 依赖 于 ,这 些 稳 
ERE x,(U),xi(0),x( sp) 开始 成 为 争论 的 内 容 . 

同 伦 论 的 研究 者 们 预言 mol U) = 2Z3 , 波 莱 尔 和 和 希 策 布 鲁 赫 说 不 是 ,说 这 是 
不 可 能 的 .一 定 有 mol U) =0. 磁 巧 的 是 ,Samelson 和 我 发 展 起 来 的 莫 尔 斯 理论 
观点 使 我 能 做 一 个 很 独立 的 计算 一 一 实际 上 是 在 例外 群 G6, 里 一 一 来 得 到 了 
rio( U0). 计 算 花 了 一 个 星期 ,在 这 一 星期 里 我 同 我 亲爱 的 朋友 Arnold Shapiro 一 
起 .为 了 计算 C 的 圈 空 间 的 斯 廷 罗 德 平方 数 及 其 之 类 的 东西 ,我 们 把 研究 所 
里 所 有 的 黑板 全 占用 了 .最 后 终于 算 完了 ,结果 是 我 们 站 在 波 莱 尔 和 和 希 策 布 鲁 
赫 一 边 ,而且 我 还 记得 我 们 以 5 美元 赌 他 们 是 对 的 ,并 及 时 地 从 John Moore 那 
里 收 到 了 钱 . 

一 经 排除 了 mol UEF 2Z 的 可 能 ,人 们 已 知道 同 伦 r, (UIF k WAR 
时 其 形式 为 Z, 对 于 为 小 于 10 的 偶数 时 为 0. 

对 于 像 我 这 样 一 个 老 工 程 师 来 说 这 就 足够 了 ! 我 断定 ,从 头 到 尾 的 模式 一 
定 是 这 样 的 .但 是 当时 标准 的 计算 方法 看 来 是 没有 希望 的 . 在 另 一 方面 如 果 人 
们 能 证 明 Q-QU = 局 ,那么 由 归纳 法 所 有 的 大 立刻 可 得 到 以 上 的 结果 .就 此 而 
论 ,从 我 以 前 的 工作 再 加 上 Samelson 利用 莫 尔 斯 理论 结果 要 推出 这 个 定理 并 不 
困难 ,实际 上 我 只 是 在 1956 年 秋 回 到 Ann Arbor 时 才 领 悟 到 这 个 定理 , 当时 我 
们 正在 搬家 ,我 发 觉 同样 的 方法 似乎 可 以 给 出 下 列 方程 

QW0=SP H QA” SP=0 
从 而 典型 群 的 所 有 稳定 同 伦 群 实际 上 都 是 周期 的 ,特别 地 
rer2( U)= ri( U) 
m,44(0) = x SP) 
,44( SP) = 1,(0) 
但 是 现在 我 的 时 间 已 真正 用 完了 ! Graham Greene 常 把 它 的 作品 分 成 “小 
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W ATA EB” TREES ABA BES ZK. WR RS SE A FA € 
足够 多 的 人 干 同 样 的 事 ,那么 我 们 确实 可 以 共同 重建 美国 数学 独特 而 又 罗曼 藻 | 
克 的 时 代 , 非 常 感谢 你 们 . 
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基本 和 群 和 同调 群 的 直观 描述 - 


Ree 


W 


Ay 

FEY 二 el 立 解析 几何 在 数学 发 展 史 上 是 一个 伟大 的 贡 
献 . 这 个 贡献 不 在 于 数学 上 发 现 了 某 个 重要 结果 ,而 在 于 它 是 
方法 论 上 的 一 个 伟大 创造 ,把 数学 上 的 两 个 大 的 方面 即 数 与 形 
结合 起 来 ,开创 了 通过 坐标 系 将 几何 中 的 图 形 用 代数 中 的 方程 
表示 出 来 ,从 而 用 代数 工具 研究 几何 问题 的 方法 .这 种 方法 现 
在 不 仅 广泛 应 用 于 数学 的 各 个 分 支 以 及 物理 学 ,技术 科学 中 的 
各 个 邻 域 ,而 且 数 形 结合 的 思想 对 数学 乃至 整个 科学 的 发 展 具 
有 极其 深远 的 影响 . 随 着 数学 的 发 展 , 数 和 形 两 个 方面 都 有 了 
很 大 发 展 , 数 形 结合 的 思想 也 就 在 更 高 的 层次 上 开 出 绚丽 的 鲜 
花 , 结 出 丰硕 的 果实 ,代数 拓扑 就 是 其 中 之 一 . 

拓扑 学 研究 拓扑 空间 在 同 胚 映射 下 不 变 的 性 质 , 即 拓扑 性 
质 .所 谓 一 个 空间 就 是 在 一 个 集合 中 给 定 某 种 结构 ,拓扑 空间 
是 具有 这 样 的 结构 的 集合 ,使 得 能 在 其 中 定义 映射 的 连续 性 ， 
也 就 是 要 指明 集合 中 什么 样 的 子 集 是 “ 开 集 ” .把 欧 氏 平面 上 开 
集 所 具有 的 性 质 抽 象 出 来 , 据 此 规定 一 般 集 合 上 的 开 集 ,这 个 
结构 就 是 集合 上 的 拓扑 结构 ,也 可 以 说 拓扑 结构 就 是 开 集 结 
构 一 一 指明 一 个 集合 中 的 全 部 开 集 .具有 拓扑 结构 的 集合 就 是 
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一 个 拓扑 空间 .通常 的 欧 氏 空间 就 是 一 个 拓扑 空间 .对 于 抽象 的 拓扑 空间 的 讨 
论 属于 点 集 拓扑 学 (或 一 般 拓 扑 学 ) 的 内 容 , 点 集 拓扑 中 使 用 的 是 集合 论 的 方 
法 .我 们 只 在 欧 氏 空间 中 来 研究 图 形 的 拓扑 性 质 . 圆 盘 、 圆 周 都 是 欧 氏 平面 上 的 
图 形 , 球 和 环 面 , 圆 柱 面 和 麦 比 乌 斯 带 都 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 图 形 , 而 射影 平 
面 、 克 莱 因 瓶 都 是 四 维 欧 氏 空间 中 的 图 形 . 

代数 拓扑 是 把 拓扑 空间 中 的 图 形 与 代数 中 的 群 和 群 的 系列 联系 起 来 ,也 就 
是 通过 群 和 群 的 系列 来 描述 它 所 联系 的 图 形 的 几何 结构 ,特别 是 图 形 中 “ 洞 ” 
的 排列 情况 .另外 , 若 图 形 X RABE G(X), UB Y RARE CCO), WA XEY K 
连续 映射 /:X 一 了 也 联系 于 群 G(X) 到 G(Y) 的 同 态 /* : G(X) > GC(Y), 从 而 
可 以 通过 代数 的 研究 解决 拓扑 的 问题 . 

我 们 要 求 联系 于 一 个 空间 的 群 一 定 是 该 空间 的 一 个 拓扑 不 变量 , 换 句 话 
说 , 同 胚 的 空间 有 同 构 的 群 .这 样 这 个 群 就 给 出 比较 空间 不 同 胚 的 一 个 方法 :者 
两 个 空间 联系 的 群 不 同 构 , 则 它们 一 定 不 同 胚 .但 是 反 过 来 不 对 , 即 若 两 个 空间 
联系 的 群 互相 同 构 ,一 般 地 不 能 保证 这 两 个 空间 互相 同 胚 .( 这 一 点 与 解析 几何 
中 曲线 与 方程 的 联系 不 同 ) 

把 群 联系 于 空间 的 方法 不 止 一 种 ,我 们 这 里 介绍 两 种 : 同 伦 和 同调 ,建立 空 
间 的 基本 群 和 同调 群 .无 论 哪 种 情况 ,目的 都 是 相同 的 , 即 让 代数 的 群 结构 反映 
空间 的 拓扑 的 和 几何 的 结构 .一 旦 这 个 群 定义 了 并 建立 起 它 的 性 质 ,许多 漂亮 
的 几何 定理 便 可 用 代数 的 论述 加 以 证 明 . 代数 拓扑 的 威力 就 在 于 它 是 用 代数 方 
法 解决 拓扑 的 和 几何 的 问题 . 

现在 先 简单 地 说 一 说 同 伦 和 同调 的 基本 思想 . 

考虑 曲线 积 


| pax + gdy 
此 处 p = p(x,y),g = g(x,y) 是 两 个 变量 的 连续 函 
数 ,它们 的 偏 导数 连续 且 满 足 32 = 3 若 分 别 沿 着 如 图 
15.1 所 示 的 平 环 上 的 三 条 曲线 ci, ca, cs 积分 , 则 有 


| pdx + qdy = 0 
E 


及 | pdx + gdy af pdx + qdy 

这 说 明 对 于 上 述 积分 而 言 ,c1“ 等 价 ”于 常 值 道 路 ,c, 与 c3“ 等 价 ”. 如 何 描述 两 
个 闭 道路 是 “等 价 ” 的? 至少 有 下 述 两 种 方法 . 第 一 种 方法 :我 们 可 以 认为 c 和 
cs 是 等 价 的 ,因为 这 两 条 道路 中 每 一 条 可 在 平 环 内 连续 地 变 成 另 一 条 , 这 就 是 
同 伦理 论 的 基本 思想 ,并 且说 co 与 cs 同 伦 . cl 同 伦 于 常 值 道路 (或 平凡 道路 )， 
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因为 它 可 以 在 平 环 内 连续 地 收缩 到 一 点 . cx 与 cl 不 是 同 伦 的 道路 ,因为 ca 不 能 
越过 它 所 包围 的 “ 洞 ” 连续 变 成 c1. 同 理 c3 与 c1 也 不 同 伦 . 也 可 用 另 一 种 方法 说 
cz 与 c3 是 等 价 的 ， 因为 cx 和 - c3 在 平 环 中 共同 形成 它们 所 包围 的 区 域 的 边界 ， 
这 是 同调 理论 的 基本 思想 ,并 且说 c 和 cs 是 同调 的 道路 ,说 c1 同调 于 零 ,因为 
它 是 平 环 中 它 所 围 成 的 区 域 的 完全 边界 . ci 既 不 同调 于 cs, 也 不 同调 于 c3. 

同 伦 和 同调 的 思想 ,是 代数 拓扑 的 创始 人 法 国 数学 家 庞 加 莱 在 1895 年 的 
一 篇 论文 中 引进 的 . 庞 加 莱 和 德国 数学 家 希 尔 伯 特 齐名 , 同 是 他 们 那个 时 代 的 
领先 的 数学 家 . 庞 加 莱 的 几何 思想 简直 是 惊人 的 . 他 在 微分 方程 (他 的 原来 专 
K) 复 变 函 数 .代数 .代数 几何 、 天 体力 学 数学 物理 、 天 文学 和 拓扑 学 方面 都 作 
出 了 重要 贡献 .他 在 数学 方面 写 出 三 十 本 书 和 五 百 多 篇 论文 , 庞 加 莱 的 数学 著 
作 的 数量 仅 次 于 欧 拉 .此 外 ,他 在 科学 普及 和 数学 哲学 方面 也 是 第 一 流 的 作家 . 

本 章 将 尽 可 能 直观 地 描述 建立 在 同 伦 基础 上 的 基本 群 以 及 建立 在 同调 基 
础 上 的 同调 群 . 


2 道路 的 同 伦 类 

本 节 介 绍 空间 的 道路 .道路 的 同 伦 .道路 的 乘积 、 道 路 的 同 伦 类 等 概念 ,为 
建立 基本 群 做 准备 . 

如 图 15.2 所 示 , 空 间 ( 这 里 指 图 形 )X 中 的 一 条 以 xo 为 起 点 ,xi 为 终点 的 道 
路 ,是 指 一 个 连续 映射 :[0,1] X, WE xo = h(0) ,xi = h(1). 为 了 直观 起 
见 ,在 不 引起 混淆 时 ,我们 就 把 这 个 连续 映射 h 的 象 集 h([0,1]) 一 一 即 单位 线 
段 [0,1] 在 下 的 连续 象 叫 做 道路 (严格 讲 ,h 和 它 的 象 集 h[0,1] 是 不 等 同 
的 ,因为 存在 不 同 的 ,但 它 的 象 集 相同 .请 读者 自己 举 出 这 样 的 例子 ). 


图 15.2 
我 们 让 一 条 道路 在 图 X 中 作 保持 端 点 xo 和 xi 不 动 的 连续 形变 , 在 图 
15.3(a) 上 道路 hh 形变 为 男 一 条 道路 hs 的 过 渡 位 置 用 细 线 描 出 .并 不 是 每 一 个 
图 形 上 有 相同 端点 xo 及 x1 的 任意 两 条 道路 ,都 可 以 由 一 条 连续 地 变形 为 男 一 
条 .例如 在 图 15.3(b) 表示 的 平 环 上 ,道路 hi 和 h, 之 间 能 连续 地 互相 形变 ,而 
无 论 hy 还 是 h 都 不 能 连续 地 形变 为 道路 hs, 尽 管 它们 有 相同 的 端点 x0 及 x, 
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原因 是 因为 hy h 之 间 横 着 一 个 不 可 跨越 的 “ 洞 ” 


Xl 


(a) (b) 


图 15.3 

WR X PERRE h 和 hh,, 它 们 有 共同 的 端点 ,并 能 经 过 连续 形变 由 hi 
变 成 ,我 们 就 称道 路 hi 同 伦 于 道路 ho, WWX hi ~ 有 .显然 同 伦 是 互相 的 , 即 
Æ hy ~ ho, WW hy ~ hy. 

在 圆 盘 内 ,任意 两 条 有 公共 端点 的 道路 都 是 互相 同 伦 的 . 

当 第 二 条 道路 h 的 起 点 恰好 是 第 一 条 道路 h 的 终点 时 , 先 沿 第 一 条 道路 
hy 再 沿 第 二 条 道路 如 ,这样 得 到 的 道路 称 做 道路 hi 与 ho WIR ICN hih, € 
以 第 一 条 道路 的 起 点 为 起 点 ,第 二 条 道路 的 终点 为 终点 (图 15.4). 

由 道路 乘积 的 这 个 定义 看 出 ,所 谓 两 条 道路 相 乘 就 是 把 两 条 道路 接 起 来 . 
因此 并 不 是 任意 两 条 道路 都 能 相 乘 ,要 能 相 乘 必须 第 一 条 道路 的 终点 恰 为 第 二 
条 道路 的 起 点 ,因为 只 有 这 时 ,两 条 道路 才能 接 起 来 . 

F h ~ kih ~ hi E h 的 终点 恰 为 hs WEA, MW hih。~ 
h'ih'2( 图 15.5). 


x2 


hi 
图 15.4 图 15.5 


在 有 相同 端点 的 所 有 道路 的 集合 中 , 同 伦 关系 是 一 个 等 价 关系 ( 即 满足 自 
反 性 、 对 称 性 和 传递 性 ) .我 们 把 所 有 互相 同 伦 的 道路 归 成 一 类 ,不 同 伦 的 道路 
归 在 不 同 的 类 ,每 一 类 叫做 道路 的 一 个 同 伦 类 或 简称 一 个 道路 类 ,道路 h 所 在 
的 道路 类 记 为 [hj]. 一 个 道路 类 中 的 每 一 条 道路 都 称 为 这 个 道路 类 的 一 个 
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代表 . 

对 于 道路 类 也 可 以 定义 乘法 .道路 类 [i] 与 [hj] 的 乘积 , 记 为 [hi] Ch], 
它 是 第 一 个 类 中 的 代表 h 与 第 二 个 类 中 的 代表 h 的 乘积 道路 hih 所 在 同 伦 
类 , 即 

[hi] + [h2] = [hiha] 

当然 必须 hi 的 终点 恰 为 恩 的 起 点 才 行 .如 果 我 们 在 这 两 类 中 分 别 另 取代 表 h'i 
和 hr',, 由 前 面 的 结果 ,所 得 乘积 h'1h', FE hih 同 伦 的 ,也 就 是 它们 属于 同一 
个 道路 类 , 即 [hr1h'2] = [hihs]. 所 以 两 个 类 的 乘积 的 定义 为 两 个 类 所 确定 ,与 
所 选 的 代表 无 关 . 

现在 来 看 道路 的 几 种 特殊 情形 .一 条 道路 退化 成 一 点 xo, 我 们 称 之 为 常 什 
道路 (常用 cv 表示 ). 与 道路 方向 相反 的 道路 , 称 为 h 的 逆 道 路 , 记 为 h" "(图 
15.6) .起 点 和 终点 重合 (都 是 xo) 的 道路 , 称 为 以 xo 为 基点 的 闭 道路 (也 简称 闭 
路 或 圈 ) ,如 图 15.6 中 的 a. 闭路 给 我 们 提供 了 一 个 方便 , 即 具 有 相同 基点 的 任 
意 两 条 闭路 都 可 以 相 乘 . 

在 空间 X 中 , 取 定 一 点 xo, 在 以 xo 为 基点 的 全 体 闭 道 路 的 集合 中 ,按照 同 
伦 关系 将 它们 分 成 互 不 相交 的 同 伦 类 ,把 全 体 同 伦 类 的 集合 记 为 rX, x0). 

如 果 针 是 一 圆 盘 , 如 图 15.7(a) 所 示 ,任意 取 定 一 点 x0, 那 么 X 中 任意 一 条 
以 0 为 基点 的 闭 道路 a ,都 能 连续 形变 到 退化 成 一 点 xo 的 道路 cv .因此 圆 盘 上 
每 一 条 以 xo 为 基点 的 闭 道路 都 与 常 值 道路 ca 属于 同一 个 同 伦 类 , 即 以 xo 为 基 
点 的 闭 道路 的 同 伦 类 只 有 一 个 [cs ]. 这 就 是 说 当 羡 是 圆 盘 时 ,集合 1 (X, x0) 
只 包含 唯一 的 一 个 元 素 [c ]. 如 界 是 一 平 环 ,如 图 15.7(b) 所 示 , 任 意 取 定 一 
点 x0, 考 察 以 xo 为 基点 的 闭 道路 a FB. AL a 不 包围 平 环 的 洞 ,所 以 能 收缩 为 
一 点 xo, Bl a 与 常 值 道路 c。 属于 一 个 同 伦 类 Lc ]. 而 8 却 因为 它 包围 平 环 的 
洞 ,不 能 收缩 成 一 点 xo, 因 此 BSc, 不 属于 同一 类 .这 就 是 说 当 匀 是 平 环 时 , 集 
A mX, xo) 中 除了 包含 [cs ] 以 外 还 包含 别 的 元 素 . 
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空间 蕊 中 取 定 一 点 xo, 以 xo 为 基点 的 闭 道路 的 全 体 同 伦 类 的 集合 记 为 
Xi( 也 ,x0). 在 上 一 节 , 我 们 已 经 对 道路 的 同 伦 类 定义 了 乘法 , 也 就 是 在 集合 
ri(X,xo) 中 定义 了 一 个 乘法 运算 .我 们 说 对 于 这 个 乘法 运算 ,集合 ri(X,xo) 
形成 一 个 群 .按照 集合 形成 群 的 要 求 , 必须 乘法 满足 结合 律 ,有 单位 元 ,每 一 个 
元 有 逆 元 .对 此 我 们 简单 地 加 以 说 明 . 

首先 考察 以 xo 为 基点 的 常 值 闭 道路 cv 所 在 的 同 伦 类 
[cj]. 对 于 x1(X,xo) 中 的 任 一 元 素 [a], 此 处 a 是 X 中 任意 
一 条 以 xo 为 基点 的 闭 道 路 ,由 定义 [cj la] = [es a]. 
cua 表示 将 闭路 a 的 起 点 接 在 退化 成 一 点 xo 的 常 值 道路 cx xo 
的 终点 xo 上 (图 15.8) ,可 以 认为 它 就 是 BIL c, a] = [a]. 
于 是 [oj Ca] = [aj. 同 理 [a]j [cw] = [aj. 所 以 [cs | 
乘法 . 是 单位 元 . 

其 次 ,对 于 ri(X,xo) 任 一 元 素 [a], 此 处 a 是 X 中 以 xo 为 基点 的 任意 一 条 
闭 道路 ,考察 a 与 a 的 道道 路 a-!( 即 与 a 方向 相反 的 闭 道路 ) ee !. 我 们 
注意 到 闭 道路 ae 可 以 连续 地 收缩 成 一 点 xo( 图 15.9), 于 是 aa ~ cn BI 
[aj :La '] =[csj]. 同 理 [a-'] [a] = le]. RMEL] Ala], ERE 
[a] 的 逆 元 . nih X, xo) 每 一 个 元 素 [e ] 都 有 逆 元 [ec]-!. 
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图 15.9 
最 后 ,对 于 和 中 以 xo 为 基点 的 任意 三 条 闭 道路 , ,8,y ,乘积 道路 (oa8)7 与 
a(BY) 可 以 认为 是 相同 的 闭 道路 , 因此 有 ([a] : [8]): [y] = [el]: 
(Cel [yj), 即 乘法 满足 结合 和 
所 以 ,集合 1 (X, xq) 对 于 道路 类 的 乘法 形成 一 个 群 .这 个 群 就 称 为 空间 x 
的 以 xo 为 基点 的 基本 群 , 仍 用 x1(X,xo) 表示 .基本 群 也 称 第 一 同 伦 群 或 庞 加 
莱 群 . 


图 15.8 
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在 我 们 定义 基本 群 时 ,是 对 于 某 个 任意 选取 的 基点 xo 来 进行 的 . 自然 会 
问 :选取 不 同 的 基点 ,对 基本 群 有 没有 影响 ?可 以 证 明 若 空 间 X 是 道路 连通 的 
( 指 空间 中 任何 两 点 都 有 道路 相连 ) , 则 分 别 以 任意 两 个 不 同 的 点 xo 和 xi 为 基 
点 的 基本 群 是 同 构 的 , 即 x1(X,xo) = ri(X,x1). 因 此 对 于 道路 连通 的 图 形 可 
以 简单 地 说 图 形 蕊 的 基本 群 , 记 为 x1(X) ,而 不 必 特 别 指明 基点 .如 果 图 形 分 成 
互 不 连通 的 几 块 , 则 基点 取 在 不 同 块 上 所 作 的 基本 群 可 以 不 同 构 ,不 过 我 们 在 
这 里 讨论 的 图 形 都 是 道路 连通 的 . 

进一步 我 们 指出 : 若 空间 XY 和 了 Y 同 胚 , 则 它们 的 基本 群 x1(X) 与 x1(Y) 同 
构 , 即 作为 代数 结构 的 基本 群 是 空间 X 的 拓扑 不 变量 . 这 样 ,如 果 两 个 空间 的 
基本 群 不 同 构 , 则 它们 一 定 是 不 同 胚 的 .发现 并 研究 基本 群 这 个 不 变量 的 功绩 
归于 庞 加 莱 . 

现在 我 们 根据 定义 ,通过 直观 的 分 析 , 找 出 一 些 常见 图 形 的 基本 群 . 

圆 盘 的 基本 群 .由 上 一 节 讨 论 得 到 , 圆 盘 六 中 以 任 一 点 xo 为 基点 的 闭 道路 
的 同 伦 类 只 有 一 个 , 即 [cs ] 也 就 是 r (X, x0) 中 只 包含 一 个 元 素 , 即 单位 元 ,我 
们 称 这 样 的 群 为 平凡 群 ,于 是 圆 盘 的 基本 群 为 平凡 群 , 记 为 x1(X,xo) = 101. 

球面 的 基本 群 . 因为 球面 的 表面 上 没有 “ 洞 ”, 因 此 球面 上 以 任 一 点 xo 为 基 
点 的 闭 道 路 都 可 以 在 球面 上 连续 收缩 到 点 xo( 图 15.10). 因 此 任 一 条 闭 道路 都 
同 伦 与 常 值 闭 道路 cv ,所 以 球面 的 基本 群 也 是 平 几 群 . 

如 果 一 个 图 形 是 道路 连通 的 , 且 基 本 群 为 平凡 群 , 则 称 这 个 图 形 是 单 连通 
的 . 换 名 话说 ,如 果 一 个 连 成 一 片 的 图 形 内 任意 一 条 闭 道 路 都 可 以 收缩 成 一 点 ， 
就 称 这 个 图 形 是 单 连通 的 . 圆 盘 和 球面 是 单 连通 的 . 此外, 直线、 平面 线段 、 正 
方形 片 也 是 单 连通 的 , (实心) 球体 (实心 ) 凸 多 面体 以 及 凸 多 面体 的 表面 也 都 
是 单 连通 的 . 

圆周 S 的 基本 群 . 任 取 一 点 xo A xo 为 基点 的 任 一 条 闭 道路 ,车 在 某 一 段 
弧 上 先 以 一 个 方向 通过 一 次 ,然后 紧 接着 折 回 来 以 相反 的 方向 再 通过 一 次 (图 
15.11), 则 可 以 通过 连续 形变 将 这 个 “ 皱 折 ”从 道路 中 去 掉 ( 形 变 的 过 程 可 参看 
图 15.9) ,不 妨 把 这 个 小 手术 叫做 “ 导 平 ”, 经 过 愤 平 的 闭 道路 和 原来 的 闭 道路 是 
同 伦 的 .因此 只 需 讨 论 慷 平 以 后 的 闭 道路 有 和 多少 同 伦 类 . 环绕 圆周 圈 数 不 同 的 
闭 道路 是 不 同 伦 的 ,因为 中 间隔 着 洞 拉 不 过 来 ;方向 不 同 的 闭 道路 也 是 不 同 伦 
的 .只 有 绕 圈 的 方向 相同 且 圈 数 也 相同 的 两 条 闭 道路 才 同 伦 .我 们 指定 依 道 时 
针 方向 绕 的 圈 数 记 为 正 数 , 依 顺 时 针 方向 绕 的 圈 数 记 为 负数 .于 是 导 平 以 后 的 
闭 道 路 , 按 方 向 和 圈 数 相同 归 在 一 类 , 共 可 分 可 数 无 限 多 类 .每 一 类 对 应 一 个 整 
数 : 常 值 道 路 所 在 的 类 对 应 于 0; 依 逆 时 针 方 向 绕 nn 圈 (n 是 正 整数 ) 的 闭 道路 所 
在 的 类 对 应 于 正 整数 n; 依 顺 时 针 方 向 绕 n 圈 的 闭 道路 所 在 的 类 对 应 于 负 整 
数 n ,而且 类 的 乘法 对 应 于 整数 的 加 法 . 因此 圆周 的 基本 群 和 整数 加 群 同 
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构 , 记 为 x1(5!) ~ 2Z. 要 知道 ,这 里 只 是 一 种 直观 的 描述 ,要 给 出 x1(5') = ZY 
数学 的 严格 证 明 并 非 轻 而 易 举 . 


图 15. 10 图 15.11 


寻求 平 环 及 圆柱 面 的 基本 群 ,经 过 适当 处 理 都 可 以 化 成 求 圆 的 基本 群 的 
问题 ,它们 的 基本 群 也 都 同 构 于 整数 加 群 Z. 

为 了 介绍 基本 群 的 一 个 应 用 ,需要 引进 如 下 的 概念 . 

我 们 对 于 每 一 个 道路 连通 空间 定义 了 基本 群 以 后 ,进一步 对 于 两 个 空间 之 
间 的 连续 映射 ,可 以 构造 出 它们 的 基本 群 之 间 的 一 个 同 态 . (所谓 两 个 群 之 间 的 
同 态 ,是 指 两 个 群 的 元 素 间 的 一 个 对 应 且 保 持 运 算 ) 

设 f:X 一 了 是 空间 X 到 了 Y 的 一 个 连续 映射 . 取 xo 为 X 中 的 基点 ,f(xo) = 
yo 为 了 中 的 基点 .于 是 中 以 xo 为 基点 的 一 条 闭 道路 a 在 f 之 下 的 象 就 是 Y 中 
以 yo 为 基点 的 一 条 闭 道路 , 记 为 应 , 称 为 a 的 象 道路 .而 且 中 同 伦 的 两 条 道 
路 ,在 工 中 的 象 道路 也 同 伦 . 于 是 由 忒 中 的 一 个 同 伦 类 [ec ] 就 得 到 了 中 的 一 个 
同 伦 类 [应 ]. 这 是 从 基本 群 xi(X,xo) 到 ri( 了 ,yo) 的 一 个 对 应 .把 它 记 为 fa. 
而 且 f. 把 r (X, xo) 中 的 [a] + [8] 送 到 ri(7Y,yo) 中 的 [应 ] [8], 即 保持 运 
FHAS 是 基本 群 之 间 的 一 个 同 态 , 称 ,六 为 的 诱导 同 态 .由 此 又 可 得 到 复 


合 映射 的 诱导 同 态 等 于 诱导 同 态 的 复合 , 即 对 于 xyz Alef). 
Bfe- 


4 同调 群 的 直观 描述 

我 们 称 某 个 曲面 上 的 有 向 闭 曲 线 或 某 些 这 种 曲线 的 总 和 为 这 个 曲面 上 的 
闭路 ,如 图 15. 12 所 示 环 面 上 的 定向 经 圆 或 定向 纬 圆 或 它们 的 总 和 都 是 闭路 ， 
曲面 上 的 闭路 可 以 分 为 两 类 ,一 类 能 界 住 某 些 区 域 ( 也 就 是 作为 某 些 区 域 的 边 
FR) , 另 一 类 不 能 界 住 任何 区 域 .这 一 概念 , 初 看 起 来 似乎 是 非常 简单 明显 的 ( 例 
如 ,平面 上 的 圆周 或 其 他 任意 一 条 自身 不 相交 的 闭 曲线 都 界 住 它 内 部 的 区 域 )， 
但 实际 上 要 求 明确 化 时 ,就 不 是 那么 简单 明显 了 .对 于 曲面 上 某 一 块 区 域 0 的 
边界 曲线 z 按照 如 下 方法 选取 方向 :在 曲面 块 U 的 法 向 正 向 一 侧 , 面 对 这 一 
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侧 , 沿 着 曲线 z 移动 时 ,总 使 U 在 曲线 的 左边 ,就 取 这 个 移动 的 方向 为 z 的 方 
向 .这 时 我 们 就 把 空间 曲线 z 称 为 区 域 0 的 边缘 (或 者 说 z FE U). WRA 
路 z 的 方向 反 过 来 , 则 记 为 - z. 闭 路 界 住 某 个 区 域 并 不 像 初 看 时 那么 简单 , 例 
如 图 15. 13 画 着 平面 上 的 两 个 闭路 z1,z2, 每 个 闭路 界 住 它 的 内 部 区 域 ( 画 有 细 
线条 ) ,这 两 个 闭路 的 和 用 21 + zz 表示 , 它 所 界 住 的 区 域 是 由 小 块 工 取 两 次 ,小 
块 [ 和 于 各 取 一 次 组 成 , 即 闭路 z +z 界 住 的 区 域 V=2 工 +1 工 +1 亚 .这 
就 是 说 闭路 所 界 住 的 区 域 有 时 必须 取 曲 面 X 的 某 些小 曲面 块 带 有 确定 的 系数 
的 和 .图 15.12 所 示 环 面 上 的 闭路 z 界 住 一 个 区 域 ,而 环 面 上 的 经 圆 或 纬 圆 或 
把 两 者 合 起 来 所 成 的 闭路 都 不 能 界 住 任何 区 域 .图 15. 14 所 示 双 环 面 上 的 闭路 
z 界 住 画 有 细 线 条 的 区 域 . 


Ce) 


图 15.12 15.13 


图 15.14 

我 们 把 界 住 某 个 区 域 的 闭路 称 为 “ 非 本 质 的 ”, 而 把 不 界 住 任何 区 域 的 闭路 
称 为 “本 质 的 ”闭路 .如果 两 个 闭路 za 和 闭路 z 一 起 共同 形成 一 个 区 域 的 边 
Se ,我 们 就 称 闭路 zi 与 zs 是 “ 非 本 质地 不 同 ” 的 ,也 称 闭路 z 与 闭路 z 彼此 同 
调 .例如 图 15.15(a) 中 环 面 上 的 两 个 具有 所 示 方 向 的 经 贺 z 与 x 就 是 同调 
的 ,因为 图 15.15(b) 中 z 与 - z 的 和 界 住 画 有 细 线 的 区 域 . 

为 了 认 清 曲面 包含 “ 洞 "的 情况 ,我 们 感 兴趣 的 是 曲面 上 有 多 少 彼此 本 质地 
不 同 的 本 质 的 闭路 ,也 就 是 有 多 少 彼此 不 同调 的 非 边缘 的 闭路 ? 显然 环 面 上 的 
上 述 这 种 闭路 多 于 球面 ,而 双环 面 上 的 这 种 闭路 又 多 于 环 面 .图 15.16 所 示 双 
环 面 上 的 四 条 闭路 .两 条 定向 经 圆 m,m 和 两 条 定向 纬 圆 pi, p 都 是 本 质地 
不 同 的 即 互 不 同调 ,又 都 不 是 某 个 区 域 的 边缘 . 
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(a) (b) mı m 


图 15.15 图 15.16 


闭路 的 同调 关系 是 一 个 等 价 关 系 ( 即 是 自 反 
的 、 对称 的 和 传递 的 ). 将 给 定 曲面 的 所 有 闭路 按 
同调 关系 进行 分 类 , 把 互相 同调 的 闭路 归 人 一 类 ， 
互相 不 同调 的 归 入 不 同 的 类 ,每 一 类 称 为 一 个 同 
调 类 .例如 球面 上 所 有 闭路 都 是 某 个 区 域 的 边缘 . 

如 果 一 个 闭路 恰 是 某 个 区 域 的 边缘 ,我 们 也 称 该 图 15. 17 

闭路 同调 于 零 . 因此 球面 上 的 所 有 闭路 都 是 互相 

同调 的 ,它们 都 同调 于 零 .在 环 面 上 存在 无 限 多 个 同调 类 ,但 它们 都 可 以 用 两 个 
基本 同调 类 , 即 经 圆 类 和 纬 圆 类 表示 .例如 , 按 纬 的 方向 环绕 环 面 三 次 , 按 经 的 
方向 环绕 环 面 两 次 的 所 有 闭路 (图 15. 17) 形 成 的 同调 类 可 以 表示 为 2m + 3p, 
这 里 m 表示 经 圆 类 , p 表示 纬 圆 类 . 一般 说 , 环 面 上 的 任 一 同调 类 具有 形式 
am + p, XE a, p 是 整数 .而 且 同 调 类 之 间 可 以 进行 加 减 (就 像 二 元 一 次 齐 次 
多 项 式 那样 进行 加 减 ) ,所 以 环 面 上 全 体 同调 类 的 集合 形成 一 个 群 .这 个 群 是 具 
有 两 个 生成 元 的 自由 交换 群 , 同 构 于 两 个 整数 加 群 的 直 和 , 记 为 Z@Z. 在 双环 
面 上 有 四 个 生成 元 m,m, pi pz( 图 15. 16) ,每 一 同调 类 具有 形式 aim + 
azm + ipi + Bzpz, 全 体 同调 类 的 集合 组 成 一 个 四 个 生成 元 的 自由 交换 群 .我 
们 把 一 个 曲面 上 的 全 体 同调 类 的 集合 形成 的 群 叫做 这 个 曲面 的 同调 群 .球面 的 
(一 维 ) 同 调 群 只 包含 一 个 元 素 是 平凡 群 . 环 面 和 双环 面 的 (一 维 ) 同 调 群 是 分 别 
有 两 个 生成 元 和 四 个 生成 元 的 自由 交换 群 . 

要 在 一 个 曲面 上 构造 同调 群 , 也 就 是 要 找 出 该 曲面 上 闭路 的 所 有 同调 类 . 
闭路 z 和 z 同调 当 且 仅 当 za 和 - 2 一 起 共同 组 成 一 个 区 域 的 边缘 , 即 zi + 
( = 29) =z -2 是 一 个 边缘 .特别 地 当 一 个 闭路 恰 是 某 区 域 的 边缘 时 ,说 它 同 
调 于 零 .现在 我 们 用 代数 中 群 的 有 关 术 语 来 描述 同调 群 . 

已 知 一 个 交换 群 G( 运 算 用 加 法 表示 ) 和 它 的 一 个 子 群 五 ,我 们 可 以 利用 H 
来 将 G 中 的 元 素 分 类 .规定 G 中 元 素 的 一 个 等 价 关 系 :a ~b HHNH a- bE 
玖 (容易 验证 这 恰 是 一 个 等 价 关 系 ) ,按照 这 个 等 价 关系 可 以 将 G 中 的 元 素 分 
类 .a 所 在 的 等 价 类 用 [ a] 表示 ,定义 一 个 加 法 [aj]+[5]=[a+5j, 则 G 中 所 
有 等 价 类 的 集合 对 于 这 个 加 法 也 构成 一 个 群 , 称 为 群 G 模子 群 瑟 的 商 群 , 记 为 
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6G7 万 .形象 地 说 G 中 的 一 个 元 素 “ 模 掉 ”( 减 去 ) 属 于 互 的 部 分 剩 下 的 就 是 商 群 
G/H 的 一 个 元 素 ; G 中 两 个 元 素 各 模 掉 属于 HH 的 部 分 以 后 相等 ,那么 它们 就 属 
于 商 群 中 的 同一 个 元 素 .这 样 中 的 所 有 元 素 都 属于 商 群 中 的 同一 元 素 ( 单 位 
元 0) .例如 ,整数 模 2 剩余 类 群 是 一 个 整数 加 群 模 偶 数 群 12n1n€ Z| 所 得 商 群 ， 
因为 任 一 整数 模 去 偶数 以 后 或 者 是 0 或 者 是 1, 所 以 ,该 商 群 只 有 两 个 元 素 [0] 
及 [1]. 

回 到 我 们 的 问题 上 来 .首先 注意 到 曲面 上 由 所 有 闭路 组 成 的 集合 对 于 加 法 
组 成 一 个 交换 群 ,暂且 叫 它 闭路 群 .其 中 所 有 界 住 某 个 区 域 的 闭路 即 边 缘 , 也 构 
成 一 个 群 (因为 两 个 边缘 的 和 或 差 仍然 是 一 个 边缘 ) ,暂且 叫 它 边 缘 群 , 它 是 闭 
路 群 的 一 个 子 群 .我 们 取 闭 路 群 模 边 缘 群 的 商 群 , 按 商 群 的 定义 ,两 个 闭路 z 
和 z 属于 商 群 中 的 同一 个 元 素 时 , 当 且 仅 当 它们 的 差 za - 2 属于 边缘 群 , 即 
zl - 2 恰好 界 住 某 个 区 域 , 也 就 是 它们 彼此 同调 .所 以 商 群 的 元 素 就 是 同调 类 . 
因此 曲面 的 同调 群 就 是 曲面 上 的 闭路 群 模 边缘 群 的 商 群 ,通俗 地 说 就 是 把 所 有 
的 边缘 忽略 不 计 . 

如 上 考察 的 只 是 二 维 图 形 (曲面 ) 上 的 一 维 的 
闭路 ( 闭 曲 线 ) ,在 拓扑 学 中 要 考察 不 同 维 数 的 图 
形 和 不 同 维 数 的 闭路 ( 零 维 、 一 维 、 二 维 、 三 维 等 
等 ). 如 上 讨论 的 只 是 一 维 同调 群 , 记 为 A) CX). E 
样 的 讨论 可 以 得 到 其 他 各 维 的 同调 群 Ho(X)， 
H(X), Ha3( X),*…, H,(X). 

关于 两 个 闭路 同调 的 概念 和 同 伦 的 概念 之 间 图 15.18 
是 什么 关系 呢 ? 首先 , 若 两 个 闭路 z 和 z 是 同 伦 的 , 即 由 闭路 zi 经 过 连续 形 
变 可 得 到 z,, 于 是 zi 在 这 个 变形 的 过 程 中 “ 扫 过 ”的 “轨迹 "就 是 连接 z 和 z 的 
区 域 ,zi 和 z 就 共同 组 成 这 个 区 域 的 边缘 (图 15.15) ,因此 得 到 2) 和 z 是 同调 
的 .但 反 过 来 ,不 一 定 对 ,也 就 是 说 两 个 同调 的 闭路 不 一 定 同 伦 , 如 图 15. 18 所 
示 曲 面 的 闭路 z 和 z 是 同调 ,因为 z1 - 2 恰 是 用 细 线 画 出 的 区 域 的 边缘 ,但 
zl 却 不 能 在 曲面 上 连续 地 形变 到 z,, 因 为 它 受到 横 在 这 两 个 闭路 之 间 的 “ 洞 ” 
的 阻碍 , 即 zy 和 z 不 是 同 伦 的 .因此 我 们 得 到 ,两 个 闭路 同 伦 是 这 两 个 闭路 同 
调 的 充分 条 件 但 非 必要 条 件 . 

最 后 我 们 指出 ,在 任 一 空间 中 ,各 维 闭 曲线 按 同 调 分 类 的 问题 是 极其 困难 
的 .为 了 避 开 这 个 困难 ,在 单纯 同调 理论 中 ,我们 只 研究 这 样 一 类 特殊 的 空间 . 
在 这 类 空间 中 我 们 能 够 找到 一 个 很 自然 的 ,更 重要 的 是 很 容易 处 理 的 闭 曲 线 
类 ,用 它 可 以 去 检测 空间 中 的 洞 .这 一 类 空间 同 胚 于 欧 氏 空间 中 的 多 面体 ,叫做 
可 单纯 前 分 的 空间 . 
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5 UA iA 48 fo AF 

为 了 便于 计算 同调 群 ,我 们 只 研究 一 类 特殊 的 空间 , 它 可 以 看 成 是 由 一 小 
块 一 小 块 我 们 所 熟悉 的 空间 很 好 地 拼凑 起 来 的 ,就 是 所 谓 可 单纯 剖 分 的 空间 . 
因为 曲面 是 二 维 的 ,因此 可 以 用 三 角形 来 拼 成 它们 的 模型 ,对 于 高 维 空间 ,就 需 
要 相当 于 二 维 三 角形 的 “高 维 砖 块 ”来 砌 成 我 们 的 建筑 物 了 . 

我 们 在 欧 氏 空间 中 来 讨论 ,我 们 再 次 申明 讨论 中 对 于 一 些 概念 我 们 不 给 出 
严格 的 数学 定义 ,只 是 尽 可 能 通过 具体 例子 来 说 明 . 我 们 把 由 一 点 组 成 的 图 形 
叫 0 维 单 纯 形 ,简称 0 维 单 形 . 闭 线 段 叫 做 1 维 单 形 ,三 角形 叫做 2 维 单 形 ,四 
面体 叫做 3 维 单 形 (图 15.19). 每 一 单 形 中 包含 的 比 它 自己 的 维 数 低 的 单 形 称 
为 该 单 形 的 ( 真 ) 面 单 形 (简称 面 ) .我们 把 一 个 单 形 的 顶点 排列 起 来 表示 这 个 单 
形 , 例 如 图 15.19 中 的 单 形 分 别 记 为 "= <v> ,al= <vo, v> „0? = < 95%; 
V2 > ,0 = < Vo, V1, V2, V3 > . BH o? = < vo, vi, v2, v3 > 的 0 维 面 ( 即 顶点 ) 有 
<><, >, <v >, <v >; 1 4M (AR) A < vo v >, <v, n>, 
< Vo, V3 > , < V1, V2 > , < V1, V3 > , < V2, V3 > ;2 维 面 有 < Vos V1, V2 > , < Vo, V1, 
V3 > , < Vos 02503 > , < V1, v2, V3 > .我 们 所 说 的 两 个 单 形 “很 好 地 ”连接 在 一 起 
(或 说 它们 规则 相处 ) 是 指 它们 要 么 不 相交 ,如 果 相 交 , 那 么 公共 部 分 是 它们 的 
公共 面 单 形 ( 图 15.20). 


vo vo vı 
vl 
0 维 单 形 1 维 单 形 3 维 单 形 
人 y 
A A 
(a) 规则 相处 的 (b) 非 规则 相处 的 


图 15.20 
次 氏 空间 中 由 有 限 多 个 单 形 组 成 的 如 下 集合 称 为 一 个 单纯 复 形 (简称 复 
形 ) ,其 中 所 有 的 单 形 都 是 规则 相处 的 ,并 且 只 要 一 个 单 形 属 于 这 个 集合 ,那么 
它 的 所 有 面 也 属于 这 个 集合 .我 们 用 字母 K 表示 复 形 , 它 是 欧 氏 空间 中 的 一 组 
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单 形 .如果 把 每 个 单 形 看 成 欧 氏 空间 中 的 一 个 点 集 , 那 么 K 中 单 形 的 并 集 就 是 
欧 氏 空间 的 一 个 子 集 , 可 以 成 为 一 个 拓扑 空间 ( 欧 氏 空间 的 子 空间 ). 我们 把 这 
个 拓扑 空间 叫做 联系 于 复 形 K 的 一 个 多 面体 , 记 为 1K1. 一 个 空间 X 叫做 可 单 
纯 剖 分 的 ,如 果 存 在 一 个 复 形 K, 使 得 X 同 胚 于 K 所 联系 的 多 面体 1K1, 复 形 K 
就 称 为 空间 X 的 一 个 单纯 前 分 ,例如 四 面体 的 表面 上 的 那些 单 形 组 成 的 复 形 
是 球面 的 一 个 单纯 前 分 . 

要 求 空间 可 以 单纯 剖 分 是 一 个 很 强 的 要 求 ,然而 很 多 重要 的 空间 都 是 可 剂 
分 的 ,例如 所 有 的 闭 曲面 都 是 可 单纯 剖 分 的 ,单纯 前 分 也 叫 三 角 章 分 ,单纯 剖 分 
不 是 唯一 的 . 

现在 我 们 回 到 同调 群 的 计算 上 来 . 

以 环 面 为 例 ,我 们 将 限于 考虑 环 面 的 一 个 选 定 的 单纯 前 分 K. 考虑 这 个 剖 
分 之 下 的 定向 多 边 形 曲线 ,方向 用 箭头 标 在 多 边 形 的 棱 上 . 若 一 条 棱 的 顶点 为 
v,w, 则 用 记号 <v,w > 表示 具有 从 v 到 w 的 方向 的 这 条 棱 . 类 似 地 , 若 u,v, w 
是 天 的 一 个 三 角形 的 顶点 , 则 < u,v, w> 表示 按 顶 点 次 序 u,v, w 定向 的 这 个 
二 维 单 形 . 因此 有 

LU, V, W> = LV, W, U> = LW, U, V> 
即 只 要 保持 三 角形 顶点 的 环绕 方向 不 变 ,从 哪个 顶点 开始 写 是 没有 关系 的 . 序 
向 的 改变 用 一 个 负 号 来 表示 , 即 
<w,v>=- <V, W>, LV, U, W> =- LU, Vv, W> 
定向 棱 < v,w > 的 边缘 定义 为 
d<v,sw>=<w>-<v> 
定向 三 角形 的 边缘 定义 为 
<u, v, w> = <v, W> + <w, U> + <u,v> 

也 就 是 定向 单 形 < u,v, w > AREE AIRY Al, BEAR AY E = FT BY 
序 向 诱导 来 的 (图 15.21). 

0 维 单 形 边缘 定义 为 零 . 

现在 我 们 来 研究 如 何 判别 曲面 上 的 一 条 定向 曲线 是 否 为 闭 的 ,进一步 是 否 
为 曲面 上 一 小 块 曲面 的 边界 ?图 15.22 中 的 定向 曲线 4 看 做 是 各 定向 棱 之 和 

A=<u,v>+<v,w>+<w,x>t+<x,y>+ <¥,U> 
我 们 定义 4 的 边缘 为 它 的 各 定向 棱 的 边缘 之 和 
9A=9<u,v> +9<v,w> +9<w, x> +9<x, y> +9<y,u> 
分 别 计 算 各 定向 棱 的 边缘 再 加 起 来 得 
9A=<v>-<u>+<w>-<v>+<x>-<w>+ 
<y>-<x>+<u>-<y>=0 


于 是 得 知 曲线 4 没有 边缘 , 即 A 是 闭 的 .这 就 是 判别 一 条 曲线 是 闭 的 方法 .用 


208 


From Poincaré to Perelman 一 The History of Poincaré Conjecture 


这 个 方法 可 知 图 15.22 中 的 定向 曲线 B 
B=<a,b>+<b,c>+<c,d>+<d,e>+<e,a> 
也 是 闭 的 .而 且 从 图 我 们 还 看 到 闭 曲线 B 恰好 包 住 了 三 个 三 角形 .如果 这 三 个 
三 角形 的 定向 如 图 15.22 所 示 ,把 由 这 三 个 定向 三 角形 拼 在 一 起 所 得 的 一 小 块 

曲面 P 用 下 式 表示 
P=<e,a,b>+<e,b,c>+ <e,c,d> 
计算 这 一 小 块 曲面 P 的 边缘 


9P=9<e,a,b> +9<e,b,c> +9<e,c,d>= 


<a,b>+<b,e>+<e,a>+<b,c>+<c,e>+ 

<e,b>+<c,d>+<d,e>+<e,c>= 

<a,b>+<b,e>+<e,a>+<b,c>+<c,e>-— 

<b,e>+<c,d>+<d,e>-—<c,e>= 

<a,b>+<b,c>+<c,d>+<d,e>+<e,a>=B 
这 就 是 判别 曲线 B 是 曲面 上 某 一 小 块 曲面 的 边缘 的 方法 . 


u 


图 15.21 图 15. 22 


现在 考虑 一 般 情形 ,K 的 定向 棱 的 以 整数 为 系数 的 一 个 线性 组 合 
5=AI<LIOI> +7 +Ap< LO > 
如 果 它 的 边缘 是 零 , 即 
9A1< u,v > + + OA, < u,v > =0 
我 们 就 叫 z 为 K 的 一 个 1 维 闭 链 .对 于 OK 的 任意 两 个 1 维 闭 链 DA, < u, 
vi > BRD pi < uivi > ,定义 加 法 
Sri < Ui, U; >+ Dp < Uj,v; > = Ya: + pi) < Uj, v; > 

则 天 的 全 体 1 维 闭 链 在 这 个 加 法 下 构成 一 个 交换 群 ,叫做 1 维 闭 链 群 , 记 为 
Z\(K). 

K 的 一 个 定向 的 简单 闭 多 边 形 曲线 看 做 是 它 的 定向 棱 之 和 时 ,是 特别 简单 
的 1 维 闭 链 ,我 们 把 它 称 之 为 基本 1 维 闭 链 ,可 以 证 明 1 维 闭 链 群 Zi (天 ) 可 以 
由 这 些 基 本 1 维 闭 链 生成 . 
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根据 前 面 对 闭 曲线 B 的 考察 ,我 们 得 到 :如 果 对 于 一 个 1 维 闭 链 能 找到 定 
向 三 角形 的 一 个 整 系数 的 线性 组 合 ,使 得 它 的 边缘 恰 是 已 知 的 这 个 闭 链 ,我 们 
就 说 这 个 1 维 闭 链 是 一 个 1 维 边缘 闭 链 ,或 简称 1 维 边缘 链 . 全 体 1 维 边缘 链 
组 成 1 维 闭 链 群 的 一 个 子 群 , 称 为 1 维 边缘 链 群 , 记 为 B1(K) .我 们 感 兴趣 的 是 
包围 一 个 “ 洞 "的 闭 链 , 这 种 闭 链 不 是 边缘 链 . 因此 我 们 要 的 是 非 边缘 的 闭 链 , 而 
把 边缘 链 忽略 掉 . 为 此 我 们 作 1 维 闭 链 群 模 1 维 边缘 链 群 的 商 群 , 记 为 叫做 K 
的 1 维 同调 群 

H,(K) = Z,(K)/B,(K) 

根据 同调 群 的 这 个 定义 , 若 两 个 闭 链 的 差 是 一 个 边缘 链 , 则 它们 代表 
Hi(KK) 的 同一 个 元 素 , 这 时 这 两 个 闭 链 叫做 同调 的 .例如 图 15.23 的 闭 链 z 和 
z 是 同调 的 ,因为 zx - zs 是 它们 之 间 的 管 形 区 域 ( 它 的 三 角形 定向 如 图 ) 的 边 
缘 . 

计算 可 得 环 面 的 1 维 同调 群 H (K) ~ Z@Z( 表 示 同 构 于 两 个 整数 加 群 的 
直 和 ). 它 的 两 个 生成 元 可 以 用 基本 闭 链 za 和 z 来 代表 .这 里 z 是 一 个 经 圆 ， 
z 是 一 个 纬 圆 .任何 其 他 的 1 维 闭 链 必定 同调 于 这 两 个 闭 链 的 线性 组 合 . 例如 
图 15.24 中 对 角 线 表示 的 闭 链 z 同调 于 zi + za, 这 是 因为 从 图 上 可 以 看 出 z+ 
zo -z 是 半 个 环 面 的 边缘 . 


图 15.23 


环 面 的 其 他 各 维 同调 群 是 Ho(K)~~2Z, Hi(K)~2Z,n>3 时 ,H,(K)~10| 
(因为 K 中 没有 2 维 以 上 的 单 形 ). 

现在 来 计算 圆 盘 的 同调 群 .首先 给 出 圆 盘 的 一 个 单 v 
sis), CE 2 维 单 形 < vo, vi,v > 及 它 的 所 有 面 单 形 
组 成 的 复 形 KEN K 中 包含 0 维 单 形 < vo > ,< v1 >， 
< v2 > ,定向 1 RJE < vo, v >, < 01,02>5 < V2, 00> 
及 定向 2 维 单 形 < v, v, v> (图 15.25). ke 

K 的 0 维 链 是 K 的 0 锥 单 形 的 下 列 形式 和 图 15.25 


co=g0<vo> +g1<VvI> + B2< 12> 
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这 里 go, 81,82. 是 整数 . 因为 每 一 个 0 维 单 形 的 边缘 定义 为 零 , 所 以 任 一 个 0 维 
链 的 边缘 是 零 , 即 每 一 个 0 维 链 缘 为 0 维 闭 链 . 求 天 的 0 维 同调 群 ,也 就 是 求 0 
维 闭 链 的 同调 类 的 集合 .注意 到 

go<2Z0>+g<VI>+g&2<7V2> = 

I( gi < 9,0) > + 82< %,02>) + (got gi + B2) <v> 
即 co- t< vo> 恰 是 一 个 1 维 链 的 边缘 , 此 处 整数 上 是 co 中 的 O 维 单 形 的 系数 
和 ,于 是 0 维 链 co 同调 于 1 < vo > .因此 每 一 个 0 维 同调 类 有 一 个 代表 
t< v> ,并 且 当 sty 时 ,ti1< wo> 与 t< vo> 不 同调 ,这 是 因为 

ti < vo> — t2 < vo> = (tı — t2) < v> 
不 是 任何 1 维 链 的 边缘 .又 由 于 e BT WG A BAL, BO 维 同调 群 同 构 
于 整数 加 群 , 即 Ho(K)=Z. 
再 来 计算 K 的 1 维和 2 维 同调 群 .K 的 1 维 链 形 如 
cı = ho < vo, v > +hi<vi,v2 > +h<v,vo> 


这 里 ho, hi, hy 是 整数 . 它 的 边缘 


9c1= (hy— ho) < v> +(ho- hy) < vi> +(hi- ho) <v> D 
于 是 c 是 1 HEME, Bc, = 0 当 且 仅 当 ho = hi = hs, 因 此 1 维 闭 链 形 如 
z= h< v, v > +h<v,v > +h<v,v> © 


此 处 h 是 任意 整数 .于 是 得 到 1 维 闭 链 群 Z (K) =Z. 
K 只 有 一 个 2 维 单 形 <vo von > ,因此 2 维 链 形 如 hh < vo, V1, v2 > ,此 处 
h 是 整数 .由 于 
Ə(h < vo, vi, v> )=h(3 < vo, v v> ) = © 
h < vo, v> + h< vi, v> +h< v2, v> 
因此 2 维 链 是 闭 链 当 且 仅 当 h =0, 即 所 有 的 2 维 闭 链 皆 为 0, 即 Z,(K) = 10}, 
于 是 H,(K) = {0}. 
由 等 式 思 及 图 得 到 , 每 一 个 1 维 闭 链 皆 为 1 维 边 缘 链 ,因此 Z,(K) = 
B,(K), FÆ H,(K) = {0}. 
因为 K 中 没有 2 维 以 上 的 单 形 ,所 以 n > 2 BY, HCK) = {0}. 
这 样 得 到 圆 盘 的 各 维 同调 群 HK) =Z, H (K) = 10}, H (K)=]{0},n>2 
时 , H,(K) = {0}. 
上 述 证 明 A, (K) ~ Z 的 方法 具有 一 般 性 ,对 于 行 意 连通 复 形 都 可 用 . 所 谓 
一 个 复 形 K 是 连通 的 ,是 指 K 中 的 任意 两 个 0 维 单 形 都 可 以 用 一 连 串 首尾 相 
接 的 一 维 单 形 把 它们 “连接 "起 来 .对 于 任意 连通 复 形 K 有 (KK) ~ Z ,证 明 留 
作 练 习 . 
现 将 一 些 常见 图 形 的 各 维 同调 群 列 表 如 下 : 
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$$$ oot 0 i YF 
图 形 名 称 | Ho( K) | Hi(K) | 更 (天 ) 备 Ë 


+ 


n 维 单 形 ,m>2 


A #& 3 lol ‘ol (n=3 时 是 实心 球体 ) 
( 即 2 维 单 形 ) Ho(K)~Z 
H,(K) = {0},0<i<n 
af 环 Z | Z {0} 
麦 比 乌 斯 带 Z z j 10} 
n 维 球面 ,m>2 
球 面 H)(K)=Z 
men) Z | 0 H(K)=Z 


H;( K) =|0},0<i<n 


环 il Z Z®Z Z 


射影 平面 | z Z | do Z 是 整数 模 2 
克 莱 因 瓶 | zZ | Z@z} lo 同 余 类 群 


EE 


虽然 我 们 是 对 多 面体 的 某 一 个 选 定 的 单纯 剖 分 ( 即 复 形 ) 来 定义 和 计算 其 
同调 群 的 ,但 是 经 过 复杂 的 步骤, 我们 能 够 证 明 同调 群 是 拓扑 不 变量 ,与 单纯 剖 
分 的 选择 无 关 . 
根据 定义 ,各 维 单纯 同调 群 H, (K) = Z,(K)/B,(K) 都 是 有 限 生成 的 交换 
群 .因此 都 可 以 写成 POT 的 形状 ,其 中 F 是 有 限 生成 的 自由 交换 群 , 即 有 限 
多 个 整数 加 群 Z 的 直 和 ,7 是 一 个 有 限 交换 群 . 7 的 元 素 是 同调 群 中 的 有 限 阶 
元 素 , 称 为 挠 元 素 ,反映 了 曲面 的 “扭曲 ”.F 的 秩 , 也 就 是 Z 的 直 和 因子 的 个 
SOM K Hp 维 贝蒂 数 , 它 表示 多 面体 1KI 上 “p 维 洞 "的 个 数 . 
makeh, 4。 与 基本 群 及 高 维 同 伦 群 相 比 ,单纯 同调 群 的 计算 方便 些 ,但 为 此 付出 的 代 
ard, ”1893_， 价 是 对 研究 的 空间 加 以 相当 严格 的 限制 , 即 只 研究 多 面体 这 类 空间 . 除了 单纯 
1960) ,捷克 数学 ”同调 理论 以 外 也 还 有 更 一 般 的 同调 理论 ,它们 研究 更 广泛 的 空间 类 ,例如 奇异 
z. 同调 论 及 切 赫 同 调 论 ,它们 比 单纯 同调 论 更 加 抽象 
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TJ. se seo (A AS OE He, REENA 
是 ,俄罗斯 拓扑 学 派 的 形成 .这 个 方兴未艾 的 数学 部 门 拓 

学 AY 19 世纪 末年 庞 加 莱 及 嘉 当 的 著 

述 .拓扑 学 的 发 生发 展 ,以 及 其 他 各 种 新 的 数学 分 科 , 像 一 般 集 
VE .抽象 代数 数理 逻辑 的 发 达 , 正 是 现代 数学 的 特征 .现在 这 
个 时 代 , 开 启 了 新 的 宝库 ,并 重新 估价 了 旧 的 数学 .在 苏联 ,这 
数学 的 新 方向 ,得 到 了 光辉 的 发 展 . 俄 罗斯 拓扑 学 派 ,开始 创立 
于 20 世纪 20 年 代 , 但 在 目前 已 雄 跑 了 世界 的 首位 . 

俄罗斯 拓扑 学 派 的 重要 创始 人 就 是 II.C. Anexcanmpos. TE 
苏联 ,他 与 天 逝 的 不 世 出 的 天 才 II.C.ypprco 首先 共同 在 一 般 
拓扑 空间 领域 里 ,开始 工作 .不 久 他 的 同门 弟子 A. H. 
Tnxonos, H. b. Benenucos, B. B. Hempmkii, JI. A. Tymapxun 等 ， 
加 入 了 他 们 的 研究 .1926 年 英 定 了 莫斯科 拓扑 学 集团 .就 这 样 产 
生 了 俄罗斯 拓扑 学 派 . 那 时 只 能 叫做 “莫斯科 ”, 因为 我 们 现在 的 
数学 研究 中 心 彼得 格 勒 等 处 ,还 是 “古典 ”方向 占 优势 ,在 那个 时 
期 ,对 于 这 个 研究 领域 ,并 没有 发 生 了 什么 重要 的 指南 作用 . 

俄罗斯 拓扑 学 派 开拓 了 许多 的 重要 领域 .这 些 里 包含 了 
“组 合 "拓扑 学 ,并 英 定 了 组 合 拓扑 学 与 一 般 拓 扑 学 空间 论 的 关 
系 .在 20 世纪 20 年 代 末 , TT. C. Anexcanmpos 的 高 足 IT. C. 
IIoarparaa 对 拓扑 学 的 各 方面 , 作 了 重要 的 贡献 .在 谈 俄罗斯 
拓扑 学 派 的 时 候 ,是 有 彼得 格 勒 在 内 的 . 


:A.A. 
着 学 出 版 让 
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20 世纪 40 ~ 50 年 代 的 俄罗斯 拓扑 学 派 是 由 I.C. AmekcaHrpoe 领导 ,并 且 
有 很 多 的 学 者 ,有 成 就 地 研究 着 各 种 问题 . 

在 这 篇 文章 ,我 想 将 这 个 学 派 的 重要 成 就 , 试 作 一 个 简明 的 人 氢 述 . 

1 .拓扑 学 可 以 定义 为 所 谓 “ 拓 扑 空间 ”的 理论 .目前 在 数学 里 ,拓扑 空间 的 
定义 是 

在 一 个 任意 的 元 ( 叫 元 作 点 ) 所 构成 的 集 里 ,同时 考虑 某 些 下 集 ( 称 之 为 开 
集 ) ,满足 : 

E 点 全 体 所 成 集 是 开 集 . 

E。 任意 开 和 集 的 集 的 和 , 仍 是 开 集 . 

E 任 两 个 开 集 的 交 , 仍 是 开 集 . 

换 句 话说 ,要 想 从 集 XX 得 到 拓扑 空间 ,必须 在 的 下 集 里 , 选 出 某 些 满足 
E; , Ez, E3 的 集 才 可 以 .X 的 元 叫做 点 , 选 出 来 的 集 叫 做 开 集 , 选 出 来 的 集 全 体 将 
下 定义 为 空间 . 

按 这 个 定义 ,空间 X,Y 一 致 的 充 要 条 件 是 X,Y 有 相同 的 点 ,还 有 相同 的 
开 集 .上 述 空间 的 概念 与 1922 年 波兰 学 者 Kuratowski 所 下 的 定义 同 值 .这 个 概 
念 还 可 以 有 各 种 不 同 的 推广 . A. IL. AnekcaHnposl!1 曾 经 作 了 下 述 有 意义 的 推 
广 :就 是 说 不 用 耳 ,而 代替 之 以 更 弱 的 条 件 

E* 不比 可 数 多 的 开 集 的 集 的 和 , 仍 是 开 集 . 

其 他 公理 仍旧 . 

和 A. 区 .AneKkcaHrpoa 的 空间 与 测度 的 拓扑 理论 有 密切 关系 ,又 与 下 边 要 提 到 
的 很 多 拓扑 学 问题 有 关 . 

我 们 要 注意 ,由 Eo RH E 可 以 得 出 , 空 集 是 开 . 理 由 是 空 集 与 开 集 的 空 
集 的 和 是 一 样 .从 EE 可 以 得 出 ,任意 的 开 集 的 不 空 有 穷 集 的 交 是 开 集 . 

2. 拓 扑 空间 的 定义 有 了 之 后 ,我 们 就 可 以 作 下 列 诸 定 义 :“ 闭 集 *“ 闭 包 ”、 
“点 的 近 傍 ”、“ 集 的 近 傍 ”、“ 连 续 变 换 "“ 拓 扑 变 换 "“ 拓 扑 同 值 ”、“ 拓 扑 性 质 ”、 
“拓扑 不 变性 ”“ 通 空间 ”、“ 通 集 ”“ 空 间 成 分 ”“ 孤 点 ”, 以 及 关于 这 些 概念 的 简 
单 定理 .我 不 预备 在 这 里 详 述 这 些 定义 及 定理 ,读者 可 以 参阅 罕 斯 道夫 的 
Mengenlehe 5X TI. C. Anexcandpos 的 论 拓 扑 学 中 的 空间 观念 . 

3. 在 拓扑 学 里 ,有 几 种 运算 具有 重要 的 作用 . 它 能 从 一 个 空间 做 出 新 的 空 
间 来 ,其 中 一 个 构成 性 的 运算 是 作 “ 下 空间 ”, 做 法 是 这 样 的 . 

设 了 是 空间 X 的 下 集 .定义 空间 蕊 的 开 集 与 了 的 交 为 了 的 开 集 . 很 容易 看 
出 来 ,这 样 就 可 以 把 了 变 成 拓扑 空间 .这 个 空间 ,我 们 叫做 用 了 定义 的 X ITF 
空间 .车 上 是 一 个 空间 类 ,属于 工 的 空间 的 任 一 下 空间 车 仍 属于 L 的 时 候 , 我 


D 有 俄 译 本 :中 .Xaycnops,Teopnn Muoxecrb.M. — JI. ,OHTH(1937) , 1-302. 
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们 说 工具 遗传 性 . 

4. 另 一 个 构成 性 的 重要 运算 ,是 由 空间 系 作 “ 积 ”. 这 个 运算 是 A.H. 
TuxoHost 引 所 引进 的 .其 定义 如 下 : 

不 空 集 E 的 每 个 元 & 对 应 一 空间 Xe. BRR X EEE ERER X, iX 
里 X; EX BA, EATE. X UREDE E: As E 的 元 a, 固 定之 ,又 
ER X, 的 开 集 4. 用 符号 Z(a,4) 表 示 X HCx EEE M x E A 的 全 体 .所 有 
号 的 ,及 所 有 的 X, 的 开 集 4 所 对 应 的 Z(a,4) 都 含 于 对 .有 穷 个 Z(a,4) 的 
Zen X WYSE. 的 开 集 是 任意 基 和 集 的 和 .很 容易 知道 ,这 样 定 义 的 的 下 集 
满足 E, E 及 乌 . 因 之 庆 成 了 拓扑 空间 .这 样 做 成 的 拓扑 空间 叫做 空间 系 
(Xp EEE WAR. 

若 工 是 一 个 空间 类 ,由 属于 工 的 空间 所 成 的 系 做 出 的 积 , 若 仍 属于 工 的 时 
tee, FET 工具 乘 性 . 

特别 每 个 空间 因子 都 等 于 一 个 空间 Y 的 时 候 , 我 们 叫做 了 的 t 窜 ,这 里 工 
是 这 唯一 因子 所 成 系 的 势 . 这 个 名 称 是 对 的 ,因为 除 拓扑 变换 不 计 外 ,了 的 r FE 
是 用 了 及 基数 z 定义 的 ,用 符号 Y 表示 它 . 

特别 令 Y= D,D 是 两 孤 点 所 成 空间 ,于 是 对 于 任 一 基数 r 得 到 空间 Dr. 空 
间 Dsso 拓 扑 同 值 于 嘉 当 的 二 进 不 连续 集 . D 的 成 分 全 都 是 单独 的 一 点 . 同时， 
WPI c, D AB , 换 名 话说 没有 孤 点 .无 穷 r 所 对 应 的 D" ,叫做 一 般 嘉 当 
不 连续 集 . 

若 了 = 71,7 是 用 通常 开 集 所 规定 的 直线 上 的 单位 线段 ,于 是 ,得 到 A.H. 
Tuxonos 首先 考虑 的 .我们 把 它 叫做 Tnxoros 方 体 ,因为 了 就 是 普通 的 立方 
体 .Thxonos 方 体 是 通 集 ,这 由 7 的 通 性 及 通 空间 的 乘 性 很 容易 可 以 知道 . 

空间 和 的 开 集 系 8 若 能 满足 :所 有 X 的 开 集 都 能 由 B 的 某 些 (任意 个 ) 
spared one, 我 们 叫 BE X WBE. 任何 空间 都 有 基 . 例 如 取 空 间 里 所 
有 的 开 集 所 成 集 系 就 是 基 . 空间 X 的 不 同 的 基 的 势 里 有 一 个 最 小 的 .我 们 叫 这 
最 小 数 做 空间 X 的 重 . 

很 容易 看 出 :空间 XX 的 任 一 下 空间 的 重 不 会 大 过 X 的 重 . 因此 得 出 : 任 予 
基数 r, Ear 的 空间 ,产生 具 遗 传 性 的 类 . 

关于 积 空间 的 重 有 下 面 一 个 很 重要 的 定理 ,这 定理 为 彼得 格 勒 数学 家 
M. 区 .IIeperBvaaD 在 1942 年 得 到 的 . 

积 空间 的 重 等 于 因子 空间 的 重 的 和 ,但 条 件 是 要 和 为 无 穷 ,并 且 每 个 被 加 
重大 于 1. 

由 此 特别 可 以 得 出 Taxoaoa 方 体 T(r 无穷 ) 的 重 是 =(Trxooagi21). n 维 数 


@ Mounocru B trononornn. JI. ,Pykonrceg( 拓 扑 学 里 的 势 , 稿 本 ),1941:1-361. 
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空间 是 数 直线 的 二 寡 , 所 以 重 是 兴 0. 

6. 空间 对 的 下 集 4 的 闭 包 等 于 XX 的 时 候 , 我 们 说 4 BX. BaP zs la] X AY 
集 的 势 中 的 最 小 的 叫做 空间 X 的 拟 重 ,空间 的 拟 重 不 会 超过 空间 的 重 ; 或 许 较 
重 会 小 . 

7. 要 想 做 出 方便 有 用 的 拓扑 结构 ,必须 引进 某 些 用 附加 公理 定义 的 空间 . 
选择 这 些 附加 公理 ,基本 上 决定 于 拓扑 学 及 其 他 数学 分 支 之 间 的 ,主要 是 与 分 
析 及 几何 之 间 的 互相 影响 .研究 者 设法 沟通 拓扑 学 及 这 些 数 学 部 门 ,于 是 建立 
起 由 这 些 数学 分 支 看 ,非常 有 兴趣 的 空间 的 公理 特征 . 内 在 的 纯 逻 辑 动机 也 未 
尝 没有 . 就 这 样 达到 了 现代 的 精炼 的 拓扑 公理 论 , 对 于 这 个 工作 ,苏联 拓扑 学 者 
贡献 很 大 .我 们 现在 就 来 考察 这 公理 论 及 其 有 关 的 一 般 问 题 . 

8. 在 拓扑 公理 论 里 , “分 离 公理 ” 占 很 重要 的 位 置 .分 离 公 理 同 下 列 的 诸 概 
念 有 密切 的 关系 . 

设 4,B 是 空间 X 的 下 集 . 若 4 在 XX 有 近 傍 与 B 不 相交 ,我 们 说 4 EX 
B 近 傍 分 离 , 若 A,B EX ARIA U, V 互 不 相交 ,我 们 说 A, BEX HEIE 
傍 分 离 . 苦 有 实 值 连续 函 /定义 于 ,在 集 4 的 所 有 点 只 取 值 0, 在 集 B 的 所 有 
点 只 取 1, 我 们 说 4,B 在 X 泛 函 分 离 .这 里 以 及 以 后 说 到 定义 在 的 连续 函 都 
指 的 是 ,从 空间 车 到 用 普通 方法 拓扑 化 的 数 直 线 内 的 连续 变换 . 

9. 我 们 所 考虑 的 分 离 公理 里 最 弱 的 那个 公理 是 A.H. Komoropo 所 提出 
的 ,这 公理 是 : 

空间 的 任 两 一 点 集 ( 由 一 个 点 所 构成 的 集 ) 中 至 少 有 一 个 在 空间 与 男 一 个 
近 傍 分 离 . 

换 句 话 说 ,空间 的 任 两 不 同 点 x,y, 或 x 有 近 傍 不 含 y My 有 近 傍 不 含 x. 
满足 这 个 公理 的 空间 叫做 Konmoropos 空间 ,这 个 空间 类 用 符号 Ty 表示 . 

从 一 般 的 空间 转换 成 Korwvoropog 空间 ,本 质 上 并 没有 缩小 了 研讨 的 范围 . 
因为 考察 任意 的 空间 时 ,经 过 适当 的 点 的 “ 斩 齐 ”手续 ,可 以 归于 考察 某 些 
Kostmoropos 空间 的 . 

很 容易 看 得 出 , To 是 具 遗 传 性 及 乘 性 的 . 

下 面 所 举 Konmoropos 空间 的 例 最 简单 ,而 同时 有 说 一 说 的 价值 . 设 空间 下 
的 点 是 数 0 及 1, 开 集 是 :4A ,101 ,10,110. 于 是 集 {0| 近 傍 分 离 于 集 {1| ,而 集 {1| 
并 不 近 傍 分 离 于 |0}. 

因为 To 具 乘 性 .所 有 的 严 ,rz 是 任意 基数 ,属于 To. 又 因为 To 具有 遗传 
性 ,所 以 任 一 空间 F 的 所 有 下 空间 都 属于 70. 我 们 立刻 可 以 知道 , To 类 实质 上 
RFF. 


D 此 处 及 以 后 “A "表示 空 间 ,“|x} "表示 由 一 个 元 x BOSE“ a, y RRA *,y( 不 一 定 不 
相同 ) 所 构成 的 集 , 余 类 推 . 
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10. 为 了 便于 精确 、 简 明 地 叙述 I.C. Anexcanmpos 的 重要 定理 ,以 及 以 后 谈 
到 的 结 oe 我 们 引进 下 列 术语 : 
空间 蕊 拓扑 同 值 于 空间 了 的 某 一 下 空间 时 ,我 们 说 羡 寝 于 Y. 
ferns SH. U 属于 R, 并 且 所 有 属于 R 的 空间 都 属于 
U ,我 们 说 U 是 RR 类 的 万 有 空间 . 

很 显然 地 ,研讨 空间 类 时 , 若 能 建立 某 些 空间 的 万 有 性 ,就 是 在 这 空间 类 的 
理论 上 前 进 了 重要 的 一 步 .因为 以 后 再 研究 这 类 空间 ,只 需 考察 一 个 空间 的 下 
空间 就 可 以 了 .IIL.C.Anmekcahmrpostl0'19] 定 理 说 : 

任 予 超 穷 基数 r, 空 间 严 是 重 < r 的 Konmoropos 空间 类 的 万 有 空间 . 

A.H.TraxoaoaI4] 又 另外 做 出 To 类 的 万 有 空间 . 

11. Riesz 空间 范围 比较 狭 一 点 , 它 a tes 

任 两 不 同一 点 集 的 每 个 集 近 傍 分 离 于 另 一 

换 句 话说 ,x,y 是 空间 两 不 同 点 ,于 是 点 x peer 点 7y, 或 者 又 可 以 
说 :所 有 一 点 集 是 闭 . Reiz 空间 类 用 符号 T RM. CRA To 类 ,但 不 相等 . 
璧 如, 上述 F JEF T 而 不 属于 T1. T 类 具 遗 传 性 及 乘 性 . 重 <r 的 Riesz 空间 
类 的 万 有 空间 是 否 存 在 的 问题 至 今 尚未 解决 . 

12. 再 狭 些 的 类 叫做 豪 斯 道夫 空间 . 它 的 特征 是 下 列 公 理 : 

任 两 不 同一 点 集 互相 近 傍 分 离 . 

豪 斯 道夫 空间 类 用 符号 T, 表示 . 它 属 于 7, 但 不 相等 . T, 类 具 遗 传 性 及 
FEE. 

13. 关 于 T 类 ,提出 了 很 丰富 及 有 兴趣 的 问题 ,苏联 拓扑 学 者 对 于 这 些 问 
题 的 探讨 贡献 很 大 .我 们 引进 下 列 术 语 , 以 便 叙 述 其 中 一 个 有 关 的 问题 . 

设 RR 是 某 一 空间 类 ,车 空间 针 属 于 R, 并 且 在 所 有 售 了 为 下 空间 的 R 类 的 
空间 里 闭 的 时 候 , 我 们 说 空间 X Ts 

我 们 想 求 绝对 闭 于 Tz 
Ti 的 相仿 7 rie aaa EE. 

H 闭 性 问题 由 I.C. Anexcannpos 及 II.C. Y poreon 的 下 列 定理 所 解决 : 

豪 斯 道夫 空间 ,五 闭 的 充 要 条 件 是 从 X 的 任 一 个 遮 里 ,可 以 选 出 有 穷 个 
ROR), MPF X. 

人 X 的 庶 , 它 的 意思 是 :空间 X WARR, HAMEET X. 

空间 对 若是 空间 Y 的 下 空间 ,而 稠 于 了 Y 的 时 候 , 我 们 说 Y 是 X 的 推广 . 

II.C. Anexcannpos 及 II.C.Yppicoa[3] 提 出 了 有 关 互 闭 的 问题 : 任 一 豪 斯 道 
夫 空 间 是 否 有 五 闭 的 推广 ? 头 一 个 接近 这 个 问题 的 是 A.H.Taxoaoal21 ,他 证 
明了 :所 有 豪 斯 道夫 空间 是 某 些 等 重 有 H 闭 空间 的 下 空间 .决定 性 的 并 且 是 肯定 
的 解答 是 由 美国 数学 家 Stone 完成 的 . Stone 的 定理 说 :所 有 的 豪 斯 道夫 空间 恒 


空间 的 内 在 特征 (对 于 To 及 
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有 万 闭 推 广 .他 的 定理 后 来 经 A. L. AmekcaHrpop[3] C. B. Domn! 及 
H.A.IIanaat0 用 各 种 不 同 的 方法 重新 证 明 .C.B.Gowaa 并 且 同 时 证 明了 所 有 
豪 斯 道夫 空间 有 等 重 五 闭 的 推广 .Stone 定理 的 各 种 证 明 中 ,概念 最 简明 的 是 
A. IL. Anexcannposly iE BA . 

15 . 任 予 基数 *, 最 小 的 基数 o FE EAR SK r2 的 叫做 z+ 的 对 基数 . 
M. 兄 .IIeperpvaHD 证 明了 下 列 有 意思 的 定理 : 

无 穷 豪 斯 道夫 空间 系 所 作成 的 积 空间 的 拟 重 等 于 因子 空间 的 拟 重 及 这 些 
因子 的 个 数 的 对 基 数 的 上 限 ,但 是 假设 每 个 因子 空间 都 要 多 于 一 点 . 

16. 8 闭 这 个 概念 与 “ 紧 ” 这 个 概念 有 密切 的 关系 . 紧 的 意思 是 :从 所 有 的 谈 
里 恒 可 以 选 出 有 穷 个 集 元 , 仍 能 构成 空间 的 遮 . 

从 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定 理 , 我 们 知道 所 有 n 维 数 空间 的 固 、 闭 下 集 看 做 下 空 
间 的 时 候 是 紧 . 在 分 析 上 团 、 闭 集 之 如 何 要 紧 是 周知 的 .所 以 很 自然 的 ,我 们 可 
以 预料 在 拓扑 学 以 及 它 的 应 用 里 , 紧 空 间 想必 也 有 相仿 的 重要 性 .这 个 付 度 很 
对 , 紧 空间 曾经 是 II.C.AmekcarpoB 及 工 .C.Yyppicoa[2.34 所 建立 的 广大 理论 的 
对 象 .这 理论 的 中 心思 想 一 一 紧 或 对 于 拓扑 学 全 体 ,或 对 于 许多 它 的 应 用 
都 显示 着 本 质 性 的 功效 .我们 打算 在 下 面 讨论 它 的 一 些 性 质 . 

17.11.C. Anexcangpos 及 I.C.yppicont** 关 曾 建 立 上 述 紧 的 定义 与 其 他 两 
个 定义 之 间 的 同 值 .@ 

其 中 一 个 是 这 样 的 :空间 里 所 有 不 空 . 闭 集 的 逆 减 良 序列 都 有 不 空 的 交 的 
时 候 , 称 空间 为 紧 . 由 这 个 定义 所 表示 的 紧 的 解释 ,我 们 知道 是 那 有 名 的 嘉 当 的 
关于 交 的 定理 的 一 般 化 . 

另外 一 个 紧 的 定义 则 与 “全 聚 点 ”有关 . 设 4 是 空间 X 的 下 集 ,%x 是 的 一 
点 . 若 4 与 x 的 任 一 近 傍 的 交 的 势能 与 4 的 势 相等 的 时 候 ,我 们 称 x 做 4 TEX 
HERM. 

相关 的 紧 的 定义 这 样 说 :空间 的 任 一 无 穷 下 集 一 定 有 全 聚 点 的 时 候 叫 做 紧 
空间 .这 个 解释 ,是 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 般 化 . 

18. 紧 空间 构成 乘 性 类 .A.H.Taxoaosb] 证 明 的 这 个 结果 决 不 是 句 空话 @ . 
从 这 个 定理 ,特别 可 以 得 出 , 严 , 尊 ,下 都 是 紧 空间 . 

19. 从 紧 空 间 的 定义 马上 得 出 ,对 于 连续 变换 , 紧 性 是 被 保持 的 .这 就 是 
H.DBP.Benearcoag 的 定理 : 若 能 有 自 紧 空间 和 到 空间 了 Y 上 的 连续 变换 的 时 候 ,了 
也 是 紧 空间 . 

比较 一 下 紧 空间 的 定义 , 同 I.C. AnekcaHnpos 及 I.C. Yppicon XF H A 


@ Momaocra sB rononornn. JI. ,Pykonnacs( 拓 扑 学 里 的 势 , 稿 本 ),1941:1-361. 
@ Æ Il.C. Anexcannpos!'?) | 
© A.H.Tuxonos 只 孝 虑 了 线段 系 的 积 ,不 过 他 的 论断 可 以 逐 字 适 用 于 一 般 情形 : 紧 空 间 系 的 积 . 
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定理 间 的 定理 ,可 以 得 出 :所 有 豪 斯 道夫 紧 空间 都 是 五 闭 . 

紧 空 间 类 不 具 遗 传 性 .但 是 不 难看 出 : 紧 空 间 的 所 有 下 空间 ,看 做 下 集 , 若 
闭 于 外 的 时 候 , 一 定 是 紧 空间 . 

把 所 有 这 些 事实 联系 起 来 ,就 得 到 五 .P.Berearcos 的 定理 ， 

设 有 连续 变换 自 紧 空间 X 到 豪 斯 道夫 空间 了 内 ,这 时 所 有 空间 x 里 闭 集 
的 象 闭 于 了 Y. 

从 这 里 直接 得 出 来 : 自 紧 空间 到 豪 斯 道夫 空间 内 的 所 有 (1,1) 连 续 变换 都 
是 拓扑 变换 . 

我 们 注意 一 个 很 有 意思 的 事 :这 最 后 的 结果 同 它 在 局 部 的 翻译 ,也 就 是 关 
于 连续 于 一 点 的 变换 一 起 构成 A.H. Tuxonos 定理 [9 的 拓扑 学 方面 的 基础 .他 
证 明了 某 些 分 析 上 反 值 问题 的 稳定 性 ,特别 是 关于 位 论 的 反 值 问题 . 

确 有 H 闭 而 不 紧 的 空间 ,I.C. Anekcagnpos 同 工 .C.Ypeicoa03] 曾 作 了 这 种 
空间 的 例 . 

紧 豪 斯 道夫 空间 我 们 叫做 紧 体 . 

20. 与 紧 空 间 同时 , II.C. Anexkcagmpos[] 又 引进 了 “局 部 紧 " 空 间 , 它 的 定义 
是 这 样 的 : 

x 是 空间 X 的 点 ,假若 x 有 在 X 的 近 傍 ,并 且 其 闭 包 紧 的 时 候 ,我 们 说 空间 
息 紧 于 点 x*. 若 世 紧 于 它 的 每 个 点 的 时 候 , 我 们 说 X BRZ. 

所 有 紧 空间 ,显然 是 局 部 紧 ,但 另 一 方面 ,有 局 部 紧 ,而 不 紧 的 空间 ,例如 ， 

n 维 数 空间 就 是 . 

TI.C. Anekcasnpoa[ 引 的 基本 结果 ,可 以 使 我 们 将 考虑 任 一 个 局 部 紧 豪 斯 首 
夫 空 间 归 为 考虑 某 些 紧 体 .这 紧 体 是 由 添 一 个 新 点 于 原来 的 局 部 紧 空 间 得 到 
的 .这 手续 的 特殊 情形 ,例如 添 一 个 “无 穷 远 "点 于 局 部 紧 而 不 紧 的 复数 平面 ,于 
是 得 出 紧 的 Gauss BR. 

RABOR II.C.Anekcagxpos 的 定理 , 先 得 引进 下 列 术语 . 含 空间 X 为 下 空 
间 , 与 X 只 差 一 点 的 紧 体 ,我 们 叫做 空间 XX 的 一 点 紧 化 , 械 .C.Anexrcagnpos[2 定 
理 可 以 叙述 如 下 : 

空间 针 的 一 点 紧 化 存在 的 充 要 条 件 是 X 是 豪 斯 道夫 局 部 紧 空间 .这 时 了 
的 一 点 紧 化 实在 是 唯一 的 . 

由 这 里 可 以 得 出 局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 的 特征 .可 以 这 样 说 : 它 是 紧 体 的 开 
下 集 而 被 看 做 空间 的 . 

21.II.C.AnmekcaHmposi1 引 进 了 一 个 很 重要 的 概念 “ 势 供 ”定义 是 ;空间 X, 
其 无 穷 下 集 4, 点 x, 任 取 % KES US AN URHEA 的 势 小 的 时 候 @ ,我 们 


eae 有 表示 集 4,8 的 差 , 就 是 说 不 属于 B 的 4 TRK, “ANB RAR A,B 的 交 ,“AU B” 表 
示 
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DM X FEA RATA a AETA x, 要 想 有 下 集 4 势 剑 于 这 点 ,当然 这 点 “ 必 
须 不 是 孤 点 .不 若是 豪 斯 道夫 空间 ,并且 在 x 紧 的 时 候 ,这 个 条 件 又 是 充分 的 . 
也 就 是 说 ,我 们 有 下 列 的 并 不 是 自明 的 I.C. Anekcagxpost"| 定 理 : 

豪 斯 道夫 空间 X 紧 于 它 的 非 孤 点 x, 于 是 有 无 穷 下 集 4 ARTA x. 

22. 设 U 是 空间 XX 的 点 x 的 近 傍 所 成 系 . U 满足 下 列 条 件 :点 x 的 任 一 近 
傍 一 定 含 某 些 属于 U 的 近 傍 的 时 候 , 我 们 说 U 是 在 点 x 的 基 . 

例如 点 x TEX 的 所 有 的 近 傍 所 成 系 当 然 就 是 X 在 点 x 的 基 .X 在 点 x 的 基 
的 势 的 最 小 的 ,叫做 下 在 点 x 的 重 . 和 在 点 * 的 重 ,用 符号 p(X) em. 

空间 的 点 x 的 近 傍 系 U 的 所 有 集 元 的 交 , 只 是 一 点 x 的 时 候 , 我 们 说 U 
E X Ex 的 拟 基 . 

X BET, 类 的 空间 的 话 , 于 是 这 空间 的 所 有 的 点 都 有 拟 基 :例如 点 x 的 所 
有 的 近 傍 , 就 是 在 x 的 拟 基 . 在 这 种 情形 ,X TE x 的 拟 基 就 是 在 x 的 基 .X 
在 点 x 的 拟 基 的 势 的 最 小 的 ,叫做 在 点 x 的 拟 重 .XX 在 x 的 拟 重 ,用 符号 
dx( 和 X) 表 示 . 

显然 ,在 Ti 类 空间 的 时 候 , gq,(X) < p(X). 

II.C.AnmercaHrpoagL 证 明了 下 列 定理 : 

和 是 豪 斯 道夫 空间 ,并且 紧 于 点 x HR, g,(X) <p,(X). 

22. 对 于 空间 的 点 x, 若 能 有 下 集 4 势 敛 于 x, 那 么 在 这 些 下 集 的 势 里 一 
定 有 最 小 数 .我 们 把 它 叫 做 了 在 点 x 的 势 重 .空间 碟 在 它 所 有 孤 点 的 势 重 , 我 
们 定义 为 1.X 在 x 的 势 重 ,用 符号 c,(X) 表 示 . 

HE I.C. Anexcanmpos 定理 ,所 有 豪 斯 道夫 空间 , 紧 于 它 的 某 一 点 x 的 
时 候 , 一 定 有 确定 的 势 重 .在 这 种 情形 , II.C. Anexcanmpos 证 明了 c,(X) < 
px(X). 

24. 关 于 紧 空间 的 许多 定理 ,可 以 推广 到 更 广泛 的 “ 列 紧 ” 空 间 , 它 的 定义 是 
这 样 的 : 若 能 自 空间 X 的 可 数 遮 选 出 有 穷 个 集 元 , 仍 足 以 遮 的 时 候 , 定 义 X 
是 列 紧 . 同 紧 空间 一 样 ,这 时 也 可 以 有 不 相同 而 同 值 的 定义 .其 中 一 个 是 这 样 : 

空间 的 任 一 递减 不 空 闭 集 列 , 必 有 不 空 的 交 的 时 候 , 这 空间 是 列 紧 . 

另外 一 个 定义 , 则 与 “ 聚 点 "有关 . 设 4 是 X 的 下 集 ,x 是 空间 的 一 点 . 若 4 
与 x 的 任 一 近 傍 的 交 都 是 无 穷 的 时 候 人 ,我 们 说 x 是 4 TEX SERS. 

用 这 个 概念 定义 列 紧 就 是 :空间 的 任 一 无 穷 点 集 必 有 聚 点 的 时 候 ,空间 是 
列 紧 . 

所 有 紧 空 间 ,显然 , 列 紧 . 另 一 方面 ,很 容易 看 出 :所 有 列 紧 空间 , 它 的 重 不 


X BT, 类 空间 的 时 候 ， PESU y A 与 x 的 任 一 近 傍 的 交 至 少 含 一 点 不 等 于 zx 也 可 以 . 
在 一 ani 如 此 改变 定义 , 则 得 出 完全 新 的 概念 
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超过 可 数 的 时 候 必 是 紧 . 因 此 ,空间 的 重 不 超过 可 数 的 时 候 , 紧 与 列 紧 两 概念 一 
致 .. 

但 是 一 般 这 两 概念 是 不 一 致 的 : 因为 确 有 列 紧 而 不 紧 的 空间 (II.C. 
Anekcannpos 及 II.C. A ). 

25. 与 空间 紧 于 某 点 相仿 的 概念 是 “ 列 紧 于 某 点 ”. 意思 说 ,不 的 点 x 有 一 适 
当 近 傍 其 闭 包 列 紧 . 若 空间 不 列 紧 于 它 所 有 的 点 ,我 们 说 X “局 部 列 紧 ”. 

与 关于 空间 的 一 点 紧 化 的 定理 相仿 的 是 局 部 列 紧 空 间 的 一 点 列 紧 化 的 定 
理 (II.C.AnmekcaHmrpoBl2] ) ; 

空间 X 有 一 点 列 紧 化 的 充 要 条 件 是 X 是 豪 斯 道夫 局 部 列 紧 空 间 . 

这 里 所 提 到 的 空间 X 的 一 点 列 紧 化 是 指 一 个 列 紧 豪 斯 道夫 空间 , 含 XH 
下 集 , 并 且 与 只 差 一 点 .定理 的 条 件 , 不 能 保证 一 点 列 紧 化 的 唯一 性 . 

26. 要 在 一 个 空间 施行 分 析 的 话 , 必 须 在 这 空间 有 “足够 ”的 实 值 连续 函 才 
好 .在 T 类 空间 ,有 时 或 许 “ 稍 少 ”只 取 一 个 值 的 ,空间 的 实 函 ,显然 是 连续 的 . 
关于 所 有 的 空间 ， 很 自然 地 要 产生 这 个 问题 就 是 是 否 在 空间 里 , 除 这 些 无 谓 的 
以 外 还 有 连续 函 . 我 们 晓得 有 无 穷 多 个 T 类 的 空间 ， 在 它 的 实 连 续 函 只 能 是 常 
数 . 头 一 个 ,这 种 例 是 TC. Ypprcoa[g 作 的 .这 个 例 的 空 s 间 是 可 数 .1937 年 捷克 
数学 家 Pospisil 推广 Ypprco 的 做 法 ,证 明了 任 予 无 穷 基 数 r, EA AE r 的 
FIEREN ,在 它 定 义 的 实 连续 函 必 是 常数 .在 这 些 例 里 ,不 是 常数 的 连续 函 
之 所 以 不 存在 是 根据 做 出 来 的 空间 的 下 列 性 质 : 任 两 不 空 开 集 的 闭 包 必 相交 <. 
具 这 性 质 的 空间 显然 通 .所 以 II.C. Yppicon 的 例 同时 是 一 个 可 数 、 通 、 豪 斯 道夫 
空间 的 例 . 

27. 11.C. Yppicon 的 例 告诉 我 们 , Ty 类 空间 ,对 于 施行 “分 析 ” 太 宽泛 .因此 
就 得 在 考虑 的 空间 上 加 更 重 的 分 离 条 件 , 很 自然 地 缩小 研究 的 范围 . 

其 中 的 一 个 就 是 条 件 “ 常 ”: 

任 一 点 x 及 不 含 此 点 的 开 集 4, {x} 及 4 互相 近 傍 分 离 . 

Ti 类 的 空间 ,而 能 满足 这 个 条 件 的 时 候 ,叫做 常 空间 . 常 空间 类 用 符号 T 
表示 . 

很 容易 看 出 来 ,所 有 的 常 空间 是 豪 斯 道夫 空间 . 另 一 方面 , 确 有 不 常 的 豪 斯 
道夫 空间 .例如 上 面 提 到 的 ypsicon 作 的 空间 就 是 .很 容易 看 出 , T 类 具 遗 传 性 
KRH. 

28. TI. C. Anekcanzpos 及 II.C.Yppicoat2,3 证 明了 下 列 紧 体 的 特征 ， 

空间 是 紧 体 的 充 要 条 件 是 空间 常 而 且 均 闭 . 

这 样 ,在 T 类 , 紧 体 与 妃 闭 两 概念 一 致 . 对 于 这 一 类 ， 发 生 绝 对 闭 的 问 
题 一 一 就 是 说 找 绝对 闭 于 7; 类 的 空间 的 内 在 特征 . 这 问题 经 H. M. 
BaiiageprI 所 解决 . 他 是 彼得 格 勒 的 数学 家 ,在 伟大 卫 国 战 争 里 壮烈 牺牲 了 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


要 想 叙 述 他 的 结果 ,我 们 引进 下 列 术 语 .空间 的 遮 的 每 一 个 元 的 闭 包 必定 
含 于 遮 的 另外 一 个 元 的 时 候 ,我 们 说 这 是 空间 的 遮 .了 H.M .Baiia6eprt1 的 定理 
是 这 样 的 : 

常 空间 绝对 关于 Tn 的 充 要 条 件 是 从 它 的 所 有 r 遮 里 ,可 以 选 一 有 穷 席 . 

29. II.C. Anexcanmpos 及 代 .C.yYppiconl3 会 证 明了 下 列 定理 : 

所 有 列 紧 豪 斯 道夫 空间 X WE p(X) < So 于 空间 的 常态 x 

列 紧 常 空间 的 全 集 的 势 不 少 于 2. 

第 二 个 定理 特别 与 紧 体 有 关 . 

II.C. Anekcagnpost11 会 考虑 关于 紧 体 里 全 集 的 存在 问题 .我 们 只 从 他 得 到 
的 结果 列举 一 个 . 

任 予 基数 rt 小 于 XX 的 基数 , 基 在 点 x 的 所 有 近 傍 里 ,有 点 y 而 满足 
p(X) > z 的 时 候 , 我 们 设 点 x 是 空间 XX 的 特点 . 于 是 成 立 下 列 定理 : 

所 有 不 含 全 集 的 紧 体 一 定 有 特点 , 孤 于 特点 的 全 体 . 

30. 用 拓扑 学 去 接近 分 析 的 时 候 , Ts 类 仍 觉 过 于 宽泛 .为 了 这 个 ,我 们 要 求 
更 强 的 分 离 条 件 , 例 如 下 列 的 条 件 “ 法 ”. 

任 两 个 不 相交 的 闭 集 互 相近 傍 分 离 . 

Ti 类 空间 ,更 满足 这 个 条 件 的 ,我 们 叫做 法 空间 .法 空间 类 ,用 符号 74 K 
7N. 

T,K BREF T3 类 . 反 包 含 并 不 成 立 . 有 如 I. C. Anekanpoe 及 
II.C.ypsrcoat3 所 例 示 的 . 

法 空间 的 理论 是 由 代 .C.Ypercon 所 建立 的 .这 理论 的 最 重要 结果 就 是 下 列 
连续 函 推广 的 重要 定理 (II.C.Ypprcont31). 

设 A 是 法 空间 X 的 闭 集 .所 有 A 上 团 、 连 续 实 函 可 以 推广 成 X 的 连续 函 . 

这 个 定理 是 有 名 的 豪 斯 道夫 的 关于 计量 空间 ( 见 35 段 ) 的 定理 的 一 般 化 . 
假设 我 们 停留 在 T 类 范围 之 内 的 话 ,IIL.C.Ypsro 的 定理 并 且 更 进一步 不 允 
许 我 们 推广 所 考虑 的 空间 .因为 很 容易 证 下 列 代 .C.yYppicon 的 反 定理 : 

as iB] X FET, 类 ,并 满足 下 列 条 件 : 任 取 空间 X 的 闭 集 4, 所 有 A SE A, 
连续 函 都 能 推广 成 的 连续 函 , 于 是 是 法 空间 . 

虽然 如 A.A.Mapkost 引 所 指出 ,空间 之 属于 T 类 ,对 于 适用 连续 函 推广 的 
定理 决 不 是 什么 不 可 缺少 的 条 件 .因为 T.C. Yppicon 所 给 的 这 个 定理 的 证 明 对 
任何 空间 都 成 立 , 只 要 它 的 任 两 不 相交 的 闭 集 能 互相 近 傍 分 离 就 行 .最 后 
A. IL. Anekcannpos 证 明 可 以 把 II.C. Yppicon 定理 一 般 化 ,把 它 推广 到 前 述 满足 
E* ,不 要 F 的 空间 .在 这 样 的 A. J. Anexcanmpos 空间 里 ,只 要 任 两 闭 集 不 相 
X, 则 互相 近 傍 分 离 ,就 可 以 应 用 Ypo 定理 推广 连续 函 
(A.J. Anexcannpos'!! ) . 
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H. B. Benenncos! E —Fy HE I.C. Yporcon 定理 ,证 明了 被 推广 的 函 i 
BAY Fae BE FY LA NE | 

II.C.Yppro 定理 告诉 我 们 ,法 空间 里 连续 函 够 多 .特别 由 这 定理 可 以 得 
出 ,在 法 空间 ,只 要 它 有 一 个 以 上 的 点 ,一 定 有 不 是 常数 的 连续 函 . 

II.C. Yppicon 定理 允许 我 们 在 法 空间 作 “ 分 析 ” 及 其 推广 . ie 
A.A.Maproa3] 在 法 空间 构成 了 一 般 测 度 及 积分 的 拓扑 理论 .这 理论 经 过 
A Ji. AmiekcaHmpoB[l， 2,4] 的 工作 更 得 到 重要 的 发 展 .II. C. ypprcol’] 从 他 的 定理 ， 

得 到 了 重要 的 系 ,这 系 是 关于 法 空间 的 通 集 的 势 的 : 

法 空间 的 通 下 集 , 只 要 它 含 一 个 以 上 的 点 , 它 的 势 =2%. 

nie 这 定理 未 必 成 立 .IL.C.ypsroI4 只 证 明了 :所 有 常 
空间 的 通 下 集 的 势 , 只 要 它 含 一 个 以 上 的 点 ,就 不 是 可 数 . 

31. 在 拓扑 学 以 及 ae 法 空间 既是 如 此 的 重要 , 找 些 另外 的 条 件 以 
断定 其 他 的 空间 能 是 法 空间 的 定理 ,因此 也 有 重要 的 意义 .A.H.Taxoaopl 的 
定理 就 是 这 样 定 理 中 的 一 个 : 

所 有 可 数 重 的 常 空间 是 法 空 xi]. 

另外 这 样 的 定理 是 I.C. Anekcanrpos 及 II.C.yYpprcoal2.3] 的 : 

所 有 紧 体 是 法 空间 . 

32. 74 类 既 不 具 遗 传 性 也 不 具 乘 性 . 

A.H.Taxoaos[21 作 了 一 个 简单 的 例 ,说 明 由 紧 体 去 掉 一 点 就 得 到 含 于 紧 体 
的 下 空间 ,而 不 是 法 空间 . 

法 国 数学 家 Dieudonne 作 了 一 个 例 ,说 明 由 两 个 法 空间 所 得 积 ,可 以 不 是 法 
空间 . 

33. 上 面 已 经 注意 过 , 任 予 超 穷 的 t, r 的 重 是 r. 对 任 一 +, 了 是 紧 ,并 且 因 
WT, 类 具 乘 性 ,所 以 属于 7, 类 .空间 r 既是 紧 因 之 是 法 空间 ,特别 fo 是 可 数 
重 的 法 空间 .IIL.C.yYpsrot 证 明了 下 列 很 有 意义 的 结果 : 

空间 1 是 可 数 重 法 空间 的 万 有 空间 . 

eT kt A.H.Trxonos 定理 ,我 们 可 以 把 这 里 的 “法 " 字 改 成 

常 " 字 ,以 便 说 明 所 考虑 空间 类 的 遗传 性 . 

人 的 zM, AWR, A. H. Taxon a T M—-4 
要 的 空 空间 . 全 常 空间 定义 与 常 空间 定义 相仿 ,不 同 于 后 
者 只 Oe ae 

空间 对 属于 7 类 ,并 满足 下 列 条 件 的 时 候 ,叫做 全 常 : 行 巴 空间 一 点 x 

及 闭 集 4 NB x, Rir GRA 必定 泛 函 分 离 .全 常 空间 类 用 符号 T, 表示 . 

很 容易 看 出 来 , 7, 类 具 遗 传 性 .由 定义 ,马上 看 出 T, XET T 类 .从 连续 
PRE) AEB Tac 7 . 另 _- 方 面 ,AH.TuxouosPI 作 了 -一个 常 而 不 是 全 党 
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空间 的 例 . 上 面 证 明 T, 空间 不 具 遗 传 性 的 例 ,同时 是 全 常 而 不 是 法 空间 的 例 . 
所 以 7, 类 位 居 T, 74 两 类 之 间 , 比 前 者 罕 , 比 后 者 广 .重生 的 全 常 空间 类 是 
具 遗 传 性 的 ,大 就 属于 这 类 . 原因 是 天 的 重 <r, 并 且 是 法 空间 , 因 之 是 全 常 . 
A.H.Traxonosi3 证 明了 下 列 有 意义 的 定理 : 

任 予 超 穷 基 数 r, 是 重 <r 的 全 常 空 间 类 的 万 有 空间 . 

因此 全 常 空间 的 研讨 ,都 归 成 Tuxonos 方 体 的 研究 . 

由 A.H.Tuxonos 的 定理 直接 得 出 一 个 重要 的 系 , 关 于 看 全 常 空 间 为 紧 体 
的 下 空间 ,或 看 做 法 空间 的 下 空间 的 特征 的 : 

空间 是 紧 体 的 下 空间 的 充 要 条 件 是 全 常 . 

空间 是 法 空间 的 下 空间 的 充 要 条 件 是 全 常 . 

所 有 这 些 结果 充分 证 明了 全 常 空间 在 拓扑 学 的 意义 .目下 在 数学 的 很 多 邻 
近 分 支 里 ,发 现 这 一 类 空间 具有 很 重要 的 意义 ,例如 在 拓扑 群 的 理论 @. 原因 是 
JI.C.IIoarprra 及 A.A.MaproB 得 到 了 下 列 定 理 : 

空间 是 拓扑 群 的 闭 下 空间 的 充 要 条 件 是 全 常 . 

A.A.IMapkosl 和 提示 了 许多 拓扑 群 构成 的 一 般 方法 ,这 时 全 常 空间 都 是 非 
FERH. 

34. 从 上 述 A.A. Tuxonos WHR, 15h TA EA S RA K, KIER HE 
广 .与 这 些 结果 相 结合 ,捷克 数学 家 切 赫 ,更 进一步 发 展 这 思想 ,证明 全 常 空间 
的 所 有 诊 斯 道夫 , 紧 推 广 里 ,有 按 下 列 意义 最 大 的 一 个 : 它 可 以 连续 变换 到 所 
AX WSR, RHE LFA X 本 身 的 点 仍 变换 到 本 身上 去 .这 切 赫 推广 
实际 是 唯一 的 ,以 后 用 符号 BX 表示 它 . 切 赫 更 证 明 BX 有 下 列 性 质 : 所 有 自 空 
E 到 任意 的 紧 体 Y 内 的 连续 变换 可 以 推广 为 自 BX BY 内 的 连续 变换 .很 容 
DAHR, ER BX 的 最 大 性 可 以 由 此 得 出 . 

1938 年 美国 数学 家 Wallman 提示 了 任意 T, 类 空间 紧 推广 的 另 一 方式 的 建 
设 .这 个 及 切 赫 的 构成 ,读者 可 以 参考 T1.C. Anexcangpos!"!, 23/5] 忒 的 Wallman 
推广 用 符号 wX 表示 . 

实质 上 新 ,并 且 由 某 种 观点 看 更 简单 的 构成 要 算 TC. Anexcanmpos! 7! . [ii] 
时 他 解释 了 全 常 空间 X 的 推广 BX K oX 之 间 的 关系 . BX 可 以 由 wX 按 一 定 的 
方式 得 出 来 . 

1940 年 A. JL. Anekcanaposl ¢ Wallman 的 紧 推广 一 般 化 为 空间 的 任意 推 
广 ,并 且 证 这 构成 的 结果 空间 的 紧 推 广 wX 一 一 永远 满足 下 列 性 质 .: 

自 空间 至 任意 紧 体 Y 内 的 所 有 连续 变换 ,可 以 推广 为 自 oX 至 Y@ 内 的 
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更 继续 研究 紧 推广 的 理论 ,A. 区 .AmerkcaHmrposL 证 明了 一 连 串 其 他 极 有 兴 
趣 的 推广 .其 中 有 些 与 “至 法 ”空间 这 概念 有 关 .这 概念 是 H. B. Benenncos 引进 
的 ,其 定义 如 下 :空间 的 所 有 闭 集 是 由 某 些 在 式 的 实 连续 而 在 该 处 趋 于 零 的 点 
所 作成 的 时 候 , 叫 做 至 法 空间 .H.B.BerearcogL 证 明了 下 列 定理 : 

空间 是 至 法 的 充 要 条 件 是 它 是 法 空间 ,并 满足 所 有 它 的 闭 集 是 不 超过 可 数 
多 个 开 集 的 交 . 

至 法 空间 这 概念 及 了 H.B. Benenncos 定理 经 A. IL. Azekcanzgpos! ? ,撤销 了 属 
于 Ti 类 的 限制 ,并 把 结果 推广 到 他 的 一 般 空间 ( 见 第 一 段 ) .至 法 空间 这 概念 ， 
在 A. 本 .Anercannpos 的 拓扑 测度 论 里 有 极 重要 的 意义 . 

H.A.Ilanant1'%' 引 更 进一步 很 有 成 就 地 研究 了 有 关 推 广 的 理论 . 

35 .苏联 拓扑 学 派 伟大 成 就 之 中 的 又 一 个 ,是 “计量 化 问题 "的 解决 .这 问题 
与 “计量 空间 "这 概念 有 关 ,其 定义 如 下 : 

设 X EREE, p 是 X 的 两 元 的 实 函 ,满足 下 列 两 条 件 : 

D, ol(x,y)=0 只 限于 x=y. 

D EF x,y,zEX,ol(x,y)+ol(y,z)=p(z,x). 

我 们 说 p Æ X E, PAES HE A RI PR ERR EE 
义 的 计量 .计量 空间 的 元 叫做 它 的 点 . 数 p(x,y) 一 一 p 是 计量 空间 X 的 计量 ， 
x,y 是 了 的 点 叫做 x,y TEX ER. 

从 条 件 Di,D, 得 出 , 任 两 点 之 间 的 距离 不 负 , 并 且 p(x,y) = o(y,x), 并 且 
对 任 三 点 x,y,z olx, y)+ol(y,z)=p(x,z). 

Wx 是 计量 空间 X 的 点 ,e 为 任 一 正 数 .与 x 的 距离 小 于 e 的 所 有 的 点 y， 
叫做 x E X We 近 傍 . 

设 4 是 计量 空间 的 下 集 . 任 取 4 的 点 x, 于 是 有 se >0,x 的 e 近 傍 全 含 于 
4 的 时 候 ,我 们 说 4 是 开 . 

计量 空间 的 开 集 满足 Ei ,EE,E. 因此 计量 空间 确定 一 个 拓扑 空间 .拓扑 空 
间 从 计量 空间 出 发 ,由 这 种 方式 决定 的 了 的 ,我 们 叫做 可 计量 空间 .所 有 拓扑 空 
间 都 可 计量 是 决 不 能 成 立 的 .但 可 以 知道 :所 有 计量 空间 是 法 空间 . 

计量 化 问题 就 是 求 可 计量 空间 的 内 在 特征 ,也 就 是 用 纯 拓扑 的 语言 来 表达 
可 计量 空间 的 特征 .这 问题 由 I.C. Anexcannpos 及 II.C.ypprcoai 所 解决 .为 
了 叙述 他 们 所 得 的 结果 ,我 们 引进 下 列 术语 . 

a, p 是 空间 XX 的 两 个 遮 , 任 取 a 的 两 元 U,V, 而 VN VAA, TEA p 的 元 
下 满足 UU VC Ww 的 时 候 ,我 们 说 a ERT p. Z X UES a), az,e, AW 
足 : 任 取 点 x, 及 集 U1, U2,…, 涉 x€ UE a;)(i =1,2,3,°°), WRAL UE X 
在 x 的 基 的 时 候 , 我 们 说 遮 列 a; 是 在 X 的 全 锁 .在 的 全 锁 |a;1 若 每 个 
aa; th ai 的 时 候 , 我 们 说 fa;| 常 . 
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T1.C. Anexcannpos & II.C. Yppicon 所 发 现 的 计量 化 问题 的 解答 是 这 样 的 : 
空间 可 以 计量 化 的 充 要 条 件 是 空间 有 常 全 锁 . 
与 这 个 计量 化 一 般 定 理 不 相关 , 另 有 三 个 关于 特殊 不 同 空间 类 可 以 计量 化 
的 定理 . 
其 中 头 一 个 定理 是 I.C.ypprcoat5 所 给 的 可 数 重 空间 计量 化 的 充 要 条 件 : 
空间 的 重 不 超过 可 数 ,其 计量 化 的 充 要 条 件 是 它 是 常 空 间 . 
这 定理 很 容易 可 以 由 上 述 I.C.yYppro 关于 空间 7xo 的 万 有 性 得 出 来 . Al 
为 注意 这 空间 拓扑 同 值 于 希 尔 伯 特 空间 的 方 体 就 可 以 . 方 体 按 定义 是 :0< x;=< 


二 (= 1， 2,…) ,此 处 x; 是 希 尔 伯 特 空间 的 点 的 坐标 (A.H.Teaxoaoa[2]). 


第 二 个 计量 化 定理 ,也 是 开 .C.yYpprcost1!1 所 证 明 的 ,是 关于 列 紧 空间 的 . 

列 紧 空 间 可 以 计量 化 的 充 要 条 件 是 它 是 豪 斯 道夫 空间 ,而 重 不 超过 可 数 . 

必要 部 分 , 早 由 豪 斯 道夫 所 证 明 , 充 分 部 分 ,很 容易 由 第 一 计量 化 定理 得 
出 .因为 只 需 注 意 所 有 列 紧 ,而 重 不 超过 可 数 的 豪 斯 道夫 空间 是 紧 体 , 因 之 ,是 
常 空间 . 

列 紧 计量 空间 叫做 列 紧 体 . 

II.C. Anexcannpos 所 证 明 的 第 三 个 计量 化 定理 是 关于 局 部 列 紧 空间 的 : 

局 部 列 紧 空间 可 以 计量 化 的 充 要 条 件 是 它 是 豪 斯 道夫 空间 ,并 可 表示 成 互 
斥 开 集 之 和 ,每 个 开 集 的 重 不 超过 可 数 . 

只 是 必要 部 分 的 证 明 相当 难 . 

36. 拓 扑 学 重要 问题 中 的 一 个 是 研究 “什么 空间 可 能 ?” 的 问题 . 当 考 察 这 个 
拓扑 学 问题 的 时 候 , 很 自然 地 ,应 将 拓扑 同 值 的 空间 抽象 地 看 做 一 个 

很 明显 的 ,这 最 一 般 的 问题 很 不 容易 处 理 :因为 空间 太 多 ， 太 繁杂 ,不 便于 
研讨 它 的 全 体 .因此 适当 地 限制 空间 类 ,不 损伤 原 问题 的 精神 ,以 便 仔 细 地 研 
究 , 应 能 很 有 成 果 . 特别 第 一 步 应 当 考 察 我 们 所 考虑 的 类 里 ,拓扑 不 同 值 的 空间 
表现 的 计算 .也 就 是 说 弄 清 这 表现 全 体 的 势 . MX. 史 .IIeperpwaaD 作 了 很 多 这 类 
的 计算 . 

下 面 所 引 的 四 个 M.A. Tepespman 的 定理 里 的 “cr” 表示 任意 的 超 穷 基数 . 

恰 有 27 个 重 是 zc 的 拓扑 不 同 值 的 紧 体 . 

RAEE r 的 拓扑 不 同 值 的 可 计量 空间 . 

恰 有 22 个 重 是 r 的 拓扑 不 同 值 的 7 类 空间 . 拓扑 不 同 值 的 、 拟 重 是 z 的 
全 常 空间 亦 同 . 


恰 有 22 个 拟 重 是 + 的 拓扑 不 同 值 的 常 空间 . 拓扑 不 同 值 的 、 拟 重 是 r 的 全 


®© Moumocm B tononorun. JI. ,Pyrkonrca( 拓 扑 学 里 的 势 , 稿 本 ) ,1941:1-361 . 
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常 空间 亦 同 . 

37. II.C. Anekcagxposl5 证 明了 下 列 重要 定理 : 

嘉 当 不 连续 集 可 以 连续 变换 于 任 一 列 紧 体 上 . 

与 列 紧 体 是 紧 体 的 一 部 分 一 样 , 嘉 当 不 连续 集 Di 是 一 般 嘉 当 不 连续 集 
DF 的 特例 .因此 可 以 预想 , 任 一 紧 体 可 表示 成 一 般 嘉 当 不 连续 集 的 连续 象 . 这 
个 预想 为 波兰 数学 家 Spilvjagn 所 否定 . 紧 体 而 可 以 表示 成 空间 D 的 连续 象 的 ， 
TI. C. Anekcannpos 把 它 叫 做 二 进 紧 体 . H. A. Tannnt 和 ;56.71 对 它 的 理论 作 了 很 
深刻 的 研究 .许多 以 往 对 于 列 紧 体 成 立 的 定理 ,都 可 以 推广 到 二 进 紧 体 .为 了 叙 
述 Manm 的 主要 结果 ,我 们 引进 下 列 术语 . 集 系 中 任 两 元 4,B 之 间 必 有 AcB 
或 Bc 4 成立 的 时 候 , 我 们 称 之 为 序 系 . Mann 证 明了 下 列 定理 : 

TRKE X HFX 的 开 集 所 成 不 空 序 系 的 所 有 的 集 的 交 仍 稠 于 区 

由 此 得 出 ,不 空 二 进 紧 体 不 能 表示 成 疏 于 X 的 下 集 所 成 序 系 的 所 有 集 之 
和 . 

H. A. Manm 作 了 一 个 反例 ,进一步 证 明 , 上 列 结果 中 二 进 性 是 去 不 得 的 ; 
确 有 紧 体 X GF 式 的 闭 下 集 所 成 序 系 的 所 有 的 集 之 和 . 

H. A. Manm 男 外 得 到 关于 “ 序 ” 二 进 紧 体 的 有 趣 结果 . 按 下 述 方法 作成 空 
间 , 叫 做 序 空间 . 设 蕊 是 任 一 序 集 , 集 的 隔 间 是 合乎 下 列 四 种 情形 之 一 的 外 
的 下 集 : 

(1 所 有 位 于 互 的 两 固定 元 之 间 的 元 全 体 . 

(2) 所 有 位 于 XX 的 某 固 定 元 之 前 的 元 全 体 . 

(3) 所 有 位 于 的 某 固定 元 之 后 的 元 全 体 . 

(4) 整 个 集 X. 

由 隔 间 所 作 的 和 叫做 开 集 , 于 是 X REZ N.H. A. Wan 证 明了 下 列 定 


所 有 序 二 进 紧 体 拓 扑 同 值 于 数 直 线 的 园 AFE. 

如 有 名 的 例 所 指出 ,此 处 二 进 这 条 件 仍旧 是 去 不 得 的 . 

与 列 紧 体 是 一 个 固定 的 空间 Di 的 连续 象 相仿 ,是否 一 般 紧 体 也 可 以 表示 
为 特别 空间 的 连续 象 , 工 .C.ArekcaHmpoatl0,19] 会 证 明 下 列 关 于 这 方面 的 定理 : 

所 有 重 < r 的 势 体 是 空间 D 的 某 些 下 集 的 连续 象 . 

同时 证 明了 关于 所 有 To 类 的 下 列 结果 : 

所 有 重 < r 的 Ty 类 空间 是 空间 六 的 某 些 下 集 的 (1,1) 连 续 象 . 

38. 上 面 所 引 H.A. Mannu 的 结果 是 根据 他 的 “口径 理论 ”, 这 理论 有 它 独 
立 的 兴趣 .这 理论 的 中 心思 想 一 一 拓扑 空间 的 “口径 ”一 一 的 定义 是 :基数 > 
1, 所 有 空间 的 开 集 系 , 势 是 r, 必定 含 同 势 的 下 系 , 其 中 开 集 之 交 不 空 的 时 候 ， 
我 们 称 基 数 z 为 空间 XX 的 口径 . 
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H. A. Uan 研究 了 积 空间 的 口径 与 因子 空间 口径 之 间 的 影响 . 得 到 的 这 
些 结果 ,使 他 能 够 证 出 上 述 关于 二 进 紧 体 的 诸 定 理 . 

39.1928 年 II.C. Anekcagnpost "发 表 了 第 一 篇 他 的 “ 谱 论 ”的 文章 . 这 理论 
的 基本 趋势 是 从 其 他 简单 明了 的 对 象 出 发 ,应 用 些 极限 算法 做 出 来 的 极其 一 般 
的 空间 . 换 近 ,例如 ,在 T.C. Anexcanmpos!!9! 的 论文 里 的 处 理 方式 ,出 发 的 材料 
是 陨 空间 .所 谓 陨 空间 是 7o 类 空间 ,其 所 有 开 集 之 交 仍 是 开 集 .很 明显 的 ,所 有 
AF To 类 空间 是 陨 . 

在 陨 空间 ,所 有 集 系 的 集 之 和 的 闭 包 等 于 集 系 的 集 的 闭 包 之 和 .但 每 个 点 
集 是 一 点 集 之 和 ,所 以 在 陨 空 间 一 点 集 的 闭 包 若 已 知 , 则 闭 包 这 运算 完全 确定 . 

咒 空间 X PRERA x,y 间 的 关系 

xEly} dy} 中 
在 马 决 定 一 个 反对 称 , 可 递 的 关系 ,也 就 是 一 个 半 序 由. 

不 难看 出 ,上 列 关 系 决定 一 个 陨 空间 与 半 序 集 之 间 的 (1,1) 对 应 :所 有 陨 空 
间 决 定 一 个 半 序 集 ,这 半 序 集 由 空间 的 点 所 构成 ,“x 在 y 前 "是 用 条 件 @ 四 定义 
的 ;所 有 半 序 集 按 这 个 意义 决定 唯一 的 一 个 陨 空间 .为 了 由 半 序 集 ,得 到 唯一 
的 陨 空间 ,必须 将 满足 下 列 条 件 的 的 下 集 看 做 开 : 集 的 元 x 若 属于 和 的 某 
集 , 而 所 有 的 元 在 x 后 的 也 属于 该 集 . 陨 空间 的 理论 ,这 样 一 来 ,就 同 值 于 半 
序 集 的 理论 . 

以 下 式 子 “x < y(X)” 表 示 ,在 半 序 集束 里 ,x 在 y 前 ; 式 子 “x<y(X)” 表 示 
ayy EFFE X WIG, x< y(X)M x= y. 

设 f 是 自 半 序 集 X 至 半 序 集 Y 的 变换 ,着 x<y(X), 必 定 f(x) < fly) (Y) 
的 时 候 ,我 们 说 了 保 序 . 

很 容易 看 出 来 , 自 陨 空间 和 至 陨 空间 了 内 的 变换 连续 的 充 要 条 件 是 定义 
在 X 的 半 序 经 过 这 变换 保 序 于 定义 在 了 的 半 序 . 

任 一 半 序 集 X 对 应 一 个 反 半 序 集 X* ,和 * 的 元 与 不 完全 相同 ,只 是 x < 
y(X* ) 时 ,必须 而 只 需 y < x(X) .转移 到 反 半 序 这 个 运算 相当 于 作 予 陨 空间 的 
匹 空间 .所 谓 匹 空间 的 意思 是 ,点 与 原来 的 一 样 ,但 匹 空间 的 开 集 正 是 原来 的 闭 
集 . 

任意 的 集 系 可 以 看 做 半 序 集 ,注意 其 包含 就 具有 半 序 的 性 能 ,就 是 说 4,B 
是 集 系 的 元 , 若 ACB MAB 的 时 候 , 我 们 定义 4 在 B 前 . 既 如 此 ,再 根据 半 
序 集 与 陨 空间 的 同 值 ,所 有 集 系 都 可 以 看 做 是 陨 空间 . 另 一 方面 ,不 难看 出 ,所 
有 半 序 集 同 构 于 某 些 自然 的 半 序 集 . 由 此 得 出 , 陨 空间 拓扑 同 值 于 视 为 陨 空 间 
的 集 系 . 


O A 表示 集 4 在 所 考虑 空间 的 闭 包 . 
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若 一 个 集 系 , 其 每 一 个 元 的 下 集 也 都 是 系 中 一 元 , 则 称 为 备 集 系 
(II.C.AnmercaHmrpoaL). 有 穷 备 集 系 称 为 抽象 单纯 复合 形 ,简称 为 4 - 复合 形 . 

显然 ,抽象 单纯 复合 形 中 的 元 是 有 穷 集 ,由 于 4 - 复合 形 与 欧 几 里 得 单纯 
复合 形 间 的 关联 ,II.C.AnmekcaHrpoa 称 为 穷 集 为 间架 , 称 具有 n +1 个 元 素 的 集 
为 n 维 间架 (n =0,1,2,…). 这样 ,每 一 个 4 -复合 形 就 看 成 了 间架 所 组 成 的 
有 穷 集 . 若 C 是 一 个 4 -复合 形 , 包 含有 n 维 间架 而 不 包含 任何 m - 维 (m > n) 
间架 , 则 称 C An 维 4 - 复合 形 . 

4 -复合 形 的 每 一 个 下 集 是 一 个 集 系 , 且 可 以 看 做 一 个 有 穷 陨 空 间 , 即 一 
个 7 类 中 的 有 穷 空间 .反之 ,如 同 I.C. Anexcarmpos!"!! , AE 35 Ba Zs lia] 
同 胚 于 某 一 4 -复合 形 的 下 集 . 这样 一 来 ,对 于 有 穷 陨 空间 的 研究 就 化 为 对 于 
4 -复合 形 的 研究 , 越 加 显 出 了 这 种 空间 理论 的 组 合 本 质 . 

现在 我 们 转 到 对 于 I.C. Anercasxpoet "9 中 及 A.T.Kypomtl3 所 创立 的 
“ 谱 论 ”的 简明 叙述 ,这 个 理论 给 予 了 由 有 限 陨 空 间 出 发 来 构成 紧 体 的 可 能 性 ， 
并 且 开 辟 了 用 组 合 代数 方法 来 研究 紧 体 的 一 条 要 道 . 

40. 半 序 集 号 假如 满足 下 列 的 条 件 , 则 称 为 有 向 :对 于 集 三 中 的 任意 二 元 
a 与 8, 必 存在 三 中 一 元 既 随 在 之 后 ,又 随 在 8 之 后 0. 

设 对 于 有 向 集 号 中 的 任意 一 个 元 a 都 对 应 了 一 个 空间 XX 并 且 对 于 号 中 
的 每 一 对 元 “a ,8” 适 合 a < 8(S) 的 ,都 对 应 了 一 个 由 空间 Xs 到 空间 X 的 连续 
变换 of ,满足 下 列 关系 

m% = rink 
只 要 是 a < B<7Y(S). 空 间 系 X SERA eo 合并 起 来 考虑 , 称 为 一 个 谱 . 设 谱 
由 空间 X (a EE), KER hla < 8(S)) 组 成 .看 空间 系 X, (a EE) X.X 
中 的 点 是 所 有 可 能 的 系 < x。> ges HEP x, € X,(a€ EZ). > 0 表示 满足 下 列 条 
件 的 系 的 全 体 : nfxg = x RRE a < BCE). ERZE X 的 下 集 ,0 也 是 一 个 空 
间 . 空 间 0 称 为 所 考虑 的 谱 的 备 限 .由 不 空 紧 体 所 产生 的 谱 , 其 备 限 是 一 个 不 
空 紧 体 (II.C. Anexcanmpos'!?! ) . 

从 有 限 陨 空间 来 构成 紧 体 的 过 程 中 ,IT.C.Anercagnxpos 所 引进 谱 的 低 限 的 
观念 担任 了 一 个 重要 角色 , 它 可 以 定义 为 谱 的 备 限 中 那 种 点 1x| 的 全 体 ,满足 
条 件 {x1 = {x| ,就 是 说 ,一 点 集 |x|} 是 闭 集 .此 处 , 闭 包 是 在 备 限 中 来 取 的 ,所 取 
的 备 限 的 下 集 看 做 一 个 空间 @. 

显然 ,每 一 个 谱 的 低 限 是 7| 类 中 的 空间 ,II.C. Anexcanzpos 陈述 了 下 面 的 
充 要 条 件 使 得 谱 的 低 限 是 7, 类 中 的 空间 :对 于 谱 的 低 限 中 任意 两 个 不 同 的 点 


D ”我 们 宁可 以 “有 向 集 "这 个 术语 来 代替 具有 相同 意义 而 为 II.C. Anekcanxpoa 所 采用 的 术语 “无 
@ IT.C.Arekcampost9] 中 , 低 限 的 定义 是 用 另外 的 术语 来 陈述 的 . 
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< xs > eB < ya > ace FETE a 使 得 在 X, Px, 与 yp 是 近 傍 分 离 的 .满足 这 
个 条 件 而 且 是 由 有 穷 陨 空间 所 产生 的 谱 , II.C. Anexcannpos 称 之 为 豪 斯 道夫 
wo. 

谱 论 的 主要 结果 是 下 面 的 ArmrerkcaHmrpoB-Kyporr 定理 : 

每 一 个 豪 斯 道夫 谱 的 低 限 必 为 一 紧 体 ,并且 每 一 个 紧 体 必 为 某 一 豪 斯 道夫 
谱 的 低 限 (II.C. AmegkcaHmrpoBL19]). 

41. 谱 论 使 得 有 可 能 实现 在 逻辑 上 自然 地 造 出 “nm - 维 元 体 " 一 一 多 面体 拓 
扑 学 中 的 结构 单位 .所 谓 n - 维 元 体 一 一 简称 n- 元 体 一 一 是 指 所 有 与 n -HE 
方 体 (n=0,1,2,…) 同 胚 的 空间 ,是 定义 为 只 有 一 点 的 空间 . 

TI.C. Anexcanmpos 在 构成 以 n -元 体 为 低 限 的 罕 斯 道夫 谱 的 过 程 中 ,用 到 
了 半 序 集 “ 重 心 派生 ”的 观念 ,其 定义 如 后 . 半 序 集 所 有 的 不 空 下 序 集 全 体 在 
自然 的 意义 之 下 组 成 了 一 个 半 序 集 XA 蕊 的 重心 派生 .重心 派生 永 为 备 
系 . 有 限 半 序 集 忒 的 重心 派生 显然 也 是 有 穷 集 ,因此 是 4 - 复合 形 .在 这 种 情 
形 , 如 同 在 任何 有 穷 半 序 集 一 样 ,重心 派生 中 的 每 一 元 了 中 必 含 有 一 个 末 元 
(ER 了 的 所 有 其 他 元 之 后 ). 集 了 的 这 个 末 元 称 为 了 的 负荷 元 .有 穷 半 序 集 X 
的 重心 派生 XX 的 诸 负 荷 元 都 是 本身 的 元 .将 重心 派生 中 的 每 一 个 元 对 应 于 
它 的 负荷 元 ,我 们 就 得 到 自 半 序 集 X 到 半 序 集 X 的 一 个 变换 ,容易 看 出 这 个 
变换 是 保 序 的 .我 们 称 它 为 重心 派生 的 自然 变换 . 

利用 半 序 集 与 陨 空间 之 间 的 对 应 ,可 以 这 些 观念 推 及 有 穷 陨 空间 .可 以 定 
义 有 穷 陨 空间 无 的 重心 派生 以 及 将 它 变 换 到 和 去 的 自然 变换 .有 穷 陨 空间 X 
的 重心 派生 为 一 有 穷 陨 空间 ,并 且 从 它 到 式 的 自然 变换 是 连续 的 . 

从 任意 一 个 有 穷 陨 空间 XQ 出 发 ,我 们 可 以 按照 下 述 的 方式 来 构成 一 个 
谱 . 首 先 关于 自然 数 n 归纳 地 定义 出 一 系列 有 穷 陨 空间 已 (nm =0,1,…), 令 
,411 为 X, 的 重心 派生 .又 令 

Xm= Kn 41 Red Tn 

其 中 x, WAX, 2X, WARK co WER X, BX, (O<m<n) HERE 
换 . 容易 看 出 , 诸 空间 X, 与 诸 变 换 x 合并 而 考虑 ,组 成 一 个 豪 斯 道夫 谱 . 这样 
所 构成 的 谱 称 为 重心 谱 . 特 别 , 取 Xo 为 n- 维 间架 所 有 不 定 下 集 的 全 体 在 自然 
次 序 之 下 所 成 的 陨 空间 ,我 们 得 到 n- 维 元 谱 . 工 .C. Anekcanaposl 91E T F 
面 的 定理 : 

n — 维 元 谱 的 低 限 为 n -元 体 . 


D 这 个 条 件 之 并 非 必需 ,可 以 由 下 面 的 简 例 看 出 , 设 为 按照 自然 次 序 的 全 体 自然 数 所 成 的 集 . 
X, ITER ECE YHA MMA a,b, cl KARA:A,ta},le,b],la,cl,la,b,clsag HE Xp 到 
X, 上 的 全 同 变换 (c < B(E)) .不 难看 出 ,在 这 里 I.C. Anexcarmpon 的 条 件 并 未 满足 ,而 谱 的 低 限 是 一 个 
由 两 个 点 组 成 豪 斯 道夫 空间 . 
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42. n -元 谱 的 特殊 情形 之 一 是 所 谓 n- 维 单 纯 形 (简称 n -单纯 形 ). 这 是 
指 包 含 在 + - 维 欧 几 里 得 空间 (r 宇 n) ,而 不 包含 在 它 的 任何 维 数 小 于 n 的 下 空 
间 之 内 的 n- 维 间架 的 凸 闭 包 .车 间架 6 的 凸 闭 包 是 单纯 形 $, 则 G 唯一 地 决 
定 了 单纯 形 $. G 的 元 称 为 $ 的 顶点 . 6 的 不 空 下 集 也 定义 单纯 形 , 称 为 5 的 
面 . $ 的 面 之 中 有 非 真 面 ( 即 单纯 形 $ 自己 ). S 其 他 的 面 称 为 真 面 . S 所 有 的 真 
面 之 和 称 为 $ 的 边缘 . 

设 C Hr- 维 欧 几 里 得 空间 E 中 (不 同 维 数 的 ) 单 纯 形 集 .假如 下 面 的 条 
件 适合 ,我 们 称 C H E 中 的 一 个 欧 几 里 得 单纯 复合 形 (简称 E -复合 形 ): 

(1) C 中 每 一 个 单纯 形 的 面 仍然 属于 C; 

(DEF C 的 任意 两 个 单纯 形 ,其 交 或 为 空 ,或 为 它们 的 公共 面 . 

这 时 ,车 C 中 含有 mnm - 维 单 纯 形 ,而 不 含有 m - 维 单纯 形 当 m > n, WK C 
为 n - 维 复合 形 . 

E PHE- 复合 形 C 的 所 有 单纯 形 之 和 ,成 为 Fr 中 的 一 个 点 集 . 若 E 中 
的 下 集 4 RE 中 某 一 E -复合 形 中 诸 单 纯 形 之 和 , 则 称 4 为 严 中 的 直 多 面体 . 
特别 若 4 为 一 n - 维 记 -复合 形 中 诸 单 纯 形 之 和 , 则 称 4 为 n - 维 直 多 面体 . 
容易 证 明 , 以 这 种 方式 对 于 所 有 的 直 多 面体 都 定义 的 初等 几何 维 数 由 直 多 面体 
一 义 地 决定 .换言之 ,同一 个 直 多 面体 不 可 能 同时 是 n - 维 而 又 是 m - 维 的 ， 
mÆn. 

所 有 的 同 胚 于 直 多 面体 的 空间 称 为 多 面体 ,由 T.C. Anekcanpo 的 结果 得 
知 ,多 面体 为 同 胚 于 重心 谱 低 限 的 空间 . 

每 一 个 多 面体 可 以 同 胚 于 许多 直 多 面体 ,它们 都 具有 同一 个 初等 几何 维 数 
却 是 一 件 很 不 显然 的 事 ,实际 上 ,这 个 事实 的 建立 是 代 .C.Yppicon 与 K.Menger 
所 起 始 的 维 数 的 拓扑 理论 中 一 个 主要 的 结果 .现在 我 们 转 到 对 它 的 简短 叙述 . 

43. 布 劳 威 尔 -Ypprcon-Menger 所 给 的 维 数 的 拓扑 定义 ， 其 基础 的 几何 思想 
是 庞 加 莱 在 1912 年 说 出 而 最 早 的 数学 化 陈述 是 L.E.J. 布 劳 威 尔 在 1913 年 给 
出 的 .从 改良 了 的 布 劳 威 尔 维 数 定义 出 发 ,II.C.ypsicoat3'g 与 K. Menger 互相 
平行 而 独立 地 创造 了 维 数理 论 深 刻 与 丰富 的 内 容 . 这 个 理论 的 应 用 范围 最 初 是 
限于 列 紧 体 ,后 来 为 工 .A.Tyvapknat'2 人 及 别 的 人 推广 到 任意 可 数 重 的 计量 空 
间 ( 即 可 数 重 的 常 空间 )@O .以 下 直到 标号 49, 我 们 提 到 “空间 ”时 ,都 是 指 可 数 重 
的 计量 空间 . 

ypPICOH-Menger 的 维 数 定义 是 归纳 的 定义 : 维 数 小 于 等 于 n 的 空间 类 5, 是 
对 归纳 地 定义 起 来 的 , 自 = -1 开始 .我 们 现在 给 出 这 个 定义 比较 简单 的 
menger 形式 . 


© 后 来 , 开 .C.Anekcasnpos 把 维 数论 的 许多 定理 推广 及 于 紧 体 (例如 , 见 II.C.Armekcampoa03.51) . 
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定义 8_1 只 包含 有 空空 间 , 仅 此 一 个 而 已 . 设 空间 类 % :已 定义 就 绪 . 知 
空间 无 的 点 x 的 任意 近 傍 包含 有 一 近 傍 ,其 边缘 0 属 于 3,_1, 则 称 X 在 x 点 具 
有 维 数 小 于 等 于 nm. 若 式 在 它 的 每 一 点 的 维 数 都 小 于 等 于 ”, 则 称 X 具有 维 数 
小 于 等 于 n. 维 数 小 于 等 于 的 空间 类 记 为 v. 

显然 ,5,_1C5,(n=0,1,2,…). 车 XE 9,。\ 9-1, UK X Hn - 维 或 具有 
维 数 ”. 若 忒 不 属于 任何 以, 则 称 X ATCA HE. A TEx 点 为 n 维 ,假若 在 
此 点 具有 维 数 小 于 等 于 n 而 不 具有 维 数 小 于 等 于 n -1. SI X ERIC A 
dim X; X TEx 点 的 维 数 记 作 dim,X. 

容易 看 出 ,所 有 的 类 0, 均 具 有 遗传 性 .换言之 , 若 站 为 了 的 下 空间 , 则 
dim X <dimY. 

维 数论 中 ,一 个 比较 深刻 的 问题 是 关于 和 集 的 维 数 与 各 项 的 维 数 之 间 的 关 
%.T1.C. Yppicon, JI. A. Tymapxun 及 menger 建立 了 下 面 关于 求 和 的 定理 : 

若 空间 可 以 表示 为 可 数 个 维 数 小 于 等 于 n 的 闭 集 之 和 , 则 空间 的 维 数 小 
FF n. 

对 于 不 闭 集 的 求 和 ,情况 就 大 不 同 .两 个 下 空间 之 和 的 维 数 可 以 大 于 它们 
任意 一 个 的 维 数 ;例如 在 直线 上 ,有 理 数 所 成 的 0 - 维 集 与 无 理 数 所 成 的 0- 维 
集 , 二 者 之 和 是 一 个 1 - 维 空间 整个 直线 . 设 4 与 B 是 空间 任意 的 下 集 , 则 
ETRE, ILC. Y poceo 证 明 ,应 适合 

dim (AUB)<dim A+dm B+1 
并 且 这 个 估 值 是 不 可 再 改良 了 . 

与 此 密切 相关 的 有 下 面 可 注意 的 关于 分 解 的 ypprco 定理 : 

任何 一 个 n - 维 空间 可 以 表示 为 +1 个 0- 维 下 集 之 和 ,但 不 能 表 为 少 
于 n+1 个 0- 维 下 集 之 和 . 

研究 过 的 还 有 二 空间 乘积 的 维 数 与 二 空间 维 数 之 间 的 关系 .容易 证 明 

dim (AxB)<dim A + dim B © 
此 处 “4 x B8” 表 示 空 间 4 5B 的 乘积 . 曾经 在 某 一 段 时 期 存在 过 这 样 的 腾 测 ， 
人 们 猜想 式 中 的 “<” 号 可 以 改 为 “= ”号 ,但 I.C.TIloarparaat1 举 出 两 个 Et P 
的 列 紧 体 4 与 B, 满 足 dim A =2,dim B =2,dim(A x B) =3.J1.C. Donrparun 的 
这 个 例子 与 后 来 TL.C. Anexcanmpos 的 “同调 ” 维 数论 密切 有 关 . 

44. 由 名 立刻 知道 dim <n. 证 明 此 处 等 号 成 立 是 拓扑 学 的 一 大 成 就 .这 
是 由 于 好 几 个 作者 的 工作 而 实现 的 , 即 由 于 布 劳 威 尔 、H: 勒 贝 格 \II.C.Yppicon 
以 及 K. Menger. 这 些 工作 中 所 证 明 的 等 式 “dim T= n”, 一 方面 说 明 
II.C.yYppicoH 及 K. Menger 的 维 数 观 念 是 定义 得 很 适当 的 , 另 一 方面 说 明 , 在 初 


D 集 4 在 空间 X 中 的 边线 ,定义 为 4 在 X 中 的 闭 包 与 X\ AEX PHAZE. 
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等 几何 意义 之 下 的 “ 维 数 ” 这 个 观念 是 一 个 拓扑 不 变量 . 

证 明 “dim P= n" 这 个 等 式 的 基础 ,第 一 是 在 于 布 劳 威 尔 - Lebesgue 关于 
n -- 维 方 体 的 遮 的 著名 定理 ,第 二 是 在 于 I.C. Yppicon!?-©) 45 K. Menger 证 明了 
上 述 归纳 定义 的 维 数 与 非 归 纳 而 与 空间 之 遮 有 关 的 维 数 定义 为 同 值 . 这 个 同 值 
最 初 仅 对 于 列 紧 体 有 了 证 明 , 在 列 紧 体 中 ,第 二 个 维 数 定义 是 可 以 用 计量 的 术 
语 陈述 的 ,后 来 ,W. Hurewiez 把 非 归 纳 的 定义 推广 到 非 列 紧 空间 ,我 们 此 地 介绍 
这 个 广义 定义 . 

设 a 与 8 为 空间 X Kak, E a 的 每 一 元 均 包含 于 8B 的 某 一 元 之 内 , 则 称 a 
为 8 的 一 个 精炼 . 所谓 谈 a 的 阶 是 指 满足 下 列 条 件 的 最 大 数 n: 存 在 有 互 不 相 
同 的 a 中 的 n+1 个 元 ,它们 的 交 为 不 空 . 

维 数 的 第 二 个 定义 是 这 样 说 的 , 非 空空 间 的 任意 有 穷 遮 若 都 有 一 个 阶 数 小 
于 等 于 n 的 有 穷 精 炼 ,而 存在 有 穷 谈 ,不 具 阶 数 小 于 n 的 有 穷 精炼 时 ,空间 称 
为 n- 维 .车 对 于 任何 自然 数 n, 某 不 空空 间 都 不 是 n - 维 时 , 则 称 之 为 无 穷 维 
空间 .空空 间 的 维 数 定 为 -1. 

II.C.ypprconl3'6] Menger 及 Hurewicz 证 明 , 第 二 个 维 数 定义 与 归纳 的 定义 
为 同 值 . 

勒 贝 格 - 布 劳 威 尔 定理 说 ,在 第 二 个 定义 之 下 r 为 n- 维 .由 同 值 定理 立 
刻 就 得 到 dim I" =n. 

由 这 个 等 式 就 知道 , n - 维 元 体 的 维 数 是 n, 并 且 所 有 的 直 多 面体 ,在 初等 
几何 意义 之 下 右 是 n - 维 , 则 其 维 数 为 n, 直 多 面体 在 初等 几何 意义 之 下 的 维 
数 ,因此 是 一 个 拓扑 不 变量 ,上 面 我 们 定义 “多 面体 ”为 与 直 多 面体 同 胚 的 空间 ， 
现在 我 们 知道 ,与 某 一 已 知 多 面体 了 为 同 胚 的 诸 直 多 面体 具有 相同 的 初等 几 
何 维 数 , 等 于 dim X. 

45. 上 面 引 到 的 Lebesgue - 布 劳 威 尔 定理 与 另 一 个 著名 的 拓扑 学 定理 密切 
BRK ,与 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 有 关 ,这 个 定理 说 , 自 n - 维 元 体 到 它 自己 的 任意 
一 个 连续 变换 ,必定 至 少 把 某 一 点 变 到 自己 .这 个 定理 被 A.H.Trxoaos 作 了 可 
观 的 推广 ,推广 到 n - 维 元 体 的 无 穷 维 类 似 . 

A.H. Tuxonos 考虑 所 谓 线性 拓扑 空间 ,就 是 一 个 阿 贝尔 拓扑 群 ,在 其 中 定 
义 了 元 与 实数 的 乘法 满足 普通 线性 空间 所 满足 的 公理 ,并 且 Xx 连续 地 倚赖 于 
元 对 <A,x > ,此 处 4 为 一 实数 ,x 为 群 中 一 元 .在 这 种 空间 中 很 自然 地 可 以 定 
义 线段 "及 “上 西 集 "的 观念 .车 线性 拓扑 空间 每 一 个 的 近 傍 都 包含 有 一 个 此 点 的 
凸 近 傍 , 则 称 之 为 局 部 凸 线性 拓扑 群 . 

A.H.Tuxonos 的 定理 说 : 

E 并 为 一 局 部 凸 线性 拓扑 空间 内 的 凸 紧 体 , 则 自 世 到 它 自 己 的 任意 一 个 
连续 变换 ,必定 至 少 把 某 一 点 变 到 自己 . 
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这 个 定理 有 许多 有 趣 的 应 用 .A.A.Taxoaoe 自己 利用 它 来 证 明 无 穷 系 常 
微分 方程 式 解 的 存在 . A. A. Mapgost 利 用 它 来 证 明 , 关 于 "“ 阿 贝尔 集 " 为 不 变 
的 “均值 ”存在 定理 ,后 者 又 被 用 来 证 明 “ 不 变 测 度 ” 与 “积分 不 变量 ”的 存 
在 65.71.A.WeilD 也 用 了 A.H. Tuxonos 个 中 心 
思想 就 在 其 他 的 数学 分 支 当 中 引出 了 丰富 的 结 

46. 在 维 数论 中 更 进一步 的 巨大 成 就 为 II.C. i 他 证 
明了 著名 的 关于 以 同样 维 数 的 多 面体 去 “逼近 " 列 紧 体 的 定理 . 

这 类 定理 之 一 是 关于 包含 在 > - 维 欧 几 里 得 空间 E 中 或 希 尔 伯 特 空 间 玖 
中 的 列 紧 体 . 设 太 为 自 兢 (或 克 ) 中 的 集 开 到 奖 ( 或 五 ) 中 的 连续 变换 . 若 p(x， 
fx) <e 对 于 所 有 的 xEX 成 立 , 则 称 f 为 e -位 移 .此 处 6 为 E( 或 五 ) 中 的 欧 几 
里 得 (或 希 尔 伯 特 ) 计 量 ,e 为 正 数 . 

II.C. Anexcannpos 关于 e - 位 移 的 定理 说 。 

Bw XA E (RK A) PR n- SEW RK, MIXTFER es > 0 必 存 在 e - 位 移 将 
了 变 到 一 个 n - 维 直 多 面体 上 去 ,并 且 存 在 e > 0 使 得 蕊 不 可 能 经 过 e - 位 移 变 
换 到 一 个 维 数 较 低 的 直 多 面体 上 去 . 

在 另 一 个 定理 中 牵涉 列 紧 体 的 “se - 变换 ”. 设 /为 自 计量 空间 和 到 空间 了 
的 连续 变换 ,s > 0. 若 f(x MRAM MN, MAM x, 均 为 直径 小 于 的 
集 , 则 了 称 为 一 个 e - BRO, 

II.C.Anekcagnpos 关于 e - 变换 的 定理 说 : 

E X An - 维 列 紧 体 , 则 对 任何 e > 0 UFE s — ZERO X BE n - 维 多 面 
体 上 去 ,并 且 存 在 e > 0 使 得 蕊 不 可 能 经 过 一 个 s - 变换 变 到 较 低 维 的 多 面体 
上 去 . 

显然 ,这 两 个 定理 都 可 以 作为 n - 维 列 紧 体 的 特征 性 质 . 后 来 ,关于 e- 变 
换 的 定理 被 推广 到 具有 可 数 重 的 常 空间 ,在 它 的 陈述 中 所 用 到 的 计量 性 质 完 全 
被 消除 @.s -变换 的 地 位 为 “a - 变换 "所 代替 ,此 处 a 是 空间 的 一 个 有 穷 遮 . 设 
是 自 空 间 X 到 空间 了 的 连续 变换 ,a 为 X 的 有 穷 遮 ,车 了 Y 中 任意 一 点 都 有 一 
近 傍 ,其 上- 反 象 包含 于 a 的 某 元 之 内 , 则 称 f 为 a - 变换 . 则 有 下 面 对 于 
II.C. ArerkcaHrpoBg 定 理 的 推广 : 

设 dim X = n,a AX KHER—-TA BIE , MUFE a - 变换 将 蕊 变 到 一 个 
n -ELEMRE HEFE X HARI a 使 得 和 不 可 能 经 过 一 个 a - 变换 变 
到 较 低 维 数 的 多 面体 上 去 . 

47. 维 数 还 有 一 个 重要 的 特征 也 是 I.C. Anexcanmpos 所 建立 的 ,这 个 特征 


D Weil. L’ intégration dans les groupes topologi; 
O i esa x 中 国 下 信人 BEC A EG 


JL W.Hurewicz and H. Wallman, Dimension Theory, 
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关联 到 自 列 紧 体 到 n- 维 元 体 的 连续 变换 .任何 一 个 n - HETER EBB n- 
维 单纯 形 , 由 布 劳 威 尔 关 于 区 域 及 边缘 的 拓扑 不 变性 的 著名 定理 立刻 知道 , 自 
单纯 形 X 到 元 体 Y 的 任何 一 个 拓扑 变换 必 将 单纯 形 的 边缘 变 到 了 的 同一 个 下 
集 .这 个 下 集 称 为 元 体 7 的 边缘 .n+ 1 维 元 体 的 边缘 显然 同 胚 于 n- 维 球 ,就 
是 +! 中 由 下 列 关 系 所 定 的 下 集 


其 中 ,xi(i=1,…,n+1) 是 坐标 . 

设 f 为 自 空间 X 到 nn- 维 元 体 Y 上 的 连续 变换 ,Y 的 边缘 为 5. 假 若 不 存在 
AX BS 的 连续 变换 g ,满足 gx = fe MERA KES 的 点 x 成 立 , 则 称 变换 f 
是 本 质 的 .有 下 面 的 T.C. Anexcanmpos 定理 : 

自 空间 XE n - 维 元 体 有 本 质变 换 存在 的 充 要 条 件 是 dim X=n. 

这 个 定理 首先 为 1. C. Anexcannpos!”) 对 于 列 紧 体 证 明 ; 后 来 被 成 功 地 推广 
到 任意 具 可 数 重 的 常 空 间 上 去 O. 事实 上 ,最 近 I.C. AnekcaHnpos 成 功 地 把 这 
个 定理 推广 及 于 更 广义 的 空间 类 ,关于 空间 之 重 的 限制 完全 取消 了 . 

II.C. Anexcannpos 的 这 个 定理 在 维 数论 中 担任 一 个 重要 角色 , 它 是 连接 
YppIcoH-Menger 维 数论 与 T1.C. Anekcannpos 的 同调 维 数论 的 中 心 环节 @. 

48.JI.C.Tlonrparan 与 JI.T. lsupensMman 成 功 地 把 列 紧 体 的 维 数 与 空 xj] 
的 计量 性 质 联系 起 来 . 

每 一 个 可 计量 空间 允许 有 许多 不 同 的 计量 ,就 是 说 , 照 前 面 的 定义 ,对 应 了 
许多 不 同 的 计量 空间 , 设 o 为 列 紧 体 X 的 某 一 计量 ,e WER, N X TUAR 
同 的 方式 表示 为 有 穷 多 个 在 计量 o 之 下 直径 小 于 e 的 闭 集 之 和 .所 必需 的 这 种 
闭 集 的 最 少数 目 是 与 列 紧 体 X, SE MEE o UREK: 有 关 . 这 个 数目 记 为 
N(X,p,e). 

JI.C. Tourparun 与 JI. T .Mnnpezeman 定理 可 表示 为 等 式 

inf lim inf( - 8 NX e.€) oe ©) = dim x 
此 处 inf lim 是 关于 列 紧 体 多 所 有 的 计量 p 而 取 ;lim inf 是 对 于 一 个 固定 的 p 关 
于 e>0 mR. 

49. Fite EER “SE IE” ORSA. OX Hn — 维 通 列 紧 体 , 满 
足下 面 的 条 件 则 称 为 n- 维 嘉 当 流 形 :X 不 可 能 表示 为 两 个 有 别 于 的 闭 集 4 
与 8 的 和 ,dim (AN B) < n -1.JI.A.Tymapkanl3] 及 Hurewicz 同时 独立 地 证 明 
了 下 面 重要 而 深刻 的 定理 : 


前 面 所 举 的 Hurewicz 与 Wallman 的 群 ,其 中 II.C. AmekcaHmpoB 定理 以 略 有 改变 的 形式 出 现 


a 见 
援引 作者 . 
O 下 面 我 们 将 讲 到 同调 的 维 数论 . 
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任何 一 个 n - 维 列 紧 体 必 包 含有 n- 维 嘉 当 流 形 . 

II.C. Anekcagnpost41 证 明了 下 面 关 于 n - 维 欧 几 里 得 空间 Er 之 下 集 的 结 
果 : 

车 包含 于 E 中 的 列 紧 体 X 是 二 不 相交 通 开 集 的 境界 , 则 XX 是 n - 1 HERE 
当 流 形 . 

当 n<3 时 ,这 个 定理 早已 为 ypercoa[ 史 证明 . 

50. 庞 加 莱 所 首倡 的 代数 方法 在 拓扑 学 中 担任 一 个 非常 重要 的 角色 . 苏 维 
埃 拓 扑 学 派 的 巨大 成 就 是 和 这 种 在 总 名 称 “ 同 调 与 交 截 的 理论 "之 下 的 方法 的 
发 展 与 应 用 有 关联 的 .特别 是 在 这 上 面 建立 了 T.C. Anekcannpos 的 “同调 维 数 
论 ”, 前 面 已 经 顺便 提 到 过 . 开 .C.Tlongrparan 的 “对 偶 定 律 " 与 A.H .KonmoropoB- 
Alexander AY“ Y - 同调” 论 也 是 与 同调 及 交 截 的 理论 有 关 的 ,这 些 都 是 研究 的 有 
力 武器 ,在 拓扑 学 本 身 领域 之 内 以 及 在 其 他 交错 的 区 域 之 内 得 出 许多 有 价值 的 
结果 .现在 我 们 转 到 对 “同调 论 ” 基 本 情况 的 叙述 . 

这 个 理论 的 特征 就 是 吸收 阿 贝 尔 群 进来 以 构成 空间 的 拓扑 不 变量 ,由 此 而 
产生 的 对 象 一 一 “同调 群 "不 仅 与 所 考虑 的 空间 有 关 , 并 且 与 引入 的 阿 贝 尔 群 ， 
MARRAKO. 系数 域 可 以 由 任何 阿 贝尔 群 充任 ,或 为 “ 陨 " 群 , 即 未 经 拓扑 
化 的 ,或 为 拓扑 群 .引入 拓 扑 群 作为 系数 域 是 开 .C.TIlonrparaat*' 生 的 成 果 , 这 使 
得 有 可 能 将 “对 偶 定律 "经 过 适当 的 途径 建立 在 江 .C.IIoarparaal3l “指标 ” 论 的 
基础 之 上 . 

以 下 所 碰 到 的 阿 贝 尔 群 都 以 “加 法 来 书写 ” ,就 是 说 , 群 运算 以 “+ "号 来 表 
示 , 元 x 的 道 元 以 “ - x” 来 表示 , 群 的 单位 元 以 “0" 表 示 . 所 谓 “ 群 ”", 了 解 为 或 是 
陨 阿 贝尔 群 或 是 紧 阿 贝尔 拓扑 群 ,9 表示 所 有 整数 的 全 体 所 成 的 加 法 群 , On R 
示 整 数 mod m(m =2,3,…) 的 同 余 类 所 成 的 群 , R 表示 实数 mod 1 所 成 的 群 .所 
有 这 些 群 除了 最 后 一 个 都 看 做 陨 群 ; R 看 做 自然 拓扑 化 了 的 拓扑 群 . R 是 一 个 
紧 群 , 它 的 空间 同 胚 于 圆周 . 群 on 有 时 也 看 做 紧 拓扑 群 . 

所 谓 陨 群 的 指标 ,是 指 由 它 到 R 的 一 个 准 同 构 ;所 谓 紧 群 的 指标 ,依照 
J1.C. Montparun, $248 HEE R 的 一 个 连续 准 同 构 四 . 群 卫 的 指标 可 以 按照 下 
面 的 公式 来 相 加 


(p+ P)x=qre+dx, Er 
此 时 g,y 是 待 相 加 的 指标 , 右 方 表示 在 尺 中 的 相 加 . 卫 任意 两 个 指标 相 加 ,所 
得 的 仍然 是 r 的 指标 ,容易 看 出 , 卫 的 全 体 指标 在 加 法 之 下 形成 了 一 个 阿 贝尔 
群 .这 个 群 称 为 群 卫 的 指标 群 , 记 作 yr. AY, BRE 了 的 指标 群 可 以 按照 下 述 


日 
kal 
六 
= 
& 
N 
X 
= 
4 
y 
= 
& 
团 
sit 
= 
yet 


将 来 要 提 到 . 
@ JIC. Towrparen 的 指标 论 仅仅 是 关于 可 数 陨 群 与 具 可 数 重 列 紧 拓 扑 群 间 的 对 偶 . 不 难 将 这 理 
WHET” ETERN 与 紧 拓扑 群 间 的 对 偶 , 如 van Kampen 所 为 . 
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的 方式 予以 拓扑 化 . 群 xT 的 下 集 4 Bi 中 的 开 集 ,假如 它 满足 下 列 的 条 
件 :对 于 4 中 每 一 元 gp 可 以 找到 有 穷 个 入 中 的 元 x1,… ,xj 及 正 数 6 使 得 所 有 
满足 
l gx; - yx;l < (mod 1), 7=1,.…,k 

的 了 的 指标 少 都 属于 4. 陨 群 的 指标 群 这 样 拓扑 化 之 后 是 一 个 紧 拓扑 群 ， 

JI.C.IIoarprraa 证 明 , 群 和 它 的 指标 群 之 间 的 关系 在 某 种 意义 下 为 互相 
可 逆 的 ;他 证 明 , 紧 拓扑 群 6 为 某 一 陨 群 的 拓扑 化 指标 群 的 充 要 条 件 是 T 与 
XG 同 构 . 换 言 之 ,指标 群 的 建造 ,定义 了 同 构 陨 群 所 成 的 类 与 同 构 紧 拓扑 群 所 
成 的 类 之 间 一 个 1 -1 对 应 .这 个 陨 群 与 紧 群 之 间 的 “对 偶 ” 对 应 还 可 再 进一步 
发 展 .例如 ,对 于 每 一 个 自 陨 群 卫 到 陨 群 9 的 准 同 构 h 对 应 了 一 个 共 粥 的 连续 
准 同 构 g, 把 紧 群 yo 变 到 紧 群 如 ,由 下 式 来 定义 , 即 

(gp)x= (hx), «ET, pe yd 

这 个 在 准 同 构 之 间 建 立 起 来 的 对 应 也 是 互相 可 逆 的 , 逆 对 应 的 定义 与 前 面 类 
似 . 

我 们 说 , 群 C 对 偶 于 群 卫 , 假 如 人 T 的 指标 群 . 

JI.C. Ilontparnn 对 于 群 建立 了 “ 谱 论 ?@ ,考虑 了 下 面 两 种 互 为 对 偶 的 结 
构 : 

(1) 设 对 于 有 向 集 E 的 每 一 元 a 对 应 了 一 个 紧 拓 扑 群 卫 ;对 于 每 一 对 元 
<a, B> ÆR a <B8(S) 的 ,对 应 了 一 个 连续 准 同 构 wp 自 群 T SUR, ,而且 


whe =a) 


只 要 a< B< YE). HAR, KERR of 合并 考虑 称 为 一 个 倒 谱 . 

同 前 面 所 考虑 的 空间 谱 备 限 观念 相似 ,可 以 介绍 倒 谱 的 极限 的 观念 .由 群 
T (a€ E) RHE wi (a < B( 台 )) 所 形成 的 倒 谱 , 其 极限 是 定义 为 由 条 所 形成 
的 拓扑 群 ; 所谓 条 就 是 元 系 < Xa > aC RIA % CT, (a EE), xa = = whxg (a < 
B(2)). PAT RAY DME h FIARE 

SX >t <y> = < Xa E Ya > 

而 由 条 所 成 的 空间 ,其 拓扑 结构 以 下 述 方式 定义 .条 集 4 称 为 开 集 ,假如 它 满 
足下 列 条 件 : 若 < xq > E 4 , 则 存在 BE E BEINET, 中 的 开 集 U, 使 得 所 有 的 
条 < 和 > ,其 中 yg Us 也 E 4. 不 难看 出 ,条 的 全 体 关于 加 法 形成 一 个 阿 贝尔 
群 ,条 的 相 加 及 其 逆 算 一 一 相 减 ,关于 所 定 的 拓扑 结构 为 连续 的 .换言之 , 倒 谱 
的 极限 是 定义 为 一 阿 贝尔 拓扑 群 .不 难看 出 , 倒 谱 的 极限 是 紧 拓 扑 群 . 

(2) 第 二 种 结构 是 关于 陨 群 的 . 设 对 于 有 向 集 号 的 任 一 元 对 应 了 一 个 陨 群 


an 理论 最 初 仅仅 关于 可 数 陨 群 与 具 可 数 重 列 紧 拓 扑 群 ( 见 前 一 个 脚注 ).N.E. 斯 廷 罗 德 把 这 
E EERROR 意 紧 拓扑 群 . 
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Ta ,对 于 任意 一 对 元 < a,B > 适合 a < B(Z) ,对 应 了 一 个 自 群 BHT, 中 的 
准 同 构 芍 . 设 这 些 群 T, 都 是 互 不 相交 的 ,并 且 准 同 构 zh 满足 

nra = ns(a <B<Y(S)) 
HA T, 以 及 准 同 构 系 x% 合并 起 来 考虑 称 为 一 个 顺 谱 . 

现在 来 看 由 群 T,(a € (号 )) 及 准 同 构 6(a < B( 马 )) 所 形成 的 顺 谱 . 诸 群 
T, 的 集合 论 的 和 集 S 之 中 可 定义 半 序 ; 令 x < y(5), 假 如 存在 0, BOE, 1849 
rsx = y. S 中 的 元 x,y 称 为 同 值 ,假如 有 一 元 z 存在 使 得 x < z(S),y<z(5). 
不 难看 出 ,这样 定义 的 同 值 关系 在 S 中 是 反射 的 ,对 称 的 ,可 递 的 .因此 就 把 5 
分 成 了 许多 同 值 类 .每 一 个 这 样 的 类 称 为 所 考虑 的 顺 谱 的 一 个 束 . S 中 的 每 一 
元 属于 且 仅 属于 一 个 束 . 

不 难看 出 ,对 于 顺 谱 当中 任意 两 个 束 u 与 v, 必 定 可 以 找到 群 T, EuN 
攻关 A 及 v 门 TA. 这 样 就 使 得 有 可 能 按照 下 述 的 方式 来 定义 束 的 加 法 .已 
给 两 个 束 u 与 v, 选 取 a HUNT, KA RNT, ZA. uN, =x, vN, = 
y. 将 x 与 y ET, 中 相 加 ,所 得 到 的 群 ,中 的 元 ,属于 且 只 属于 一 个 束 w, 易 知 
PRS a,x 与 y 的 选择 无 关 . 置 + v=w. 在 这 个 定义 之 下 , 束 的 全 体形 成 
一 个 阿 贝 尔 群 .这 个 阿 贝 尔 群 称 为 所 考虑 的 顺 谱 的 极限 . 

顺 谱 和 倒 谱 在 下 述 的 意义 之 下 是 互 为 对 偶 的 . 设 已 给 一 个 倒 谱 ,由 紧 拓 扑 
群 D(a CE) REREH f(a < 8(ES) ) 所 形成 .看 这 些 群 的 指标 群 xT,. 设 
n 表示 自 群 XT, 到 群 Xrs, 对 偶 于 of 的 准 同 构 ( 见 前 面 ). 则 群 x[, 与 准 同 构 戎 
合并 起 来 考虑 ,形成 了 一 个 顺 谱 ,这 个 顺 谱 的 极限 同 构 于 原来 倒 谱 极限 的 指标 
群 .类 似 的 做 法 可 以 从 一 个 已 给 的 顺 谱 达到 与 它 对 偶 的 倒 谱 . 

51. 同 调 论 最 简单 的 对 象 是 4 - 复合 形 . 我 们 将 考虑 一 个 固定 的 4 -复合 
形 C. 设 卫 为 任意 一 个 群 , r 为 一 非 负 整数 ,考虑 函数 ,其 变数 是 复合 形 C 的 > 
+1 个 顶点 ,其 值 是 卫 中 元 .这 样 的 函数 如果 满足 下 列 条 件 , 则 称 为 C 中 的 
一 个 < r,I’> - fE: 

(LAxo sx) A0 仅 当 xo,… 是 复合 形 C 某 一 间架 的 不 同 顶点 时 成 
dL; 

(2) f( x0," s Xi-1s Xis X) = — fC xos s Xis Ki1 ,Xi) 0< isr. r= 
-1, 我 们 也 定义 C 的 < r, 卫 > 链 . 群 卫 中 的 元 称 为 C 中 的 < -1,0 > - 链 ( 这 
就 相当 于 把 具有 零 个 变数 的 函数 看 做 常数 ,后 来 将 较为 方便 ). 条 件 (1) 当 r=0 
时 当然 满足 ,这 时 /为 只 含 一 个 变数 的 函数 . C 中 的 < r,r > - 链 自 然 地 可 以 
相 加 

Cf > g)Cxo, t,x) = Fey rx) + gCxo ra) 由 
显然 , C 中 二 < ", 卫 > - 链 之 和 仍然 是 一 个 C 中 的 < r, 卫 > - 链 .很 清楚 , C 中 
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的 < r, 卫 > - 链 关 于 加 法 形成 一 阿 贝 尔 群 .这 个 群 一 一 C 中 的 < ", 卫 > - 
群 一 一 将 记 为 LC, r). 

若 此 时 r 为 一 拓扑 群 , 则 在 L'(C, 厂 ) 中 可 以 按照 下 述 方式 定义 拓扑 结构 . 
这 个 群 的 下 集 A 定义 为 开 集 ,假如 对 于 A 中 的 每 一 元 f 可 以 找到 群 T 的 零 元 
的 一 个 近 傍 U ,使 得 凡是 使 关系 

Fl ai0s*** sx) — g Cao oe) EU 

对 于 所 有 的 x ,…, 2, 都 成 立 的 < r, 卫 > -H g, VEET A BASH, 
LC, DARK. 

在 同调 论 中 ,两 个 “边缘 " 算 子 占据 着 基本 的 地 位 ,一 个 是 ”下 "古典 "的 边 
缘 算 子 ,通常 记 作 "会 ”, 另 一 个 是 比较 后 期 才 介绍 进来 的 ”上 边缘 算 子 ”, 记 作 
“y”. 这 两 个 算 子 都 是 作用 于 CPH <r, r> - 链 的 ,下 边缘 仅 限 于 r=0, E 
边缘 无 任何 限制 .下 边缘 算 子 作用 于 < r, 卫 > - 链 ACr=0) 得 出 一 个 <r=-1， 
T> - 链 公 f, 按 照 下 列 公式 定义 

LD fC xos, X1) = Dfa, xosa) © 


这 里 的 和 是 展开 于 复合 形 C 所 有 的 顶点 x ZEW. 上 边缘 算 子 作用 于 
<r, T> - 链 f 得 出 一 个 <r+1, 厂 > -yf E FRE 


Vf(xo,, Xa) = [Be = DAC TR ,对 于 | xo. trai hE C 
0 ,其 他 情形 


两 个 算 子 对 于 加 法 都 适合 分 配 律 , 而 且 
AAF=0,V Vf=0 © 
由 于 可 分 配 性 , 算 子 公 定义 了 一 个 自 群 L(C, 厂 ) 到 群 L'-!'(C, 厂 ) 中 的 准 同 构 ， 
而 算 子 立定 义 了 一 个 LV(C, 古 ) 到 L+1(C, 厂 ) 的 准 同 构 .车 丁 为 拓扑 群 , 则 这 些 
准 同 构 是 连续 的 .第 一 个 准 同 构 的 核 是 L(C, 厂 ) 的 一 个 下 群 ,由 C 中 所 有 适合 
全 f=0 的 <r, 厂 > - 链 了 所 形成 .这 些 链 称 为 C PHRF Wr - AEA — ASE. 
第 二 个 准 同 构 的 核 为 L(C, 古 ) 的 一 个 下 群 由 C 中 所 有 适合 VA= 0 的 < r， 
r> - 链 了 所 形成 .这 些 链 称 为 C 中 关于 本 的 + -4V - 闭 链 .第 一 个 下 群 记 
YE Za(C, 厂 ) ,第 二 个 记 作 ZS (C, 古 ). 若 械 为 拓扑 群 , 则 二 者 在 L(C, 厂 ) 中 都 
是 闭 集 . 
由 于 @@ ,在 全 所 定义 的 准 同 构 之 下 ,六 10C, 卫 ) 的 象 为 ZK (C, 卫 ) 的 一 个 
下 群 ;在 y 所 定义 的 准 同 构 之 下 ,L-1(C, 古 ) 的 象 为 ZK (C,) 的 一 个 下 群 . 若 
矿 为 紧 拓 扑 群 ,这 些 下 群 在 L'(C, 厂 ) 中 都 是 闭 的 .第 一 个 记 作 了 (CC,P) ,第 二 
个 记 作 HG (C,0). C 中 属于 A(C, 厂 ) 的 rr- 维和 人 - 闭 链 , 谓 之 在 C PA - iA 
调 于 零 ; C 中 属于 Hy(C, 古 ) 的 +r- 维 y - 闭 链 , 谓 之 在 C HY -同调 于 零 . 按 
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照 这 样 的 定义 ,r- 维 入 - ABE /关于 本 在 C PA - 同调 于 零 的 充 要 条 件 是 在 
C 中 存在 <r+l, 卫 > - 链 g 满足 f= 公 g;r- 维 yV - 闭 链 关于 本 在 C 中 
V -同调 于 零 的 充 要 条 件 是 在 C 中 存在 <r-1, 卫 > -9 g 满足 /= vg. 

因为 AAC.) CZA(C, PWR Hg(C, T r)c ZC, T), AU PER 
BB 2'7.(€C,T)/Ha(C, DT) UR Z5(C,0)/HG (CT). AT ABBE, MIX 
些 群 都 可 看 做 拓扑 群 , 并 且 所 有 这 些 都 是 紧 拓扑 群 . 群 ZA(C,T)/HA(C,T) 
及 Zy(C, 古 )/Hy(C, 古 ) 分 别 记 为 BA(C, 古 ) 及 By(C, 厂 ), 称 为 复合 形 CK 
于 本 的 +-- 维 贝蒂 群 ,第 一 个 称 为 贝蒂 全- 群 ,第 二 个 称 为 贝蒂 vy - RE. BACC, 
矿 ) 的 元 是 C 中 互 为 全 - 同调 的 C 中 关于 本 的 r+- 维 人 - 闭 链 所 形成 的 类 , BY 
(C, 卫 ) 的 元 是 C PRAY -同调 的 C 中 关于 本 的 r -4EV - 闭 链 所 形成 的 
类 .这 样 ,我 们 说 C 中 两 个 < r, 卫 > -E C 中 为 全 -同调 ,假如 它们 的 差 在 
CPA - 同调 于 零 ,类 似 地 定义 二 < r, 卫 > - 链 在 C Py - 同调 . 

现在 设 GAT 的 指标 群 , 则 容易 看 出 群 LC, 0) XR LC, r), FF 
且 算 子 全 所 定义 的 自 LC, OR LCC, CER TAT VIEN 
的 自 L(C, 古 ) 到 +1'(C, 厂 ) 的 准 同 构 . 由 此 推出 , 群 BA(C, 厂 ) 与 群 By(C ,TT) 
是 对 偶 的 . 

52. 设 万 为 复合 形 C 的 下 复合 形 , 即 这 个 复合 形 的 下 集 面 本 身 也 成 一 个 复 
合 形 . 集 C\ 刀 通常 并 不 是 复合 形 .然而 可 以 合理 地 介绍 “"C\ 刀 中 <r, 卫 > - 
链 ” 的 观念 .属于 C\ D 的 间架 ,其 所 含 的 元 称 为 C\ D 的 项 点 .C\ D 中 
<r, 卫 > - 链 的 观念 可 以 逐 字 逐 句 依照 C 中 < r, 卫 > - 链 的 观念 来 定义 ,只 消 
到 处 把 “C” 易 为 “C\ Dp”C \ DD <r, > - 链 在 加 法 之 下 形成 一 个 群 L'(C\ 
DT) ,加 法 是 按照 公式 图 来 定义 的 .对 于 |xo,… EC \D, 下 边缘 算 子 由 
公式 @@ 定 义 , 对 于 | xo. x1} ED MBAS xo,…,x,_1| =0. 上 边缘 算 子 的 定 
义 如 前 ,只 需 作 相 应 的 修改 .会 和 包 的 可 分 配 性 仍然 保持 ,等 式 @ 仍 然 有 效 . 但 
这 已 是 贝蒂 群 的 定义 中 所 需要 的 全 部 .重复 前 一 节 的 做 法 ,加 以 相应 的 修改 ,我 
们 就 得 到 贝蒂 群 BACC DT) BY(C\ D, 厂 ) 的 定义 .车 本 对 偶 于 G, 则 如 
同 对 于 群 BAC C.D) BUC.) WAR BA(C\ D, r)5 BY(C \ 
D,C) 之 间 的 对 偶 关 系 . 

53. 贝 蒂 群 在 拓扑 学 中 的 意义 ,首先 是 ,作为 拓扑 不 变量 . 它 可 以 对 于 很 广 
义 的 空间 定义 .对 于 多 面体 ,贝蒂 群 很 早 就 定义 了 ,在 庞 加 莱 的 工作 中 就 已 出 
现 .已 给 的 多 面体 忒 必然 是 某 直 多 面体 了 在 某 拓扑 变换 之 下 的 象 ;了 是 某 一 个 
E- 复合 形 K 的 全 体 单纯 形 之 和 ;最 后 ,K 又 定义 了 一 个 4 -复合 形 C, 由 属于 
K 的 单纯 形 的 顶点 间架 所 组 成 .多 面体 的 贝蒂 群 就 定义 为 4 - BAB C 的 
贝蒂 群 .这 个 定义 的 合理 性 是 很 不 显然 的 ,因为 其 中 包含 着 几 个 任意 的 选择 : 直 
多 面体 Y 及 E -复合 形 K 的 选择 可 以 是 多 种 多 样 的 .但 是 ,美国 数学 家 亚 历 山 
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大 证 明 , 这 样 所 得 到 的 贝蒂 群 仅仅 与 多 面体 XX 有关, 这 同时 证 明了 由 蒂 群 的 拓 
扑 不 变性 .虽然 亚历山大 所 涉及 的 仅仅 是 关于 某 些 特殊 系数 域 的 由 蒂 群 ,并 且 
只 涉及 入 - 群 ,但 这 种 限制 并 无 原则 上 的 意义 . 

其 后 ,无 论 是 在 苏联 或 是 在 外 国 ,有 许多 拓扑 学 者 致力 于 以 一 种 适当 的 方 
式 推广 贝蒂 群 的 定义 到 尽 可 能 广义 的 空间 类 上 去 . Jt 18 “ Alexander-[lourparun 
对 偶 定律 "是 对 各 种 尝试 性 定义 的 试金石 . Eon — 维 欧 几 里 得 空间 
E 中 下 集 的 贝蒂 群 与 其 余 集 的 贝蒂 群 之 间 的 关系 . 亚历山大 最 初 证 明 这 个 定 
律 是 关于 E 中 的 多 面体 及 其 余 集 ,正当 他 定义 了 Er 中 开 集 的 由 蒂 群 之 后 .第 
一 个 尝试 对 于 列 紧 体 定义 贝蒂 群 的 是 L. Vietoris, 在 1927 年 .但 是 ,这 个 定义 不 
是 十 分 成 功 的 ,因为 在 这 个 定义 之 下 得 不 出 “对 偶 定律 ”, JI.C.TIlogrparmst?'4 得 
到 了 实质 上 巨大 的 成 就 ,他 引入 了 拓扑 群 作为 系数 域 并 且 应 用 了 他 关于 指标 的 
理论 ,这 使 得 他 有 可 能 建立 亚历山大 型 的 “对 偶 定律 ” E 中 列 紧 体 关于 系数 域 
的 贝蒂 群 与 其 余 集 关于 对 偶 的 可 数 陨 系数 域 的 贝蒂 群 之 间 的 关联 得 以 
建立 . 

后 来 A. 卫 .Konworopoat1'%3,4, 习 作 了 重大 推进 ,他 第 一 个 介绍 了 上 边缘 算 
子 , 并 以 任意 局 部 紧 空间 给 了 公 -Ay - 贝蒂 群 的 定义 @. 这 些 群 的 非常 广义 
的 定义 ,斯 廷 罗 德 也 会 给 过 .但 这 个 定义 并 不 是 很 完满 的 :对 于 非常 简单 的 局 部 
紧 空间 如 像 直线 ,这 个 定义 给 出 了 极为 复杂 的 贝蒂 群 . 进一步 作 了 本 质 上 改良 
的 是 M.C. Anexcanmpos! 16-1718] ,对 于 法 空间 的 开 下 集 定义 了 “内 贝蒂 群 ”, 并 
对 于 这 些 群 证 明了 “Kormoropos 对 偶 定律 ”. 这 个 利用 顺 谱 及 倒 谱 来 定义 的 “ 内 
贝蒂 群 " 免 去 了 Betti-Konmoropos 斯 廷 罗 德 群 的 缺点 ,如 同 T.C. dororrmsanat3] 所 
证 明 ,内 贝蒂 群 与 Betti-Konmoropos 群 相同 . 我 们 现在 转 到 对 这 个 群 的 理论 的 基 
本 事项 作 详 细 的 叙述 . 

54. 在 “内 Betti-Anexcannpos 群 "的 定义 中 ,除了 已 经 讲 到 过 的 观念 以 外 ,有 
两 个 辅助 的 观念 占据 非常 重要 的 地 位 :就 是 “单纯 变换 "及 “神经 ”( Nerve) 的 观 


A 
MENE 


设 p 为 一 变换 ,把 4 - 复合 形 D 的 顶点 的 全 体 变换 到 4 - 复合 形 C 的 项 
点 的 全 体 . 若 D 中 每 一 间架 的 p - 象 为 C 中 一 间架 时 , 则 称 @ 为 一 单纯 变换 . 

每 一 个 自 4 -复合 形 D 到 4 - 复合 形 C 的 单纯 变换 p 诱导 了 两 个 算 子 ， 
BF ps 作用 于 D 中 的 链 , 算 子 o 作用 于 C 中 的 链 .第 一 个 算 子 将 D 中 的 
<r T> - 链 / 变 为 C 中 的 <r,P> - 链 of, 由 下 面 的 式 子 定义 


Pol (Yor s Vr) = faram) 


O 上 边缘 算 子 同时 独立 地 为 亚历山大 所 引入 . 
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这 里 的 和 是 展开 于 所 有 适合 gxi = yi(i=0,…,r) 的 诸 元 xo,…,%,. 第 二 个 算 子 
将 C 中 的 < r, 卫 > -SEAD PH <r, D > - 链 oyf, 由 下 面 的 式 子 定义 
fC pxo, px) XIF {x0 ED 
afora) =f op 

为 了 使 这 些 算 子 对 于 r= -1 也 有 意义 , 置 pyf = ogf =f,fET. 算 子 pp 显然 定 
义 了 一 个 自立 (D ,了 ) 到 一 (CC,P) 的 准 同 构 , 算 子 co 定义 了 一 个 自 L(C, 厂 ) 到 
LCD, DREE. Æ 了 为 拓扑 群 , 则 这 些 准 同 构 是 连续 的 . 若 G 为 卫 的 特征 
群 , 则 op 所 定义 的 自 L(C, 6G) 到 LD, CRER, RT pp 所 定义 的 自 
L(D, 厂 ) 到 L'(C, 古 ) 的 准 同 构 . 算 子 py 与 算 子 人 可 交换 , 算 子 o SRF VA 
交换 .因此 ,ov 诱导 了 一 个 自 群 Ba(D, 厂 ) 到 群 Ba(C, 厂 ) 的 准 同 构 ,oy 诱导 了 
MER BC, MAR BYD, MERER. A r 为 拓扑 群 , 则 这 些 准 同 构 是 
连续 的 .车 G 为 卫 的 指标 群 , 则 po, 所 诱导 的 自 BA(D, 厂 ) 到 BA(C, 厂 ) 的 准 同 
POSSE o MAFRA BYC, CE By(D,G) 的 准 同 构 . 

占有 特别 地 位 的 是 那 一 种 情形 , 当 D 是 C 的 下 复合 形 , 而 p 为 D 的 全 体 


然 准 同 构 .这 时 ,相应 地 也 有 由 算 子 5 5 J 所 定义 的 自 链 群 L(C D, r)a 
H LC, TUR ARH LC, 0) BER LCC \ D, r)“ BAER” He 
是 :对 于 fEL(C\D,T) 
i 7 a Rings 
OT" 10,8 x; EC 中 顶点 ,f(xo,…,%) 无 定义 
对 于 fEL(C,T) 
J xos, x) = f(x0,.…, %,) 
4x, 是 C\D 中 顶点 ,E SVX, J SAR CR, HIERA, ESE 
Bo(C\ D,T)3 BY (CT) KHER. J 诱导 了 一 个 自 BA(C, 古 ) 到 
和 (CA\ 了 ，, 卫 ) 的 准 同 构 . 这 些 准 同 构 也 称 为 自然 准 同 构 . 

55. 设 a 为 一 有 限 系 不 空 集 , 则 a 中 的 不 空 下 集 具 有 不 空 交 的 显然 形成 一 
个 4 -复合 形 .这 个 4- 复合 形 称 为 系 a 的 神经 .按照 这 个 定义 a 的 神经 中 的 
顶点 就 是 a 的 元 ,间架 | 40,…,4,| , A;:E a(i=0,…,r) 属 于 a 的 神经 的 充 要 条 
件 是 
a 的 神经 记 作 NN(a). 

56. 设 a 与 8 为 空间 X 的 两 个 有 限 庶 .车 a 为 8 的 精炼 , 则 对 于 迹 a 的 每 一 
TUPE 6 中 包含 它 的 一 个 元 与 之 对 应 ,我 们 就 得 到 自 4 -复合 形 N(a) 到 
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4 -复合 形 W(B) 的 一 个 单纯 变换 .按照 前 面 所 说 的 ,这 个 单纯 变换 诱导 了 自 群 
Ba(N(a), DP) SH Bis (N(B) 0) SPS BUBE Bi (N( 8), DP) BBE BS (N(a), T) 
的 准 同 构 ,并 且 当 古 为 拓扑 群 时 ,这 些 准 同 构 是 连续 的 .在 构成 这 些 准 同 构 的 
过 程 中 涉及 关于 对 应 于 a 中 的 每 一 元 选择 一 个 包含 它 的 8 中 的 元 ,这 种 选取 的 
任意 性 仅仅 是 表面 的 :最 后 所 得 的 准 同 构 与 这 个 任意 的 选取 并 无 关系 . 这 样 , 对 
应 于 空间 X 的 每 一 对 应 < a,B > 而 a BB 的 精炼 的 ,就 唯一 地 定义 了 自 群 
"a(N(a), r) BRE Ba(N(B), 厂 ) 的 一 个 准 同 构 , 以 及 自 群 By N(B), r) BBE 

BY (N(a), 厂 ) 的 一 个 准 同 构 . 

现在 ,从 所 考虑 的 遮 之 中 取出 那样 的 元 ,它们 的 闭 包 是 不 紧 的 . 设 ao 5 Bo 
分 别 表示 中 a 及 8 中 所 有 的 元 ,其 闭 包 在 不 中 是 不 紧 的 . 则 N(ao) 5 N(Bo) 将 
分 别 为 N(a) 及 N(B) 的 下 复合 形 ,而 上 面 所 定义 的 单纯 变换 把 N(ao) 单 纯 地 
变换 到 N (Bo) SHA. 我们 将 考虑 链 群 LCN (a), r), L(N(B),T), 
L'(N(a) \ N(a0),T),L(N(B) \ N( Bo), T). Xt FATA BE AY SCT RE 
同 构 由 则 把 它们 分 别 变换 为 后 两 个 群 的 元 ; 对 于 后 两 个 群 的 元 施行 自然 准 同 
构 已 , 则 把 它们 分 别 变换 为 前 两 个 群 的 元 .如 同上 面 说 的 那样 选择 复合 形 N(a) 
到 N(B) 的 单纯 变换 p, 则 有 算 子 oo Hoy, AH LT ALN), DE LCN 
(L), MARA LC(N(B),T) 到 L(N(a), 厂 ) 的 准 同 构 . 这 就 使 得 有 可 能 定义 算 
F pp1 及 op1, 它 们 分 别 定义 自 (NG(a) \ Nao), DP) ENLCN(B) \ N(Bo) I) #3 
准 同 构 , 以 及 自 LONCE) \ N( Bo), IP) BIL'CN(a) \ N( ao), D) BY HE Tl ty , RE 
义 是 按照 下 面 的 式 子 

Pet = JPE ,op = JogE 

Poi IA FY ER, oo 与 六 可 交换 ,由 此 可 知 , 算 子 opl 与 cpl 分 别 诱导 了 自 群 
BA(N(6)\、N(Cpo),P) 到 了 肥 (NC8)\、Np8),P) 以 及 自 群 BU (N(B) \ 
N(Bo) I) Bl BG CNCa) \N(a0), 厂 ) 的 准 同 构 . 这 些 准 同 构 也 和 单纯 变换 9 的 
选取 无 关 . 因此 ,对 于 空间 蕊 的 每 一 对 遮 < w,8> ,而 a 是 8 的 精炼 的 ,就 唯一 
地 定义 了 自 群 BAN Ca) \ N(a0), 厂 ) 到 群 Ba(N(B8) \ N(Bo) , 卫 ) 的 一 个 准 同 
构 , 以 及 自 群 By(N(B) \ N( Bo), 0) BRE BS (N(a) \ NGao) , 卫 ) 的 一 个 准 同 
构 . 第 一 个 准 同 构 记 为 ,第 二 个 记 为 r. 

57. 设 a 与 8 为 空间 X 的 有 穷 迹 ,车 a 为 8 的 精炼 而 8 不 是 a 的 精炼 , 则 称 
P Ea 之 前 .在 这 种 意义 之 下 ,X 所 有 的 有 穷 谈 全 体形 成 了 一 个 半 序 集 . 若 凶 为 
IBF T, 类 的 无 穷 空间 , 则 它 所 有 的 有 穷 庶 全 体 所 形成 的 半 序 集 为 有 向 集 
(IT.C. Anexcarmpos!"! ) ,有 鉴于 将 来 我 们 所 要 考虑 的 只 有 这 一 种 情形 ,空间 X 
的 有 穷 带 全 体 所 形成 的 有 向 集 记 作 己 .我 们 固定 一 个 不 负 整 数 r 及 拓扑 群 卫 . 
集 扎 的 每 一 元 c 对 应 了 和 群 
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B = BA(N(a) \ Nao), T) 

则 对 于 8 < a(S) 就 有 上 面 所 定义 的 连续 准 同 构 wg 把 群 Ba ZR] Brag. AXE 
看 出 ,wp 满足 条 件 @. 这 样 , 诸 群 Ba SIRE of 合并 在 一 起 考虑 ,形成 一 
个 倒 谱 ,由 空间 ,整数 7 及 群 卫 唯一 决定 .IIL.C.AmekcaHmrpoBU4] 称 这 个 谱 的 极 
限 为 空间 忒 关于 系数 域 卫 的 r - HANA - 群 .这 是 一 个 紧 拓 扑 群 ,我 们 把 
它 记 作 BA(X,T). 

同 理 , 令 

Boa = BU(N(a) \ N(ao), T) 

其 中 , r 为 陨 群 ,可 得 到 一 个 由 诸 群 BY. RIB ER of 所 形成 的 顺 谱 . 
II.C. ArekcaHmpoaL4] 称 这 个 谱 的 极限 为 空间 忒 关于 系数 域 卫 的 > 维 内 贝 带 
也 - 群 .这 是 一 个 陨 群 .我 们 把 它 记 作 BAX, r)O. 

容易 证 明 , 若 G 为 紧 拓扑 群 荆 的 对 偶 , 则 群 By (X,G) 为 BA(X, 厂 ) 的 对 
偶 . 

58. 设 了 为 空间 XX 的 闭 下 集 ,Z = X\ 了 .把 Y, 2 也 看 做 空间 , 则 三 个 空间 
X,Y 与 Z 各 有 其 内 贝蒂 群 .情形 颇 与 上 面 所 说 过 的 关于 复合 形 C 中 的 下 复合 
É D 的 情形 类 似 , 那 时 我 们 有 复合 形 C,D 及 C\ 了 的 贝蒂 群 . 那 时 定义 了 自 群 

Ba(D,T), BI(C\D,6G),By(C,G),BA(C,T) 
分 别 得 到 群 
Ba(C,T), RoC, 6), Bo (D6), 8206 UDP) 
内 的 “自然 准 同 构 ”, 其 中 卫 与 G 可 以 是 任意 的 群 . 与 此 相仿 ， 
II.C. AmeKkcaHmrpoB[ 16] 成 功 地 定义 了 自 群 
Ba(Y, r), By(Z,G6), By (X, 6), Ba(X,T) 
分 别 得 到 和 群 
BA(X,T), BL(X,G), BUCY, G), Bal Z, G) 

内 的 “自然 准 同 构 ”, 其 中 卫 为 任意 的 紧 群 , G 为 任意 的 陨 群 ,X 为 任意 的 局 部 
紧 法 空间 “自然 准 同 构 ” 的 构成 是 从 复合 形 的 情形 利用 谱 来 趋 于 极限 而 实现 
的 .这 个 构成 步骤 中 的 细节 很 繁复 ,我 们 不 能 在 这 样 有 限 的 篇 幅 内 予以 介绍 . 

由 于 “自然 准 同 构 ”使 I. C. AnmegkcaHrpoe 有 可 能 定义 下 面 诸 和 群 : 

和 (ZX7, 卫 ) 一 一 自然 准 同 构 之 下 Bal Y,D) E BA(X, 卫 ) 中 的 象 ; B 和 (7 了 : X, 

r) 同上 准 同 构 的 核 ; BY (XZ, G) HARER FBZ, GE BY 
(X, C) PNR; BY(Z:X,G) 同上 准 同 构 的 核 ; BY (YX, 6) 一 一 自然 准 同 
构 之 下 B(X, G) TE BY (Y, GC) PIR; Ba (ZTE, 卫 ) 一 一 自 炙 准 同 构 之 下 


@ 在 II.C.Anekcampos 的 论文 中 ,内 贝蒂 群 仅 对 于 包含 在 法 空间 内 作为 开 集 的 空间 定义 . 
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BCX, 0) 6 BA(Z,0) PHR; BUCY: X, G) = BaCY, G)/By (YX, G); 
Ba (Z:X,T) = Bia(Z,0)/B (ZX, T). A B(X, G)3I BY (Y, QUBA BS 
(X, MA] Ba(Z, 0) KIYE RIH FEE ORE: A A By (XZ, GC), 
后 者 同 于 BY (YX, G). II.C. Anexcannpos 称 为 Ba (XY, T), B4 (XZ, G), 
Ba(Y:Y, T), B9(Z:X,G), BG (YX, G), By (ZX, T), Bo (¥:X,G6), Ba (Z: 
XT) AAA X,Y,Z 的 贝蒂 群 . 

ERF G ERT 的 对 偶 这 一 假设 之 下 ,II.C.AnmekcaHrpop 对 于 空间 组 X,Y, 
Z 的 贝蒂 群 , 证 明了 它们 之 间 如 下 的 关系 

A(XY,T)IBY (YX, G), Bo (XZ, G)1 Bi (ZX,T), 
Ba(¥:X,D)IBQ(Y:X,G6),By(Z:X,G)|Ba(Z:X,7), 
BAC Y:X,FUIBS ZX, G) @ 
CV: X,D)~Ba'(Z:X,T),By(¥:X, 6) = Be'(Z:X, 6) 

其 中 "| 表示 对 偶 , 而 符号 “~ "表示 同 构 或 拓扑 同 构 . 在 这 里 特别 有 趣 与 重要 的 
是 主要 对 偶 定理 ” 〇 ,这 个 定理 联系 相 邻 维 数 贝蒂 群 间 的 关系 ,其 中 之 一 是 关 
于 集 了 的 群 , 另 一 个 关于 了 在 蕊 中 的 余 集 (因此 两 个 群 都 与 其 所 对 应 的 集 在 X 
中 所 处 的 位 置 有 关 ). 

由 主要 对 偶 定 理 可 以 得 到 对 于 “ 单 通 "空间 情形 的 Konmoropos-Alexander 对 
侦 定律 0. 我 们 说 ,空间 X 关 于 系数 域 在 维 数 ; 为 单 通 的 ,假如 

Ba(X,T)= {0} 

显然 ,在 这 个 情形 , Bi (Y:X,T) = A(Y,T), By(Z:X,CG)= BY (2Z, G6), 
其 中 G 为 蔗 的 指标 群 .由 此 以 及 就 得 到 Konmoropos-Alexander 对 偶 定 律 : 若 局 
部 紧 法 空间 六 关于 系数 域 荆 在 维 数 ; 与 r+ 1 是 单 通 的 , 则 对 于 它 的 任意 闭 下 
集 Y 有 

BA(Y,T)IBY!'(X\ Y,G) 

其 中 GHT HERR CI. C. Anexcanmpos'!*!7)) , 

59. 利用 空间 组 X,Y, 2 的 贝蒂 群 可 以 很 简单 地 陈述 TI. C. AmerkcaHmrpoB“ 同 
调 维 数 " 观 察 的 定义 . 设 X 为 局 部 紧 法 空间 ,P 为 紧 阿 贝尔 拓扑 群 .车 为 满足 
下 列 条 件 的 正 整数 r 中 最 大 的 一 个 , 则 称 X 关 于 本 为 n - H: X 包含 有 闭 下 集 
了 ,使 得 BS'(Y:X,0) 410} ;车 这 样 的 + 不 存在 , 则 称 钱 关于 荆 为 0- HE AIX 
样 的 存在 ,但 并 无 最 大 者 , 则 称 X EF 为 无 穷 维 . 这样 ,对 每 一 个 局 部 紧 法 
空间 了 定义 了 关于 KHER. X AFT ARTE A (Xx, r). 

在 全 (了 TY, 卫 ) 的 定义 中 不 仅 涉 及 空间 X, FHA t RH 


© M TI.C. Anexcarnpos!'4:!7! , 
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P.J1.C. Uorrparvn! H Et 中 列 紧 体 的 实例 ,说 明 公 (X, 古 ) 的 确 与 有 
关 . 另 一 方面 AmegkcaHmrpoB-IIoarprrra-@paHkrmp 有 定理 说 :对 于 Et 中 的 列 紧 体 
X, MARKA, Z), m=2,3,4, #85 dim X 484 (I1. C. Anexcannpos'®! ). 
又 证 明 , 若 忒 为 多 面体 , 则 所 有 的 数 信 (和 , 卫 ) 均 与 dm X 相等 (II.C. 
AmerkcaHmrpoBl8]) . 

比较 有 原则 上 重要 性 的 是 ArmekcaHmrpoB-IIoHrprrra 定理 ,说 :对 于 所 有 包含 
于 有 穷 维 欧 几 里 得 空间 中 的 列 紧 体 X, A 

A(X, = dim X 
(I1.C. AmreKkcaHrpoB[8] „JLG. Moxtparan'*! , II. C. Anexcangpos, JI. C. IlonTparnn 
与 H.Hopft1). 这 样 ,如 果 限 于 E" (n =1,2,) ASF AS, Vppicon-Menger 维 数 
就 成 为 同调 维 数 之 一 .出 了 这 个 界限 情况 将 是 如 何 , 直 到 现在 还 不 知道 . 
AmekcaHrpos-IIoHrpsr 定理 的 证 明 用 到 前 面 提 过 的 TI. C. AnekcaHzxpos 关于 本 
质变 换 的 定理 ,Hopf KFA n- 维 多 面 体 到 n- 维 球 的 “本 质变 换 ” 的 同调 特征 
化 定理 以 及 Alexander-IIoarprraa 对 偶 定 理 . 

II.C. AnekcaHnposts1 证 明 : 对 于 所 有 E 中 的 列 紧 体 X 人 A(X, 了 ) 三 dim X.A 
此 ,如 果 限 于 这 种 列 紧 体 ,yppicon-Menger 维 数 就 是 同调 维 数 中 最 大 的 一 个 . 

维 数 的 同调 理论 基本 上 是 对 于 E 中 的 列 紧 体 以 及 对 于 系数 域 GF, (m = 2, 
3,…) ,2 来 建造 的 (对 于 有 理 数 所 成 的 加 法 群 ,多 , 有 理 数 mod 1 的 加 法 群 有 ,及 
整数 加 法 群 GM, AX, H), A(X, FH), A(X, AURA EM. RE 
然 在 上 面 所 述 维 数 的 同调 理论 的 范围 之 内 ). 对 于 这 些 空间 与 系数 域 ,许多 类 似 
于 Yppicon-Menger 理论 中 定理 的 结果 被 证 明 . 特别 是 TI. C. Anexcanapos'*! xf F 
同调 维 数论 证 明了 求 和 的 定理 ,证 明了 列 紧 体 必 包 含有 嘉 当 流 形 的 定理 .它们 
的 陈述 都 是 与 Yppicon-Menger 理论 中 相应 的 定理 类 似 , 只 消 把 dim X HRW 
全 (XX, 古 ) ,并 加 上 条 件 :所 考虑 的 空间 都 是 EB” 中 的 列 紧 体 .这 个 限制 对 于 定理 
的 证 明 有 本 质 的 意义 ,因为 在 证 明 中 用 了 空间 在 E 中 的 余 集 的 性 质 ,并 且 所 
有 的 推论 都 属于 “Alexander-IIoarparaa 对 偶 定 律 " 一 类 的 想法 . 

工 .C.IIoarprraatu 证 明 , 对 于 所 有 的 素数 p 及 列 紧 体 与 Y, 有 下 面 的 乘 
法 定理 

A(Xx Y,GF) =ACX,F) + AY, F) 
但 是 ,对 于 Vpprcou-Menger 维 数论 ,这 是 不 成 立 的 . 

关于 此 点 ,yppicoH-Menger 维 数 并 不 是 同调 维 数 中 最 “好 ”的 一 个 . 

容易 证 明 同 调 维 数 是 “单调 的 ”: 若 成为 了 的 下 空间 并 且 人 (和 X, 卫 ) 与 
ACY, TD) MAEM, MAX) <AY,D). 

60. 苏维埃 拓扑 学 派 的 巨大 成 就 之 一 是 开 .C. Mourparan'*) Brie BA AY IEG L 
大 “对 偶 定 律 ” 的 推广 . 这 个 定律 最 初 是 对 于 n- 维 球 中 的 多 面体 及 系数 域 G 


246 


a C 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


证 明 的 .并 .C.TlonTparn 成 功 地 推广 这 个 定律 到 n- 维 球 中 任意 闭 集 及 作 意 贝 
蒂 群 的 情形 .后 来 ,n - 维 球 又 被 成 功 地 换 为 任意 的 “同调 流 形 ”. 在 没有 叙述 这 
个 观念 的 定义 以 前 ,我 们 先 得 介绍 “抽象 同调 流 形 ” 的 观念 作为 其 组 合 性 质 的 基 
础 . 

看 任意 一 个 4 -复合 形 C. 设 7 为 它 的 任意 一 个 间架 .复合 形 C 中 所 有 的 
间架 5, 满足 条 件 

S 门 7=4,SUTEC 
的 ,其 全 体 显 然 组 成 C 的 一 个 下 复合 形 . 这 个 下 复合 形 倚赖 于 CRT, RH T 
在 C 中 的 代表 ( 开 .C.TIosrparnats1). 我 们 记 作 
P(T,C) 

4 -复合 形 称 为 通 的 ,假如 它 不 能 分 为 两 个 不 相交 的 下 复合 形 之 和 . 若 通 
n- HEA -复合 形 C 满足 下 列 的 条 件 , 则 称 为 抽象 同调 流 形 : 若 7 为 小 于 mn 的 不 
PR, TH r- 维 间架 , 则 有 

[=!0 ,对 于 s<n-r-l 
pln Ch A] = 2 ;对 于 s=n-r-l 

对 于 n - 维 抽象 同调 流 形 C 必 有 : BAC, A ~ FRO! HHRMA IRIE 
是 属于 第 一 种 情形 , 则 称 为 可 定向 的 , 若 属于 第 二 种 情形 , 则 称 为 不 可 定向 的 . 
对 于 所 有 n- 维 抽象 同调 流 形 必 有 : Ba, A) = B. 

现在 设 式 为 任意 一 多 面体 .由 定义 , 它 同 胚 于 某 一 直 多 面体 Y.Y 是 某 一 
已 - 复合 形 K 的 所 有 的 单纯 形 之 和 ,而 K 又 决定 了 一 个 4 -复合 形 C 一 一 由 属 
于 天 的 单纯 形 的 顶点 间架 所 组 成 .这样 从 已 知 多 面体 忒 来 适 出 4 -复合 形 C 
的 做 法 并 不 是 唯一 的 .不 过 ,所 造 出 来 的 4 - 复合 形 是 n - 维 抽象 同调 流 形 这 
一 件 事 却 与 构造 过 程 中 的 任意 选择 无 关 , 而 由 作为 一 个 拓扑 空间 的 多 面体 也 
所 完全 决定 .这 使 得 有 可 能 来 定义 n - 维 同调 流 形 作为 那 一 种 多 面体 ,在 上 述 
的 构成 之 下 所 得 的 是 n - 维 抽象 同调 流 形 . 显然 ,这 样 定义 的 n 维 同调 流 形 的 
观念 是 拓扑 不 变 的 :所 有 同 胚 于 n- 维 同调 流 形 的 空间 必 为 n - 维 同调 流 形 . 
以 下 我 们 提 到 n- 维 流 形 时 都 是 指 的 n - 维 同调 流 形 , 提 到 n - 维 抽象 流 形 时 
都 是 指 的 n — 维 抽象 同调 流 形 . 

将 抽象 流 形 分 类 为 可 定向 的 及 不 可 定向 的 也 相应 地 产生 了 将 n - 维 流 形 
拓扑 不 变 地 分 为 可 定向 的 n- 维 流 形 及 不 可 定向 的 n- 维 流 形 两 类 . 

61. 为 了 陈述 Alexander-IIoarprrua 对 侦 定 律 , 我 们 适当 地 引入 “无 穷 4 - 复 
合 形 "“ 无 穷 B -复合 形 ” 及 “无 穷 多 面体 "等 观念 . 

我 们 说 间架 所 组 成 的 集 C 是 一 个 无 穷 4 - 复合 形 , 假 如 它 是 一 个 备 集 ,并 
AC 中 任意 一 个 间架 只 包含 于 有 穷 个 C 中 间架 之 内 (“局 部 有 穷 ”的 条 件 ). 我 
们 说 由 E 中 单纯 形 所 组 成 的 集 K 是 一 个 pr PEA E 复合 形 ,假如 它 满足 
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E -复合 形 定义 中 的 条 件 (1) 与 (2), 并 且 K 中 单纯 形 的 每 一 点 必 在 声 中 有 一 
近 傍 只 同 有 穷 个 K 中 单纯 形 相交 (“局 部 有 穷 ” 的 条 件 ). 我 们 说 r 中 的 某 下 集 
是 一 个 无 穷 直 多 面体 ,假如 它 是 EPRI E -复合 形 的 所 有 单纯 形 之 和 .我 
们 说 某 一 空间 是 一 个 无 穷 多 面体 ,假如 它 同 胚 于 无 穷 直 多 面体 .无 穷 多 面体 的 
下 开 集 也 是 无 穷 开 多 面体 ( 龙 格 定理 ). 

“无 穷 A(E) -复合 形 ” 与 “无 穷 多 面体 "的 观念 是 “4(E) -复合 形 ” 与 “多 
面体 ”观念 的 推广 .许多 关于 复合 形 与 多 面体 的 观念 和 结果 ,自然 地 推广 及 于 无 
穷 复合 形 与 无 穷 多 面体 ,n -E 4 -复合 形 的 定义 可 以 逐 字 地 换 为 n - 维 无 穷 
A -复合 形 . 对 于 无 穷 4 -复合 形 C ,我 们 定义 它 的 贝蒂 群 时 将 只 考虑 C 的 有 
穷 <r,y> - 链 , 即 函数 f, 其 变数 为 C 中 r+1 个 顶点 ,其 值 是 矿 中 的 元 ,f 除 
了 满足 < r, 卫 > - 链 定 义 中 的 条 件 (1) 与 (2) 以 外 ,还 得 要 满足 条 件 (3): f(xo， 
…,x;) =0 仅 对 于 有 穷 多 组 变数 不 成 立 .此 处 械 可 以 为 任意 的 陨 群 . 算 子 全 作 
用 于 这 种 链 一 一 如 作用 于 有 穷 4 - 复合 形 的 链 : 我 们 得 到 Tr 中 元 的 无 穷 和 ,其 
中 只 有 有 穷 多 个 异 于 零 ; 这 种 和 ,我 们 也 把 它 看 做 有 穷 和 ,无 穷 个 零 元 略 去 不 考 
虑 .这 样 ,我 们 就 得 到 群 (C0) (C 中 所 有 的 有 穷 < r, 卫 > - 链 ),ZA(C，, 卫 ) 
(C 中 关于 了 的 r- 维 有 穷人 - 闭 链 , 即 C 中 之 <r, 卫 > - 链 太 而 满足 Ar=0 
#4), HA(C,T)(C 中 关于 了 的 r- 维 入 - 闭 链 而 为 C PRAWN <r+1,0> 
- 链 的 边缘 的 ) 以 及 BCC,P) = ZAC, r) \ WAC, ). BE BAC) RAT 
穷 4- 复 合 形 C 关于 系数 域 卫 的 r- ERA- 群 . 

GX ARASH, NMERMRPR AAAS HK Y. Y AE 中 某 一 无 穷 
-复合 形 K 的 所 有 单纯 形 之 和 .属于 OK 的 单纯 形 ,它们 的 顶点 所 成 的 间架 ， 
形成 了 一 个 4 -复合 形 C. 虽 然 这 个 复合 形 C 并 不 是 由 多 面体 X 唯一 决定 的 ， 
它 的 贝蒂 群 BAC.) ,除开 一 个 同 构 ,只 倚赖 于 ,而 是 X 的 拓扑 不 变量 .这 
个 群 我 们 称 它 为 多 面体 六 关 于 系数 域 矿 的 贝蒂 群 , 记 作 bX), (XT) = 

»(C,T)D. 

在 n - 维 抽象 同调 流 形 的 定义 中 把 4 -复合 形 换 为 无 穷 4 - 复合 形 就 得 
到 无 穷 n — 维 抽象 同调 流 形 的 定义 .以 这 个 定义 为 基础 ,又 可 引 到 无 穷 n - HE 
同调 流 形 的 观念 @, 无 穷 n- 维 流 形 X 也 分 为 可 定向 的 与 不 可 定向 的 两 类 , 视 
是 否 Ba&(X, 仍 二 而 定 .无 穷 n- 维 可 定向 流 形 的 不 变 空 间 下 集 也 是 无 穷 n - 
维 可 定向 流 形 . 

对 于 可 定向 无 穷 n- 维 流 形 有 以 下 的 庞 加 莱 对 偶 定 律 

BY(X,T)~=b" "(X,T), O<r<n 


© 群 br(X, 古 ) 不 可 与 群 BA(X, 古 ) 混 淆 . 
© ”以 下 凡 遇 到 与 这 个 观念 有 关 之 处 ,形容 词 “同调 的 "将 略 去 不 写 . 
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其 中 , 卫 为 任意 的 陨 群 . 

由 此 以 及 由 Kostmoropos- Alexander 对 偶 定 律 ,就 得 以 Alexander- Tlontpsrun 
对 偶 定 律 : 

BAA n - 维 可 定向 流 形 X 关于 系数 域 厂 在 维 数 ; 与 + +1 是 单 通 的 , 则 
对 于 它 的 任意 闭 下 集 了 有 

BACY, T)1b-I(X\Y,G) 
HP, T ERR, C 是 有 的 指标 群 ,0<r<m -1 

AlexanderIIonrparnm 对 偶 定 理 像 这 里 所 写 的 这 样 形 式 属 于 
II.C.AnegcaHmxpostJ 在 对 偶 定理 的 这 个 形式 中 , 了 为 闭 集 的 假设 是 本 质 的 : 
没有 这 个 假设 ,一 般 而 言 ,@ 中 所 出 现 的 贝蒂 群 是 未 定义 的 . 不 过 后 来 工 .C. 
GoromrBrurmfl2] 及 I. C. Anerkcanmpoal2,2 相 当地 推广 了 这 个 定律 ,在 某 种 程序 
上 推广 到 了 不 是 闭 集 的 情形 . 

62. 空 间 与 变换 的 同调 性 质 不 仅 本 身 是 有 趣味 的 ,并 且 与 许多 其 他 有 趣 的 
性 质 相 关联 .我 们 已 经 看 到 了 同调 性 质 与 维 数 的 关系 . 利用 “形变 “的 观念 来 定 
义 的 “ 同 伦 "性 质 , 与 同调 性 质 有 重要 联系 . 

Bf Sg 为 自 空间 X 到 空间 Y 的 连续 变换 .我 们 说 为 在 空间 Y 中 自 /到 
g 的 形变 ,假如 h 是 那样 一 个 自 空间 Xx 7 到 空间 了 的 变换 ,满足 h<x,0> = 
fx),h<x,1> = g(a) MF xE XO. RTE E Y PS TOF g ,假如 有 在 空间 
Y PASE g 的 形变 存在 .这样 定义 的 在 了 中 的 同 伦 关 系 显 然 是 反射 的 对 称 
的 ,以 及 可 递 的 .因此 , 它 就 把 自 天 到 了 的 连续 变换 分 成 了 类 :两 个 自 丈 到 了 的 
连续 变换 属于 同一 个 类 , 当 且 仅 当 它们 是 同 伦 的 . LE X BY 的 连续 变换 
K, RAA XAY KAEA. MRA XEY 的 连续 变换 的 同 伦 不 变量 ,是 指 的 
那 一 种 倚赖 于 自 瑟 到 了 的 连续 变换 的 函数 ,它们 对 于 任意 两 个 互 为 同 伦 的 变 
换 的 值 是 不 变 的 . 

在 前 一 个 时 期 ,拓扑 学 中 最 出 平 意料 的 发 现 之 一 就 是 H. Hopf 的 一 件 工作 ， 
证 明 自 三 维 球 S 到 二 维 球 $ 的 同 伦 类 有 无 穷 多 个 .为 此 ,H. Hopf 对 于 自 S3 
到 S, 的 变换 定义 了 一 种 数值 的 同 伦 不 变量 ， 并 证 明 这 不 变量 可 以 取 任 意 整数 
值 .并 .C.Tlourparaat"1 完 成 了 自 S3 到 S, 变换 的 同 伦 分 类 ,证 明了 Hopf 不 变量 
是 唯一 的 同 伦 不 变量 : 

两 个 自 Ss 到 5; 的 连续 变换 为 同 伦 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相同 的 Hopf 不 
变量 . 


JI.C.IIoarparaal5'6 也 考虑 了 自 多 面体 到 球 的 连续 变换 同 伦 分 类 的 一 般 问 


DEERE Zr n- 1 的 情形 是 除外 的 .着 流 形 X 为 n- 1 维 单 通 的 , 则 对 侦 定律 @ 对 于 维 数 为 
© 空间 Xx /的 点 看 做 有 序 的 “点 对 "< x,4> EP x EX ET, 
do 
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题 .虽然 ,整个 来 说 ,问题 尚未 解决 ,他 对 于 许多 情形 得 到 有 趣 的 结果 . 在 
机 .C.IIoarprraa 所 有 这 些 研究 之 中 ,同调 论 担 任 了 一 个 主要 角色 . 

设 4 为 空间 X 的 下 集 . 4 称 为 在 空间 X 中 可 缩 为 一 点 ,假如 自 4 到 的 全 
同 变换 在 X 中 同 伦 于 一 个 把 4 变换 为 中 一 点 的 变换 .最 小 的 数目 ,使 得 4 
可 以 表示 为 n 个 在 中 可 缩 为 一 点 的 集 之 和 的 , 称 为 4 在 式 中 的 畴 “上 畴 "的 观 
DÆ JI. A. Jhoctrepunk 与 JI. T. Ilnpensmant! 所 引入 的 ,作为 他 们 所 研究 的 变 
分 学 中 的 拓扑 方法 等 工作 的 基本 工具 @ ,那些 方法 也 本 质地 用 到 了 同调 论 . 利 
用 这 些 工 具 得 到 了 变 分 学 中 许多 有 趣 的 新 结果 : 只 消 列举 著名 的 
JI. A.JlocrepHak 与 了 I.T. Ianpenbmanl>*3J 定 理 关于 在 亏 格 为 零 的 曲面 上 有 三 条 
闭 测 地 线 的 存在 .这 里 我 们 有 着 光辉 的 例子 表明 拓扑 学 其 他 数学 分 支 间 富有 成 
果 的 相互 影响 . 

KX AE 中 一 个 列 紧 体 , U AE PRR, Y AE 中 的 一 个 多 面体 .所 谓 
X 5Y EU 中 的 分 离 是 指 自 XUY SE 的 全 同 变换 的 一 个 形变 hh, 而 满足 

h(YxI)cU 
h<x,l>=h<y,l> ,x,yEY 
h<x,t>=x ,xEX\U,tEl 
h<x,t>żh<y,t> «EX, yEY, tel 

RINA, TAK X EE PE n - SETAC BRAS, EE x 假如 x FEE" 中 
有 一 近 傍 WR PARE ER x 的 每 一 个 近 傍 之 内 都 包含 有 (r- - 1) - 48 
多 面体 ,与 X 不 相交 , 且 不 存在 有 它 与 X 在 U 中 的 分 离 .II.C. AnmekcarmpoBl8] 
证 明 下 面 的 定理 : 

E 中 的 列 紧 体 在 Vppicon-Menger 意义 之 下 为 n - 维 的 充 要 条 件 是 , 它 至 少 
在 它 的 一 点 产生 n - 伦 同 调 障 碍 ,而 在 任何 点 不 会 产生 更 高 维 的 同 伦 障碍 . 

这 个 美妙 的 定理 , 借 一 种 和 列 紧 体 在 E 中 所 处 的 位 置 有 关 的 同 伦 术语 予 
E P n - 维 列 紧 体 以 特征 化 , 它 的 证 明 也 用 到 了 同调 论 ,牵涉 与 Alexander- 
Tlontparun 对 偶 定 律 属于 同一 个 圈子 的 思想 : 

63. 苏维埃 拓扑 学 者 的 许多 工作 致力 于 所 谓 “ 开 ”变换 . 自 空间 X 到 空间 Y 
的 变换 f 称 为 是 开 的 ,假如 XX 中 任何 开 集 的 /- 象 ,在 Y PERR. 

众所周知 ,连续 变换 可 以 把 维 数 增高 ,就 是 说 ,存在 有 实例 说 明 连 续 变 换 可 
以 把 空间 变 到 维 数 较 高 的 空间 上 去 .第 一 个 这 样 的 例 是 著名 的 皮 亚 诺 连 续 变 换 
自 线段 到 方块 上 . 自然 地 就 产生 这 样 的 问题 : 开 变 换 是 否 可 以 增高 维 数 ? 换 言 
之 ,是 否 存 在 开 变 换 自 某 空间 X 到 某 空间 Y 上 去 ,而 dim X < dim Y? 
A.H.Konmoroposts 给 了 这 个 问题 肯定 的 答案 ,借助 于 谱 论 及 IIoarprraa 列 紧 


O 这 个 问题 的 文献 可 参照 I.A.Jlocreptnx 的 论文 . 
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体 , 造 出 开 变换 把 某 一 个 1 - 维 列 紧 体 变换 到 一 个 2 - 维 列 紧 体 上 .后 来 A.M. 
Kaxknant1 造 出 开 变换 把 某 一 1 - 维 列 紧 体 变 到 方块 上 . 
另 一 方面 ,II.C.AnegkcaHrpoB 证 明了 下 面 的 定理 : 
若 存在 有 可 数 重 开 变换 把 列 紧 体 不 变 到 列 紧 体 了 上 , 则 dim X = dim Y. 
Feb, AR 蕊 到 集 了 上 的 变换 /为 可 数 重 , 假若 了 中 每 一 点 的 /- 反 象 
HABA eit So. 
II.C. Anexcannpos 提出 了 下 列 未 解决 的 问题 :是 否 有 开 变换 将 严 变 到 严 
上 ,n<m? 
虽然 这 篇 概览 是 很 不 完全 的 (由 于 篇 幅 的 限制 ,许多 为 苏维埃 拓扑 学 者 所 
考虑 过 的 重要 问题 都 未 曾 提 到 ) ,作者 深信 读者 已 经 可 以 获得 一 种 印象 ,苏维埃 
学 者 在 近代 拓扑 学 的 每 一 分 支 都 有 着 何等 巨大 的 贡献 ,不 仅 在 这 门 科学 本 体 ， 
而 且 在 与 其 他 数学 各 分 支 交 错 的 地 方 . 
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DA: a 


面 问 大 众 的 拓扑 学 描述 


面向 大 从 的 拓扑 学 描述 


1 塞 吉 . 朗 关 于 拓扑 学 的 演讲 0 


eee 


W 


] 是 我 第 三 次 来 这 里 ， 巴黎 科学 博物 馆 , 和 你 们 一 起 做 
数学 .第 一 次 是 布雷 特 先生 邀请 了 我 ,效果 不 错 , 所 以 我 又 来 
了 . 

我 发 现在 座 有 不 少 人 上 次 也 来 过 ,有 多 少 人 去 年 也 来 过 ? 

[ 约 50 人 举 手 ] 

很 好 .我 看 到 安 图 望 坐 在 那里 ,他 已 经 来 过 两 次 了 ,他 是 很 
忠实 的 听众 .去 年 来 过 的 听众 可 能 记得 ,演讲 会 开始 前 我 在 布 
雷 特 的 办 公 室 翻 了 翻 一 些 高 中 课本 ,看 了 这 些 令 人 作呕 的 课本 
我 很 不 舒服 ,过 了 20 分 钟 才 稍 好 一 点 .不 知道 你 们 是 否 注 意 
到 ,今天 的 演讲 会 前 ,你 们 听 到 了 一 首 诗 琴 曲 的 录音 , 那 是 我 最 
喜欢 的 乐曲 .布雷 特 放 这 些 音乐 可 以 使 我 平静 下 来 .[ 笑 声 ] 

两 年 前 ,我们 讨论 了 素数 的 某 些 性 质 ,去 年 ,我 又 讲 了 丢 番 
图 方程 ,已 经 印 在 这 个 预 印 本 上 .我 问 过 听众 ,数学 对 他 们 意味 
着 什么 ? 一 位 女士 回答 说 :“ 是 跟 数 字 打 交道 . ”好 ,这 个 回答 是 
牛头 不 对 马 嘴 ,因为 这 完全 不 是 做 数学 的 意思 .我 希望 能 告诉 
你 们 数学 是 什么 ,数学 中 的 大 问题 是 什么 ,以 及 为 什么 人 们 会 
为 之 振奋 . 

实际 上 ,在 头 两 个 演讲 中 ,我 讲 的 事 或 多 或 少 与 代数 有 关 


By p 


Auh 


O 原 载 :[ 法 ] 塞 吉 ' 朗 .做 数学 之 美妙 [M] . 李 德 琅 , 译 . 郑 秋 成 , 校 .成 都 :四 川 大 学 出 版 社 ,2001. 
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特别 是 去 年 ,我 写 下 了 某 些 公式 ,而 有 6 位 听众 立即 退场 ,因为 公式 …… 是 的 ， 
人 们 不 大 喜欢 公式 .但 有 时 候 ,公式 是 必要 的 .而 且 , 我 怀疑 ,不 用 任何 公式 ,不 
涉及 任何 代数 ,不 涉及 任何 数字 ,我 们 还 能 做 什么 事 呢 ? 我 想 , 这 只 能 是 某 种 几 
何 的 东西 ,空间 中 的 东西 ,与 几何 物体 相关 的 问题 .这 不 是 我 自己 平常 做 的 数 
学 .就 个 人 而 言 ,我 偏爱 代数 及 数论 .因此 当 我 离开 巴黎 去 德国 波恩 时 ,我 考虑 
了 这 个 问题 ,试图 为 今年 的 演讲 物色 一 个 话题 .过 去 的 20 或 25 年 中 ,我 每 年 都 
去 波恩 . 希 策 布 鲁 赫 (Hirzebmch) 主 持 一 个 会 议 ,参加 者 主要 感 兴趣 于 几何 课 
题 .我 与 他 们 的 交谈 使 我 意识 到 可 以 选 这 样 一 个 课题 ,关于 大 约 一 年 前 发 现 的 
某 些 研究 成 果 . 

在 波恩 真是 非常 愉快 .数学 家 们 在 欢快 的 气氛 中 举行 会 议 ,一 边 喝 莱茵 酒 、 
吃 草 侮 蛋糕 一 一 草莓 正 是 季节 ,一 边 做 数学 ,而 且 还 在 莱茵 河上 乘 船 漫游 . 

当然 还 是 有 时 间 做 数学 ,在 那里 我 学 到 了 今天 准备 讲 的 这 个 课题 ,一 位 叫 
瑟 斯 顿 的 伙计 的 某 些 新 发 现 . 我 是 从 沃 特 诺 伊 曼 (Walter Neumann) 那 里 学 到 这 
些 的 .我 们 在 黑板 前 花 了 三 个 小 时 ,他 给 我 讲 瑟 斯 顿 做 了 什么 .今天 ,我 把 这 些 
传达 给 你 们 .原先 我 真 不 知道 我 也 可 以 这 样 做 ,选择 别 的 话题 ,因为 这 并 不 容 
易 . 首 先 , 它 必须 是 真正 的 数学 ,真正 的 数学 家 的 工作 .其 次 , 它 必 须 是 能 够 向 周 
末 演 讲 会 的 听众 讲 清楚 的 .还 有 , 像 所 有 审美 情况 一 样 ,有 些 人 会 喜欢 ,有 些 人 
则 相反 .也 许 它 不 灵 . 这 是 一 个 个 人 情趣 的 问题 ,你 们 对 任何 话题 都 可 以 有 自己 
的 反应 . 

好 了 ,我 今天 要 讲 的 ,是 几何 对 象 的 分 类 .这 立即 会 引起 我 们 的 兴趣 .我 们 
生活 在 至 少 三 维 的 空间 中 ,就 像 这 样 .但 是 ,你 们 已 经 知道 还 可 能 有 多 于 三 维 的 
空间 .所 以 我 们 想 描 绘 我 们 生活 中 的 空间 , 想 知道 它 究 竞 像 什么 样子 .局 部 地 
说 ,例如 ,这 间 大 厅 , 它 就 是 三 维 空间 .这样 一 个 模式 ,用 来 考察 这 间 大 厅 是 足够 
了 .但 我 们 知道 ,如 果 你 看 得 更 远 些 ,就 不 同 了 .我们 知道 , 欧 几 里 得 模式 其 实 是 
不 对 的 . 它 在 某 些 限制 下 是 对 的 ,但 不 适用 于 其 他 一 些 情形 .那么 ,物理 学 家 们 
怎么 办 呢 ? 他 们 试图 找 出 ,哪些 模式 是 适用 的 .但 是 数学 家 ,纯粹 数学 家 ,不 在 
乎 这 些 模式 是 否 适 用 .他 们 构造 出 好 的 模式 ,当然 是 几何 模式 ,只 要 感到 美妙 就 
行 .他 不 在 乎 这 个 模式 是 否 可 以 用 以 描绘 宇宙 . 

我 们 可 以 做 一 维 的 几何 模式 ,也 可 以 做 二 维 的 、 三 维 的 ,以 及 更 高 维 的 , 像 
四 维 \ 五 维 的 等 等 .我 原 想 今天 谈 谈 高 维 的 东西 ,但 我 很 快 就 意识 到 ,在 一 个 半 
小 时 内 我 是 办 不 到 的 , 那 会 有 太 多 的 东西 需要 准备 .所 以 ,今天 ,我 仅仅 限于 谈 
一 维 、 二 维和 三 维 的 .那么 ,一 维 的 东西 就 像 这 样 ,是 曲线 . 
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cy SK 


一 女士 : 那 直线 呢 ? 
塞 吉 ' 朗 :直线 是 曲线 的 特别 情形 .现在 如 果 我 画 一 个 圆 , 以 及 其 他 曲线 ,就 
像 这 样 ,它们 看 起 来 彼此 相像 . 


O@ S 


我 们 是 否 应 该 认为 它们 等 价 呢 ? 它们 有 什么 共通 的 性 质 呢 ? 
一 听众 :它们 是 闭合 的 . 
塞 吉 ' 朗 :是 的 ,它们 是 闭合 的 ,它们 转 了 一 圈 . 如 果 我 取 一 条 线段 , 像 这 样 : 


那 就 不 能 转 一 圈 , 它 是 一 条 线段 . 

但 上 面 三 条 曲线 是 闭合 的 .对 于 许多 性 质 来 说 ,我 们 不 想 区 分 这 三 条 曲线 . 
所 以 ,我 们 说 这 些 曲线 是 等 价 的 . 

一 般 说 来 ,等 价 的 意思 是 什么 呢 ? 啊 , 我 不 想 给 一 个 正式 的 定义 ,但 我 可 以 
非 正 式 地 说 ,我 们 假定 它们 都 是 橡皮 做 成 的 ,我 们 考察 橡皮 几何 .我 们 说 两 个 东 
西 等 价 , 如 果 可 以 从 一 个 方向 拉 一 拉 , 另 一 个 方向 压 一 压 ,如 果 它 们 都 是 橡皮 
的 , 那 可 以 把 一 个 变 成 男 一 个 .这 就 给 了 我 一 个 等 价 的 概念 . 

如 果 这 些 曲线 是 一 条 橡皮 绳 ,显然 我 可 以 把 其 中 一 条 变 成 另 一 条 ,或 者 我 
可 以 把 它 变 成 一 个 圆 . 所 以 这 些 曲线 是 等 价 的 .我 用 符号 ″ ~ "来 表示 等 价 .我 可 
以 这 样 记 : 


DON SP 
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我 还 可 以 这 样 画 一 条 线 : 


这 是 闭合 的 还 是 开 的 ? 

听众 :是 闭合 的 . 

塞 吉 : 朗 : 它 等 价 于 原来 那 几 条 吗 ,假定 它 是 橡皮 绳 ? 谁 说 它 等 价 于 其 他 几 
条 ? [一 些 人 举 手 ] 

哪些 人 说 它 不 ? [ 另 一 些 人 举 手 ] 

哪些 人 保持 审慎 的 沉默 ? [ 笑 ] 例 如 ,你 .[ 塞 吉 . 朗 指向 第 三 排 的 一 位 女士 ] 

女士 : 它 不 等 价 . 这 里 有 一 个 结 . 

塞 吉 . 朗 : 是 的 ,有 一 个 结 . 当 我 说 那 几 条 曲线 等 价 时 ,我 可 以 在 平面 上 把 它 
们 变 来 变 去 .我 的 意思 是 ,如 果 它 们 是 橡皮 绳 ,我 可 以 完全 在 平面 上 完成 变形 . 
但 这 个 结 ,就 在 那里 , 它 只 存在 于 三 维 空间 中 .你 的 直觉 是 对 的 :我 不 能 在 三 维 
空间 中 把 它 变 成 一 个 圆 .从 某 种 意义 来 说 , 结 不 同 于 圆 ,也 不 同 于 另 两 条 曲线 . 
但 是 ,你 是 否 相 信 在 有 一 种 情况 下 ,我 可 以 把 一 个 结 变 成 一 个 圆 ? 安 图 望 ,你 想 
说 什么 ? 

安 图 望 :[ 从 录音 带 上 听 不 清 他 的 回答 ] 

一 女士 :有 时 你 可 以 打 两 个 相反 的 结 , 然 后 同时 解 开 . 

塞 吉 . 朗 :现在 ,这 个 结 是 在 三 维 空间 .但 是 没有 理由 把 我 们 自己 限于 三 维 
空间 .事实 上 ,在 四 维 空间 中 我 们 可 以 把 一 个 结 变形 为 一 个 圆 . 也 可 以 证 明 ,在 
三 维 空间 中 这 是 办 不 到 的 .虽然 ,在 三 维 空间 中 ,我 们 可 以 依赖 直觉 , 而 要 在 高 
维 空间 中 证 明 某 件 事 ,我 们 必须 把 事情 用 更 严格 的 方式 写 出 来 ,因为 我 们 的 直 
觉 变 得 有 些 无 能 为 力 .我 还 想 让 你 们 明白 ,事情 不 是 那么 简单 . 

我 们 看 到 ,可 以 提出 两 个 不 同 的 问题 : 

在 三 维 空间 中 可 以 把 结 变 成 一 个 圆 吗 ? 

可 以 抽象 地 变形 吗 ? 在 高 维 空 间 中 可 以 变形 吗 ? 

答案 是 不 同 的 ,这 取决 于 我 们 把 这 个 结 放 在 什么 空间 .起 初 , 当 我 定义 等 价 
的 概念 时 ,我 没有 说 你 可 以 在 哪里 进行 变形 .现在 我 说 我 允许 在 任意 的 ,高 于 二 
维 及 三 维 的 高 维 空间 中 进行 变形 .于 是 ,曲线 的 维 数 总 是 1 ,应 该 看 做 它 完全 不 
同 于 我 们 考察 这 个 圆 所 在 的 空间 的 维 数 .现在 ,我 想 对 变形 再 说 点 别 的 什么 . 取 
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一 条 不 是 圆 的 曲线 ,例如 说 ,一 条 线段 ,就 像 这 样 ,包含 或 者 不 包含 端点 . 


包含 端点 不 含 端点 


如 果 包 含 端点 ,我 说 这 条 线段 是 闭 的 .如 果 不 包含 端点 , 那 我 说 这 条 线段 是 
开 的 .假定 线段 是 用 橡皮 做 成 ,我 把 它 变形 ,就 像 这 样 .[ 塞 吉 . 朗 边 说 边 画 ] 


我 让 右边 的 点 往 上 动 ,而 左边 的 点 往 下 动 . 所 以 我 拿 这 条 橡皮 绳 ， 我 往 右 走 
时 ,把 它 往 上 拉 , 越 来 越 快 .而 我 往 左 走时 ,把 它 往 下 拉 ， 也 是 越 来 越 快 .于 是 我 
们 看 到 ,这 条 线段 等 价 于 一 条 曲线 , 它 可 以 跑 到 任意 远 ,就 像 人 们 常 说 的 跑 到 无 
穷 远 了 . 

[有 人 举 手 ] 

5 BA :请 . 

一 女士 : 它 在 无 穷 远 处 会 闭合 起 来 . 

塞 吉 - 朗 :不 ,无 穷 远 不 是 一 个 点 . 取 一 直线 , 像 这 样 : 

a 

这 条 直线 是 不 会 闭合 的 . 

一 男士 :如 果 它 是 橡皮 做 的 ,可 以 把 它 闭合 起 来 . [ 笑 ] 它 不 是 一 条 线段 ,但 
含有 一 条 线段 ,你 可 以 把 它 闭合 起 来 成 一 个 圆 . 

ZF WA! 如 果 你 闭合 一 条 直线 .或 者 你 闭合 一 条 线段 , 那 你 必须 放 一 
些 点 在 端 头 . 取 一 条 线段 包含 端点 .如 果 我 把 端点 连 在 一 起 ,我 得 到 一 个 圆 ， 

男士 :但 线段 可 以 变形 为 一 个 圆 . 


aa 


塞 吉 ' 朗 :不 ,不 是 .因为 如 果 我 把 它 变 形 为 一 个 圆 ， 而 且 把 两 个 端点 视 为 同 
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一 个 点 , 那 我 就 干 了 某 种 为 变形 定义 所 不 容 的 事 . 我 使 用 变形 一 词 是 在 不 允许 
同一 的 意义 下 , 即 , 不 能 够 把 两 个 点 视 为 同一 个 点 .如 果 两 个 点 不 同 , 那 它们 经 
过 变形 也 互 不 相同 . 

男士 :但 如 果 你 把 它们 并 置 一 处 一 一 

塞 吉 . 朗 : 不 ,不 ,我 不 想 这 样 做 .[ 笑 声 ] 这 是 一 个 定义 的 问题 .我 现在 想 用 
“变形 "一 词 去 指 : 如 果 两 个 点 不 同 , 经 过 变形 它们 也 互 不 相同 , 行 吗 ? 

男士 : 行 . 

塞 吉 . 朗 :好 .当然 ,也 有 其 他 的 概念 ,那里 允许 同一 .其 实 , 待 会 儿 我 就 要 讨 
论 这 种 概念 ,以 及 如 何 去 使 用 它们 .但 是 ,现在 ,对 变形 ,我 不 允许 同一 .我 正 是 
想 让 你 看 到 这 种 特别 的 现象 ,可 以 把 不 含 端点 的 线段 变形 为 无 穷 长 的 一 条 绳 ， 
它 本 身 就 等 价 于 无 限 长 的 直线 .我 可 以 把 这 条 无 限 长 的 绳子 与 无 穷 直线 的 等 价 
性 画 出 来 ,就 像 


所 以 我 可 以 把 这 条 曲线 拉 直 成 一 条 直线 . 那 就 是 我 想 要 讨论 的 等 价 概念 . 

好 了 ,我 们 刚才 谈 的 是 一 维 的 事情 .但 是 ,即使 是 一 维 的 情形 ,我们 看 到 已 
经 可 以 提出 若干 问题 来 .你 也 许 觉得 一 切 都 是 已 知 的 ,但 事实 并 非 如 此 . 接 下 
来 ,我 们 看 二 维 的 情况 .这 稍稍 复杂 一 点 .一 维 的 东西 称 为 曲线 .二 维 的 东西 称 
为 曲面 .而 且 曲 面 可 以 含有 边界 ,也 可 以 不 含 边界 . 

作为 曲面 的 一 个 例子 , 取 一 个 圆 盘 , 即 圆 的 内 部 .如 果 我 把 圆 及 其 内 部 放 在 
一 起 来 观察 ,我 得 到 一 张 含 有 边界 的 曲面 . 圆 就 是 圆 盘 的 边界 .所 以 只 要 去 掉 这 
个 圆 ,我们 可 以 把 圆 盘 看 成 不 含 边界 的 曲面 .如 果 你 包含 这 个 圆 在 内 ,也 可 以 把 
它 看 成 有 边界 的 曲面 . 
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现在 设 这 个 圆 盘 是 橡皮 做 的 , 那 我 就 可 以 把 它 用 其 他 方式 来 表示 ,例如 ,我 
可 以 取 一 个 正方 形 的 内 部 . 它 的 边界 就 是 正方 形 的 周边 . 
如 果 都 是 橡皮 做 的 ,它们 等 价 吗 ? 


听众 :是 的 . 
塞 吉 . 朗 : 对 了 ,它们 等 价 ,可 以 取 一 个 圆 盘 , 把 它 拉 开 得 到 一 个 正方 形 , 正 
方形 的 内 部 . 


i 5 A i /了 
Z aN () | | 

而 圆 盘 的 边界 ,就 是 这 个 圆 ,会 变 成 正方 形 的 边界 . 

[有 人 举 手 ] 

EF: BH :请 . 

男士 :但 这 里 有 某 种 不 同 之 处 ,因为 导数 一 一 

塞 吉 . 朗 :当然 ,你 是 指 几 个 角 . 这 位 男士 说 这 里 有 些 区 别 , 他 完全 正确 .这 
里 是 有 区 别 ,但 这 不 是 橡皮 几何 的 观点 .可 以 定义 其 他 类 型 的 等 价 , 在 这 新 的 定 
义 下 , 圆 盘 和 正方 形 这 两 个 东西 并 不 等 价 . 因 为 , 当 我 拉 开 圆 盘 并 且 做 成 一 个 角 


时 ,显然 ,这 个 角 是 不 那么 平滑 的 .从 某 种 观点 来 看 ,你 甚至 可 以 说 这 个 角 是 很 
不 舒服 的 .[ 笑 声 ] 它 不 光滑 , 它 不 是 一 条 好 的 曲线 .从 某 种 意义 上 说 ,它们 是 不 
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同 的 .还 有 关于 角 部 的 数学 理论 .你 看 ,我们 从 某 些 相当 简单 的 事情 出 发 ,已 经 
列 出 了 大 量 的 问题 ,它们 的 发 展 就 像 一 棵 树 : 


我 们 聆 上 这 棵 树 ,发 现 两 种 甚至 多 种 可 能 性 可 以 继续 下 去 .按照 你 考察 的 
不 同 的 等 价 关系 ,对 同一 个 问题 可 以 有 不 同 的 答案 .但 是 现在 ,我 只 想 考 察 橡 皮 
等 价 关 系 .于 是 , 圆 盘 与 正方 形 是 等 价 的 . 

当然 ,这 不 依赖 于 它们 的 大 小 .我 可 以 把 正方 形 画 得 大 点 或 小 点 .只 要 它 是 
橡皮 做 的 , 它 都 等 价 于 圆 盘 . 


如 果 我 只 取 圆 盘 的 内 部 , 那 我 得 到 一 个 没有 边界 的 曲面 ,或 者 没有 边界 的 
正方 形 .这 有 点 像 没有 端点 的 线段 .你 还 记得 没有 端点 的 线段 吗 ? 现在 我 来 看 
正方 形 的 内 部 ,或 者 圆 盘 的 内 部 ,这 是 等 价 的 ,不 考虑 边界 ,同时 来 看 平面 , 它 从 
各 个 方向 延伸 到 无 限 远 . 请 想 想 正方 形 的 内 部 是 否 等 价 于 平面 ? 


哪些 人 说 是 的 ? 

一 男士 :平面 是 无 限 的 . 

塞 吉 * 朗 :是 的 ,平面 是 无 限 的 . 

男士 :这 个 正方 形 没有 边界 ? 

塞 吉 ' 朗 :对 , 它 没有 边界 .我 把 它 去 掉 了 , 那 正 是 我 用 虚线 画 的 原因 . 
男士 : 那 它 也 是 无 限 的 ? 

塞 吉 * 朗 :正如 你 所 说 ,无 限 的 . 
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男士 : 那 它们 等 价 . 

塞 吉 * 朗 :很 对 .去 掉 了 边界 的 正方 形 与 平面 等 价 .总 结 一 下 ,每 个 去 掉 了 并 
点 的 线段 等 价 于 无 限 长 的 直线 ,每 个 去 掉 了 边界 的 正方 形 或 者 圆 盘 等 价 于 整个 
平面 .但 是 请 留意 :我 取 了 一 个 去 掉 了 边界 的 正方 形 ,如 果 我 愿意 ,我 可 以 把 边 
界 加 上 去 .但 是 ,如 果 我 取 一 个 球面 , 像 这 样 ,一 个 球 的 表面 : 


它 是 一 个 曲面 ,但 它 没有 边界 ,是 吗 ? 如 果 我 拉 伸 它 , 是 否 可 以 拉 到 使 它 的 
一 部 分 拉 到 你 想 要 多 远 就 多 远 呢 ? 

男士 :你 可 以 无 限 地 吹 胀 这 个 气球 . 

塞 吉 . 朗 :请 看 ,我 不 想 把 这 个 气球 弄 破 .[ 笑 声 ] 这 个 东西 必须 保持 等 价 .我 
吹 胀 这 个 气球 ,并 且 把 它 往 里 散 敲 或 往外 拉 拉 , 就 像 橡皮 ,但 我 不 允许 把 它 摘 
破 . 如 果 我 拉 长 它 ,是 不 是 可 能 像 我 们 拉 一 条 去 掉 端 点 的 线段 一 样 ,把 球面 的 一 
部 分 弄 到 你 想 多 远 就 多 远 呢 ?” 哪 些 人 说 是 的 ? 


[一 些 人 举 手 ] 

哪些 人 说 不 是 ? 其 实 , 管 案 是 “不 ”. 例 如 ,如 果 我 取 一 个 带 端点 的 线段 ,是 
否 能 把 它 拉 长 到 等 价 于 某 种 无 限 的 东西 呢 ? 

一 女士 :应 该 是 有 界 的 . 

塞 吉 * 朗 :对 了 .可 以 证 明 这 是 不 可 能 的 , 带 有 端点 的 线段 不 能 等 价 于 无 限 
的 东西 . 

女士 :你 是 否 指 端 点 是 固定 的 ? 

塞 吉 * 朗 : 啊 , 不 ! 它们 不 必 被 固定 起 来 ,你 可 以 移动 它们 :例如 , 它 可 以 等 
价 于 这 种 东西 . 
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A 


只 要 拉 一 拉 , 压 一 压 , 扯 一 扯 就 行 .但 问题 是 可 不 可 能 拉 得 越 来 越 快 ,就 像 
我 们 以 前 拉线 段 那样 .问题 出 在 如 果 我 拉 得 越 来 越 快 , 那 端点 就 将 无 处 可 去 . 先 
前 ,线段 上 越 接近 终端 的 点 或 者 跑 得 越 来 越 高 ,或 者 越 来 越 低 .因而 ,如 果 在 变 
形 过 程 中 把 终端 加 上 去 ,我 只 得 把 端点 撕 掉 .但 这 是 不 允许 的 . 

一 男士 :你 可 以 把 端点 放 到 无 穷 远 处 . 

塞 吉 * 朗 :不 ,我 们 必须 在 平面 上 干 这 事 , 平 面 上 没有 无 穷 远 点 ,当然 有 任意 
远 的 点 ,但 这 并 不 是 一 回 事 . 

男士 :为 什么 禁止 用 它 呢 ? 

塞 吉 : 朗 :禁止 用 它 是 为 了 等 价 概念 的 定义 .原则 上 并 不 是 总 禁止 用 它 , 并 
不 是 绝对 禁止 用 它 . 对 其 他 的 某 些 应 用 而 言 ,你 可 以 把 无 穷 远 点 添 到 平面 上 去 ， 
但 不 是 我 们 今天 所 要 做 的 .所 以 ,你 必须 区 分 的 是 ,有 些 东 西 有 这 样 的 性 质 ,你 
可 以 经 过 变形 把 它 的 一 部 分 送 到 任意 远 去 ;而 有 些 东 西 不 具有 这 样 的 性 质 ,就 
不 可 能 这 样 做 .好 ,让 我 写 一 个 定义 : 


说 某 物 是 紧 致 的 ,是 指 它 包 含 它 的 边界 (如 果 存 在 的 话 ) ,而 且 此 物 
的 变形 过 程 不 能 把 它 扩张 到 任意 远 处 .换言之 ,此 物 的 每 个 变形 都 是 有 
界 的 . 


归根 到 底 是 说 球面 是 紧 致 的 . 当然 ,我 们 生活 于 其 中 的 三 维 空间 会 跑 到 无 
穷 远 ……[ 犹 瑰 ] 起 码 按 我 们 心中 的 质朴 的 模式 , 它 会 跑 到 无 穷 远 去 .但 车 你 生 
活 在 一 个 球面 上 ,而 且 你 又 非常 小 , 当 你 看 你 的 周围 时 ,从 各 个 方向 看 出 去 ,你 
看 到 的 很 像 一 个 平面 …… 

[有 人 举 手 ] 

塞 吉 ' 朗 :请 . 

一 大 学 生 : 而 球面 没有 边界 ,你 说 “没有 边界 的 紧 致 ……” 

吉 " 朗 : 啊 ! 如 果 曲 面 没有 边界 , 那 它 自然 包含 了 它 的 边界 .这 个 术语 必 
须 这 样 来 理解 :如 果 某 物 没 有 边界 , 那 它 不 得 不 包含 它 的 边界 ,因为 根本 就 没 
有 .[ 笑 ] 你 必须 允许 这 种 可 能 性 ,否则 ,一 些 简 单数 学 命题 都 会 很 难 办 . 

让 我 们 回 到 住 在 球面 上 的 人 .也 许 他 们 只 能 看 到 一 个 平面 ,即使 他 有 高 倍 

望远镜 在 手 ;于 是 他 们 会 很 快 得 出 一 个 结论 ,说 他 们 住 的 空间 是 一 个 平面 .如 果 
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一 千年 以 后 ,他 们 造 出 了 更 高 级 的 望远镜 ,也 许 他 们 会 发 现 某 种 弯曲 ,他 们 会 看 
到 ,空间 是 弯曲 的 ,并 且 开 始 提 出 一 系列 问题 . 


这 正 是 哥伦布 以 前 发 生 的 事 .人 们 设想 什么 都 是 平 的 ,只 有 少数 聪明 人 例 
外 ,但 聪明 人 并 不 多 . 

听众 :多 新 鲜 ! [ 笑 声 ] 

塞 吉 * 朗 :好 ,我 们 看 起 来 就 是 那样 .我 们 还 可 以 问 ,如 果 我 们 一 直 往 前 走 ， 
会 发 生 什么 事 ,我 们 会 回 到 出 发 点 ,还 是 会 无 限 地 走 下 去 ? 球面 是 紧 致 物体 的 
例子 .如 果 你 从 某 点 出 发 , 沿 着 一 个 固定 的 方向 一 直 往 前 走 , 那 你 最 终 会 回 到 你 
的 出 发 点 . 

你 能 不 能 给 我 男 外 一 个 这 种 曲面 , 紧 致 曲面 的 例子 ? 

听众 :立方 体 . 

塞 吉 * 朗 :是 的 ,立方 体 的 表面 ,但 它 等 价 于 球面 .给 我 一 个 例子 ,要 它 不 等 
价 于 球面 . 

一 男士 : 环 面 . 

EG BATA? 

男士 : 环 面 . 

男 一 人 :在 球面 上 打 个 洞 . 

塞 吉 * 朗 :你 是 数学 家 吗 ? 

男士 :知道 一 点 . 

塞 吉 ' 朗 : 那 已 经 太 多 了 .我 希望 数学 家 不 要 介入 ,要 不 然 就 是 欺骗 .[ 笑 声 ] 
当然 数学 家 知道 答案 ,但 我 这 不 是 给 他 们 作 的 演讲 .[ 塞 吉 : 朗 把 粉笔 扔 向 那 位 
男士 . 笑 声 ] 

所 以 ,你 开 了 一 个 洞 ,你 找到 了 这 个 东西 , 它 有 一 个 洞 在 中 间 . 


267 dga _ -2Ry 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


可 以 证 明 这 个 曲面 不 等 价 于 球面 ,因为 有 这 个 洞 . 现 在 ,你 能 不 能 给 我 一 个 
曲面 的 例子 , 它 不 等 价 于 球面 或 者 环 面 ? 

一 人 : 克 莱 因 (Klein) 瓶 . 

塞 吉 : 朗 :你 们 中 间 有 些 人 知道 得 太 多 了 .9 

一 小 孩 : 金 字 塔 . 

塞 吉 " 朗 :不 , 它 等 价 于 球面 .人 @ 

一 女士 :一 个 没有 顶部 的 盒子 . 

塞 吉 : 朗 :是 的 ,但 它 有 边界 .我 想 要 一 个 没有 边界 的 曲面 .前 面谈 到 的 这 个 
没有 ,球面 也 没有 ,我 要 一 个 紧 致 曲面 . 

一 大 学 生 : 你 可 以 开 两 个 洞 , 像 眼 镜 架 . 

塞 吉 .上衣 :你 说 对 了 , 那 就 是 我 希望 你 们 说 的 .但 是 ,你 是 不 是 学 数学 的 ? 

学 生 : 是 的 . 

塞 吉 : 朗 : 啊 , 不 ,不 ,不 要 这 样 .自然 ,如 果 你 是 数学 家 ,你 会 说 : 开 两 个 洞 . 
但 你 不 该 参与 这 个 游戏 .[ 笑 声 ] 那 就 是 为 什么 我 不 要 你 们 介入 .我 想 让 人 们 自 
己 想 出 来 . 

好 ,你 说 对 了 ,我 可 以 开 两 个 洞 . 像 这 样 : 
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如 果 我 还 想 要 男 一 个 例子 ,该 怎么 办 ? 

一 学 生 : 环 面 上 打 个 结 . 

一 女士 :你 可 以 开 更 多 的 洞 . 

塞 吉 .上 朗 : 非 常 好 .女士 ,第 一 次 演讲 你 来 了 吗 ? 两 年 前 ? 你 记 不 清 了 ? 我 
把 你 记得 很 清楚 .总 之 ,你 可 以 开 更 多 更 多 的 洞 . 只 要 是 有 限 多 个 洞 . 


D 我 不 想 现在 深入 
O 听众 中 有 各 方面 人 士 ,包括 12 岁 的 孩子 .高 中 生 大 学 生 .工程 师 和 退休 人 员 .后 来 我 知道 这 小 
孩 是 12 岁 .她 的 老师 委 求 好 的 间 班 同学 们 来 听 演 讲 并 在 宫 语 写 一 篇 印象 .这 女孩 写 道 : 当然 ,有 了 时 我 多 
少 有 点 糊涂 了 ,例如 当 兰 先生 要 大 家 举 一 个 与 球面 不 同 的 例子 时 ,我 说 “人 金字塔 ", 因 为 我 知道 兰 先生 想 
BPI MIK, AEE. 
条 如 果 我 事先 知道 我 的 发 言 会 被 写 在 书 里 ,我 一 定 会 多 举 几 次 手 . 
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于 是 ,有 一 个 定理 : 

紧 致 无 边界 曲面 ,在 等 价 的 意义 下 ,可 以 由 洞 的 个 数 完全 刻画 .没有 其 他 的 
紧 致 无 边界 曲面 . 

我 还 需要 在 定理 的 陈述 中 加 上 一 个 假设 .我 应 该 说 :一 个 可 定向 的 曲面 .但 
我 现在 不 想 深入 到 这 种 问题 去 了 .所 以 ,忘掉 我 刚才 所 说 的 .如 果 我 不 说 到 它 ， 
就 有 些 人 会 提出 挑剔 ,比如 某 位 数学 家 .[ 笑 声 ] 

[ 当 塞 吉 . 朗 想 在 黑板 上 写 出 定理 时 ,发 现 没 地 方 写 了 ,他 不 得 不 探 去 黑板 
上 的 另 一 部 分 ] 

啊 , 没 地 方 写 了 ! 所 以 你 们 都 应 该 写 信 给 教育 部 部 长 ,要 他 给 科学 博物 馆 
的 布雷 特 先生 更 多 资金 ,以 便 他 能 够 买 更 多 的 黑板 ,更 大 的 黑板 , 放 在 一 个 更 大 
的 厅 里 ,诸如 此 类 …… 如 果 可 能 的 话 , 非 紧 致 资金 更 好 .[ 笑 声 ] 你 们 在 会 后 都 去 
写 信 ,而 我 来 写 这 个 定理 : 


可 定向 的 (只 是 为 使 我 安心 ) ,无 边界 的 紧 致 曲面 在 等 价 的 意义 下 
由 洞 的 个 数 刻画 . 


这 就 是 曲面 的 一 般 模 式 . 

现在 我 们 来 看 有 边界 的 曲面 . 

一 男士 :会 不 会 只 留 下 洞 呢 ? 

塞 吉 . 朗 : 总 会 有 曲面 留 下 来 的 .我 做 这 些 都 是 为 三 维 物体 作 准备 ,三 维 时 
事情 更 复杂 . 

好 ,我 画 一 个 有 边界 的 曲面 .刚才 已 经 有 人 提 到 了 圆柱 面 . 


什么 是 这 个 圆柱 面 的 边界 ? 

一 男士 :一 个 圆 . 

塞 吉 . 朗 :对 ,有 一 个 圆 在 项 上 ,还 有 一 个 圆 在 底部 .圆柱 面 的 边界 由 两 个 圆 
组 成 . 

一 女士 :还 有 某 些 边 . 

塞 吉 . 朗 :不 对 ,你 让 圆柱 面 转 一 周 ,你 在 旁边 看 它 ,你 看 不 到 有 边 . 

女士 : 那 它 有 两 个 边界 . 
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塞 吉 * 朗 :是 的 ,或 者 再 说 清楚 一 点 , 它 有 一 个 边界 ,但 由 两 个 圆 组 成 . 没 人 
说 过 边界 只 能 由 一 片 组 成 , 它 也 不 必 是 连通 的 . 

现在 ,我 要 画 一 个 更 好 玩 的 . 谁 能 告诉 我 怎样 画 一 个 曲面 ,其 边界 由 多 于 两 
片 组 成 ? 

一 男士 :人 的 脸 . 

塞 吉 * 朗 :是 的 ,可 作 一 个 例子 . 

女士 :一 个 筛子 .[ 笑 声 ] 
塞 吉 * 朗 :是 的 ,非常 好 .让 我 再 画 一 个 . 


这 是 什么 ? 

一 男士 :一 个 倒 过 来 的 花瓶 . 

其 他 听众 :一 条 裤子 . 

塞 吉 * 朗 :是 的 ,一 条 裤子 . 它 的 边界 包括 项 上 的 一 个 圆 和 底部 的 两 个 圆 .所 
以 边界 包括 三 片 .现在 我 要 做 一 件数 学 家 们 爱 做 的 事 . 数 学 家 喜欢 把 事情 放 在 
一 起 而 做 加 法 .假设 你 有 两 条 裤子 . 


我 能 对 它们 做 些 什么 呢 ? 如果 我 在 它们 上 面 各 取 一 个 圆 , 我 可 以 把 它们 站 
_Bs 


QA 


pw 


我 对 另 一 只 裤 腿 也 做 这 种 黏合 .这 样 ,我 得 到 一 个 新 玩意 ,可 以 称 为 两 条 裤 
子 之 和 . 

一 男士 :但 你 没有 权利 这 样 做 ,你 是 在 把 不 同 的 东西 视 为 同一 . 

塞 吉 * 朗 :现在 我 有 这 个 权利 .我 在 做 加 法 ,我 把 两 条 裤子 缝 到 一 起 .[ 笑 声 ] 
我 有 权 做 裁缝 .我 们 到 了 可 以 谈 同 一 的 时 候 了 . 

女士 :为 什么 刚才 你 还 没 权 利 搞 同一 ,现在 你 就 有 权 搞 同一 了 ? 

塞 吉 . 朗 :你 永远 有 权 搞 同 一 ,把 两 个 点 放 在 一 起 ,做 你 想 做 的 .但 是 ,为 了 
什么 目的 ? 为 了 定义 等 价 ,你 无 权 这 样 做 .我 没有 说 ,我 摘 了 同一 则 我 得 到 一 种 
等 价 . 我 只 是 说 我 得 到 了 和 .这 是 不 同 的 事情 .对 等 价 性 ,我 不 允许 不 同 的 点 同 
一 .对 求 和 ,我 有 权 这 样 做 . 求 和 就 是 对 边界 的 一 些 片 搞 同一 . 

所 以 ,如 果 我 把 和 画 出 来 ,我 得 到 某 种 像 这 样 的 东西 ,有 一 个 洞 ,仍然 有 边 
界 ,由 两 个 圆 组 成 . 


现在 我 可 以 再 求 和 , 消 掉 这 两 个 圆 . 

一 男士 :总 而 言 之 ,你 把 两 个 不 同 东 西 的 边界 搞 同一 . 

塞 吉 . 朗 :是 的 ,两 个 不 同 的 东西 .我 取 两 条 裤子 ,你 的 和 我 的 ,然后 我 把 它 
们 颖 在 一 起 .[ 笑 声 ] 

现在 ,我 也 可 以 取 一 条 裤子 来 求 和 ,就 是 把 两 条 裤 腿 上 的 两 片 边界 搞 同一 . 
它 也 给 我 一 个 有 洞 的 曲面 . 


rd 
Pen tak 
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如 果 我 把 这 个 曲面 与 圆柱 面 求 和 ,我 得 到 的 还 是 这 个 曲面 ,它们 是 等 价 的 . 
我 得 到 一 个 洞 ,而 且 还 有 一 个 圆 作为 其 边界 . 


on ares West Saat tn 
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现在 看 这 个 圆 ,我 想 把 它 消 去 .我 该 怎样 做 ? 把 它 与 什么 东西 求 和 就 可 以 
完全 消去 这 个 边界 ? 

男士 : 半 个 球面 ? 

女士 :一 个 盖子 . 

塞 吉 ' 朗 :完全 正确 .一 个 盖子 , 它 就 是 一 个 有 边界 的 圆 盘 . 
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你 把 它们 粘 上 ,你 得 到 某 种 没有 边界 的 东西 .这 就 是 我 想 做 给 你 们 看 的 .如 
果 我 取 一 些 有 边界 的 曲面 ,其 边界 是 圆 ,我 作 它们 的 和 ,我 还 可 以 把 它们 加 若干 
次 ,最 后 得 到 一 个 有 洞 但 无 边界 的 曲面 

再 来 看 裤子 .我 可 以 消去 边界 . 先 把 两 条 裤子 的 裤 腿 颖 到 一 起 ,然后 在 两 端 
各 放 一 个 盖子 .我 得 到 一 个 环 面 . 


ey “whe 
gw 


一 学 生 :但 你 也 可 以 把 它们 沿 背带 颖 到 一 起 . 
塞 吉 * 朗 :是 的 ,可 以 的 ,不 过 你 会 得 到 更 多 的 洞 . 
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数学 家 们 喜欢 做 这 种 事 ,这 是 一 件 使 他 们 高 兴 的 事情 .[ 笑 声 ] 如 果 你 也 乐 
于 把 裤子 颖 到 一 起 , 那 按照 定义 ,这 是 在 做 拓扑 (topology) ,而 你 就 是 一 位 拓扑 学 
家 .即使 没有 边界 ,你 也 可 以 造 出 一 个 边界 来 ,以 定义 另 一 种 加 法 .直至 目前 ,我 
们 只 做 了 缝合 ,但 也 可 以 做 外 科 手 术 . 取 一 个 曲面 , 像 这 样 , 很 光滑 ,没有 边界 . 
于 是 我 切 下 一 个 圆 盘 . 


这 就 造 出 一 个 边界 来 , 它 是 一 个 圆 , 原 来 没有 的 .我 想 对 另 一 曲面 干 同样 的 
事 , 造 出 男 一 个 圆 .现在 我 处 在 与 先前 同样 的 地 位 ,我 有 两 个 有 边界 的 曲面 ,我 
可 以 沿 着 这 两 个 圆 作 它 们 的 和 . 


A 


用 这 种 办 法 ,我 可 以 定义 无 边界 曲面 的 和 .如 果 我 用 任何 曲面 与 球面 求 这 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


种 和 ,我 得 到 同一 个 曲面 ,当然 是 在 等 价 的 意义 下 得 到 的 .人 们 称 球面 是 这 种 求 
和 法 的 零 元 素 . 


另 一 方面 ,如 果 我 有 一 个 带 两 个 洞 的 曲面 ,还 有 一 个 带 一 个 洞 的 曲面 ( 即 环 
面 ) ,我 求 它们 的 和 ,我 得 到 一 个 新 曲面 , 它 有 三 个 洞 .如 果 我 对 带 三 个 洞 的 曲面 
和 带 一 个 洞 的 曲面 求 和 , 则 得 到 有 四 个 洞 的 曲面 ,诸如 此 类 .我 再 说 一 遍 , 我 所 
说 的 一 切 , 都 是 指 可 定向 的 曲面 .我 们 已 经 讲 了 曲面 理论 ,这 就 是 二 维 的 情形 . 

现在 我 想 转向 三 维 的 物体 . 

刚才 ,我 们 说 到 住 在 二 维 空间 (就 是 曲面 ) 上 的 人 .他 们 非常 小 .他 们 看 到 的 
周边 环境 也 很 小 ,看 起 来 像 个 平面 .但 他 们 可 以 提出 问题 :如 果 我 们 能 看 得 很 
远 ,这 个 空间 会 是 什么 样子 ? 那 我 们 自己 呢 ? 我 们 也 非常 小 ,生活 在 三 维 的 环 
境 中 .我们 生活 的 环境 是 不 是 类 似 于 三 维 球面 的 某 种 东西 呢 ? 如 果 我 们 能 看 得 
很 远 ,会 不 会 发 现 一 个 洞 呢 ? 你 可 以 对 二 维 情况 提出 这 些 问 题 ,但 三 维 问题 更 
与 我 们 切身 相关 . 

我 们 看 到 一 个 三 维 空间 ,我 们 有 了 望远镜 ,而 且 它 越 来 越 高 级 .如 果 我 们 能 
看 到 足够 远 ,我 们 会 发 现 什么 ? 我 们 住 的 空间 是 等 价 于 球面 呢 , 还 是 有 一 些 洞 . 
这 是 个 严肃 的 问题 , 真 可 以 对 宇宙 的 性 质 提出 这 个 问题 .所 以 ,如 果 你 一 定 要 得 
到 对 今天 我 所 讲 的 一 个 物理 解释 ,这 就 是 了 . 

我 从 二 维 出 发 ,是 因为 它 比 之 三 维 情况 更 容易 定义 加 法 . 

一 男士 :但 裤子 是 三 维 的 . 

塞 吉 . 朗 :不 ,不 ! 裤子 的 曲面 是 二 维 的 .当然 裤子 一 定 是 存在 于 三 维 空间 
中 的 ,但 裤子 本 身 是 二 维 的 .你 必须 区 别 物 体 自身 , 即 曲面 本 身 的 维 数 和 它 存在 
于 其 中 的 空间 的 维 数 .现在 要 考虑 的 物体 , 它 本 身 就 是 三 维 的 . 

例如 , 取 一 个 球 ,就 是 球面 的 内 部 ,实心 球 . 它 是 三 维 的 . 
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球面 球 
这 个 球 ,不 考虑 它 的 边界 ( 即 球面 ), 它 就 等 价 于 整个 三 维 空间 , 如同 圆 盘 的 内 
部 等 价 于 平面 及 ,而 没有 边界 的 线段 等 价 于 直线 R. 这 里 ,字母 R 表示 实 直 线 ， 


我 在 右上 角 加 一 个 2 表示 维 数 为 2 的 空间 .对 三 维 空间 ,我 就 写 R. 

一 维 的 东西 是 曲线 ,二 维 的 东西 是 曲面 ,三 维 的 东西 该 叫 什么 呢 ? 

听众 :体积 (volume). 

塞 吉 . 朗 :如 果 你 喜欢 的 话 , 那 也 行 .但 “体积 ”一 词 有 其 他 意思 . 它 可 以 指 
这 个 空间 的 体积 的 数值 .例如 ,手提 箱 的 内 部 ,你 可 以 说 它 是 体积 ,但 你 更 可 能 
说 它 的 体积 是 3 立方 英尺 .我 们 要 对 此 加 以 区 别 . 

在 橡皮 几何 中 ,我 们 不 去 量 体 积 的 数值 . 因为 一 个 东西 可 以 等 价 于 另 一 个 
大 得 多 的 某 物 , 只 要 拉 一 拉 , 扯 一 扯 就 行 . 

我 也 可 以 说 关于 三 维 的 物体 ,但 它们 在 数学 上 有 一 个 名 字 , 相 当 专 业 的 名 
字 一 一 它们 叫做 流 形 ,三 维 流 形 .我 不 喜欢 这 个 名 字 , 但 大 家 都 这 么 叫 . 同样 ， 
我 也 有 橡皮 等 价 的 概念 ,我 也 有 紧 致 流 形 的 概念 ,换言之 ,在 任何 变形 下 都 不 会 
跑 到 无 穷 远 去 的 流 形 .我 还 有 边界 的 概念 ,边界 应 该 是 什么 ? 

女士 :曲面 . 

塞 吉 . 朗 : 完 全 对 .你 已 经 懂得 我 所 讲 的 了 . 

好 了 ,我 已 经 讲 了 一 个 小 时 .前 两 年 的 演讲 ,都 是 一 个 小 时 结束 ,然后 提问 
题 ,听众 又 待 了 很 久 . 因此 ,只 要 愿意 都 可 离 去 ,我 们 可 以 休息 几 分 钟 .我 想 讨论 
的 主要 课题 是 三 维 流 形 的 分 类 ,甚至 涉及 某 些 非 紧 致 东西 . 

讲 二 维 情形 时 ,我 给 出 了 曲面 分 类 定理 :只 有 球面 、 环 面 、 带 越 来 越 多 的 洞 
的 曲面 .在 三 维 情形 下 , 这 是 一 个 极端 困难 的 问题 , 数学 家 们 至 今 仍 企图 去 解 
答 . 这 正 是 琶 斯 顿 的 贡献 ,他 提出 描述 所 有 三 维 流 形 的 一 个 猜测 . 这 里 也 有 求 
和 ,也 有 洞 .但 都 要 复杂 得 多 .这 就 是 我 下 面 要 讲 的 . 

但 现在 ,暂停 或 者 休会 ,看 你 喜欢 哪 种 修辞 . 

[掌声 响起 来 ,有 人 问 ,是 否 有 足够 时 间 到 街 对 面 喝 点 什么 ?我 说 ,可 以 . 约 
15 分 钟 后 继续 讲 ] 
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[开始 时 ,大 厅 座 无 虚 席 , 约 有 230 A. KES 的 听众 回 到 大 厅 听 第 二 部 分 
的 演讲 ] 
[黑板 上 , 某 位 听众 画 了 如 下 的 图 


u ? 


o 


25 . 朗 :[ 看 图 ] 啊 , 画 得 很 好 . 它 像 一 个 结 ,但 有 一 个 洞 .对 我 前 面 所 讲 有 
没有 问题 ? 

男士 :这 个 曲面 是 否 等 价 于 环 面 ? 

塞 吉 . 朗 : 问 得 很 好 .你 认为 呢 ? 

一 听众 :这 个 曲面 有 几 个 洞 ? 

塞 吉 . 朗 : 啊 ,这 是 有 一 个 洞 的 曲面 , 放 在 三 维 空间 中 , 而 如 果 你 想 在 三 维 
空间 中 把 它 变 形 为 环 面 , 那 是 办 不 到 的 .但 如 果 你 允许 在 更 高 维 空间 中 作 变 形 ， 
它 可 以 变 成 环 面 .你 可 看 到 ,有 多 种 方式 来 表示 同一 曲面 . 


男士 :如 果 有 人 在 曲面 的 内 部 行走 , 那 他 无 法 判别 是 否 有 结 . 
2G: 朗 :是 的 ,精彩 的 注解 . 它 就 像 一 个 结 .如 果 你 在 结 上 一 直 往 前 走 , 那 
你 迟早 会 回 到 出 发 点 ,但 你 没 法 知道 你 不 是 在 一 个 圆 上 走 . 
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[有 人 举 手 ] 

塞 吉 . 朗 :请 . 

一 女士 : 麦 比 乌 斯 (Mobius) 带 是 怎么 回 事 ? 

FE- 朗 :我 已 经 说 过 ,我 只 想 讨 论 可 定向 的 曲面 ,就 是 要 避免 这 种 东西 ， 
因为 我 想 避 开 过 多 的 技术 性 而 谈 简 单一 些 的 命题 . 提 到 可 定向 性 只 是 为 了 防止 
有 人 抱怨 我 说 得 不 全 面 .如 果 我 涉及 不 可 定向 曲面 ,我 就 没 时 间 谈 三 维 问题 了 ， 
但 这 恰恰 是 我 想 谈 的 .好 了 , 麦 比 乌 斯 带 ,也 许 你 们 中 不 少 人 已 听 说 过 , 而 现在 
我 没 时 间 去 谈 了 .你 们 大 概 对 三 维 的 情形 知之 甚 少 . 

此 外 ,三 维 情形 与 我 们 生活 的 世界 密切 相关 .我 早已 说 过 ,数学 家 研究 各 种 
可 能 性 ,各 种 模式 .作为 数学 家 ,我 们 对 这 些 模式 之 美妙 感 兴趣 ,而 不 在 乎 其 物 
理应 用 .今天 ,我 已 经 对 曲面 进行 了 分 类 ,我 还 对 三 维 流 形 的 分 类 感 兴趣 .我 试 
图 对 它们 进行 描述 .一 旦 我 们 知道 了 所 有 的 三 维 流 形 ,我 们 自然 会 问 ,其 中 哪 一 
个 对 应 着 物理 世界 一 一 我 们 生活 于 其 中 的 世界 .物理 学 家 要 研究 这 些 模式 ,以 
便 找 出 哪些 能 与 现实 世界 相 吻 合 .我 本 人 不 做 物理 ,数学 与 经 验 世 界 的 关系 常 
让 我 搞 不 清 . 打 从 我 当 学 生 以 来 ,我 总 感觉 我 对 物理 无 能 为 力 , 物 理 真 的 引 不 起 
我 的 兴趣 . 

一 女士 : 没 错 ,学 生 们 要 把 所 学 的 数学 知识 应 用 于 物理 是 很 困难 的 . 

塞 吉 . 朗 :我 不 必 隐 藏 我 自己 的 品味 ,但 我 也 不 把 它 看 成 自然 规律 .我 喜欢 
对 事物 进行 分 类 ,我 构造 一 些 模式 ,然后 对 物理 学 家 说 : “请 选择 适用 于 你 的 一 
个 模式 吧 !” 另 一 方面 ,也 有 其 他 数学 家 , 像 阿 梯 亚 或 者 辛 格 等 ,他 们 对 物理 感 
兴趣 . 反 过 来 ,也 有 物理 学 家 对 数学 有 深刻 理解 , 既 搞 数学 也 搞 物理 . 我 是 不 行 
了 .但 我 向 学 生 们 讲 得 很 清楚 ,如 果 他 们 喜欢 ,也 有 此 能 力 , 那 我 鼓励 他 们 二 者 
都 搞 . 但 任何 人 都 有 其 自身 的 限制 . 

好 ,让 我 们 回 到 三 维 情形 .要 画图 变 得 困难 多 了 ,因为 举例 来 说 ,就 是 三 维 
球面 ,我 也 不 能 画 得 很 清楚 .通常 的 球面 ,二 维 球面 ,我 可 以 把 它 看 做 与 一 个 给 
定点 , 称 为 球 心 ,保持 恒定 距离 的 点 的 集合 . 而 三 维 球 面 ,也 可 以 定义 为 在 四 
维 空间 中 与 球 心 保持 恒定 距离 的 点 的 集合 . 我们 虽然 画 不 出 来 ,但 我 们 相信 有 
这 个 东西 . 

我 所 能 做 的 ,是 画 一 些 图 , 它 可 以 帮助 你 设想 会 发 生 什么 .或 者 ,做 一 些 别 
的 表示 法 .举例 来 说 ,在 平面 上 , 画 两 条 坐标 轴 , 和 两 轴 上 的 点 已 和 0@. 
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我 可 以 写 点 (P, O), EF 0 在 直线 RR 上 ,而 (P,0) 在 平面 上 .这 种 做 法 称 
为 乘积 .这 就 像 在 每 一 个 点 P 上 放 一 条 直线 ,而 点 0 就 在 这 条 直线 上 游 走 . 


我 已 经 说 了 ,这 种 做 法 称 为 作 乘 积 .我 们 看 到 ,平面 是 直线 R 和 直线 RR WFR 
积 , 我 们 把 它 写成 
R?=RxR 
类 似 地 ,如 果 我 有 两 条 线段 1A b, MRRB-RAR LAA P 的 集 
合 和 第 二 条 上 所 有 点 0 的 集合 , 那 所 有 这 些 点 对 (P,0) 组 成 了 长 方形 上 的 所 
有 点 ,就 像 这 样 


hx h 


h 4 
对 任意 两 个 集合 ,我 可 以 用 此 法 作出 乘积 来 .如 果 我 有 一 个 二 维 的 曲面 F, 
我 可 以 把 它 和 任何 一 维 的 东西 作 乘积 .如 果 F 是 二 维 的 , 那 这 个 乘积 是 三 维 流 
形 . 它 是 一 些 点 (P,@) 的 集合 ,其 中 已 是 曲面 上 的 一 个 点 ,而 8 属于 一 个 一 维 
空间 . 


让 我 再 举 一 个 例子 . 设 $ 是 圆 . 我 作 乘积 S' x 51, 即 所 有 偶 (P,0) 的 集 
合 ,其 中 尸 在 一 个 圆 上 ,而 8 在 另 一 个 圆 上 . 对 第 一 个 圆 上 的 每 个 点 已 ,我 可 以 
让 第 二 个 圆 上 的 每 个 点 与 之 相配 . 
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我 会 得 到 什么 曲面 ? 

听众 : 环 面 . 

24 - 朗 : 很 好 ,一 个 环 面 . S' x S! 是 一 个 环 面 .我 把 它 称 为 ,7 是 环 面 
(torus) 的 第 一 个 字母 ,而 2 表示 它 是 二 维 的 . 

乘积 的 概念 使 我 可 以 构造 高 维 的 东西 ,我 可 以 把 它 写 出 来 ,而 不 必 画 出 来 . 

现在 ,我 可 以 得 到 更 高 维 的 东西 . 举 个 例子 ,我 作 T 5 R 的 乘积 , 环 面 与 直 
线 的 乘积 . 画 出 它 来 很 困难 ,但 我 可 以 这 样 来 表示 它 , 画 一 个 环 面 ,一 条 直线 , 像 
这 样 ,我 可 以 把 环 面 想象 成 这 个 东西 ,三 维 的 乘积 的 一 个 截面 . 


© R 


当然 ,这 个 图 并 非 一 个 逼真 的 图 ,但 它 可 以 帮助 你 想象 . 

现在 我 要 画 更 复杂 的 三 维 物体 .我 已 经 有 了 三 维 球面 ,有 了 乘积 一 x R, 但 
我 想 要 某 种 相当 于 有 洞 曲面 的 东西 .这 种 东西 会 是 什么 样子 ? 

一 女士 : 像 一 根 壁 很 厚 的 管子 . 

塞 吉 . 朗 : 对 的 .我 想 要 有 洞 的 , 环 面 ,还 有 跑 到 无 穷 远 的 东西 .[ 塞 吉 ' 朗 画 
出 下 图 ] 
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[ 笑 声 ] 好 ,这 是 个 三 维 的 东西 , 它 该 叫 什么 呢 ? 

听众 :章鱼 . 

塞 吉 ' 朗 : 很 准确 ,章鱼 .二 维 情况 ,我 有 裤子 ;三 维 情况 ,我 有 章鱼 .这 样 一 
JE reen 设 若 我 有 一 把 剪刀 ,我 剪 掉 一 条 腿 ,我 得 到 什么 ? 


塞 吉 . 朗 : 我 们 这 个 章鱼 没有 边界 了 .如 果 我 切 去 它 的 腿 , 我 得 到 某 种 东西 ， 
它 的 边界 是 二 维 的 ,会 是 一 个 环 面 . 


现在 , 设 你 有 某 种 三 维 东西 , 它 的 边界 是 一 个 环 面 , 你 还 有 另 一 件 东西 , 它 
的 边界 也 是 环 面 .你 一 定 情不自禁 地 想 对 它们 做 点 什么 .你 想 做 什么 ?你 [指向 
一 女士 ]. 

女士 :把 它们 粘 到 一 起 . 

塞 吉 ' 朗 :正确 ,就 像 早先 对 圆 所 作 的 .所 以 我 取 两 个 章鱼 . 

把 每 个 章鱼 切 下 一 条 腿 , 我 得 到 两 个 环 面 ,我 把 它们 粘 到 一 起 . 这样 ,我 们 
对 两 个 章鱼 沿 着 环 面 求 和 了 . 


! 


SEKJE , AH AEE REE FER BAZAR 3* 出 如 此 . 按 我 们 的 作 图 法 , 画 了 一 个 边界 ， 
表现 事情 的 真相 . 
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我 也 可 以 对 一 个 章鱼 作 这 种 手术 , 切 下 它 的 两 条 腿 , 把 所 得 的 两 个 环 面 粘 
起 来 . 


先前 我 们 还 有 盖子 . 现在 我 们 有 什么 呢 ? 我 有 一 个 环 面 为 边界 ,我 想 消 去 边 
界 , 怎 么 办 ? 

一 男士 : 粘 一 个 戒指 上 去 . 

塞 吉 ' 朗 : 很 好 , 那 是 对 的 .戒指 是 环 面 的 内 部 .我 取 一 个 戒指 ,把 它 粘 到 环 
面 上 ,这 与 在 圆 上 粘 一 个 盖子 类 似 , 但 是 维 数 不 一 样 . 这 样 ,我 就 可 以 消去 一 片 
边界 . 

男士 :一 条 章鱼 可 以 有 多 少 条 腿 ? 

塞 吉 ' 朗 :随便 多 少 都 行 .两 条 章鱼 的 腿 的 数目 还 可 以 不 一 样 ,这 种 情况 下 
它们 就 不 等 价 .[ 笑 声 ] 

男士 :如 果 一 条 章鱼 的 腿 的 数目 是 奇数 , 另 一 条 章鱼 的 腿 的 数目 是 偶数 ,你 
怎样 作 它 们 的 和 呢 ? 

塞 吉 ' 朗 :我 没有 说 要 你 把 一 条 章鱼 的 所 有 腿 与 男 一 条 的 所 有 腿 都 类 上 . 
你 可 以 把 一 部 分 腿 粘 起 来 ,把 另 一 些 腿 用 戒指 盖 上 . 

男士 :什么 是 T x R? 

塞 吉 ' BA? x RR, 它 是 …… IR sw 它 像 一 个 没有 洞 的 章鱼 ,只 有 两 条 
腿 . 


如 果 我 切 开 T? x R, 作 成 一 个 截面 ,我 得 到 一 个 边界 , 它 是 一 个 环 面 .也 存 
在 没有 洞 的 章鱼 ,但 有 很 多 条 腿 . 
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庞 加 莱 猜 想 的 历史 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


就 像 对 曲面 一 样 ,我 们 说 一 个 章鱼 是 不 可 约 的 ,如 果 你 把 它 表 成 两 个 章鱼 
的 和 , 那 其 中 之 一 必定 等 价 于 T x R, 或 者 就 是 盖 上 一 个 盖子 ,就 像 那 位 男士 刚 
才 所 说 , 粘 上 一 个 戒指 . 

如 果 我 取 一 个 章鱼 , 求 它 与 T x R 的 和 , 那 我 得 到 一 个 新 的 章鱼 , 它 与 原 
来 的 章鱼 是 等 价 的 .从 等 价 的 观点 来 看 ,什么 也 没 改变 .我 们 说 ,对 于 这 种 切 去 
和 粘 上 腿 的 办 法 作成 的 加 法 来 说 , T? x R 是 零 元 . 

现在 完全 可 以 相信 ,经 过 有 限 步 这 种 加 法 我 可 以 去 掉 所 有 的 腿 . 让 我 把 它 
BPR. 


BAIRD ik, TAS Ha AAA RR. 这样 ,我 们 得 到 
一 个 三 维 流 形 , 它 是 紧 致 的 ,没有 边界 . 


女士 :但 可 能 有 洞 . 

塞 吉 * 朗 :是 的 ,肯定 是 的 .我 们 消去 了 腿 , 但 创造 了 洞 , 而且 可 能 有 很 多 
洞 .这 是 构 作 三 维 流 形 的 方法 之 一 ,这 些 流 形 是 紧 致 的 ,没有 边界 ……: 还 有 ,是 
可 定向 的 ,加 上 这 条 足以 使 我 良心 上 过 得 去 ,也 使 别人 无 法 抱怨 . 

当然 ,下 一 次 你 去 海滩 ,你 可 以 试 试 一 一 [ 笑 声 ] 切 下 章鱼 的 一 些 腿 ,然后 
粘 到 一 起 ,甚至 可 以 先 打 一 个 结 再 粘 . 

为 了 对 章鱼 分 类 ,我 们 必须 对 不 可 约 的 章鱼 进行 分 类 ,然后 对 加 的 方法 进 
行 分 类 ,就 是 切 腿 和 粘 上 的 方法 .直到 现在 ,我 已 经 描述 了 一 些 几何 模式 ;先是 
曲面 的 模式 ,然后 是 三 维 流 形 的 模式 ,章鱼 ,和 三 维 球面 S, 它 不 是 章鱼 而 是 另 
外 的 东西 . 

WMR: CRAH. 

塞 吉 . 朗 : 是 的 , 它 没有 洞 .于 是 人 们 可 以 提出 这 样 的 问题 . 

取 所 有 的 紧 致 三 维 流 形 , 没 有 洞 , 也 没有 边界 . 你 能 把 它们 描述 清楚 吗 ? 这 
个 问题 至 今 未 能 解决 . 庞 加 莱 猜 想 说: 紧 致 的 .没有 洞 的 .没有 边界 的 三 维 流 形 
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一 定 是 三 维 球面 8 . 他 猜测 没有 其 他 东西 . 当然 ,应 该 把 “没有 洞 ” 的 意思 说 得 
更 精确 一 些 ,但 今天 让 我 们 把 这 个 技术 性 问题 放 在 一 边 ， 

很 多 人 企图 找到 庞 加 莱 猜 想 的 答案 ,但 至 今 无 人 成 功 . 1960 年 ,斯 麦 尔 对 五 
维 及 五 维 以 上 的 情形 证 明了 类 似 的 猜测 . 从 那 以 后 ,就 只 剩 下 三 维和 四 维 的 情 
形 了 .但 维 数 愈 小 ,证 明 愈 困难 ,因为 你 没有 足够 的 空间 左右 移动 . 1981 年 , 弗 里 
德 曼 (Freedman) 解决 了 四 维 的 情形 . 很 多 数学 家 的 工作 对 此 都 有 贡献 . 他 们 用 
纯粹 的 思想 ”, 而 不 是 用 很 多 复杂 技术 ,把 这 门 理论 尽力 发 展 ,终于 攻破 难关 . 

弗 里 德 曼 经 过 6 至 10 年 的 努力 得 到 成 功 . 这 是 非常 困难 的 ,很 带 技巧 性 的 ， 
极其 复杂 的 工作 . 它 是 现代 数学 最 伟大 的 成 就 之 一 ,是 一 流水 平 的 工作 . 

现在 只 剩 下 三 维 的 情况 了 。 

因此 ,我 说 不 出 三 维 流 形 的 完全 分 类 ,因为 庞 加 莱 猜 想 还 没 证 明 . 除 庞 加 莱 
猜想 ,对 其 他 的 三 维 流 形 , 瑟 斯 顿 提 出 了 一 个 猜测 (而 他 自己 已 经 证 明 了 相当 大 
一 部 分 ): 

可 以 列 出 一 张 具 体 的 某 些 流 形 的 表 , 不 算 太 大 ,使 得 : 


每 一 个 没有 边界 ,可 定向 的 ， 紧 致 的 三 维 流 形 或 者 是 在 这 张 表 中 ， 
或 者 是 一 些 章鱼 的 和 . 


全 此 ,我 已 经 把 涉及 橡皮 几何 的 部 分 讲 完了 ,至 于 瑟 斯 顿 猜测 和 它 的 那 张 
表 的 更 确切 的 描述 , 则 需要 完全 不 同 的 另外 一 些 思想 . 

相当 有 趣 的 ,甚至 是 非常 有 趣 的 ,是 那 张 表 中 的 流 形 的 构 作 方法 与 构 作 带 
腿 的 章鱼 的 方法 差不多 .换言之 ,用 同一 种 办 法 可 以 造 出 有 腿 的 和 没 腿 的 流 形 . 
要 做 这 件 事 ,我 们 要 放下 橡皮 几何 ,做 完全 不 同 的 另 一 种 几何 . 多 数 听 众 可 能 已 
经 昕 说 过 非 欧 几 何 , 但 我 们 是 要 做 三 维 的 非 欧 几 何 . 

继续 讲 下 去 之 前 , 谁 有 问题 ?你 们 对 今天 所 讲 感觉 如 何 ? 

一 男士 :在 章鱼 身上 的 每 一 点 ,有 一 个 环 面 还 是 有 多 个 环 面 ? 

塞 吉 . 朗 : 那 不 一 定 . 如 果 我 切 下 一 条 腿 得 到 一 个 断面 , 那 我 得 出 一 个 环 
面 .如 果 我 切 另 外 的 什么 地 方 , 那 就 不 一 定 了 .只 有 切 的 地 方 对 了 , 切 的 是 腿 , 才 
能 得 到 一 个 环 面 ,数学 家 会 这 样 说 : 


章鱼 是 一 个 非 紧 致 .无 边界 的 三 维 流 形 , 它 有 有 限 多 个 端 头 ,每 个 
端 头等 价 于 Tx R. 


所 以 ,如 果 我 在 某 点 切 章鱼 , 切 下 的 不 是 腿 ,我 切 的 某 处 不 是 等 价 于 T? x R 
的 端 头 , 那 就 无 法 保证 得 出 一 个 环 面 . 其 实 , 如 果 我 切 某 处 ,我 可 以 切 一 个 球 , 就 
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像 你 取 一 个 冰淇淋 球 ,你 会 留 下 一 个 球面 为 边界 . 你 也 可 以 想象 瑞士 奶 酷 中 的 
气泡 ,与 曲面 的 情形 一 样 .在 曲面 的 情形 ,我 切 下 一 个 圆 盘 , 留 下 一 个 圆 作为 边 
界 , 那 正 是 我 们 定义 用 粘 接 方法 求 两 个 曲面 之 和 时 所 为 . 

切 下 一 些 球 ,我 可 以 把 一 些 三 维 流 形 加 在 一 起 .在 第 一 个 流 形 上 切 下 一 个 
球 , 再 在 另 一 流 形 上 切 下 一 个 球 ,每 个 流 形 上 都 留 下 了 边界 , 它 是 一 个 球面 .把 
这 两 个 球面 粘 到 一 起 就 得 到 两 个 流 形 的 和 . 说 一 个 流 形 不 可 约 是 指 , 若 你 把 它 
表 为 两 个 流 形 之 和 , 则 其 中 之 一 必 等 价 于 一 个 球面 SPO .米尔 诺 (Milnor)1962 年 
证 明 每 个 紧 致 .无 边界 三 维 流 形 可 以 表示 成 不 可 约 流 形 之 和 , 且 表 示 法 本 质 上 
是 唯一 的 @. 这 把 三 维 流 形 的 分 类 问题 化 成 了 不 可 约 流 形 的 分 类 问题 . 当然 ,总 
是 在 等 价 的 意义 下 谈 的 . 

有 其 他 问题 吗 ? 没 有 ?好 , 那 我 们 继续 下 去 ,我们 来 谈 距 离 几 何 ,以 及 非 欧 几 
何 .但 我 已 讲 了 两 个 半 小 时 .我 该 拿 这 些 非 欧 玩意 儿 怎 么 办 呢 ? 你 们 想 走 了 吗 ? 
听 够 了 吗 ? 你 们 说 怎么 办 就 怎么 办 吧 . 

一 女士 :不 ,我 们 留 下 ,你 诱发 了 我 们 的 好 奇 心 ,我 们 愿 听 下 去 . 

塞 吉 : 朗 : 啊 ,我 诱发 了 你 的 好 奇 心 ! 那 么 ,章鱼 沉 下 去 了 .好 .[ 笑 ] ,休息 五 
分 钟 如 何 ? 

听众 :不 ,我 们 都 坐 在 这 里 ,请 继续 吧 . 

一 男士 :现在 我 们 正 想 听 ,继续 吧 .[ 这 位 男士 做 了 一 个 手势 , 意 指 “ 继 续 ”] 

EE- 朗 :好 , 那 就 继续 讲 . 你 们 对 数学 还 真有 胃口 ! 如 果 哪 位 想 走 ,有 约 
会 ,请 便 .[ 笑 声 ] 不 是 我 想 赶 你 走 , 但 是 …… 

[若干 人 离 场 ,在 最 后 一 小 时 演讲 中 ,陆续 有 人 离 场 ] 


3 第 三 小 时 演讲 

现在 ,我 们 放下 橡皮 几何 ,来 谈 距离 几何 .在 实 直线 上 ,或 者 平面 上 ,或 者 通 
常 的 三 维 空间 中 ,我 们 都 有 距离 的 概念 .我 们 现在 感 兴趣 于 一 种 新 的 等 价 关系 ， 
它 得 保持 距离 .我 们 把 保持 距离 的 变换 称 为 运动 .在 欧 氏 几何 中 有 运动 ,在 非 欧 
几何 中 也 有 运动 .但 我 想 从 欧 氏 情况 开始 , 以 求 讲 清 其 中 的 思想 . 运用 这 些 运 
动 , 我 们 可 以 规定 某 种 同一 , 它 会 使 我 们 再 次 看 到 章鱼 ,而 距离 几何 就 这 样 与 橡 
皮 几 何 汇合 到 一 起 .所 以 ,我 们 现在 要 讲 的 东西 ,是 相当 实质 性 的 . 

让 我 们 从 直线 R 开始 , 它 上 面 有 1,2,3,…, - 1, -2, -3,… 


@ 注意 这 里 的 “不 可 约 ”是 对 沿 球面 作 和 而 言 ,与 前 面 的 沿 环 面 作 和 而 言 的 不 可 约 是 不 同 的 .这 是 
两 种 不 同 的 求 和 法 ， 提 到 求 和 时 应 在 上 下 文中 指明 是 指 何 种 求 和 法 . 
@ J.Milnor, “A unique factorization theorem for 3-manifolds.” Amer. J. Match .84(1962) . 
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* -要 @ 一 多 全 .— 一 全 —~e 
=3 =2 =i 0 1 2 3 4 


如 果 给 定 了 一 个 方向 ,和 一 段 距离 ,我 把 它 表示 成 一 个 箭头 ， 
取 一 个 点 P. 我 可 以 让 它 沿 箭头 所 指 方向 移动 箭头 给 定 的 距离 . 于 是 我 得 
到 一 个 点 0 ,把 它 称 为 P 的 平移 并 记 成 i(P)® 
P—>Q = rt(P) 
为 具体 起 见 , 取 箭头 的 长 度 为 1. 于 是 1 的 平移 是 2;2 的 平移 是 3, 等 等 . 现 
在 我 把 一 点 P 和 它 的 所 有 平移 同一 起 来 . 让 我 来 画 一 个 点 和 它 的 平移 . 
P 2 z 
1 2 3 4 
如 果 我 作 这 样 的 同一 ,我 得 到 一 个 圆 ,就 如 同 本 讲 开 头 所 作 的 .我 取 一 条 线 
段 , 带 有 端点 ,而 我 让 两 个 端点 等 同 起 来 ,就 得 到 一 个 圆 . 


QO 


对 你 来 说 ,期 望 作 这 样 的 同一 ,是 很 正常 的 反应 ,很 数学 化 的 反应 . 我 们 现 
在 就 正在 用 这 种 方法 . 此 法 在 定义 橡皮 几何 中 的 等 价 性 时 是 不 允许 的 . 简 而 言 
之 ,在 一 条 直线 上 ,我 让 每 个 点 与 其 按 给 定 方向 、 给 定 距离 的 平移 同一 起 来 就 
得 到 一 个 圆 . 

当然 ,如 果 P 是 一 个 点 , 那 我 把 P 和 下 一 个 点 Q = rzr(CP) 同一 ,然后 ,再 下 
一 个 R = r(O). 我 应 当 怎样 写 R? 

听众 :r(r( 己 )). 

塞 吉 . 朗 : 对 了 ,rt(r(P)), 也 可 写成 (PP) .如果 我 再 来 一 次 ,我 就 写 

T(R) = r(r(r(P))) = (P) 
如 果 往 相反 方向 作 平移 ,我 就 写 rP). 


P Q R 
TP) 
好 了 ,我 们 转向 二 维 情形 .这 时 我 有 水 平 的 平移 和 垂直 的 平移 ,分 别 表示 为 


Thor All Tover- 


换 Ponte z 是 希腊 字母 ,发音 类 似 于 /tau/. 我 本 来 也 可 以 用 字母 7, 但 我 们 已 经 用 7 表示 环 面 ,所 以 
=A ; 
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庞 加 莱 猜 想 的 历史 


| | 

我 现在 又 可 以 往 两 个 方向 作 平 移 和 同一 :水 平 的 和 垂直 的 方向 . 如果 我 把 
下 图 中 点 PALA Q 同一 起 来 ,就 是 把 长 方形 的 左边 和 右边 同一 起 来 .我 还 把 上 
边 和 下 边 同 一 起 来 . 


我 得 到 什么 ? 

女士 :一 个 球面 . 

塞 吉 . 朗 :不 ! 请 看 ,同一 的 意思 是 什么 ? 当 我 把 上 边 和 下 边 同一 起 来 ,我 得 
到 柱 面 . 


现在 车 把 两 边 同一 起 来 ,我 得 到 什么 ? 
听众 : 环 面 . 
塞 吉 . 朗 : 对 了 ,一 个 环 面 , 72. 


现在 你 看 到 了 ,我 可 以 由 二 维 的 图 形 ,经 过 水 平 的 和 垂直 的 同一 而 描述 环 
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a 


我 可 以 对 整个 平面 做 这 种 同一 . 


P > 十 


如 果 平 面 上 的 一 个 点 可 以 经 过 若干 次 垂直 的 或 水 平 的 平移 跑 到 另 一 个 点 ， 
我 就 说 这 两 个 点 等 价 .但 这 种 等 价 与 橡皮 几何 中 的 等 价 是 不 同 的 . 这 里 我 加 进 
了 方向 和 距离 的 概念 .现在 我 需要 这 两 个 概念 ,而 从 前 我 完全 没有 管 它们 . 

所 以 我 必须 说 清楚 ,所 指 的 是 哪 一 种 等 价 . 我 需要 两 个 不 同 的 词 来 表示 这 
两 种 等 价 .我 得 约定 某 种 术语 ,我 马上 要 来 系统 地 解说 它 . 

好 ,运用 作 同 一 的 办 法 我 得 到 一 个 环 面 ,就 是 有 一 个 洞 的 曲面 .如 果 我 想 要 
得 到 一 个 有 多 个 洞 的 曲面 ,你 能 猜 出 该 怎样 做 吗 ? 这 里 ,我 从 一 个 长 方形 出 发 ， 
作出 了 一 个 环 面 . 如 果 我 想 要 得 到 一 个 ,例如 说 ,有 两 个 洞 的 曲面 ,我 应 该 怎样 
作 同 一 呢 ? 

女士 : 画 另 一 条 直线 在 当中 ,诸如 此 类 . 

塞 吉 ' 朗 :是 的 ,你 说 对 了 ,应 该 画 更 多 的 线 ,但 你 说 得 也 不 完全 对 . 让 我 告 
诉 你 怎么 做 .不 用 四 边 形 , 而 用 一 个 八 边 形 . 


d b 


a b 


像 我 画 的 那样 去 做 同一 .例如 ,把 我 画 的 点 已 和 点 0 同一 起 来 . 
如 果 我 想 要 一 个 有 三 个 洞 的 曲面 呢 ? 
听众 :用 十 二 边 形 . 
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塞 吉 . 朗 :对 ,两 个 洞 的 曲面 要 八条 边 ,三 个 洞 的 曲面 要 十 二 条 边 . 如 果 我 
想 要 n 个 洞 的 曲面 呢 ,我 需要 一 一 

听众 :4n 条 边 . 

塞 吉 . 朗 :很 好 ,我 把 它 画 成 这 样 . 


b; 


a b 

这 就 是 如 何 得 到 一 个 有 多 个 洞 的 曲面 的 方法 . 

男士 :如 果 你 有 一 个 六 边 形 呢 ? 

ET - 朗 : 那 我 不 能 像 前 面 一 样 得 出 一 个 有 洞 的 曲面 .我 可 以 得 到 某 种 别 
的 东西 ,不 可 定向 的 曲面 ,但 是 ,今天 ,我 只 想 谈 可 定向 的 曲面 上 .但 你 的 问题 表 
明 你 已 经 懂 了 我 所 讲 的 . 

你 看 到 了 , 环 面 可 以 作为 平面 的 商 而 得 ,就 是 说 用 取 同 一 的 方法 ,这 将 被 写 
成 一 个 斜 线 

T? ~ 同一 \R? 

这 里 的 同一 是 平移 . 

男士 :2 的 意思 是 什么 ? 

塞 吉 . 朗 : 它 表示 维 数 . 写 在 肩 上 的 数字 , 即 上 标 , 就 是 用 来 表示 维 数 的 ,不 
表示 其 他 意思 .我 发 了 誓 不 用 数字 ,但 是 肩 上 写 一 个 小 小 的 2 仍然 是 有 用 的 .我 
说 了 我 只 谈 几 何 的 事情 ,但 是 这 个 2 只 表示 维 数 .你 们 允许 我 这 样 做 吗 ? 

听众 :可 以 . 

塞 吉 . 朗 :谢谢 . 因为 我 答应 了 今天 不 用 数字 ,但 这 个 2 不 是 真正 的 数字 . 
[KF] . 

好 ,所 以 我 把 TERT R? 关 于 平移 的 商 ,而 这 是 欧 氏 空间 及 其 上 的 平移 . 
现在 ,让 我 转向 非 欧 几何 的 运动 . 

非 欧 平面 的 模式 之 一 是 圆 盘 . 我 把 它 称 为 K, HREH, H 是 双 曲 的 英 
文 词 (hyperbolic) 的 第 一 个 字母 . 
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我 需要 双 曲 距离 的 概念 , 和 在 这 种 距离 下 的 “直线 ”的 概念 . 今天 的 听众 
中 ,一 定 有 些 人 已 经 知道 这 些 . 谁 知道 ? 

WEAR 22? 

塞 吉 . 朗 :好 ,我 来 讲 它 的 意思 . 按 定义 , 双 曲 直线 就 是 H 中 的 一 段 圆 弧 ， 
与 边界 相 垂直 者 .我 可 以 把 它 画 成 这 样 ,这 里 是 一 些 双 曲 直线 . 


其 中 有 些 互相 相交 ,而 另 一 些 则 不 然 .垂直 一 词 的 含义 与 欧 氏 几何 的 一 样 . 
你 看 到 了 ,你 可 以 有 无 穷 多 条 直线 通过 一 个 点 已 ,它们 都 不 与 另 一 条 直线 
L 相交 .这 在 欧 氏 几何 中 是 不 会 发 生 的 . 


Q 


非 欧 情形 欧 氏 情形 
在 欧 氏 几何 中 ,给 定 一 条 直线 L 和 一 个 点 已 ,一 定 正 好 有 一 条 通过 P 的 直线 与 
直线 工 相 平行 . 
我 们 定义 三 角形 ,就 像 在 欧 氏 几何 中 那样 . 这 是 一 个 三 角形 , 它 的 边 是 线 
段 . 
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现在 ,我 们 已 经 看 到 直线 是 什么 样子 ,我 们 来 描述 双 曲 距离 的 概念 ,以 及 从 
这 种 观点 看 来 ,空间 是 什么 样子 .然后 ,我 们 会 看 到 它 和 章鱼 的 关系 ,与 三 维 流 
形 分 类 的 关系 .我 想 讲 到 瑟 斯 顿 猜测 为 止 . 

所 以 ,我们 得 定义 一 种 新 的 距离 , 称 为 双 曲 距离 . 它 又 被 法 国人 称 为 庞 加 莱 
距离 ,而 被 俄罗斯 人 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 .我 把 它 称 为 双 曲 距离 ,两 面 都 不 得 
罪 .[ 笑 声 ] 

要 完全 描述 双 曲 距离 ,我 需要 一 些 公式 ,而 我 不 想 在 这 里 写 一 些 太 技 术 性 
的 公式 .但 我 要 说 到 当 我 从 中 心 往 边 上 走时 距离 变化 的 速度 . 这 意味 着 ,如 果 r 
表示 从 中 心算 起 的 欧 氏 距离 ,那么 , 双 曲 距离 沿 着 一 条 射线 变化 的 速度 可 以 很 
简单 地 写 出 来 , 那 就 是 

这 里 ,我 假定 了 圆 的 半径 是 1. 所 以 ,如 果 我 从 圆 的 中 心 出 发 , 沿 一 条 射线 
走向 边界 ,变化 的 速度 如 何 呢 ? 你 看 ,如 果 > 接近 于 1, 那 玫 也 接近 1, 而 1- r BE 
很 小 ,于 是 ,这 个 分 式 就 很 大 .因此 , 当 我 走 近 边界 时 ,距离 变化 的 速度 就 很 大 ， 
越 来 越 大 .有 一 个 用 来 表示 距离 的 公式 , 它 要 用 到 对 数 . 有 谁 听 说 过 对 数 吗 ? 


[很 多 人 举 手 ] 
啊 ! 很 多 人 知道 .那么 ,我 来 写 出 这 个 公式 ,不 懂 对 数 的 听众 可 以 不 听 . 沿 着 
射线 的 双 曲 距离 是 


l+r 
l-r 


1 
d = 7 log 
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所 以 距离 随 着 我 们 接近 边界 而 越 来 越 大 . 

你 看 ,这 很 像 欧 氏 几 何 的 情况 ,也 很 像 我 们 的 世界 . 如 果 我 们 从 中 心 出 发 ， 
向 边界 走 去 ,尽量 走 快 些 ,那么 ,在 我 们 这 个 宇宙 ,会 发 生 什么 情况 呢 ? 

我 们 知道 欧 氏 模式 不 灵 了 ,我 们 知道 空间 会 变 得 弯曲 ,有 一 些 像 双 曲直 线 . 
我 们 来 加 快速 度 .假设 一 束 光 线 往 同 一 方向 射 去 . 我 测量 它 的 速度 , 那 是 每 秒 
300 000 千 米 .现在 ,假定 我 走 得 快 一 些 ,如果 世界 是 欧 氏 模式 , 那 我 再 来 测量 ， 
我 会 发 现 光速 的 值 减 小 了 . 是 吗 ? 好 了 ,答案 是 不 ,完全 不 .我 总 是 测 得 同一 数 
值 .如 果 两 列 火车 用 同一 速度 往 同 一 方向 开 , 那 么 它们 彼此 之 间 相对 就 没有 动 . 
但 是 ,这 不 适用 于 光 , 光 速 是 恒定 的 .原因 就 是 ,如 果 我 走 得 越 来 越 快 ,我 就 变 得 
越 来 越 小 ,而 我 用 以 测量 的 工具 ,也 变 得 越 来 越 小 ,我 用 它 来 测量 光速 ,总 得 到 
同一 数值 . 

在 双 曲 平面 中 ,我 们 碰 到 同样 的 现象 .这 里 我 画 了 一 些 点 ,彼此 距离 是 1 个 
单位 ,它们 排列 在 一 条 射线 上 . 


所 以 ,我 们 怎么 能 知道 我 们 不 是 住 在 这 样 的 空间 里 呢 ? 我 们 走 得 越 远 ,我 们 
对 另 一 边 的 事物 知之 越 少 — 甚至 “ 另 一 边 " 是 否 有 意义 都 不 知道 

但 是 ,我 们 依然 会 提出 问题 :我 们 住 的 世界 是 什么 样 的 ?那么 ,数学 家 创造 
一 些 模式 ,而 物理 学 家 来 判定 哪 一 种 模式 适合 于 我 们 住 的 世界 .“ 另 一 边 "的 全 
义 是 不 清楚 的 . 若 用 另 一 种 方法 来 看 双 曲 平面 ,不 把 它 放 在 通常 平面 中 ,而 是 内 
在 地 看 它 , 它 就 是 它 自己 , 那 就 无 所 谓 “ 另 一 边 ” 一 个 可 以 提出 的 问题 是 ,我 们 
的 宇宙 是 不 是 放 在 另 一 个 宇宙 之 中 的 . 但 我 们 没 法 同 这 个 大 字 宙 打交道 ,我 们 
只 能 从 它 对 我 们 的 字 宙 的 影响 来 推测 它 的 性 质 ， 

好 了 ,让 我 们 回 到 数学 . 我 有 了 这 种 模式 ,我 可 以 做 同一 ,就 像 在 欧 氏 模 式 
中 一 样 

[有 人 举 手 ] 

塞 吉 . 朗 : 请 . 

男士 :你 定义 了 到 中 心 的 距离 ,但 能 不 能 也 定义 任意 两 点 间 的 距离 呢 ? 

SEE + 朗 : 当 然 可 以 ,但 要 这 样 做 会 涉及 更 多 技术 性 问题 ,公式 也 更 加 复 
杂 ,需要 用 双 曲 函数 来 写 这 些 公式 ,所 以 ,我 不 想 去 做 了 . 
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好 ,现在 ,我 想 作 同一 .我 需要 某 种 运动 ,这 种 运动 应 该 保持 双 曲 距离 . 像 从 
前 一 样 ,我 可 以 定义 平移 .如 果 我 有 一 条 双 曲 直线 , 它 给 了 我 一 个 方向 ,我 还 有 
双 曲 距离 的 概念 . 取 任何 一 个 点 已 ,现在 问 : 哪 一 点 是 它 沿 这 个 方向 的 平移 ?点 
已 沿 着 哪 条 曲线 来 运动 ? 

听众 :??? 

塞 吉 . 朗 : 设 4,B 是 双 曲 直线 的 两 个 端点 ,就 像 下 图 中 所 画 . 点 P 在 这 条 
直线 方向 上 的 平移 会 沿 弧 APB 而 运动 . 


我 可 以 沿 一 个 方向 平移 ,也 可 以 沿 反方 向 平移 ,也 还 可 以 多 次 平移 ,等 等 . 
平移 是 保持 距离 的 运动 的 一 个 例子 .还 有 另外 的 例子 ,你 知道 是 什么 吗 ? 

一 高 中 学 生 :旋转 , 取 镜 象 . 

塞 吉 “' 朗 : 完 全 正确 .在 双 曲 平面 上 ,旋转 与 欧 氏 平面 上 一 样 .至 于 取 镜 象 ， 
我 来 画 一 个 点 P 及 其 关于 一 条 直线 的 镜 象 . 


我 还 可 以 画 三 角形 ,以 及 三 角形 关于 这 条 直线 的 镜 象 . 
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一 个 点 关于 中 心 的 镜 象 与 欧 氏 情况 是 完全 一 样 的 . 

女士 : 那 双 曲 平面 有 一 个 中 心 ,是 吗 ? 

塞 吉 ' 朗 :不 , 双 曲 平面 本 身 没 有 中 心 ,但 我 们 作 的 这 个 模式 有 中 心 . 在 双 
曲 平面 上 ,到 处 看 起 来 都 是 一 样 的 ,不 管 这 地 方 按 欧 氏 距 离 与 边界 有 多 近 . 给 定 
两 个 点 已 和 Q@ 总 存在 一 个 平移 把 P 送 到 .可 以 说 , 双 曲 平面 是 各 向 同性 的 .在 
双 曲 平面 上 ,你 离 边 界 总 是 无 限 远 . 当 我 用 圆 盘 来 表示 它 时 ,我 取 了 一 个 中 心 


好 了 ,让 我 们 再 来 作 同一 .我 有 旋转 .平移 ,以 及 取 镜 象 ,我 还 可 以 把 它们 连 
起 来 作 ,重复 地 做 .一 般 来 说 ,这 些 就 给 出 了 所 有 的 保持 距离 的 变换 . 如 我 先前 
所 说 ,我 把 它们 简单 地 称 为 运动 . 

现在 ,我 还 要 定义 另 一 概念 ,运动 群 .我 将 说 : 


矿 是 一 个 运动 群 是 指 : 
1) 当 两 个 运动 M 和 MM 在 古 中 , 那 它们 的 合成 M M, Ær}. 
2) 中 一 个 运动 1 AERE P. 


这 里 说 的 合成 M1M, 是 这 样 一 个 运动 , 当 你 把 它 作 用 到 一 点 P 时 ,你 得 到 
M1( M2( PP)). 一 个 运动 的 逆 运 动 是 指 : 若 运 动 把 PP 送 到 0, 则 逆 运 动 把 Q 送 到 
已 .所 以 现在 我 有 了 运动 群 的 概念 . 

我 还 需要 离散 群 的 概念 .让 我 们 从 一 个 例子 说 起 ,在 通常 平面 上 ,平移 作为 
要 考察 的 运动 . 取 一 个 点 已 ,然后 平移 它 . 


P r(P) 72(P) T(P) 


学 生 : 这 些 点 完全 不 相同 . 

塞 吉 ' 朗 :是 的 .如 果 我 取 平 面 上 一 个 有 界 区 域 ,会 发 生 什么 事 ? 

学 生 : 这 些 点 迟早 会 跑 出 这 个 区 域 . 

ET > 朗 : 对 了 .我 可 以 对 一 个 群 做 这 件 事 .我 说 两 个 点 已 和 Q@ 关 于 群 卫 等 
价 是 指 存在 T 中 的 一 个 运动 M 使 得 

Q = M(P) 

这 是 一 个 等 价 关 系 .我 说 卫 是 离散 的 是 指 :给 定 一 个 点 己 , 那 对 开 中 所 有 可 能 的 
运动 M, 点 M(P) 中 只 有 有 限 多 个 可 以 在 空间 中 的 一 个 有 界 部 分 中 . 这 其 实 就 
是 说 在 空间 中 任何 有 限 部 分 中 ,在 任何 有 界 区 域 中 ,只 能 有 有 限 多 个 点 与 点 P 
KFT 等 价 . 

为 了 区 分 这 种 新 等 价 与 橡皮 等 价 , 我 只 得 把 T 明确 说 出 ,所 以 我 会 简单 地 
Wr - 等 价 . 

现在 , 设 卫 是 离散 的 .我 可 以 来 作 关于 下 的 同一 .我 可 以 把 所 有 相互 入- 等 
价 的 点 同一 起 来 .经 过 这 种 同一 ,我 得 到 一 个 新 空间 . 我 把 这 个 新 空间 写成 
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r\ # 

这 个 空间 也 是 二 维 的 . 

我 刚才 做 了 二 维 空间 中 的 同一 . 当然 ,我 也 可 以 在 三 维 空间 中 做 .在 三 维 空 
间 中 ,我 们 取 什 么 东西 来 作 双 曲 空间 的 模式 ? 

男士 :球面 . 

塞 吉 . 朗 :是 的 ,是 球面 的 内 部 ,一 个 球 .在 三 维 情形 ,我 们 有 P, CEMA 
的 球 ,但 是 用 双 曲 距离 ,这 与 平面 上 相似 . 当 你 跑 向 边界 时 ,距离 会 变 得 任意 大 . 

在 三 维 双 曲 空间 中 ,平面 是 什么 样子 ? 

男士 :球面 的 一 部 分 . 

塞 吉 . BATT. 


我 们 也 可 以 定义 平移 , 取 镜 象 等 . 

但 是 还 有 另 一 种 办 法 来 构 作 三 维 空间 ,就 是 用 某 个 一 维 的 东西 和 某 个 二 维 
的 东西 来 做 .前 面 我 已 经 用 到 了 作 乘 积 .现在 谁 能 给 我 三 维 空间 的 另 一 个 例子 ， 
它 可 以 用 做 乘积 的 方法 做 出 ? 

学 生 : 取 一 条 直线 和 一 个 双 曲 平面 . 

塞 吉 - 朗 : 啊 ! 非 常 好 ! 那 正 是 我 期 望 你 们 想到 的 .所 以 ,我 们 有 了 另 一 个 例 
子 , 取 双 曲 平面 P 和 直线 R 的 乘积 , 它 可 以 写成 

H xR 

这 个 空间 在 P LAH me R 上 有 通常 距离 . 


R 
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现在 我 们 有 了 两 个 基本 例子 
HE A H? x R 
我 们 已 经 做 好 准备 ,下 面 要 与 橡皮 几何 和 橡皮 等 价 联系 起 来 .我 首先 要 回 
顾 一 下 曲面 理论 的 一 个 经 典 定理 . 让 我 们 回 到 多 边 形 ,不 过 这 次 是 双 曲 平面 上 
的 多 边 形 . 它 的 边 是 双 曲 直线 的 一 段 ,但 这 样 的 多 边 形 与 通常 的 多 边 形 是 等 价 
的 ,就 是 通过 多 边 形 的 边 的 同一 来 造 出 曲面 的 那 种 多 边 形 . 


双 曲 平面 可 以 用 这 种 多 边 形 的 平移 来 覆盖 , 也 就 是 说 , 两 个 平移 要 么 没有 
共同 点 ,要 么 有 一 个 边 全 是 公共 点 . 


这 就 像 在 欧 氏 平面 上 你 可 以 用 正方 形 , 长 方形 来 覆盖 一 样 .但 欧 氏 平面 不 
能 用 正八 边 形 来 覆盖 ,而 你 却 可 以 用 任何 正 多 边 形 来 覆盖 双 曲 平面 . 

如 我 们 先前 所 做 的 ,让 某 些 边 同 一 ,现在 变 成 按 一 个 平移 群 来 做 同一 .我 们 
有 定理 : 


设 政 是 紧 致 .可 定向 .无 边界 的 曲面 ,不 等 价 于 球面 或 者 环 面 , 则 
GES BRB CREF FUT ORME RATER. REZ 
l F~ r\ 


这 个 定理 是 19 世纪 发 现 的 .但 在 瑟 斯 顿 之 前 ,没有 人 想到 在 三 维 情形 下 有 
与 之 类 似 的 东西 . 瑟 斯 顿 的 重大 发 现 就 是 猜测 到 应 该 有 类 似 的 结果 ,并 且 对 某 
些 情形 证 明了 这 个 猜测 .首先 ,我 想 谈 到 一 个 结果 , 它 把 演讲 的 第 一 部 分 一 一 
橡皮 几何 ,与 第 二 部 分 一 一 非 欧 几 何 联系 起 来 . 
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我 们 用 研 表 示 一 个 离散 运动 群 ,但 我 们 进一步 假定 : 


一 一 对 每 个 点 已 , 卫 中 的 使 M(P) = PHAM 只 能 是 恒 等 运 动 ， 
即使 每 个 点 都 不 动 的 运动 . 
一 一 厂 中 的 运动 保持 方向 . 


我 们 永远 假定 本 满足 这 两 个 附加 条 件 ,即使 我 没有 明显 提 到 人. 

PAS, BED AP 上 的 一 个 运动 群 . 那 我 们 可 以 有 两 种 情况 . 

第 一 种 情况 : 厂 \ AP 是 紧 致 的 . 

在 这 种 情况 下 ,关于 丁 作 同一 而 得 的 空间 是 紧 致 的 .无 边界 的 三 维 流 形 . 
这 是 得 到 这 种 流 形 的 方法 之 一 . 

第 二 种 情况 : 厂 \ AP A RB. 

在 这 种 情况 下 ,我 们 不 单 要 用 到 距离 的 概念 ,而 且 要 用 到 由 它 导出 的 体积 
的 概念 . 当 我 作 关于 本 的 同一 之 后 ,有 可 能 空间 TA 到 的 体积 有 限 . 以 下 总 假 
定 研 表示 一 个 群 使 得 厂 \ HP 的 体积 有 限 . 

当然 ,在 二 维 情形 也 有 类 似 的 现象 .可 能 有 的 多 边 形 之 边 跑 到 边界 上 ,因此 
这 多 边 形 的 顶点 离 中 心 任意 远 . 


eS 


但 你 可 以 有 一 个 运动 群 也, 甚至 是 一 个 平移 群 ,使 得 你 关于 r 作 同一 而 得 


的 曲面 有 可 以 跑 到 无 穷 远 的 顶点 . 
同样 的 事 也 会 在 三 维 情形 中 发 生 , 但 这 时 就 很 难 画 出 来 了 . 跑 向 无 穷 远 的 
那 部 分 像 根 管子 . 


BR HP 外 ,也 可 以 取 B? x 及 ,然后 考虑 群 卫 使 得 P\( 于 xRR) 是 紧 致 的 ,或 
者 是 非 紧 致 的 但 体积 有 限 , 它 的 一 些 管子 可 跑 到 无 穷 远 . 这 些 管子 看 起 来 像 什 
么 样子 ? 


定理 ” 设 卫 是 更 或 者 到 x 尺 上 的 离散 运动 群 ,让 我 们 作 关 于 下 


ye D 平移 其 实 就 是 这 种 情况 ,而 这 些 条 件 将 排除 Dee BR YT AYE. 


A 
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的 同一 . 设 所 得 空间 的 体积 有 限 ,那么 .这 个 空间 或 者 是 紧 致 的 ,或 者 是 
一 个 章鱼 .而 且 , 厂 \ 是 不 可 约 的 章鱼 . 


在 这 个 定理 中 , 应 把 群 卫 看 成 满足 上 述 附 加 条 件 , 例如 ,有 \ eR 
(H xR) 的 体积 是 有 限 的 . 

一 女士 :是 离散 的 ,再 附加 这 些 条 件 吗 ? 

塞 吉 : 朗 : 是 的 ,这 是 一 个 必须 的 附加 条 件 .我 要 假定 ,经 过 作 同 一 ,所 得 的 
流 形体 积 有 限 . 

还 有 一 个 逆 定 理 , 它 已 经 给 出 关于 章鱼 分 类 的 某 些 思 想 . 


定理 “每 一 个 不 可 约 章鱼 等 价 于 
rT\ WX \ (AH xR) 
型 空间 . 


所 以 ,我 们 又 回 到 了 章鱼 ! 很 意外 .我 们 从 一 个 完全 不 同 的 观点 出 发 ,我 们 
在 一 个 有 距离 的 几何 中 作 同 一 ,取保 持 距 离 的 运动 ,我 们 得 到 什么 ? 紧 致 流 形 和 
章鱼 ! 这 就 是 关于 橡皮 几何 的 第 一 部 分 和 关于 距离 几何 的 第 二 部 分 的 关联 . 

现在 来 看 瑟 斯 顿 的 猜测 .我 们 看 到 两 个 例子 , H3 及 到 x R, 都 是 有 距离 的 
空间 .我 曾经 提 到 适当 定义 的 空间 的 表 . 它 由 

RS3,S2x 玉 要, 有 Px 民 

这 5 个 空间 ,以 及 另外 3 个 空间 组 成 . 而 那 3 个 我 不 想 去 写 ,因为 它们 太 带 技术 
性 了 .一 共 是 8 个 空间 .让 我 们 用 表示 这 8 个 空间 之 一 . 

现在 琴 斯 顿 猜测 可 以 作 如 此 陈述 : 


猜测 。” 设 V 是 三 维 流 形 , 紧 致 ,无 边界 ,以 及 可 定向 . (这 使 我 们 避 
免 事情 太 复杂 ) 设 VV 对 于 沿 球面 求 和 是 不 可 约 的 .那么 ,V 等 价 于 下 列 
情况 之 一 . 

一 一 存在 唯一 的 空间 不 , 它 是 8 者 之 一 ,及 一 个 群 卫 , 使 得 了 ~ 
V\X HARRAH. 

了 是 一 些 章鱼 的 有 限 和 , 且 每 个 章鱼 等 价 于 某 个 OVX, EP 
X= WAAX = Hx R. 


除 此 之 外 ,在 第 二 种 情况 中 ,还 有 某 种 唯一 性 . 或 多 或 少 地 ,这 意味 着 如 果 
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我 们 把 Y 写成 章鱼 的 最 小 和 ,那么 ,出 现在 这 个 和 中 的 厂 \ x 本 质 上 是 唯一 决 
定 的 , 即 在 某 种 等 价 意义 下 是 唯一 的 . 把 这 点 说 精确 要 用 到 太 多 术语 ,要 把 “本 
质 上 ”的 意义 说 清楚 也 是 这 样 . 你 必须 定义 一 些 新 的 等 价 , 现 在 不 是 做 这 些 东 
西 的 时 候 . 

所 以 你 看 到 ,要 得 到 章鱼 ,你 所 需要 的 就 是 P 及 A? x R. 这 就 是 瑟 斯 顿 企 
图 去 证 明 的 定理 ,而 他 其 实 已 经 证 明了 相当 一 部 分 .OD 

男士 : 庞 加 莱 猜 想 与 此 有 关 吗 ? 

塞 吉 . BA: .5 就 在 这 张 表 中 ,要 得 到 S, r 就 是 平凡 群 . 庞 加 莱 猜 想 在 这 张 
表 中 就 这 样 孤 立 出 来 ,你 拿 它 没 办 法 . 

女士 :我 有 点 跟 不 上 了 ,Ra3 与 53 的 区 别 是 什么 ? 

塞 吉 ' 朗 : R 不 是 紧 致 的 , 它 是 我 们 周围 的 通常 的 欧 氏 空间 ,而 53 像 一 个 
球面 , 它 是 紧 致 的 ,但 R 跑 到 无 穷 . 

[有 人 举 手 ] 

塞 吉 . 朗 : 请 . 

女士 :你 可 以 重复 一 下 离散 的 定义 吗 ? 

塞 吉 ' 朗 :离散 ”意味 着 ,如 果 己 是 任 一 点 ,我 们 用 下 中 所 有 可 能 的 运动 杂 
去 作用 在 P 上 ,也 就 是 对 下 中 的 所 有 戏 来 考察 点 M(P) ,那么 ,在 空间 的 任何 有 
界 区 域 中 只 有 有 限 多 个 这 种 点 . 


这 就 是 它 的 意思 , 厂 是 离散 群 的 意思 .再 加 上 我 所 作 的 附加 条 件 . 

一 高 中 学 生 : 如 果 你 取 一 个 群 , 它 不 是 离散 的 ,你 会 得 到 什么 ? 

塞 吉 ' 朗 : 某 种 很 恶心 .乱糟糟 的 东西 .[ 笑 声 ] 不 ,还 会 更 复杂 , 它 不 是 一 个 
曲面 . 如 果 这 个 群 不 是 离散 的 ,首先 你 得 问 问 它 是 不 是 闭 的 并 且 可 看 做 部 分 适 
合 条 件 的 某 种 东西 ;如 果 是 的 ,那么 , 维 数 会 减少 .@ 但 是 ,如 果 群 是 离散 的 , 则 


D W.P.Thurston, “Three dimensional manifolds, Kleinian groups, and hyperbolic geometry”, Bull. 
Amer. Math. Soc., Vol.63(1982) . 

© 这 话 有 些 难 懂 ,我们 用 一 个 例子 来 说 明 . 在 RR 上 , 设 t 是 垂直 平移 一 个 单位 ,o, 是 水 平平 移 一 段 
距离 a ER TARA o ,其 中 a 是 任意 实数 ,那么 , 厂 是 闭 的 但 非 离 散 子 群 , 且 有 厂 \ R? ~ R, 故 作 同 一 
使 维 数 减少 1, 若 取 荆 为 所 有 ris ,其 中 i 是 整数 (可 正 可 负 ), 而 a 是 实数 , Pi 也 是 闭 的 但 非 离散 子 群 ,这 
A D NR ~ MAR ~ 5!. 其 中 工 ,是 所 有 zi 组 成 的 群 ,而 作 同一 也 使 维 数 减少 1, 而 所 得 空间 S 是 紧 
致 空间 ,这 就 是 部 分 满足 条 件 的 含义 .一 一 译 者 注 
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被 你 同一 的 两 个 点 之 间 有 大 量 的 空间 ,所 以 作 同一 时 维 数 不 会 改变 . 如 果 群 不 
是 离散 的 ,也 可 以 给 你 某 种 可 怕 的 东西 啊 ,不 一 定 可 怕 , 但 有 时 维 数 会 下 
降 . 好 吧 ,你 查 查 书 就 能 弄 明白 什么 事 会 发 生 . 

男士 :刚才 ,你 用 双 曲 几何 即 双 曲 距离 的 概念 定义 了 流 形 . 这 是 不 是 只 为 了 
方便 ,或 者 瑟 斯 顿 理论 是 否 依赖 于 邻 域 . 开 集 , 闭 集 这 些 比 双 曲 距离 更 一 般 的 概 


今 
TE ? 


塞 吉 . 朗 : 当 你 说 邻 域 . 开 集 、 闭 集 时 ,你 正好 是 讨论 一 种 没有 距离 的 几何 . 
我 列 了 一 张 表 包 含 8 种 几何 

R?, S A S x R 上 有 普通 距离 ; 

Wx R 在 肛 上 有 双 曲 距离 ,在 R 上 有 普通 距离 ; 

上 有 双 曲 距离 ; 

MER 3 种 情形 有 更 复杂 的 距离 ,也 不 是 双 曲 距离 @. 

男士 :那么 章鱼 的 拓扑 性 质 应 该 与 这 种 距离 有 密切 联系 ,但 初 看 起 来 它 应 
与 此 无 关 ? 

塞 吉 ' 朗 : 这 是 一 个 精妙 的 注解 . 瑟 斯 顿 的 发 现 正 是 两 种 不 同 概念 之 间 的 
联系 .这 正 是 他 的 理论 引起 广泛 兴趣 的 原因 . 

高 中 学 生 : 是 的 ,但 你 应 该 对 双 曲 平面 上 的 离散 群 进行 分 类 ,否则 你 得 不 出 
结果 . 
塞 吉 . 朗 :[ 笑 且 显 出 非常 高 兴 的 样子 ] 他 简直 是 绝对 正确 ,你 叫 什 么 名 字 ? 
学 生 : 保 尔 . 

塞 吉 ' 朗 : 实 际 上 ,我 们 在 这 里 做 了 什么 事 ? 我 们 把 一 种 不 知道 的 东西 化 成 
另 一 种 知道 的 或 者 不 知道 的 东西 . 

在 数学 史上 ,在 某 些 情况 下 ,我 们 对 离散 群 知 之 甚 多 ,而 在 另 一 些 情况 下 则 
不 然 .我 们 已 经 知道 得 很 多 ,但 仍然 有 很 多 依然 神秘 .在 19 世纪 和 20 世纪 中 有 
很 多 人 在 研究 它们 .过 去 的 30 年 中 , 关于 这 些 群 的 研究 有 重大 进展 .我 们 已 经 
对 某 些 群 了 如 指 掌 ,类 似 地 ,人 们 对 某 些 三 维 流 形 也 知之 甚 多 ,而 对 另外 一 些 却 
全 然 不 知 . 所 以 我 的 回答 是 ,把 对 流 形 的 研究 化 为 距离 几何 对 离散 群 作 商 的 方 
法 ,是 向 前 进 了 一 大 步 .因此 我 的 回答 是 相对 的 . 


D ”这 里 我 列 出 其 余 三 种 几何 以 供 数学 家 参考 .其 一 是 PS12( 到 ,其 中 ~ 表示 万 有 履 盖 空间 另 两 
种 涉及 的 群 是 矩阵 群 .一 个 是 由 矩阵 ae 
[o 1 c] 
0 0 1 


组 成 , 叫 海 森 伯 格 (Heisenberg) 群 . 
男 一 种 由 矩阵 l 


b 
人 a e] ,a 为 正 实数 
组 成 .它们 作用 的 空间 等 价 于 R ,但 使 用 的 距离 不 同 于 欧 氏 距 离 . 
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你 看 ,在 数学 上 ,经 常 发 生 这 样 的 事 : 有 两 件 我 们 完全 不 懂 的 事情 ,而 我 们 
去 证 明 它 们 一 个 等 价 于 另 一 个 .这 并 非 意 味 着 毫 无 进展 , 因为 问题 已 经 减少 了 
一 半 .[ 笑 声 ] 但 现在 发 生 的 事 不 完全 是 这 样 . 人 们 对 三 维 流 形 有 某 些 了 解 ,也 
对 离散 群 有 所 了 解 . 某 种 意义 上 说 , 它们 是 互补 的 . 把 它们 放 到 一 起 , 瑟 斯 顿 能 
对 二 者 都 有 了 解 . 

这 不 是 说 我 本 人 懂得 离散 群 的 分 类 ,这 不 是 我 擅长 的 数学 .可 以 学 ,但 我 研 
究 的 是 别 的 东西 .我 知道 一 些 例子 ,如 果 你 想 听 ,我 也 可 以 讲 一 些 , 但 我 对 大 部 
分 内 容 知之 不 多 .数学 上 可 做 的 事 很 多 . 当 你 需要 某 方面 知识 时 ,你 可 以 找 一 位 
朋友 给 你 讲 ,就 像 我 请 诺 伊 曼 给 我 讲 瑟 斯 顿 理论 那样 . 

男士 :让 我 们 回 到 二 维 情形 . 把 一 个 正方 形 作 同一 ,你 得 到 环 面 .但 球面 怎 
么 办 呢 ? 

EF + BA: 5 除外 ,你 不 能 用 同一 的 办 法 得 出 来 , 至少 不 能 用 我 这 里 讲 的 办 
法 .同样 , 53 也 是 例外 . 那 是 庞 加 莱 猜 想 . 证 明 紧 致 .无 边界 .没有 洞 的 三 维 流 形 
只 能 等 价 于 53. 这 个 猜测 仍 孤傲 地 站 在 这 套 理论 的 外 边 . 与 S 相关 联 的 困难 不 
同 于 与 章鱼 相关 联 的 困难 . 庞 加 莱 猜 想 是 不 可 约 的 .0 

男士 : 那 低 维 的 呢 , 如 S? 

塞 吉 . 朗 :至 于 57, 没 问题 ,19 世纪 人 们 就 知道 答案 了 ,没有 洞 \ 没 有 边界 、 
可 定向 的 二 维 曲面 等 价 于 S. 

男士 : 它 可 以 从 平面 的 表示 得 出 一 一 

塞 吉 . 朗 :不 …… oo 什么 样 的 表示 ? 


塞 吉 . 朗 :再 用 离散 群 ?不 ,有 一 个 定理 说 不 .如 果 你 取 一 个 圆 盘 ,使 用 庞 加 
SE - 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ,再 取 一 个 离散 运动 群 ,然后 作 同 一 ,你 永远 得 不 到 S. 
这 是 一 个 定理 .你 是 数学 家 吗 ? 

男士 :不 是 . 

塞 吉 ' 朗 : 啊 ,很 清楚 ,数学 家 应 该 知道 答案 .[ 笑 声 ] 啊 , 不 ,不 ! 不 开玩笑 ， 
这 个 问题 很 切 题 ,你 的 良好 反应 很 引 人 注 目 . 

女士 :但 庞 加 莱 描 述 了 两 种 几何 ,至 少 我 觉得 是 . 

塞 吉 : 朗 : 好 ,我 们 又 回 到 刚才 那 位 男士 的 问题 .他 说 可 以 给 同一 个 空间 用 
多 种 方法 赋予 距离 .在 双 曲 平面 上 ,不 只 是 有 我 已 说 到 的 距离 ,就 是 距离 变化 速 
率 为 1/(1 - 7?) 的 距离 ,还 有 多 种 方法 可 以 定义 距离 :有 无 穷 多 种 定义 方法 .对 
这 类 距离 的 研究 叫做 微分 几何 . 它 包括 研究 定义 距离 的 各 种 可 能 方法 ,以 及 引 
和 人 某 种 等 价 关系 来 对 距离 进行 等 价 分 类 .但 真 要 讲 这 些 就 得 开 一 门 微分 几何 的 


O 这 里 作者 用 了 不 可 约 .不 可 化 简 (irreducible) 一 词 的 双关 语义 开 了 一 个 玩笑 .一 一 译 者 注 
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课程 .你 是 对 的 ,这 个 课题 在 很 多 方面 还 是 公开 的 ,尚未 解决 的 . 
女士 :但 具体 说 来 ,并 没有 实现 
EF . 朗 : 啊 ,具体 地 说 , 某 人 觉得 是 具体 的 东西 , 另 一 人 会 觉得 很 抽象 . 它 

牵涉 你 的 头脑 ,你 的 知识 结构 ,你 在 数学 上 的 天 分 ,你 的 智力 ,你 的 品味 ,你 的 感 

觉 . 它 完全 是 相对 的 ,没有 绝对 的 具体 或 者 抽象 的 概念 .例如 ,你 昨天 或 者 今天 

觉得 太 抽象 的 东西 ,明天 就 可 能 已 变 得 很 具体 . 

如 采 我 画 足 够 多 的 章鱼 ,它们 会 让 你 觉得 很 具体 .在 一 定 程度 上 ,这 是 一 个 
习惯 的 问题 , 它 依 赖 于 环境 .没有 绝对 的 答案 . 当然 ,数学 家 可 以 做 一 些 旁 人 不 
能 懂 的 事 , 旁 人 会 从 心理 上 说 这 些 东西 太 抽象 ,这 其 实 是 “我 不 懂 ” 的 另 一 说 

女士 : 它 没有 现实 性 . 

塞 吉 ' 朗 :什么 “现实 性 ”? 

女士 :物理 上 的 . 

塞 吉 ' 朗 : 啊 ! 物 理 世界 比 你 想 的 要 广阔 得 多 .首先 ,你 知道 ,你 可 以 取 三 个 
表 空 间 的 维 数 ,再 加 上 一 个 表 时 间 的 维 数 ,你 已 经 得 到 四 维 空间 .如 果 你 跑 得 非 
常 快 ,你 会 看 到 什么 ?你 会 看 到 章鱼 吗 ? 你 看 到 四 维 空间 的 东西 吗 ? 这 已 经 有 物 
理 现实 性 .你 的 物理 现实 性 终止 于 何 处 ?你 住 在 一 个 什么 样 的 空间 中 ? 它 是 弯曲 
的 吗 ? 它 是 一 个 章鱼 吗 ? 它 是 不 是 某 种 像 P 的 东西 ,或 者 球 , 而 有 另 一 种 度量 的 
球 ?至 于 发 现 是 什么 样 的 空间 ,有 什么 样 的 度量 ,是 物理 学 家 的 事 . 应 该 让 物理 
学 家 来 从 各 种 模式 中 选择 ,而 数学 家 已 经 发 现 了 很 多 模式 ,也 许 还 会 创造 更 合 
适 的 模式 .一 般 说 来 ,人 们 相信 我 们 的 空间 是 各 向 同性 的 .也 许 实际 情况 并 非 如 
此 


取 一 个 在 空间 中 游 走 的 点 .除开 它 的 空间 坐标 外 , 它 有 时 间 坐 标 ,还 可 以 有 
速度 .加 速度 .曲率 ,这 些 给 出 其 他 参数 ,其 他 的 数值 ,其 他 的 维 数 . 取 一 个 在 空 
间 运 动 的 电子 ,同时 , 它 还 转动 ,振动 ,这 又 给 我 一 些 维 数 .要 给 这 样 的 电子 构造 
一 个 模式 是 很 复杂 的 ,甚至 给 电子 概念 一 个 有 意义 的 模式 也 是 这 样 .要 描述 这 
类 振动 的 东西 ,要 描述 基本 粒子 ,你 需要 其 他 模式 ,它们 也 是 从 微分 几何 中 出 来 
的 ,当然 还 涉及 别 的 东西 .物理 不 在 任何 特定 的 地 方 停 下 来 ! 它 不 是 我 可 以 在 黑 
板 上 画 出 来 的 物理 .对 其 他 物理 现象 .也 许 我 还 需要 别 的 模式 ,它们 可 能 对 你 来 
说 太 抽象 了 . 

女士 :是 的 ,当然 .[ 这 女士 做 一 个 手势 ,以 表示 她 明白 在 物理 中 可 以 运用 的 
数学 模式 也 可 以 从 其 他 理论 中 来 ,不 管 多 么 抽象 多 么 高 深 的 理论 ] 

塞 吉 ' 朗 : 所 以 ,一 个 好 的 物理 学 家 应 该 不 被 复杂 的 模式 吓 倒 ,他 不 是 小 
鸡 , 他 会 去 找 他 的 模式 ,也 许 别人 觉得 太 抽 象 的 模式 .发 现 好 模式 的 物理 学 家 将 
是 胜利 者 .他 会 出 现在 科学 史上 ,就 是 因为 他 能 从 束缚 别人 的 思想 标 覆 中 解放 
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出 来 ,把 别人 认为 太 抽象 的 东西 具体 化 .换言之 ,没有 极限 . 唯一 的 极限 是 每 个 
人 个 体 的 ,他 的 头脑 ,他 的 素质 他 的 品位 . 

[ 塞 吉 : BA PREF — OA] 

啊 ![ 笑 ] 一 次 马拉松 ! 

[热烈 掌声 .经 过 三 个 半 小 时 演讲 , 仍 有 约 100 人 在 场 ] 

好 了 ,再 见 吧 . 不 是 天 天 有 这 种 事 ,这 是 唯一 的 ,能 够 和 像 你 们 这 样 的 听众 
谈 三 个 半 小 时 .真是 唯一 的 ! 我 真 的 非常 欣赏 ,我 真 的 高 兴 极 了 ! 
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Hime 一 一 最 新 的 几何 学 科 之 一 , 它 的 创立 与 欧 拉 
(Euler) HEHN% (Poincaré) #8 eK (Fréchet) . 25 (Reisz) 和 其 
他 学 者 的 名 字 分 不 开 . 拓扑 学 作为 独立 的 数学 分 支 还 不 过 半 个 
世纪 之 久 . 

每 一 数学 分 支 的 发 展 , 基本 概念 贯穿 着 这 部 门 的 所 有 知 
识 , 并 且 可 以 说 确定 了 这 门 数学 分 支 的 面貌 .那么 ,引进 怎样 的 
基本 概念 来 创立 这 门 新 科学 一 一 拓扑 学 呢 ? 这 就 是 连续 性 概 
念 .连续 性 概念 在 数学 分 析 中 并 不 是 基本 概念 , 它 从 属于 其 他 
概念 ,所 以 多 少 不 能 得 到 完全 发 展 . 而 在 拓扑 学 中 连续 性 概念 
得 到 了 完全 的 、 各 方面 的 发 展 . 


1.1 连续 函数 与 连续 映 象 


在 数学 分 析 中 ,我 们 遇 到 各 种 各 样 的 函数 , 而 较 常 见 的 是 
连续 函数 . 在 拓扑 学 中 , 函数 概念 与 连续 性 概念 得 到 进一步 的 
扩展 . 

当 我 们 说 y 是 x 的 函数 , 记 作 y = f(x) 时 ,这 就 是 说 y 依 
赖 于 x ,也 就 是 对 x 的 每 一 个 值 ,规定 了 y 的 某 一 确定 的 值 与 之 
对 应 . 函数 可 以 由 公式 给 出 (例如 y = lg(a? + 1)), 也 可 以 通过 


O ”本 节 原 载 苏联 (数学 教学 )(1957 ~ 1961) .BT 波 尔 金 斯 基 ,B. A 叶 天 来 莫 维 奇 著 .高 国土 译 . 
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某 些 图 形 的 几何 性 质 来 给 出 (如 果 圆 周 的 半径 是 已 知 的 , 则 弓形 的 弧 长 是 弓形 
面积 的 函数 ) ,或 以 其 他 任何 方式 给 出 .此 后 我 们 考察 函数 y = /(%) ,总 是 指 y 
是 以 某 种 方式 依赖 于 * 的 

函数 y = f(x) 可 能 不 是 对 所 有 的 实数 x 而 是 仅 对 一 部 分 实数 有 意义 . 例 
如 函数 y = lg x 仅 对 * 的 正 值 有 意义 ;函数 y = arcsin(lg x), 仅 对 介 于 二 与 10 
间 的 数 (包括 端点 ) 有 意义 . 一 般 说 ,每 一 个 函数 y = fn) 有 它 的 定义 域 ,也 就 
是 使 函数 有 意义 的 所 有 x MENEE. 

给 出 函数 一 这 就 是 对 某 集合 4( 定 义 域 ) 的 每 一 点 规定 了 另 一 集合 B 
的 确定 的 点 Kx ) 与 之 对 应 .函数 的 这 样 一 般 的 理解 可 以 叙述 为 在 集合 4 上 给 
定 了 在 集合 8 中 取 值 的 函数 ,或 者 说 给 定 了 由 集合 4 到 集合 8 HRR. 

当 讲 到 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 映 象 时 ,所 考察 
的 集合 并 不 只 是 由 实数 组 成 .例如 设 集合 4 是 等 边 三 2//\、》 
角形 的 边 上 的 点 所 成 的 集合 ,集合 有 是 这 三 角形 的 外 
接 圆周 上 的 点 所 成 的 集合 (图 18. 1). 把 三 角形 边 上 的 
点 映 成 贺 周 上 的 点 的 中 心 投影 就 是 集合 4 到 集合 8 


的 一 个 映 象 . a 
现在 转 到 连续 函数 概念 . 函数 y = f(x) 称 为 在 点 L 

xo 是 连续 的 ,如 果 对 于 与 xo 相差 很 小 的 * 的 值 ,函数 

值 Kx) 与 f(xo) 也 相差 很 小 . 说 得 更 精确 些 , 函数 图 18.1 


f(x) 在 点 xo 是 连续 的 ,如 果 对 任意 数 s > 0, 可 以 找到 这 样 的 数 $ > 0, 使 任何 
与 xo 的 距离 小 于 6 的 点 x 所 对 应 的 值 f(x) 与 f(xo) 的 距离 小 于 s. 为 了 使 这 定 
义 有 意义 ,必须 在 集合 4 及 集合 BB 上 规定 两 点 间 的 距离 .在 数 ( 实 数 或 复数 ) 的 
情况 ,点 ab 的 距离 可 以 取 作 | a-bil. 

与 点 xo 的 距离 小 于 6 的 所 有 点 所 成 集合 U 称 u 
为 点 xo 的 6 - 邻 域 .同样 ,与 点 f(xo) 的 距离 小 于 
e 的 所 有 点 所 成 的 集合 了 称 为 点 FLxo) 的 s - 邻 域 . 
这 样 , 数 直线 上 某 些 点 的 邻 域 就 是 以 这 点 为 中 心 
的 不 大 的 开 线段 (不 包括 端点 ). 如果 4 是 球面 , xo 
是 它 的 北极 , 则 xo 的 邻 域 U EPR TE (Al 18.2). BRIE 
取得 越 小 ,点 xo 的 领域 U 越 小 .对 展 布 在 空间 的 任 
何 图 形 4 , 它 的 点 xo I S - 邻 域 是 图 形 A 的 位 于 以 
xo 为 中 心 以 8 为 半径 的 球 的 内 部 的 部 分 . 

丝 助 于 邻 域 这 一 术语 ,连续 映 象 可 以 定义 如 
下 : 映 象 /在 点 xo 是 连续 的 ,如 果 对 点 f(xo)( 在 集合 B 中 ) 的 任意 小 的 邻 域 V 总 


图 18.2 
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/ 
Ps 


能 找到 点 xo 的 (在 集合 4 中 ) 的 邻 域 UE 中 所 有 点 (经 映 象 f) 的 象 都 落 在 
领域 了 的 内 部 .换言之 ,整个 领域 U 映 到 领域 内 . 
容易 看 到 ,图 18.3 所 描绘 的 映 象 在 集合 4 的 每 一 点 xo 是 连续 的 . 


A 


(a) (b) 


图 18.3 

如 果 集合 4 到 集合 B 的 映 象 / 在 集合 4 的 每 一 点 是 连续 的 , 则 简称 映 象 
/是 连续 的 . 

在 直观 上 ,连续 映 象 把 集合 4 中 彼此 “靠近 ”的 点 映 成 集合 B 中 彼此 “ 靠 
近 ” 的 点 .也 就 是 经 过 映 象 不 会 发 生 破裂 ,不 会 破坏 集合 4 的 完整 性 . 注意 ,可 
以 有 集合 4 的 不 同 的 点 映 成 集合 B 的 同一 个 点 ,可 能 出 现 “得 合 " 的 情况 . 

设 在 平面 上 有 曲线 4 及 直线 ,曲线 A 到 直线 的 投影 是 集合 4 到 集合 B 
的 连续 映 象 (图 18.3(a) ) ,这 一 映 象 出 现 了 “ 释 合 ” ,描绘 如 图 18.3(b) R. 

考察 圆周 到 图 形 “m ”的 连续 映 象 ( 图 18.4) , 它 把 圆周 上 的 两 个 不 同 的 点 
BR PETE“ ”的 同一 个 点 . 


© 260 66-8 6 
图 18.4 

1.2 ” 同 胚 映 象 

连续 映 象 不 会 出 现 “ 破 裂 现象 ”, 但 可 能 出 现 “ 盈 合 ” 情况 .有 一 种 非常 重要 
的 映 象 , 它 既 不 会 出 现 “破裂 ", 也 不 会 出 现 “ 释 合 ”, 这 种 映 象 称 为 同 胚 映 象 .我 
们 较 详细 地 研究 这 一 概念 . 

集合 4 到 集合 的 映 象 / 称 为 是 双方 单 值 的 ( 即 一 一 对 应 的 ) ,如 果 集 合 B 
的 每 一 点 y 正好 是 由 集合 4 的 一 个 点 映 成 .所 以 双方 单 值 的 映 象 不 会 把 集合 4 


的 两 个 不 同 的 点 映 成 集合 Bh A, RSH BRS” 现象 ;此 外 ,集合 B 
的 每 一 点 都 为 集合 4 的 某 一 点 所 对 应 着 ,也 就 是 集合 4 映 成 整个 集合 B， 而 不 是 
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集合 B 的 一 部 分 .对 于 由 集合 4 到 集合 B 的 双方 单 值 映 象 f, 可 以 定义 由 集合 B 
到 集合 A MARR MRA B 的 每 一 点 y, 规 定 集 合 4 的 这 样 的 一 点 x 与 之 对 
应 ,使 得 这 点 x ARR S 的 象 就 是 y. 这 逆 映 象 表示 为 广 . 

前 面 图 18. 1 所 示 三 角形 边界 到 圆周 的 中 心 投影 是 双方 单 值 映 象 . 

图 形 A 到 图 形 B 的 映 象 / 称 为 同 胚 映 象 (或 同 胚 的 ) ,如 果 , 第 一 ,这 映 象 是 
双方 单 值 的 ,及 第 二 ,又 是 双方 连续 的 ,也 就 是 不 仅 是 映 象 /是 连续 的 ,而且 首 映 
象 广 : 也 是 连续 的 .上 述 图 18. 1 所 示 三 角形 边界 到 圆周 的 映 象 就 是 同 胚 映 象 . 

两 个 图 形 4 及 B, 其 中 一 个 同 胚 地 映 为 男 一 个 , 则 称 图 形 4 及 B 是 彼此 同 胚 
的 .例如 ,三 角形 (或 多 角形 ) 的 边界 与 圆周 是 同 豚 的 . 

两 个 同 胚 图 形 在 直观 上 可 设想 为 由 某 些 坚固 而 有 弹性 的 材料 制 成 ,允许 作 
任何 的 拉 长 与 弯曲 ,但 不 能 撕 破 和 全 合 . 如 果 我 们 可 以 通过 上 述 做 法 把 一 个 图 
形 “ 安 放 ” 在 另 一 个 图 形 上 , 则 这 两 个 图 形 是 同 胚 的 .但 是 不 能 设想 任何 两 个 同 
胚 的 图 形 总 可 以 在 空间 通过 上 述 做 法 把 一 个 图 形 “ 安 放 ” 到 男 一 个 图 形 上 去 . 
例如 图 18.5(a) 所 示 的 图 形 ( 同 胚 于 圆柱 体 的 侧面 的 带 ) 及 图 18.5(b) 所 示 的 图 
形 ( 扭 转 2r 的 带 ) 是 同 胚 的 (为 什么 ?) ,但 是 不 能 在 空间 通过 拉 长 变形 (不 撕 
Wt RHA) 把 一 个 “安放 ”到 另 一 个 上 去 .这 一 事实 的 严格 证 明 是 不 简单 的 . 


(a) (b) 


图 18.5 

把 图 形 的 同 胚 概念 与 全 等 概念 加 以 比较 是 有 益 的 .在 几何 学 里 考察 称 为 运 
动 的 一 些 特 殊 形式 的 映 象 ,也 就 是 像 刚体 那样 的 位 移 , 不 变动 图 形 各 部 分 相对 
间 的 距离 (不 扭 弯 、 伸 长 .压缩 图 形 的 某 些 部 分 ). 两 个 图 形 ,如 果 可 以 借助 于 运 
动 把 一 个 转移 到 另 一 个 则 称 这 两 个 图 形 是 全 等 的 (或 合同 的 ) ,也 就 是 (从 几何 
学 观点 看 ) 这 两 个 图 形 是 一 样 的 ,没有 区 别 的 .在 拓扑 学 里 考察 的 映 象 , 比 运动 
更 一 般 , 即 所 谓 同 胚 映 象 ,这 种 映 象 并 不 保持 距离 不 变 , 而 是 保持 图 形 中 点 的 分 
布 的 连续 性 (也 就 是 不 容许 撕 破 与 琶 合 ). 从 拓扑 学 的 观点 看 ,两 个 同 胚 的 图 形 
是 一 样 的 ,没有 区 别 的 . 

下 面 列举 一 些 彼此 同 胚 的 图 形 . 

球面 .正方 体 的 面 、 圆 柱 体 的 表面 、 椭 球面 等 都 是 同 胚 的 ,但 是 它们 与 圆 环 
面 (图 18.6(a) ) 像 汽 车 轮胎 那样 的 曲面 ) 不 是 同 胚 的 . 秤 锤 (图 18.6(b)) 的 曲面 
和 圆 环 面 同 胚 . 如 把 俄 文 字母 看 做 曲线 , 则 字母 ,JI,M,IIT,C 是 同 胚 的 ,字母 
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E,Y,T,4, 11,09 the lA REARS , (4S Bi ARLE SEA RR. EE 0 不 同 胚 于 任 
何其 他 的 俄 文字 母 . 


图 18.6 
再 考察 一 个 同 胚 的 例 . 设 4' 是 以 0 为 中 心 的 半圆 周 , 有 8 是 切 于 半圆 周 且 平 
行 于 直径 pg 的 直线 (图 18.7), 由 中 心 0 的 投影 把 半圆 周 上 的 点 映 成 直线 上 的 
点 . 除 半圆 周 的 端点 p,g 外 ,其 他 的 点 对 应 着 直线 上 的 确定 的 点 .去 掉 半 圆周 的 
端点 p,q ,我 们 得 到 图 形 4, 它 同 胚 地 映 成 (投影 ) 直线 B. 所 以 ,直线 同 胚 于 没 
有 端点 的 半圆 周 ,而 半圆 周 同 胚 于 线段 (可 以 把 它 拉 直 ). 所 以 直线 同 胚 于 没有 
端点 的 线段 (或 称 为 开 线段 ). 


图 18.7 
最 后 的 例 , 我 们 设 4 是 去 掉 左 端 点 的 线段 ,f 是 把 这 线段 连接 成 圆周 B 的 映 
象 (图 18.8). 这 映 象 是 双方 单 值 的 (并 没有 出 现 两 点 的 至 合 , 因 作为 集合 4 的 线 
段 正好 只 有 一 个 端点 ). 同时 容易 看 出 又 是 连续 的 .但 是 ,这 映 象 不 是 同 胚 的 ， 
HERR fo! 在 点 a( 对 应 着 线段 4 的 右 端点 ) 是 不 连续 的 :在 集合 B 上 在 点 a 
的 左边 无 限 靠 近 点 a 的 点 x ,线段 4 上 和 它 对 应 的 点 并 不 靠近 线段 的 右 端点 ,也 
就 是 通过 映 象 fA BRR” T. 


a x a xa 
i ep eh 
一 一 — 一 一 
A 
B 
图 18.8 


1.3 ”拓扑 不 变量 
现在 已 不 难 曾 明 拓扑 学 研究 些 什么 . 因为 从 拓扑 学 的 观点 ,两 个 彼此 同 胚 
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的 图 形 是 算 作 一 样 的 ,所 以 拓扑 学 所 感 兴趣 的 仅 是 当 一 个 图 形 转变 为 与 它 同 胚 
的 图 形 时 所 保持 的 性 质 .事实 上 ,两 个 “拓扑 的 ” 一样 的 图 形 应 该 具有 “拓扑 的 ” 
一 样 的 性 质 . 经 过 同 胚 映 象 而 不 变 的 图 形 的 性 质 称 为 图 形 的 拓扑 性 质 或 拓扑 不 
变量 .从 拓扑 学 的 观点 研究 图 形 , 就 是 研究 图 形 的 拓扑 性 质 , 这 就 是 拓扑 学 所 从 
事 研究 的 . 

三 角形 的 边界 具有 三 个 顶点 ,这 性 质 不 是 拓扑 不 变量 ,因为 正方 形 的 边界 
(与 三 角形 边界 同 胚 ) 具有 四 个 顶点 ,而 圆周 (也 和 三 角形 边界 同 胚 ) 没有 顶点 . 

图 形 的 怎样 的 性 质 是 拓扑 不 变量 ?此 外 ,术语 “图 形 "( 这 里 采用 它 完全 是 为 
TEW) 应 怎样 理解 ?不 闻 明 这 些 问题 ,或 多 或 少 不 能 对 拓扑 学 有 一 个 清楚 的 
概念 .我 们 准备 在 后 面 阐明 这 些 重 要 问题 . 


2 最 简单 的 拓扑 不 变量 


人 ~ 一 ~ 一 ~ 人 一 ~ 一 ~ 一 人 ~ 人 ~ 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 人 人 下 


2.1 拓扑 不 变量 的 作用 


为 了 断言 两 个 图 形 是 彼此 同 胚 的 ,只 要 实际 上 得 到 从 一 个 图 形 到 男 一 个 图 
形 的 同 胚 映 象 就 行 了 .我 们 在 前 面 证 明 三 角形 的 边界 同 胚 于 圆周 ,以 及 直线 与 
开 线 段 同 胚 , 正 是 用 这 种 方法 . 

但 是 ,怎样 证 明 两 个 图 形 不 是 同 胚 呢 ? 我 们 找 不 到 一 个 图 形 到 另 一 个 图 形 
的 同 胚 映 象 不 足以 证 实 这 样 的 同 胚 映 象 并 不 存在 .前 面 我 们 说 过 球面 不 同 胚 于 
环 面 ,字母 0 不同 胚 于 其 他 俄 文字 母 ,字母 与 不 是 同 胚 的 ,读者 甚至 并 不 怀 
疑 球 面 与 环 面 不 是 同 胚 的 .但 是 ,不 怀疑 是 一 件 事 , 严 格 地 证 明 这 一 事实 是 男 一 
件 事 . 

为 了 证 明 两 个 图 形 不 是 彼此 同 胚 要 利用 拓扑 不 变量 . 比较 经 常 采 用 的 是 以 
数 的 形式 (或 其 他 代数 对 象 的 形式 ) 出 现 的 不 变量 ,因为 用 这 样 的 不 变量 比较 
方便 .例如 ,如 果 我 们 建立 了 某 种 法 则 ,使 得 相应 于 每 一 图 形 有 一 个 确定 的 数 ， 
并 且 对 应 于 两 个 同 胚 图 形 的 数 是 相等 的 . 那么 ,这 个 数 就 表示 为 图 形 为 同 胚 映 
象 所 保持 的 性 质 ,也 就 是 ,这 个 数 是 拓扑 不 变量 . 如果 与 两 个 图 形 A MB 对 应 的 
数 是 不 同 的 , 则 它们 是 不 可 能 同 胚 的 . 

近代 研究 了 形形色色 的 拓扑 不 变量 .这 里 我 们 仅 考察 某 些 最 简单 的 拓扑 不 
变量 . 


2.2 连通 区 的 数目 


俄 文 字母 BI 作为 图 形 ,是 由 两 “ 片 ”, 也 就 是 两 个 不 相 联 接 的 部 分 组 成 ,其 
他 大 多 数 的 俄 文字 母 是 由 联接 的 一 片 组 成 ( 认 , 除外 ). 组 成 图 形 的 联接 部 分 
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的 数目 ,也 就 是 “ 片 ”的 数目 ( 称 为 连通 区 的 数目 ) 是 一 个 拓扑 不 变量 ,如 果 两 个 


图 形 是 同 胚 的 ,那么 它们 是 由 相同 个 数 的 联接 部 分 (连通 区 ) 组 成 .所 以 字母 HI 
不 同 胚 于 字母 O,JI, 工 等 等 .图 形 的 连通 区 的 数目 是 最 简单 的 拓扑 不 变量 . 


2.3 “分 点 


在 图 18.9(a) 的 % 字形 上 有 这 样 的 
点 x, 去掉 了 这 一 点 的 尽 可 能 小 的 邻 域 
后 , 余下 来 的 是 不 联接 的 图 形 ( 图 
18.9(b))( 是 由 一 个 以 上 的 连通 区 组 
成 ). 具有 这 种 性 质 的 点 称 为 图 形 的 分 
点 .不 难看 出 , % 字形 上 不 同 于 % 的 点 都 
不 是 分 点 :对 于 任何 不 同 于 x 的 点 x' ,总 
能 选取 点 * 的 ( 尽 可 能 小 的 ) 邻 域 (图 
18.9(c)) ,使 得 去 掉 这 个 邻 域 后 ,余下 的 
部 分 是 联接 的 (由 一 个 连通 区 组 成 的 ) 图 
É. 

所 以 % 字形 具有 一 个 分 点 (图 


图 18.9 


18.10(a)). 圆 周 没 有 分 点 (图 18.10(b)), 图 18.10(c) 的 图 形 有 两 个 分 点 .线段 
(图 18. 10(d) ) 除 端 点 外 都 是 它 的 分 点 .图 18.10(e) 的 图 形 除 三 个 端点 不 是 分 
点 外 ,其 他 的 点 都 是 分 点 .图 18.10(f) 的 图 形 ( 同 胚 于 字母 P,B,P,P) 具有 无 


限 个 分 点 ,无 限 个 非 分 点 . 


CO O cco 
= T fhe 


(d) 


图 18.10 


“分 点 ”与 “ 非 分 点 ”都 是 拓扑 不 变量 :如 果 % 是 图 形 4 A, EREA 到 
图 形 B 的 同 胚 映 象 , 则 点 f(x) 是 图 形 B 的 分 点 .所 以 给 定 图 形 的 分 点 的 数目 是 
拓扑 不 变量 , 非 分 点 的 数目 也 是 拓扑 不 变量 .从 而 可 知 图 18. 10 的 图 形 中 ,任何 


两 个 都 不 是 彼此 同 胚 的 . 
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2.4 点 的 指教 


设 图 形 4 是 由 有 限 个 弧 组 成 ,x 是 这 图 形 的 点 .集中 在 点 x 的 图 形 4 的 弧 的 
数目 称 为 点 x 的 指数 .点 的 指数 是 拓扑 不 变量 . 图 
18.11 所 示 图 形 中 ,点 a 具有 指数 1, 点 b 具有 指数 2， 


点 。 具 有 指数 3, 点 d 具有 指数 4. 指 数 是 1 的 点 的 数 T 
B ,指数 是 3 的 点 的 数目 ,指数 是 4 的 点 的 数目 都 是 不 ， 

同 的 拓扑 不 变量 . 借助 于 指数 概念 容易 证 明 字母 JO 

及 中 不 是 同 胚 的 (借助 于 前 面 讲 过 的 拓扑 不 变量 不 能 图 18. 


证 明 这 一 事实 ). 
2.5 ”一 笔画 成 的 曲线 


有 趣 的 拓扑 不 变量 是 图 形 的 “一 笔画 成 ”的 性 质 . 由 有 限 条 弧 组 成 的 图 形 
称 为 一 笔画 成 的 ,如 果 可 以 连续 地 通过 这 图 形 使 每 一 条 弧 不 经 过 两 次 .图形 可 
以 一 笔画 成 这 一 性 质 是 拓扑 不 变量 .但 是 这 一 拓扑 不 变量 不 是 新 的 ,可 以 用 点 
的 指数 概念 来 表述 :可 以 证 明 图 形 可 以 一 笔画 成 当 且 仅 当 这 图 形 或 者 不 包含 具 
有 奇 指数 的 点 或 者 恰好 包含 两 个 具有 奇 指数 的 点 . 


2.6 “房屋 和 井 ” 


图 形 称 为 是 平 的 ,如 果 它 同 胚 于 平面 上 某 一 图 形 . 图形 是 平 的 这 一 性 质 是 
拓扑 不 变量 .下 面 两 个 著名 的 例 涉 及 这 一 不 变量 . 

例 1 (“房屋 和 井 ”) 在 平面 上 有 六 个 点 :D1,D,, D3( 房 屋 ) 及 K,K, 
Ks( 井 ), 在 平面 上 能 否 引 出 从 每 一 房屋 到 每 一 井 的 小 路 使 其 中 任意 两 条 不 相 
交 ?答案 是 否定 的 .我们 可 以 在 平面 上 画 出 这 样 的 八条 小 路 ,但 最 后 一 条 (图 
18.12 中 的 D3Ki) 在 平面 上 是 不 能 实现 的 .所 以 ,由 六 个 点 :Di,D,, D3, Ki, Ky, 
Ks 中 的 每 一 D;(i = 1,2,3) 向 每 一 K;(i = 1,2,3) 所 引 的 9 条 互 不 相交 的 弧 所 
构成 的 图 形 不 是 平 的 .这 图 形 用 Pi 表示 . 

例 2 取 5 个 点 ,把 其 中 任意 两 点 用 弧 连 接 起 来 ( 共 CG = 10( 条 ) I) , 
图 形 用 P, 表示 .在 图 18.13 上 夯 出 了 9 条 连接 弧 , 第 10 条 弧 ao4as( 虚 线 ) 在 平面 
上 不 可 能 画 出 : 它 一 定 与 已 画 出 的 弧 中 某 一 条 相交 . 可 以 证 明 即 使 这 些 弧 作 其 
他 的 分 布 ,在 平面 上 引 十 条 不 相交 的 弧 是 不 可 能 的 .所 以 图 形 P, 不 是 平 的 . 

上 面 所 考察 两 例 中 的 图 形 是 由 有 限 条 弧 组 成 ,这 样 的 图 形 在 拓扑 学 中 称 为 
有 限 图 (有 限 网 络 ) .在 一 般 情况 ,有 限 图 (可 简称 为 图 ,因为 这 里 不 考察 非 有 限 
的 图 ) 可 规定 如 下 :具有 有 限 个 点 ( 称 为 图 的 顶点 ), 和 连接 这 些 点 的 互 不 相交 
的 弧 ( 称 为 图 的 棱 ) ;并 且 图 的 两 个 顶点 可 以 用 几 条 棱 连 接 , 此 外 ,允许 以 同一 顶 
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图 18.12 


ay a3 


图 18.13 
点 为 起 点 和 终点 的 棱 ( 称 为 闭 棱 ) .描绘 在 图 18. 14 的 图 形 以 及 俄 文字 母 都 是 图 
的 例 ,前 面 的 Pi, Po 也 是 图 .由 上 所 述 ,图 P, Pi 不 是 平 的 .有 趣 的 是 这 两 个 图 
是 典型 的 :如 果 某 些 图 (网 络 ) 不 是 平 的 ,那么 它 一 定 包含 着 (作为 一 部 分 ) 或 者 
图 形 Pi ,或 者 图 形 P,. 这 一 结果 是 邦 德里 雅 金 (TIonrparmn) 于 1927 年 证 明 的 ， 
没有 发 表 . 后 来 ,这 定理 的 证 明 为 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 独立 地 
得 到 并 发 表 . 


图 18.14 
dgi; 
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311 dt 一 2R, 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


2.7 AEE 


最 后 ,我们 还 要 提 到 一 个 拓扑 不 变量 . 设 4 是 某 一 平面 的 图 (网 络 ) ,一 般 

说 ,这 图 可 以 以 不 同方 式 分 布 在 平面 上 .例如 图 18. 15 

所 示 : 这 三 个 图 是 同 胚 的 ,以 不 同方 式 分 布 在 平面 上 . 

从 图 18.15 可 以 看 到 这 图 的 三 种 情况 把 平面 分 成 相同 

个 数 的 部 分 .一 般 说 , 平 的 图 (网 络 ) 把 平面 分 成 部 分 

的 数目 不 依赖 于 这 图 在 平面 上 的 不 同 分 布 .所 以 这 一 

数目 是 所 考察 图 (网 络 ) 的 拓扑 不 变量 .这 一 事实 的 证 

明 并 不 简单 ;例如 , 仅 有 一 个 顶点 及 一 条 棱 ( 闭 楼 ) 组 

成 的 平 的 图 ( 平 的 网 络 ) ,也 就 是 同 胚 于 圆周 的 图 (图 

18.16) ,分 平面 为 两 部 分 (内 部 与 外 部 ). 换言之 ,平面 

上 的 每 一 简单 闭 曲 线 ( 即 同 胚 于 圆周 的 曲线 ) 分 平面 图 18.16 
为 两 部 分 (内 部 与 外 部 ). 这 就 是 著名 的 约 当 (Jordan) 定理 . 


ones 


图 18. 15 


3 曲面 的 拓扑 学 


ae se 


有 一 个 非常 有 趣 而 重要 的 拓扑 不 变量 ,首先 出 现在 天 才 的 欧 拉 的 工作 中 . 
我 们 转 到 这 一 不 变量 一 一 欧 拉 示 性 数 的 叙述 . 


3.1 RHE 


熟知 的 五 种 正 多 面体 (正四 面体 ,立方体 、 正 八 面体 、 正 十 二 面体 .正二 十 面 
体 )( 图 18.17) 的 顶点 、 棱 , 面 的 数目 如 下 : 
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多 面体 名 称 顶点 数 | 棱 数 | 面 数 
正四 面体 | 4 | 6 4 
立方 体 8 2 | 6 
正八 面体 6 12 8 
正 十 二 面体 | 20 30 12 
正二 十 面体 | 12 30 20 


人 
Y 


图 18.17 

在 表 上 容易 看 到 这 些 正 多 面体 的 顶点 数 与 面 数 的 和 比 楼 数 多 2. 如 以 B 表 

示 顶 点 数 ,P RRRA, T 表示 面 数 , 则 有 关系 式 
B-P+r=2 D 

关系 式 O 不 仅 对 正 多 面体 成 立 , 对 另外 一 些 多 面体 如 棱柱 、 棱 锥 等 也 成 
立 . 欧 拉 首先 发 现 并 证 明了 多 面体 的 这 一 卓越 性 质 .关系 式 @ 现在 称 为 关于 多 
面体 的 欧 拉 定理 . 

现在 来 说 明 这 定理 所 表达 的 内 容 . 首先 注 意 前 面 所 考察 的 多 面体 的 每 一 个 
面 都 是 多 角形 ,也 就 是 圆 盘 的 同 胚 象 . 也 有 这 样 的 多 面体 , 它 的 面 并 不 都 是 圆 盘 
的 同 胚 象 .例如 图 18.18(a) 的 多 面体 的 上 面 的 水 平面 不 同 胚 于 圆 盘 ( 而 同 胚 于 
圆 环 ) .对 这 个 多 面体 B = 13,P = 20,7 = 10 不 满足 关系 式 四 .这 只 是 因为 这 
个 多 面体 有 不 同 胚 于 圆 盘 的 面 的 缘故 ;如 果 我 们 引 两 条 棱 把 上 述 水 平面 分 为 两 
部 分 (图 18.18(b) ) ,那么 这 两 部 分 都 同 胚 于 圆 盘 ,而 我 们 得 到 :B = 13,P = 22, 
r = 11 满 足 关系 式 中 .所 以 ,我 们 以 后 讲 到 “多 面体 "时 总 是 指 它 的 每 一 个 面 是 
同 胚 于 圆 盘 的 (在 这 种 情况 ,每 一 个 面 的 边界 都 是 一 条 封闭 曲线 ,而 不 是 像 圆 环 
的 同 胚 象 那样 , 它 的 边界 是 两 条 封闭 曲线 ). 

上 面 所 考察 的 每 一 个 多 面体 的 曲面 都 同 胚 于 球面 .事实 上 , 作 一 球面 包围 
上 述 每 一 个 正 多 面体 ,然后 由 球 心 投影 把 正 多 面体 的 曲面 投影 到 球面 上 就 得 到 
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图 18. 18 

AT SER AY A] EARS . E 18.18(a) ,(b) 的 多 面体 的 曲面 也 同 胚 于 球面 .多 面体 的 
曲面 如 果 不 同 胚 于 球面 , 式 @ 就 不 能 成 立 . 例 如 图 18.19 的 多 面体 , 它 的 曲面 容 
易 看 出 是 同 胚 于 环 面 的 .对 于 这 多 面体 B = 16,P = 32,T = 16, FW B -P + 
r = 0, 式 中 不 成 立 . 这 样 , 在 欧 拉 定理 中 不 明显 地 以 曲面 同 胚 于 球面 的 多 面体 
为 前 提 的 (注意 任何 凸 多 面体 的 曲面 总 是 同 胚 于 球面 的 ). 因 而 欧 拉 定 理 的 明确 
的 形式 应 是 : 

对 于 每 一 多 面体 ,如 果 它 的 曲面 同 豚 于 球面 ,而 它 的 每 一 个 面 同 胚 于 圆 盘 ， 
则 关系 式 @ 是 正确 的 . 


图 18.19 

最 后 ,我 们 给 出 这 定理 的 纯粹 的 拓扑 形式 . 首先 注意 多 面体 的 所 有 顶点 和 
棱 形 成 一 个 图 (网 络 , 称 为 所 考察 多 面体 的 棱 网 络 ). 如 果 我 们 按 图 的 棱 把 多 面 
体 的 曲面 分 成 分 离 的 面 ,也 就 是 同 胚 于 圆 盘 的 片 .我 们 得 到 下 面 ( 比 欧 拉 定理 更 
一 般 的 ) 断言 : 

设 在 球面 (或 与 之 同 胚 的 曲面 ) 上 构造 这 样 的 图 (网 络 ) 把 球面 分 成 同 胚 于 
圆 盘 的 片 .以 研 表 示 这 些 片 的 数目 ,以 P,B 分 别 表 示 图 (网 络 ) 的 楼、 顶点 的 数 
目 , 则 等 式 B - P+ = 2 是 正确 的 . 

欧 拉 定理 的 证 明 不 太 复杂 (可 用 三 、 四 页 篇 幅 氢 述 这 证 明 ) ,但 是 我 们 在 这 
里 不 引进 这 证 明 . 爱好 的 读者 可 以 在 拉 杰 马赫 尔 (T.Panemaxep) 及 盖 泌 利兹 
(P.Tenmu) 的 书 《 数 与 形 》( Hucna u Ouzyn) 上 找到 这 一 证 明 . 
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3.2 ” 欧 拉 示 性 数 


我 们 考察 欧 拉 定 理 的 某 些 推 论 , 我 们 称 某 些 曲 面 4 可 以 剖 分 成 多 角形 ,如 
果 我 们 可 以 在 这 曲面 上 画 出 这 样 的 图 (网 络 ), 把 这 曲面 分 成 有 限 个 多 角形 ( 贺 
盘 的 同 胚 映 象 ). 图 (网 络 ) 的 顶点 数 、 棱 数 分 别 用 B8,P 表 示 , 曲 面 4 上 由 图 分 成 
的 多 角形 的 个 数 用 芽 表 示 , 数 B - P+ 械 称 为 图 形 4 的 多 角形 剖 分 的 欧 拉 示 性 
数 .球面 (或 它 的 同 胚 象 ) 可 以 训 分 成 多 角形 . 欧 拉 定理 断言 , 对 于 同 胚 于 球面 
的 曲面 , 欧 拉 示 性 数 不 依 赖 于 多 角形 剖 分 的 选择 ,而 为 曲面 自身 所 确定 ,是 曲面 
的 拓扑 不 变量 . 

研究 另外 一 些 可 以 剖 分 成 多 角形 的 曲面 . 如 图 
18.20 所 示 ,图 形 4 是 由 球面 控 去 几 个 圆 形 富 谭 ( 称 为 
洞 ) 而 得 到 的 ,不 难 作 出 这 图 形 的 多 角形 剖 分 . 如 果 对 
这 图 形 的 多 角形 剖 分 添 增 几 个 圆 盘 ,这 些 圆 盘 就 是 为 上 
了 得 到 图 形 4 而 在 球面 上 割 去 的 ,这 样 得 到 整个 球面 \ 
的 一 个 多 角形 前 分 .用 B,P,T 分 别 表示 图 形 4 的 顶 
点 数 、 棱 数 、 面 数 , 而 把 球面 上 割 去 的 洞 的 个 数 记 作 
q, 则 对 整个 球面 的 多 角形 前 分 的 相应 的 顶点 数 . 棱 
数 \ 面 数 应 是 B,P, 厂 + g. 由 欧 拉 定 理 有 

B-P+(T+q)=2 


故 得 
PoP el 22-4 @ 
因而 由 球面 割 去 g 个 洞 而 得 到 的 图 形 4 的 欧 拉 示 性 数 是 2 - 4( 不 管 这 图 形 
4 的 多 角形 前 分 是 怎样 的 ). 因此 , 欧 拉 示 性 数 是 由 这 图 形 4 本 身 ( 而 不 是 它 的 
多 角形 剖 分 ) 所 确定 ,也 就 是 拓扑 不 变量 . 
可 以 证 明 , 在 一 般 情况 ,任意 图 形 的 欧 拉 示 性 数 是 拓扑 不 变量 ,特别 是 与 图 
形 的 多 角形 剖 分 无 关 . 欧 拉 示 性 数 的 拓扑 不 变性 具有 重大 的 意义 . 例如 在 计算 
某 些 图 形 的 欧 拉 示 性 数 时 ,可 以 任意 选取 这 图 形 的 多 角形 剖 分 ， 当然 尽量 选取 
最 简单 的 剖 分 (具有 最 小 的 顶点 数 面 数 和 楼 数 ). 


3.3 RF 


计算 某 些 图 形 的 欧 拉 示 性 数 .首先 我 们 作 如 下 注 记 , 设 41, A, 是 两 个 图 形 ， 
各 具有 同 胚 于 圆周 界 的 边界 (图 18.21). 把 这 两 图 形 的 边界 合 起 来 ,得 到 一 个 新 
的 图 形 ,这 一 手续 称 为 黏合 . 同样 可 以 说 图 形 A, 的 洞 被 图 形 4, 黏合 (或 图 形 Ay 
的 洞 被 图 形 A 黏合 ) .我 们 指出 ,由 黏合 得 到 的 图 形 的 欧 拉 示 性 数 等 于 图 形 Al, 
Ay 的 欧 拉 示 性 数 的 和 .事实 上 ,我 们 可 以 对 图 形 41, Ay PERE STEALS}, 
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使 它们 的 边界 一 一 圆周 分 成 相同 个 数 的 相等 的 弧 . 把 它们 的 边界 黏合 时 ， 
可 使 顶点 与 顶点 重合 BREA DM, ,我 们 得 到 整个 被 黏合 图 形 的 多 角形 剖 
分 .以 By, Pi, Di 表示 图 形 4; 的 顶点 数 、 棱 数 \ 面 数 ,以 By, P2, 2 表示 图 形 4， 
的 相应 数目 . 如 果 用 m 表示 黏合 边界 上 的 顶点 数 (也 就 是 棱 数 ) , 则 黏合 后 所 得 
图 形 的 顶点 数 是 Bi + Bı- m( AVE A, A, 顶点 数 的 和 是 Bi + B2 ,在 黏合 边界 
时 m 对 顶点 重合 ) BCE Pl + Pa- m, MBE, + 疡 ,所 以 被 黏合 后 图 形 的 
欧 拉 示 性 数 是 

(Bi + B- m) - (Pi+P;-m)+ (T+T,) = 

(Bı - Pi + Ty) + (B, - Pa + T3) 
这 证 明了 我 们 的 断言 . 


图 18.21 

圆 盘 的 欧 拉 示 性 数 等 于 1( 圆 盘 同 胚 于 有 一 个 洞 
的 球面 ,在 公式 @ 中 让 q = 1), 所 以 由 上 述 结果 得 ”gq O 
E, ASA Mat, KAR EONA 1. 相反 地 本 
割 去 一 个 圆 形 的 洞 时 , 欧 拉 示 性 数 减少 1. 由 考察 过 的 is 
图 18.19 的 多 面体 ,可 知 圆 环 面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 零 . 18.22 
如 果 在 圆 环 面 上 割 去 一 个 圆 形 的 洞 , 则 得 图 18.22 的 
图 形 , 它 的 欧 拉 示 性 数 应 比 圆 环 面 的 欧 拉 示 性 数 减少 1 从 而 等 于 - 1. 这 一 图 形 
称 为 柄 .所 以 ,如 果 在 割 去 一 个 圆 形 洞 的 图 形 上 ,用 一 个 柄 慕 合 这 个 洞 ,那么 这 
图 形 的 欧 拉 示 性 数 减 去 1. 

考察 已 经 割 去 了 p 个 圆 形 洞 的 球面 (如 我 们 
所 知 ,这 图 形 的 欧 拉 示 性 数 等 于 2 - p), 然 后 在 每 
一 个 洞 上 黏合 一 个 柄 , 则 得 到 如 图 18.23 的 图 形 ， 
称 为 有 p 个 柄 的 球面 , 它 的 欧 拉 示 性 数 等 于 

2 -2p © 

注意 ,有 一 个 柄 的 球面 同 胚 于 圆 环 面 (图 18.24). 
有 两 个 柄 的 球面 同 胚 于 由 两 个 柄 黏合 所 得 的 图 形 
(双环 面 , 图 18.25). 18.23 
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图 18.25 


3.4 ”曲面 


ER TLE EA Dk GE “FA”. BSS HL ,我 们 转向 图 18. 26 
描绘 的 “ 华 页 书 ” 的 图 形 ,考察 这 图 形 上 所 标的 点 x,y,z. 在 这 些 点 的 每 一 点 的 
邻近 ,图 形 的 配置 方式 不 同 .点 x 的 邻 域 同 胚 于 半圆 盘 并 且 点 x 处 于 这 邻 域 的 
边界 上 .这 时 我 们 称 点 x 在 图 形 的 边缘 上 .点 z 的 邻 域 是 由 三 个 半圆 盘 组 成 ,由 
公共 的 直径 连接 着 ;我 们 说 图 形 在 这 里 有 分 支 (也 就 是 所 考察 的 图 形 的 三 个 或 
更 多 的 叶片 邻接 着 某 一 曲线 ) .最 后 ,点 y 的 邻 域 同 胚 于 圆 盘 ; 这 里 图 形 没 有 边 
缘 ,也 没有 分 支 . 在 球面 上 每 点 总 具有 | 同 胚 于 圆 盘 的 邻 域 ,也 就 是 球面 任何 处 
没有 边缘 ,也 没有 分 支 . 


D> 
A 
EZ 
D> 


A 
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SOY WA 


图 18.26 
如 果 图 形 上 的 每 一 点 都 具有 同 胚 于 圆 盘 的 邻 域 , 则 称 这 图 形 为 曲面 . 曲面 
没有 边缘 ,没有 分 支 ,也 就 是 在 它 的 每 一 点 附近 都 是 拓扑 地 “配置 相同 的 ”. 有 P 
个 柄 的 球面 (图 18.23) ,特别 是 球面 ` 圆 环 面 . 双 环 面 都 是 曲面 .另外 ,我 们 考察 
具有 边缘 的 曲面 ,但 是 它 没有 分 支 . 圆 盘 是 有 边缘 的 曲面 , 割 去 几 个 洞 的 球面 也 
是 这 种 曲面 .更 一 般 地 ,在 球面 上 制 去 p + 9 (THB EL p 个 柄 (图 18.27)， 
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则 我 们 得 到 有 边缘 的 曲面 (有 p 个 柄 4 个 洞 的 球 
面 ). 由 前 面 所 述 容 易 推 得 , 这 一 有 边缘 的 曲面 的 
欧 拉 示 性 数 等 于 2 - 2p - q. 


3.5 komt 


有 边缘 的 曲面 的 非常 有 趣 的 例 首先 为 德国 数 
ERB tt St (Möbius) 及 里 斯 金 格 (JIncrnar) 在 
1862 ~ 1865 年 的 工作 所 论述 . 这 一 曲面 称 为 麦 比 
乌 斯 带 可 由 下 法 得 到 . 取 易 弯曲 的 长 方形 带 ( 图 图 18.27 
18.28(a) ) 卷 过 一 次 (图 18.28(b)), 然 后 使 两 端 接近 (图 18.28(c)) 进行 黏合 ,所 
得 到 的 有 边缘 的 曲面 (图 18.28(d) ) 称 为 麦 比 乌 斯 带 . 这 曲面 的 奇特 在 于 它 只 
有 一 个 侧 . 下面 阐明 上 述 含义 . 


18.28 

如 果 长 方形 的 带 不 卷 而 黏合 两 端 , 则 得 到 
有 边缘 的 曲面 (图 18.29), 它 同 胚 于 圆柱 体 的 侧 
面 .这 个 曲面 有 两 个 侧 , 每 一 侧 可 以 涂 以 一 种 颜 
色 . 麦 比 乌 斯 带 就 不 能 类 似 地 涂 上 两 种 颜色 :在 
麦 比 乌 斯 带 上 逐渐 地 移动 毛笔 (图 18.30 上 毛 
笔 的 位 置 依次 标 以 数字 1,2,3,…), 可 以 到 达 
开始 时 涂 色 的 地 方 , 但 是 到 了 相反 的 面 上 .延续 地 涂 色 ,可 把 黏合 成 麦 比 乌 斯 带 
的 那 条 长 方形 带 的 两 侧 都 涂 上 相同 颜色 .因而 麦 比 乌 斯 带 是 单 侧 曲面 . 

当然 ,这样 借 助 于 “ 涂 色 ” 的 直观 描述 只 能 对 具有 厚度 的 曲面 来 说 (由 某 种 
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材料 组 成 的 曲面 ), 数学 上 
的 曲面 是 没有 厚度 的 .所 以 
我 们 引进 “ 单 侧 性 ”的 另外 
的 (数学 的 ) 描述 .在 麦 比 乌 
斯 带 的 每 一 点 上 可 以 引 垂 
直 于 这 带 的 方向 相反 的 两 
个 向 量 ( 图 18.31(a)), 这 两 
个 向 量 称 为 麦 比 乌 斯 带 在 
点 a 处 的 法 线 , 选 定点 a 处 
的 一 个 法 线 , 从 点 a 开始 沿 
麦 比 乌 斯 带 移动 ,法 线 也 随 
着 移动 (图 18.31(b)), 点 a 
绕 行 整个 麦 比 乌 斯 带 而 回 
到 原 处 时 ,法 线 并 不 是 原来 
的 方向 而 变 为 相反 的 方向 
(图 18.31(c)). Ai, 在 麦 
比 乌 斯 带 上 存在 着 这 样 的 
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图 18.31 
闭路 (回路 ) ,使 当 通 过 这 闭路 时 曲面 的 法 线 并 不 回 到 原来 的 方向 而 是 取 与 原来 
相反 的 方向 .具有 这 种 回路 的 曲面 称 为 单 侧 曲面 (建议 读者 自行 验证 在 球面 、 圆 
环 面 \. 没 有 卷 过 的 带 上 都 不 存在 这 种 回路 ). 容易 理解 , 单 侧 曲面 的 这 一 数学 描 
述 等 价 于 借助 * 涂 色 ” 的 描述 (用 毛笔 代替 这 里 的 法 线 ). 

然而 , 单 侧 曲 面 的 这 样 的 描述 有 它 自身 的 不 够 充分 的 地 方 . 所 给 定 的 曲面 
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是 单 侧 还 是 双 侧 这 一 问题 关系 到 曲面 自身 结构 的 阐明 ; 当 我 们 讲 到 法 线 时 不 仅 
要 研究 这 曲面 , 还 要 研究 这 曲面 在 空间 是 怎样 展 布 的 . 例如 ,图 18.5(a) 及 图 
18.5(b) 的 两 个 图 形 虽 然 以 不 同形 式 展 布 在 空间 ,但 是 它们 是 彼此 同 胚 的 .能 否 
给 出 单 侧 曲 面 的 “内 蕴 的 ”定义 ,也 就 是 与 图 形 在 空间 的 展 布 无 关 的 定义 ? 

由 上 面 叙述 ,我们 不 难得 到 “内 列 的 ”定义 .环绕 着 点 a( 由 此 引出 法 线 的 ) 
画 一 不 大 的 圆周 并 规定 圆周 的 方向 使 从 所 引 法 线 的 顶端 观察 时 这 方向 是 道 时 
针 方向 的 (图 18.32(a)). 如 果 点 a 移动 ,法 线 以 及 具有 方向 的 圆周 也 随 着 移动 . 
当 沿 着 麦 比 乌 斯 带 环行 一 周 后 ,点 回 到 它 的 原来 位 置 ,但 是 法 线 变 为 相反 的 方 
向 .圆周 的 环绕 方向 也 变 为 相反 的 方向 (图 18.32(b)). 所 以 ,在 麦 比 乌 斯 带 上 存 
在 着 这 样 的 闭路 (回路 ) , 当 圆 周 沿 着 这 闭路 移动 后 ,圆周 的 环绕 方向 改变 为 相 
反 的 方向 .这 样 的 回路 称 为 变 向 的 回路 .没有 变 向 回路 的 曲面 称 为 定向 曲面 或 
双 侧 曲面 (球面 、 圆 环 面 .没有 卷 过 的 带 ) ,具有 变 向 回路 的 曲面 称 为 不 定向 曲面 
或 单 侧 曲面 ( 麦 比 乌 斯 带 及 下 文 讲 的 其 他 曲面 ). 从 直观 说 ,曲面 的 定向 性 是 指 
可 以 用 小 圆周 覆盖 整个 曲面 ,并 选 定 所 有 圆周 的 环绕 方向 ,使 附近 的 圆周 具有 
相同 的 环绕 方向 .在 不 定向 曲面 上 ,对 充满 着 曲面 的 这 些 圆 周 ,选择 如 此 “协调 
的 ”环绕 方向 是 不 可 能 的 . 


图 18.32 
麦 比 乌 斯 带 的 另 一 有 趣 的 性 质 是 它 的 边缘 同 胚 于 圆周 ,这 一 点 从 图 18.33 
容易 看 到 ， en 面 的 ,这 曲线 就 是 它 的 边缘 . 


图 18.33 
由 于 麦 比 乌 斯 带 的 边缘 同 胚 于 圆周 ,我 们 可 以 设想 把 麦 比 乌 斯 带 黏合 在 某 
些 曲面 被 切 开 的 圆 洞 上 ,使 带 的 边缘 对 着 洞 的 边缘 .为 此 ,我 们 应 将 麦 比 乌 斯 带 
扭转 、 拉 长 使 它 的 边缘 在 空间 展 布 为 通常 的 圆周 且 使 麦 比 乌 斯 带 本 身 位 于 这 圆 
周 所 在 平面 的 一 侧 ;这 时 黏合 可 以 直接 实现 . 然而 把 麦 比 乌 斯 带 在 三 维 空间 作 
这 样 的 展 布 是 不 可 能 的 . 
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为 了 使 人 信服 这 回 事 ,我 们 可 以 取 两 个 三 角形 amb , cmd ,它们 相交 于 线段 
mn( 图 18.34). 另 外 ,再 取 四 个 三 角形 anc, bnd, amd , bme 拼合 在 前 面 两 个 相交 
的 三 角形 上 如 图 18.35 所 示 . 所 得 到 的 图 形 自身 相交 于 线段 mn 而 具有 四 边 形 
的 边缘 acbd .我 们 认为 这 图 形 实际 上 不 应 具有 自身 相交 的 线段 mn ,而 这 自身 相 
交 正 由 于 这 图 形 不 能 “顺利 地 ”在 空间 展 布 .我 们 指出 ,所 构造 的 图 形 , 如 果 展 
开 它 使 自身 不 相交 ,是 同 胚 于 麦 比 乌 斯 带 的 . 为 此 把 这 图 形 沿线 段 cm, dm , on， 
bn OF ,把 它们 展 平 形变 ,然后 仍 沿 这 些 线段 竺 合 起 来 .在 切 开 后 ,图 形 分 为 两 
部 分 如 图 18.36 所 示 . 把 它们 展 平 ,得 到 图 18.37 的 两 平 片 .这 两 平 片 也 可 以 分 
别 形 变 为 图 18.38 的 矩形 ,现在 我 们 进行 相反 地 黏合 线段 cm, dm, an, bn. FEA 
Bt an, 如 的 黏合 是 把 两 个 矩形 合并 成 图 18.39 的 一 个 矩形 .把 这 矩形 卷 过 来 按 
线段 dm, cm 黏合 就 得 到 麦 比 乌 斯 带 . 


C e b a ATT EE EP b 
NE 
| A= 
a y af AAS Mia A 
图 18.34 图 18.35 
和 a LL b A <3 b 
(WL 
a£ Àd ä b 
图 18.36 
C b a $ 
d 
n c 
d 
m 
a 
18.37 
321 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


Q 
= 


QQ 
x 
S 


P 


(8 
È 


图 18.38 图 18.39 


所 以 图 18.35 所 画 的 是 一 麦 比 乌 斯 带 , 这 时 它 展 布 为 自身 相交 的 情况 . 

如 果 某 些 曲面 被 切 开 一 四 边 形 的 洞 ,我 们 可 以 把 图 18.35 的 麦 比 乌 斯 带 粘 
贴 在 洞 上 ,从 而 得 到 新 的 曲面 , 它 在 空间 展 布 为 自身 相交 的 ,这 一 手续 称 为 “用 
麦 比 乌 斯 带 糊 洞 ”. 

用 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 常常 可 用 另 一 方法 进行 ,有 时 是 比较 便利 的 . 这 一 方法 
是 在 粘贴 时 把 麦 比 乌 斯 带 沿 它 的 中 线 ( 即 图 18.40(a) 矩形 的 中 线 ) 切 开 . 如 果 
我 们 把 线段 ab 与 线段 a'b' 黏合 (点 a 5a 黏合 ,点 与 六 BS), WRF 
中 线 的 矩形 得 到 麦 比 乌 斯 带 .为 了 得 到 沿 中 线 切 开 的 麦 比 乌 斯 带 , 我 们 先 把 矩 


形 沿 中 线 切 开 ( 图 18.40(b) ) ,然后 像 前 面 一 样 黏合 . 
a b' 


er 图 18.41 


为 了 黏合 ,把 切 开 后 的 矩形 的 下 半 个 矩形 翻 过 身 来 (图 18. 40(c)) ,然后 把 
两 个 半 和 矩形 展 布 如 图 18.41, 再 进行 我 们 所 需要 的 黏合 (图 18.42). 我 们 看 到 按 
中 线 切 开 的 麦 比 乌 斯 带 同 胚 于 圆 环 .从 图 18.40 到 图 18.42 沿 中 线 切 开 后 ,由 点 
m,n,p 得 到 点 mi, mz, ni, n2, pi, p2. ÆR] 18.42 上 ,点 mi 与 点 m2; 点 n 与 点 
Rn2, 点 pi 与 点 pz 都 分 别 是 直径 两 端的 一 对 端点 ( 称 为 对 径 点 ). A MBS 
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m, 5 m,n 5 nz, p 5 po BXRBARASL SMH. 
从 而 得 到 :把 圆 环 的 一 个 圆周 上 所 有 处 于 直径 两 端的 
一 对 点 (对 径 点 ) 黏合 起 来 得 到 麦 比 乌 斯 带 . 

设 ! 是 某 一 曲面 4 的 圆 洞 的 边缘 ,在 曲面 4 上 取 
一 个 狭 的 圆 环绕 着 洞 1, 这 圆 环 的 外 圆周 用 7' 表示 .从 
所 考察 的 曲面 4 上 沿 /' 前 去 这 个 圆 环 (图 18.43), 则 
得 到 具有 较 大 的 洞 ” 的 同样 的 图 形 ( 即 同 胚 于 原来 曲 图 18.42 
面 4 的 图 形 ). 把 前 下 的 圆 环 的 内 圆周 ? 
上 所 有 处 于 直径 两 端的 一 对 对 点 秋 合 起 
来 , 则 这 圆 环形 变 为 麦 比 乌 斯 带 . 把 这 麦 
比 乌 斯 带 沿 圆周 7 Sie TL, 到 此 
完成 了 在 所 考察 的 图 形 上 (说 得 确切 些 | 
是 在 同 胚 于 曲面 4 的 图 形 上 ,但 这 是 无 
关 紧 要 的 ) 用 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 .但 是 在 曲 
面 4 上 沿 圆周 / 前 开 然 后 再 黏合 上 去 这 
些 手续 都 可 以 不 进行 ,只 要 把 1 上 所 有 处 
于 直径 两 端的 一 对 对 点 黏合 就 够 了 . 所 Fl 18. 43 
以 ,在 洞 的 边缘 所 有 处 于 直径 两 端的 一 对 对 点 黏合 起 来 就 等 价 于 和 麦 比 乌 斯 带 
糊 住 这 洞 .注意 ,如 果 我 们 不 允许 曲面 自身 相交 ,这 样 的 黏合 (在 三 维 空间 进行 ) 
是 不 能 实现 的 . 

不 难 相信 , 麦 比 乌 斯 带 的 欧 拉 示 性 数 是 零 , 所 以 用 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 并 不 改 
变 图 形 的 欧 拉 示 性 数 .在 球面 上 割 开 q 个 洞 然后 用 麦 比 乌 斯 带 糊 没 每 一 个 洞 ， 
所 得 曲面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 


2-4q 由 
3.6 ”曲面 拓扑 学 的 基本 定理 


现在 我 们 讲述 关于 曲面 的 拓扑 分 类 的 卓越 的 定理 ,这 是 在 上 世纪 后 半 叶 德 
国 数学 家 麦 比 乌 斯 及 法 国 数学 家 约 当 所 得 到 的 . 这 里 考察 的 仅 是 闭 曲 面 ,也 就 
是 这 样 的 曲面 , 它 没 有 边缘 上 且 能 剖 分 成 有 限 个 多 角形 . 例如 ,平面 就 不 是 闭 曲 
面 ,在 平面 上 画 的 任何 有 限 图 (网 络 ) 不 能 把 平面 剖 分 成 同 胚 于 圆 盘 的 区 域 . 曲 
面 的 拓扑 分 类 问题 包含 下 述 结果 ,可 以 给 出 这 样 的 闭 曲面 的 序列 ,这 些 闭 曲面 
两 两 不 同 胚 ,并 且 任 何 闭 曲面 必 同 胚 于 序列 中 某 一 曲面 .也 就 是 说 ,可 以 列举 尽 
所 有 拓扑 不 同 的 闭 曲面 . 

这 问题 的 解答 具有 如 下 形式 ,用 Po 表示 球面 , P, 表示 具有 个 柄 的 球面 ， 
用 N, 表示 这 样 的 曲面 , 它 是 把 球面 切 开 & 个 洞 用 麦 比 乌 斯 带 把 这 些 洞 糊 没 所 
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得 的 曲面 .我 们 得 到 闭 曲面 的 无 限 集合 : 
Po, Pi, Py,,*…, Past 
Ny, Nas, Nps | ® 
我 们 指出 @ 中 的 曲面 给 出 了 闭 曲 面 的 完全 拓扑 分 类 ,也 就 是 说 这 里 列举 
尽 了 闭 曲面 的 所 有 拓扑 不 同 的 类 型 . 
中 第 一 行 的 曲面 是 两 两 不 同 胚 的 ,这 是 由 于 它们 的 欧 拉 示 性 数 是 不 同 
的 (由 式 ®), 同 样 ,第 二 行 的 曲面 也 是 两 两 不 同 胚 的 (由 式 四). 此 外 ,第 一 行 的 
曲面 都 是 双 侧 曲面 ,第 二 行 的 曲面 都 是 单 侧 曲面 (由 于 用 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 ,而 每 
个 麦 比 乌 斯 带 上 都 有 变 向 回路 ) ,所 以 第 一 行 中 的 任 一 曲面 不 能 同 胚 于 第 二 行 
中 的 某 一 曲面 .所 以 @ 中 的 曲面 都 是 拓扑 不 同 的 . 
至 于 任 一 闭 曲面 总 是 同 胚 于 O 中 某 一 曲面 的 证 明 要 复杂 得 多 ,这 里 不 引 
进 这 一 证 明 . (注意 ,如 果 我 们 在 球面 上 割 去 许多 洞 ,其 中 的 一 部 分 的 洞 用 柄 黏 
合 上 去 , 另 一 部 分 的 洞 用 麦 比 乌 斯 带 糊 没 ,这样 并 不 能 得 到 新 的 曲面 . 当 黏合 p 
个 柄 及 9(9 > 0) 个 麦 比 乌 斯 带 时 ,就 相当 于 用 2p + 4 个 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 ,这 就 
是 曲面 Nop.) 
@ 中 第 一 行列 举 的 双 侧 闭 曲 面 可 以 在 三 维 空 间 实际 地 作出 ,也 就 是 说 可 
以 构造 这 些 曲面 而 不 自身 相交 .第 二 行列 举 的 单 侧 闭 曲面 ,如 果 不 允 许 自身 相 
交 就 不 可 能 在 三 维 空间 构造 这 些 曲面 . (在 四 维 空间 可 以 构造 任何 曲面 而 不 自 
身 相交 ) 


3.7 Bl 


考察 某 些 有 趣 的 曲面 的 例 . 

通常 的 欧 几 里 得 平面 不 是 闭 曲面 .在 这 平面 上 添加 一 些 不 寻常 的 点 (无 穷 
远 点 ), 可 以 得 到 闭 曲 面 .这 些 无 穷 远 点 的 添加 可 以 如 下 进行 .平面 上 所 引 每 一 
直线 添加 一 个 无 穷 远 点 ,对 于 平行 的 直线 它们 具有 相同 的 无 穷 远 点 ,对 于 不 平 
行 的 直线 添加 不 同 的 无 穷 远 点 .这 样 添加 了 无 穷 远 点 的 欧 几 里 得 平面 称 为 射影 
平面 . 

作 一 个 半球 面 使 和 欧 几 里 得 平面 相 切 ,并 且 这 半球 面 的 直径 所 在 的 平面 与 
欧 几 里 得 平面 平行 (图 18.44) .我 们 把 半球 面 的 边界 点 (圆周 ) 去 掉 后 所 得 图 形 
称 为 开 半 球面 .由 球 心 0 所 作 的 中 心 投影 就 是 开 半 球面 到 整个 欧 几 里 得 平面 
的 同 胚 映 象 (参看 前 面 的 图 18.7 RA KAGE). 

现在 我 们 进行 无 穷 远 点 的 添加 . 通过 开 半 球面 的 切 点 在 平面 上 引 一 直线 
/ ,通过 点 O 引 直 线 1' 平行 于 1. 直线 1, 1“ 相 交 于 无 穷 ”, 以 至 直线 / 与 半球 边缘 
的 交点 m, m2( 沿 着 1) 投影 为 1 上 同一 个 无 穷 远 点 .所 以 由 具有 边缘 的 半球 面 
到 添加 了 无 穷 远 点 的 平面 ( 即 射影 平面 ) 的 映 象 并 不 是 双方 单 值 的 ;半球 面 上 
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的 两 个 不 同 的 点 m1, m 对 应 着 射影 平面 
上 同一 个 点 .为 了 使 这 映 象 双方 单 值 ( 从 
而 同 胚 ) ,需要 把 像 m1, m 那样 的 两 个 点 
RAMs. RSS, Hee MAR IX 
样 的 半球 面 , 它 的 边缘 上 所 有 处 于 直径 
两 端的 一 对 对 点 相互 黏合 . 也 就 是 在 半 
球面 的 边缘 上 黏合 一 麦 比 乌 斯 带 , 所 以 
射影 平面 同 胚 于 所 得 的 曲面 Ni, 从 而 射 18.44 

影 平面 (不 同 于 欧 几 里 得 平面 ) 是 一 单 侧 曲面 . 

单 侧 曲面 的 另 一 个 有 趣 的 例 是 克 莱 因 (Klein) 瓶 .考察 图 18.45(a) 所 示 有 
边缘 的 曲面 ,图 18.45(b) 更 清楚 地 用 通过 “ 口 ”的 截面 表示 这 曲面 .这 曲面 具有 
边缘 1, 同 胚 于 圆周 , 糊 没 这 个 圆 形 的 洞 得 到 图 18.45(c) 所 示 的 自身 相交 的 闭 
曲面 称 为 克 莱 因 瓶 . 这 曲面 是 单 侧 的 :在 图 18.45(b) 上 ,从 曲面 的 口 的 外 边 的 
点 a 开始 , 沿 着 曲面 可 以 进入 “ 口 ”的 里 边 . 作为 单 侧 闭 曲 面 的 克 莱 因 瓶 应 同 豚 
于 闭 曲 面 N 中 的 某 一 个 .究竟 同 胚 于 哪 一 个 呢 ? 下 面 请 读者 计算 如 图 18.45(a) 
的 有 边缘 的 曲面 的 欧 拉 示 性 数 ,这 示 性 数 应 等 于 - 1. 由 于 糊 没 这 个 洞 后 欧 拉 示 
性 数 增 加 1, 所 以 克 莱 因 瓶 的 欧 拉 示 性 数 等 于 零 , 从 而 克 莱 因 瓶 同 豚 于 曲面 N2. 


图 18.45 

考察 双 侧 曲面 一 个 有 趣 的 例 (图 18.46) .在 正 十 二 面体 的 一 个 面 上 ,延长 它 
的 边 直到 相交 ,我 们 得 到 一 个 正 五 角 星 (图 18.47). 在 相 邻 的 面 上 构造 同样 的 五 
角 星 ,这 两 个 五 角 星 具有 公共 的 线段 cd( 图 18.48) .然而 ,由 于 我 们 要 让 这 两 个 
星 形 在 空间 各 自 展 开 ( 实 际 上 是 不 可 能 的 ) ,我 们 认为 这 两 个 星 形 仅 在 线段 ab， 
cd 处 相 邻 接 ( bc 不 作为 邻接 的 线段 ) ,而 在 线段 be 处 自身 相交 , be 正 是 正 十 二 
面体 的 一 条 楼 .对 正 十 二 面体 的 所 有 面 构造 同样 的 五 角 星 ,我们 得 到 这 样 的 曲 
面 (图 18.49), 它 在 空间 展 布 为 自身 相交 (自身 相交 于 正 十 二 面体 的 所 有 棱 处 )， 
这 曲面 是 双 侧 曲面 ,事实 上 ,可 以 把 每 一 个 五 角 星 涂 上 两 种 领 色 :把 向 着 正 十 二 
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面体 的 中 心 的 一 侧 (内 侧 ) 涂 上 红色 , 另 一 侧 (外 侧 ) 涂 上 蓝 色 . 从 而 ,由 十 二 个 
五 角 星 组 成 的 整个 曲面 涂 上 了 两 种 颜色 (并 且 当 由 一 个 面 转 到 另 一 个 和 它 邻 接 
的 面 时 颜色 是 一 致 的 ). 


图 18.48 图 18.49 

因而 ,我 们 所 构造 的 曲面 是 闭 曲面 而 且 是 双 侧 的 ,所 以 它 应 该 同 胚 于 闭 曲 
i P, 中 的 某 一 个 ,究竟 同 胚 于 哪 一 个 呢 ? 我 们 的 曲面 有 十 二 个 面 (五 角 星 ). 这 
曲面 的 棱 是 由 延长 正 十 二 面体 的 棱 而 得 到 的 (例如 延长 正 十 二 面体 的 棱 bc 而 
得 到 所 构造 曲面 的 棱 ab , cd, 注意 be 是 所 构造 曲面 自身 相交 处 ,不 能 作为 所 构 
造 曲面 的 棱 ) ,所 以 它 的 棱 的 数目 是 两 倍 于 正 十 二 面体 的 棱 的 数目 (30) ,也 就 是 
60. 最 后 ,这 曲面 的 顶点 是 32 个 : 原 正 十 二 面体 的 20 个 顶点 都 是 它 的 顶点 , 另 
外 ,图 上 向 外 凸 出 的 星 形 体 的 顶点 有 十 二 个 (就 是 正 十 二 面体 的 面 数 ). 所 构造 
曲面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 32 - 60 + 12 = - 16. 曲面 P, 的 欧 拉 示 性 数 等 于 2 - 2k. 
解 方 程 2 - 2k = - 16,k = 9. 所 以 ,所 构造 的 曲面 同 胚 于 Po, 也 就 是 具有 9 个 
“ 柄 ”的 球面 . 
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在 初等 几何 的 学 习 中 ,可 以 注意 到 ,关于 这 些 对 象 (“点 ”“ 线 ”,……) 及 其 
基本 关系 (点 “ 落 在 ”直线 上 ,点 “ 介 于 ”另外 两 点 间 , 两 线段 “重合 ”",……) 的 通 
常 直 观 的 说 明 在 严格 的 逻辑 叙述 中 不 起 什么 作用 ,而 实质 上 仅 是 这 些 关 系 满足 
某 些 准 则 (公理 ) ,在 这 样 的 叙述 下 ,所 有 证 明 都 依赖 着 这 些 准 则 . 

从 抽象 几何 学 的 观点 ,两 个 几何 系统 称 为 具有 “相同 的 结构 "(数学 上 称 为 
同 构 ), 如 果 在 两 系统 的 基本 对 象 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,并 且 在 两 个 系统 的 基本 
关系 间 建 立 这 样 的 对 应 ,使 当 一 个 系统 的 某 些 元 素 满足 某 关 系 时 , 另 一 系统 的 
对 应 元 素 满足 所 对 应 的 关系 ,这 样 的 对 应 称 为 同 构 .这 样 两 个 系统 彼此 重复 (从 
所 考察 的 元 素 间 的 对 应 的 观点 看 ) ,彼此 成 为 复制 品 ,好 像 一 国 的 语言 到 男 一 国 
的 语言 的 逐 字 逐 句 的 翻译 . 

例如 ,系统 4 的 元 素 是 某 水 平面 上 的 点 和 直线 ,而 另 一 系统 B 的 元 素 是 铅 
垂 的 直线 和 铅 垂 的 平面 .两 系统 的 元 素 间 的 基本 关系 用 “ 落 在 ”表示 (点 落 在 直 
线 上 ,直线 落 在 平面 上 ) .不 难看 出 ,这 两 系统 是 同 构 的 :使 系统 4 的 每 一 点 (或 
HA) 和 系统 B 的 通过 这 一 点 (或 直线 ) 的 铅 垂 线 (或 铅 垂 平面 ) 相对 应 .我 们 得 
到 了 系统 4,B 的 元 素 间 的 一 一 对 应 ,在 这 对 应 下 保持 着 “ 落 在 ”关系 . 

抽象 几何 系统 或 抽象 空间 观念 明白 地 表现 在 “度量 空间 ”概念 中 ,这 一 概 
念 在 20 世纪 初 为 法 国 数学 家 弗 雷 软 (Frechet) 引入 ,在 数学 中 具有 很 多 而 重要 
的 应 用 ,并 且 它 的 应 用 甚至 超出 数学 范围 . 在 通常 的 三 维 空间 ( 选 定 了 单位 度 
量 ) 对 每 两 点 x,y 确定 了 它们 间 的 距离 xy( 是 一 正 数 ) 满足 着 熟知 的 三 角形 不 
等 式 


ab + be > ac 
这 里 a,b,c 是 任意 三 点 (等 号 当 b 介 于 a,c 间 成 立 ). 距 离 正 是 两 点 间 的 基本 关 
系 , 它 是 度量 空间 概念 的 基础 . 


4.2 ”度量 空间 


设 有 任意 元 素 的 集合 R( 元 素 称 为 它 的 点 ) ,对 于 集合 的 任意 两 点 *,y 确定 
了 它们 间 的 距离 六 (或 交 ); 并 设 对 不 同 的 两 点 ,距离 是 正 数 ,点 到 自己 的 距离 
为 零 ;此 外 ,对 任意 三 点 x,y,z 满 足 三 角形 不 等 式 xy + yz > az, EERI F , 
我 们 称 集合 R 形成 了 度量 空间 .为 便利 起 见 ,通常 不 用 xy MH oly) 表示 距 
离 .我 们 强调 指出 距离 是 点 x,y 的 二 元 函数 . 

这 样 就 在 度量 空间 规定 了 任意 两 点 x,y 间 的 距离 p(x,y) 并 满足 如 下 条 件 
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dg; 
dt 
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(度量 空间 的 公理 ): 

(1)p(x,y) > 0, 当 x ¢ yse(x,x) = 0. 

(2)p(x,y) = ely, x) XTRA). 

(3)p(x,y) + p(y,z) = o(x,z)( 三 角形 不 等 式 ). 

抽象 集合 引进 了 度量 ( 即 确定 了 距离 并 满足 上 述 三 公理 ) 就 转变 为 度量 空 
间 . 度 量 是 使 集合 成 为 度量 空间 的 唯一 关系 . 如 果 在 同一 集合 上 引进 另外 的 度 
量 则 得 到 另外 的 度量 空间 ,虽然 它们 是 由 相同 点 集 组 成 . 

考察 下 面 的 例 , 在 球面 上 (图 18.50)， 
把 任意 两 点 x,y 间 的 距离 o(x,y) 规定 为 
连接 这 两 点 的 弦 xy 的 长 度 , 这 样 得 到 的 度 
量 空间 用 S 表示 .如 果 把 距离 o* (x,y) 规 
定 为 球面 上 连接 点 x,y 的 最 短线 段 的 长 
度 ( 即 连接 这 两 点 的 两 段 大 圆 弧 中 较 短 
一 弧 的 长 度 ), 则 得 到 另外 的 度量 空间 
S* .这 样 的 度量 (最 短 连 接线 段 的 长 度 ) 
对 微分 几何 里 所 考察 的 任 一 曲面 都 可 以 
这 样 规定 , 称 为 曲面 的 内 列 度 量 . 最 后 ， 
在 同一 集合 上 还 可 以 规定 如 下 距离 
p** (x,y): p*%* (x,y) = 14a 4 y;p%*(x,x) = 0. 这 样 的 度量 空间 S** 
具有 不 寻常 的 性 质 : 球 面 上 的 点 无 论 怎样 靠近 着 某 一 点 x, 它 和 点 x 间 的 距离 
oe ”并 不 减 小 , 仅 当 它 和 点 x 重合 时 o**” 突然 转变 为 零 . 

度量 空间 S” 有 一 有 趣 的 性 质 :在 两 点 x,y 间 存 在 着 无 限 个 “中 点 ”, 这 是 
指 如 下 的 情况 : 设 x,y 是 球面 上 处 于 直径 端点 的 两 点 (可 以 看 做 “两 极 "),E 是 
一 大 圆 , 它 所 在 的 平面 垂直 于 线段 xy(E 可 以 看 做 “赤道 ”), 则 对 “赤道 ”上 的 任 


意 点 z, 有 关系 式 p* (x,z) = po*(z,y) = L o* (x,y) ;按照 通常 的 理解 ,z 可 以 


看 做 是 点 x,y 的 中 点 ,整个 “赤道 ”是 由 这 些 中 点 组 成 .可 以 指出 ,空间 S$* 的 圆 
Jel E( 或 任何 别 的 圆周 ) 具有 两 个 中 心 :x Ry. 
前 面 的 例 指出 ,对 我 们 通常 的 观念 说 ,度量 空间 的 “几何 学 ”显得 非常 生 


Bit. 

与 一 般 的 同 构 概 念 相 协调 ,我 们 应 指出 ,两 个 度量 空间 R 与 R' 称 为 是 同 构 
的 (在 这 情况 也 称 为 等 距 的 ) ,如果 在 它们 的 点 之 间 能 建立 一 一 对 应 使 R 中 任 
意 两 点 x,y 间 的 距离 等 于 R' 中 对 应 点 x',y' 间 的 距离 .这 一 对 应 称 为 等 距 对 应 . 
例如 ,在 初等 几何 里 ,两 个 图 形 是 等 距 的 ,如 果 一 个 图 形 可 以 通过 运动 转移 为 另 
一 图 形 .此 外 ,在 通常 的 三 维 空间 某 一 点 0 引出 的 所 有 射线 的 集合 ,如 果 规 定 
两 射线 间 的 距离 为 它们 间 夹 角 的 弧度 数 ,由 此 形成 的 度量 空间 与 以 1 为 半径 的 
球面 在 内 草 度 量 情况 下 所 得 的 度量 空间 等 距 . 还 可 以 注意 当 考 察 内 区 度量 时 曲 
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面 的 弯曲 (是 指 不 改变 曲面 上 任 一 线段 的 长 度 的 形变 )( 图 18.51) 可 以 作为 曲 


面 等 距 变 换 的 一 个 直观 的 例 . 


x 


图 18.51 

我 们 还 引进 些 重要 的 度量 空间 , 所 有 实数 的 集合 D 是 由 距离 p(x,y) = 
1 x -y 1 形成 的 度量 空间 ( 数 直线 ). 所 有 复数 的 集合 Z 按 同 样 的 距离 也 形成 度 
量 空间 ( 复 平 面 ). 更 一 般 地 ,所 有 n 个 实数 组 x = (x1,*x2,…, x) 的 集合 ,规定 
两 点 x.y = (91592077 Yn) 间 的 距离 为 

p(x37) =v (xi -= y1)? + (a2 = y2) + + Cn Ya)? 

从 而 形成 的 度量 空间 R, BOW n 维 欧 几 里 得 空间 . 当 n = 1, 得 到 数 直线 R, 
n =2, 得 到 空间 R,, 它 与 通常 的 ( 欧 几 里 得 的 ) 平 面 及 复 平面 Z 等 距 . 当 nn = 3, 
得 到 空间 Rs, 它 与 通常 的 ( 欧 几 里 得 的 ) 空间 等 距 . 

作为 完全 不 同性 质 的 例 ,我 们 考察 定义 在 区 间 [0,1j 上 的 所 有 一 元 连续 函 
数 的 全 体 所 成 的 集合 C. 对 这 集合 C 的 任意 两 点 ( 即 任意 两 个 连续 函数 )/ 和 8g， 
给 以 距离 


plf,8) = max | f(x) - g(x) | 

所 得 到 的 度量 空间 C 在 近代 数学 (例如 在 泛 函 分 析 ) 中 起 着 很 大 作用 . 

到 此 为 止 , 我 们 讲 的 是 度量 空间 两 点 间 的 距离 ,现在 要 讲 两 集合 间 的 距离 

度量 空间 R 的 两 个 集合 4 及 B 称 为 不 靠近 ,如 果 存 在 着 这 样 的 正 数 a 使 对 
集 4 的 任意 点 x REB 的 任意 点 y BA (x,y) = a. 这 些 正 数 a 中 的 最 大 的 称 
为 集合 4 与 集合 B 间 的 距离 , 记 作 o(4,B). 如 果 具 有 这 样 性 质 的 正 数 a 不 存 
在 , 则 称 集合 4 与 集合 B 靠近 (或 无 限 靠近 ) ,而 把 这 两 集合 间 的 距离 算 作 零 ,在 
这 情况 ,我 们 记 作 458B, 读 为 “4 靠近 B”, ASB 与 o(4,B) = 0 所 表示 的 内 容 是 
一 样 的 . 

图 18.52 ~ 18.55 举 例 说 明 两 集合 间 的 距离 概念 :用 粗 线 描画 的 图 形 4 及 B 
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图 18.52 图 18.53 

A 

> r ; 
图 18.54 图 18.55 


是 在 同一 平面 上 , 用 细 线 描画 着 由 集 4 


引 向 集 8 的 最 短线 段 , 这 最 短线 段 的 长 
度 就 等 于 o(4, B). EA 18.53 与 图 18.54 p 
中 图 形 4 是 由 一 点 组 成 .还 应 指出 ,两 异 


面 直线 间 的 距离 等 于 它们 的 公 垂 线 的 长 
度 (图 18.56). 

应 该 注意 ,在 两 集合 A,B 中 分 别 找 
出 这 样 的 点 来 使 这 两 点 的 距离 正好 等 于 图 18.56 
P(4,B), 这 不 是 完全 可 能 的 .例如 同一 直线 上 的 没有 公共 点 的 两 个 开 线段 ( 除 
去 端点 的 线段 )( 图 18.57) 是 不 可 能 的 情况 .此 外 , 设 4 是 某 直线 ,B 是 一 曲线 以 
4 为 它 的 渐 近 线 ( 图 18.58) , 则 0(A,B) = 0, 也 就 是 集合 A,B 靠近, 虽然 它们 没 
有 公共 点 . 


图 18.57 图 18.58 
4.3 ”连续 性 
我 们 现在 指出 , 在 前 面 所 谈 的 拓扑 的 概念 可 以 借助 于 唯一 的 几何 概 
念 一 一 点 与 集合 的 靠近 来 描述 .我 们 首先 观察 连续 性 概念 . 
设 f 是 度量 空间 R 到 度量 空间 R' 的 映 象 . xo' 是 空间 R' 的 点 , 它 是 空间 尺 中 
的 点 xo 经 映 象 f 所 得 的 象 . 映 象 f 称 为 在 点 xo 是 连续 的 ,如 果 对 每 一 个 正 数 e 存 
在 这 样 的 正 数 $ ,使 所 有 与 xo 的 距离 小 于 6 的 点 经 f 所 得 的 象 与 xo' 的 距离 小 于 
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e( 也 就 是 点 xo 的 整个 8 - 邻 域 经 了 所 得 的 象 包含 在 点 xo' We - 邻 域内 ). 

我 们 证 明 下 述 命题 : 映 象 f 在 点 xo 是 连续 的 , 当 且 仅 当 满足 下 列 条 件 ( x ): 
对 每 一 个 靠近 点 xo 的 集合 4, 它 的 (经 f 所 得 的 ) BA 与 点 x'o 靠近 (就 是 从 
46xo 可 以 导出 4'6xo' ). 

事实 上 , 设 f 是 在 点 xo 连续 的 且 48xo, 即 o(4,xo) = 0, 则 对 每 一 6 > 0 可 
在 A 中 找到 点 x, 使 o(x,xo) < 6. 设 点 x%* 经 映 象 f 所 得 的 象 为 x',x' ATA, H 
满足 p(x',x'0) < ele, ò 是 按 连续 性 定义 选 定 的 ), 从 而 对 任何 e > 0,#Æ A 可 
找到 与 点 x’) 的 距离 小 于 e 的 点 ,这 表示 着 o(4' ,x'o) = 0, 即 4'6x'o, 所 以 满足 
条 件 (* ). 

反之 , 设 条 件 ( ) 满足 ,要 证 f 在 点 xo 连续 .如 不 然 ,对 某 一 eo。 > 0, 不 存在 


( 按 连续 性 定义 要 求 的 ) 正 数 8, 即 对 每 一 正 数 3( 例 如 ,3 = yn = 1,2,…) ,可 


以 找到 这 样 的 点 <( 例 如 ,可 把 对 应 于 8 = 一 的 点 记 作品 ,mn = 1,2,…). 使 
olan xo) < 6, 但 是 p(w'。,x'0) > e0. 把 所 有 的 点 x,(n = 1,2,…) 组 成 的 集合 
记 作 4, 则 有 p(4,xo) = 0, 但 是 p(4' ,x'0) > so, 也 即 满足 关系 43xo, 但 不 满足 
关系 4'6x'0. 这 与 条 件 ( x ) 矛盾 .从 而 映 象 /在 点 xo 是 连续 的 . 

证 完 . 

通过 上 述 命题 的 证 明 ,我 们 可 以 给 出 连续 性 的 新 的 定义 :由 一 个 度量 空间 
到 另 一 个 度量 空间 的 映 象 /是 连续 的 ,如 果 它 保持 着 点 与 集合 的 靠近 关系 . 此 
外 两 空间 是 同 胚 的 .如 果 在 它们 间 能 建立 双方 单 值 且 双方 连续 的 对 应 ,也 就 是 
保持 着 靠近 关系 的 双方 单 值 的 对 应 .这样 , 同 胚 是 数学 中 同 构 概 念 的 特殊 情况 : 
它 是 关于 唯一 规定 的 关系 一 一 点 与 集合 的 靠近 一 一 同 构 的 . 

拓扑 学 的 定义 现在 可 以 叙述 如 下 : 

拓扑 学 一 一 几何 学 的 一 个 分 支 ,研究 着 图 形 的 这 样 的 性 质 , 这 种 性 质 依赖 
着 仅 是 唯一 的 几何 概念 一 一 点 与 集合 靠近 的 概念 .这 种 性 质 称 为 拓扑 的 . 


4.4 ”拓扑 空间 


如 上 所 述 , 此 后 对 确定 数学 系统 所 规定 的 关系 我 们 自然 企图 采用 关系 Adx 
而 不 采用 度量 作为 基础 .这 就 引 向 了 拓扑 空间 概念 . 拓扑 空间 概念 是 数学 家 弗 
BK BI MIB AISA. 苏联 数学 家 乌 利 松 (ypprcoa) 及 亚 力克 山大 洛 夫 
对 此 作 了 全 面 的 研究 . 

任何 元 索 ( 称 为 “点 ”) 的 集合 R 称 为 拓扑 空间 ,如果 对 它 的 每 个 子 集合 4 
指定 这 样 的 点 作为 与 4 靠近 的 ,并 且 满 足下 述 条 件 ( 称 为 拓扑 空间 公理 ) : 

1. 点 x 靠近 点 a( 即 由 一 点 a 组 成 的 集合 ), 当 目 仅 当 x = a. 
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2. 点 x 靠近 两 集合 4,B 的 和 和 集 4 U BORRE 4 的 所 有 点 及 集合 B 的 所 有 
点 所 成 的 集合 称 为 集合 A,B 的 和 和 集 , 记 作 A U B), SEANA x 至 少 与 4,B 中 
一 个 集合 靠近 . 

3. 如 果 点 x 和 与 集合 4 靠近 的 点 所 成 的 集合 靠近 , 则 x 和 集合 4 靠近 . 

与 集合 4 靠近 的 所 有 点 所 成 的 集合 称 为 集合 4 的 闭 包 , 记 作 4. 借 助 于 闭 
包 概 念 ,公理 1.2.3 可 以 用 下 面 等 价 的 公理 代替 . 

I.a = a 对 任意 的 点 a 成 立 . 

I.4UB=4UB. 

Il.(A) = 4( 也 就 是 4 的 闭 包 与 4 BA). 

从 这 些 公理 不 难 导出 如 下 事实 :每 一 集合 包含 在 它 的 闭 包 内 ( 即 4 cA). 
如 果 4 cB, 则 4 cB. 

前 面 我 们 熟悉 过 点 的 es - 邻 域 概念 . 现在 给 出 更 一 般 的 邻 域 的 定义 .拓扑 
2S |B] RA a 的 邻 域 是 这 样 的 集合 U, 它 的 余 集 R\ UZA R 的 点 几 不 属于 U 
者 所 构成 的 集合 称 为 U 的 余 集 , 记 作 R\ U) 与 点 a 不 靠近 ,容易 看 出 ,点 a 属 
于 它 的 任何 邻 域 U. 

点 x 称 为 集合 M 的 内 点 ,如 果 集 合 M 是 这 点 的 邻 域 .集合 G 称 为 开 集合 如 
果 它 的 所 有 的 点 都 是 它 的 内 点 台 . 开 集合 概念 紧密 地 联系 着 闭 集合 概念 :集合 
F 称 为 是 闭 集合 ,如 果 它 包含 着 所 有 靠近 它 的 点 ,也 就 是 和 它 的 闭 包 重合 :下 = 
F. 容易 证 明 :如 果 和 集合 G 是 开 和 集合 , 则 它 的 余 集 = R\ G 是 闭 集合 .相反 地 ， 
如 果 F 是 闭 集合 , 则 R\ FERRA. 

由 此 可 知 ,关于 开 集 合 的 每 一 命题 对 应 着 关于 闭 集合 的 某 些 (对偶 的 ”) 

命题 .相反 的 论断 也 成 立 . 


这 里 是 对 偶 命题 的 例 
(F) 在 任何 拓扑 空间 , 任意 个 (可 | (GC) 在 任何 拓扑 空间 , 任意 个 (可 

以 无 限 个 ) 闭 集合 的 交集 是 闭 集合 . | 以 无 限 个 ) 开 集合 的 和 集 是 开 集合 . 

有 限 个 闭 集合 的 和 集 是 闭 集合 有 限 个 开 集 合 的 交集 是 开 集 合 

这 两 个 彼此 对 偶 的 命题 是 这 样 地 重要 , 从 其 中 的 每 一 个 可 以 给 出 拓扑 空 
间 新 的 定义 .为 了 使 集合 R 作为 拓扑 空间 需要 知道 它 的 所 有 的 闭 集 合 (或 开 集 
合 ) ,并 且 我 们 可 以 按 任何 方式 规定 我 们 所 希望 的 某 些 集 为 闭 集合 (或 开 集合 ) ， 
只 要 仅仅 满足 命题 ( 玉 ) (或 命题 (6G)) ,我 们 就 可 以 得 到 拓扑 空间 . 换言之 ,命题 


a 与 和 集 相 对 应 的 有 交集 .集合 4、 集 合 中 所 共有 的 所 有 点 所 成 的 集合 称 为 集 4, B 的 交集 , 记 作 
G mere ra yen 缘 点 ,如 果 和 
是 集 z, A 个 集合 R\ M 都 靠近 .也 就 是 


言 之 ,点 x h 果 它 与 两 M 
es (ore KA M IR 点 PA E AOI RR OE 
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CF) (BKC G)) 等 价 于 公理 1.2.3 或 公理 TL TI. 

这 样 , 闭 集合 (或 开 集合 ) 可 以 作为 拓扑 空间 的 基本 (或 原始 ) 的 概念 ,可 以 
借助 于 闭 集合 (或 开 集合 ) 刻画 连续 的 映 象 . 设 f 是 集合 RR 到 集合 R' 的 映 象 ,而 
A’ EURER 内 的 集合 . R 中 有 这 样 的 点 , 它 ( 经 映 象 ) 的 象 属于 A ,所 有 这 
种 点 所 成 的 集合 称 为 集合 A’ 的 原 象 . 可 以 指出 ,一 个 拓扑 空间 到 另 一 拓扑 空间 
的 映 象 是 连续 的 当 且 仅 当 闭 集合 的 原 象 是 闭 集合 (与 之 对 偶 的 定理 是 :…… 当 
且 仅 当 开 集合 的 原 象 是 开 集 合 ). 

如 果 在 拓扑 空间 R 上 给 出 了 实 函 数 ( 连 续 函 数 ) ,对 RR 的 每 一 点 规定 实数 
f(x) 与 之 对 应 ,也 就 是 空间 R 到 数 直线 的 (连续 ) 映 象 /集合 F 是 所 有 满足 
f(x) = 0 的 RR 中 的 点 x 所 成 的 集合 , 它 是 数 直线 上 点 0 的 原 象 , 所 以 是 闭 集 
合 ( 由 公理 1, 仅 由 一 个 点 所 成 集合 是 闭 的 ). 在 度量 空间 ,相反 的 断言 也 是 准确 
的 :对 每 一 闭 集合 FF, 可 以 找到 一 个 连续 函数 /使 F 中 的 点 x 满足 f(x) = 0.( 例 
如 ,了 可 以 取 作 如 下 函数 :f(x) = p(F,x)) 

从 上 面 可 以 看 到 ,每 一 个 度量 空间 也 是 拓扑 空间 ,但 是 相反 的 提 法 是 不 准 
确 的 ,存在 着 这 样 的 拓扑 空间 , 它 不 可 能 使 成 为 度量 空间 . 

怎样 的 拓扑 空间 可 使 成 为 度量 空间 呢 ? 这 一 问题 显得 很 重要 ,这 一 问题 的 
部 分 情况 的 解决 是 属于 苏联 数学 家 乌 利 松 , 关 于 它 的 工作 下 面 还 要 氢 述 . 这 一 
问题 的 完整 的 表述 近来 为 斯 米尔 诺 夫 (Cvapaos) 及 日 本 数学 家 长 田 润 一 (J. 
Nagata) 所 解决 . 


4.5 连通 性 


前 面 提 到 的 由 整个 一 片 (连通 ) 组 成 的 集合 的 性 质 需 要 给 以 严格 定义 . 这 
一 定义 属于 豪 斯 道夫 . 

我 们 为 R 中 的 两 集合 4,B 是 拓扑 无 关 的 ,如 果 其 中 每 一 个 不 包含 与 男 一 
个 靠近 的 点 .集合 M 称 为 是 连通 的 如 果 它 不 可 能 分 成 两 个 不 空 的 拓扑 无 关 的 
集合 ;也 就 是 由 关系 式 MM = 4UB,4 关 0,B 和 0 可 以 导 得 4,B 是 拓扑 相关 的 . 
可 以 指出 ,线段 是 连通 集合 .如 果 在 线段 中 去 掉 任何 一 个 内 点 x ,那么 余下 的 集 
合 就 不 连通 了 ,因为 在 点 x 的 左边 及 右边 部 分 是 两 个 拓扑 无 关 的 集合 . 

对 于 连通 集合 ,下 面 关于 连续 函数 的 定理 成 立 . 在 连通 集合 M 上 的 连续 实 
函数 如 果 在 集 M 在 二 点 a, 上 的 值 具 有 相反 的 符号 , 则 在 M 在 某 些 点 上 的 值 
为 零 . 作为 推论 我 们 有 :在 连通 集合 M EERE RRO f(a), f(b) 间 的 
一 切 值 ,这 里 a,b 是 集 1 的 任意 两 点 .特别 是 对 于 定义 在 区 间 上 的 连续 函数 是 
正确 的 . 


4.6 ”一 致 连续 性 
度量 空间 R 到 度量 空间 R' 的 映 象 / 称 为 是 一 致 连续 的 ,如 果 对 于 每 一 数 


333 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


© >0 存 在 这 样 的 数 6 > 0( 依 赖 于 s) 使 R 中 相距 小 于 6 的 任意 两 点 的 象 间 的 
距离 小 于 e. 注 意 ,一 般 说 f 的 连续 性 不 能 导出 它 的 一 致 连续 性 .例如 数 直 线 OX 
到 数 直线 0Y 内 的 映 象 y = x? 在 整个 数 轴 上 是 连续 的 ,但 不 具有 一 致 连续 性 . 事 
实 上 ,对 所 取 的 任何 e 和 5, 可 以 找到 两 数 x 和 x' ,它们 间 的 距离 小 于 6 而 相应 
的 y(= «*) 5 y' (= x?) 间 的 距离 大 于 e. 可 设 


33 BS SH, SB, ot. 
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x 


-y= ert p>e 

容易 证 明 RR /是 一 致 连续 的 , 则 它 把 靠近 的 集合 映 成 靠近 的 集合 . 事 
实 上 ,由 于 一 致 连续 性 ,对 任意 小 的 s > 0 可 选取 6 > 0 使 p(x,y) < OMA 
o(x',y') < e. 现 设 46B, 即 o(4,B) = 0, 因 此 对 任何 $ ,总 可 找到 4 中 的 点 x 及 
B 中 的 点 y 使 o(x,y) < 8, 从 而 p(x',y) < e. 设 f 把 集 4 及 B 分 别 映 成 集 4' 
RB Wx’ BA 中 的 点 ,y ER 中 的 点 .由 于 e 可 以 取得 任意 小 , 所 以 
p(4',B') =0, 也 就 是 4'6B”. 

相反 的 论断 (需要 较 复杂 的 证 明 ) 也 是 正确 的 : 设 映 象 /把 靠近 的 集合 映 成 
仍 靠近 的 集合 , 则 映 象 /是 一 致 连续 的 .这 样 ,一 致 连续 映 象 可 以 描述 为 保持 集 
合 间 靠近 的 映 象 .我 们 不 能 这 样 想 由 此 似乎 可 以 得 出 一 致 连续 性 是 拓扑 性 质 . 
要 知道 拓扑 学 所 刻画 的 仅 是 点 和 集合 靠近 的 关系 而 并 不 是 集合 间 的 靠近 的 关 
系 .每 一 性 质 ,如 果 它 可 以 用 集合 间 人 靠近 的 术语 来 叙述 的 话 , 则 称 这 种 性 质 为 靠 
近 性 质 , 所 以 一 致 连续 性 是 靠近 性 质 不 是 拓扑 性 质 . 


两 图 形 称 为 是 等 胚 的 如 果 在 它们 的 III. 
点 间 可 以 建立 保持 集合 间 人 靠近 的 一 一 对 
应 (也 就 是 双方 单 值 双 方 一 致 连续 的 对 图 18.59 


应 等 胚 ). 如 果 两 个 图 形 是 等 胚 的 ， 


自然 它们 是 同 胚 的 . 相反 的 论断 不 是 总 
能 成 立 的 . 例如 , 一 端 无 限 伸展 的 带 (图 WEA 
18.59) 、 角 (图 18.60) 及 由 曲线 ab, CH 

渐 近 线 cd 和 线段 ac 所 围 的 平面 部 分 (图 图 18. 60 

18.61) 都 是 同 胚 的 , 但 不 是 等 胚 的 . 此 

外 , 开 区间 与 整个 数 直线 是 同 胚 的 但 不 。 

是 等 胚 的 .旋转 抛物 面 (图 18.62) 与 平面 b> à 
是 同 胚 的 但 不 是 等 胚 的 . 关于 欧 几 里 得 < 5 
平面 和 罗 巴 契 夫 斯 基 平面 也 是 同样 情 aver 

况 . 
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作为 例子 ,我 们 可 证 明 开 区 间 与 数 直线 不 
是 等 胚 的 .为 此 ,我 们 对 由 数 直 线 R 到 (去 掉 端 
点 的 ) 线段 R (为 方便 起 见 线段 的 长 可 以 算 作 
1) 的 任何 映 象 f E R 上 找 出 两 个 不 靠近 的 集 
合 4 及 B 而 它们 的 象 f(4) 及 f(B) 是 靠近 的 ( 当 
/是 一 一 对 应 时 ,f 的 逆 映 象 把 靠近 的 集合 映 成 
了 不 靠近 的 集合 ). 在 数 直线 上 任 取 三 个 整数 ， 
因为 在 长 度 为 1 的 线段 上 不 可 能 找 出 三 个 点 使 


两 两 间 的 距离 都 大 于 方 . 可 在 三 个 整数 内 选取 i 

二 个 使 它们 的 象 间 的 距离 不 大 于 方 . 这 两 个 整 

数 记 作 mi 及 ny. BOR TF mi, ni 的 四 个 整数 ,因为 在 长 度 为 1 的 线段 上 不 可 
能 找 出 四 点 使 两 两 间 的 距离 都 大 于 -3 .可 在 这 四 个 整数 中 选取 两 个 m2, m EE 
们 象 间 的 距离 不 大 于 二 . 用 同样 的 方法 取 不 同 于 m, n,m, n 的 整数 m3, ns 


使 它们 象 间 的 距离 不 大 于 士 ,依次 继续 下 去 , 设 4 是 mi, m2, ms,… 所 成 集合 ,B 
是 nonon 所 成 集合 ,显然 4,B 是 不 靠近 的 (因为 它们 的 元 素 是 不 相同 的 
整数 ) ,而 f(A) 与 /(B) 是 靠近 的 . 


4.7 jets 


正如 拓扑 空间 作为 由 唯一 规定 的 关系 一 一 点 与 集合 靠近 的 关系 一 一 所 定 
义 的 数学 系统 ,我 们 可 以 考察 这 样 的 数学 系统 ,这 里 所 规定 的 是 集合 与 集合 靠 
近 的 关系 .这 就 导向 近 性 空间 概念 ,这 是 由 叶 夫 来 莫 维 奇 引 进 的 . 

集合 R 称 为 是 近 性 空间 如 果 对 它 的 任意 两 个 不 空 的 子 集 可 以 指出 它们 作 
为 靠近 的 或 不 靠近 的 并 且 满 足 如 下 公理 ( 近 性 空间 公理 ): 

1. 点 a 55b 靠近 (8 ) , 当 且 仅 当 a = b. 

2. 集 合 C 与 集合 4 U BRE, SAMY C 与 集合 4, B 中 至 少 一 个 集合 靠 
近 . 

3. 如 果 集 合 4,B 不 靠近 , 则 存在 着 这 样 的 集合 41, B1 使 A1 U B = ROB 
41 与 如 不 靠近 及 有 与 4 不 靠近 . 

两 个 近 性 空间 称 为 是 等 胚 的 , 如 果 它 们 按 靠近 关系 同 构 , 也 就 是 如 果 它 们 
间 能 建立 保持 靠近 关系 的 一 一 对 应 . 

每 一 度量 空间 都 是 近 性 空间 ,因为 在 度量 空间 可 以 定义 集合 间 的 靠近 的 关 
系 .每 一 近 性 空间 又 都 是 拓扑 空间 ,如 果 把 点 a 与 集合 B 的 靠近 理解 为 仅 由 一 
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ma 组 成 的 集合 与 集合 B 的 靠近 . 

以 前 遗留 下 来 的 不 明确 的 图 形 概 念 (这 种 在 拓扑 学 里 所 考察 的 图 形 是 度量 
空间 、 近 性 空间 、 拓 扑 空 间 以 及 这 些 空间 中 的 集合 (常常 只 是 闭 集 或 开 集 )) 这 
里 把 它们 精确 化 了 .然而 在 下 面 ,为 了 简单 和 直观 起 见 我 们 保留 着 某 些 不 定义 
的 (关于 图 形 的 ) 术语 . 


5 关于 曲线 概念 
在 这 里 ,从 最 简单 的 曲线 — 直线 段 一 一 出 发 ,试图 标 出 被 明显 地 描述 
的 ,自然 地 称 为 曲线 的 一 类 图 形 .这 可 由 不 同方 式 去 进行. 


5.1 简单 弧 


欧 几 里 得 定义 曲线 为 “没有 宽度 的 长 ”. 当然 这 不 是 严格 的 数学 定义 ,而 是 
自然 地 称 为 曲线 的 一 类 图 形 的 直观 的 描述 ,然而 ,下 面 可 以 看 到 ,这 一 直观 描述 

自然 地 ,曲线 概念 可 作为 拓扑 的 概念 . 当 所 有 图 形 同 胚 于 我 们 所 认为 曲线 
的 图 形 中 的 任何 一 个 时 ,我 们 也 应 该 称 它们 为 曲线 .因此 , 同 胚 于 直线 段 的 任何 
图 形 这 种 图 形 称 为 简单 弧 可 以 作为 曲线 .我 们 试图 考察 简单 弧 概 念 
作为 曲线 概念 的 第 一 次 推广 .圆周 上 的 一 段 弧 , 俄 文 字母 M,H 都 是 简单 弧 ,而 
字母 @ 中 不 是 简单 弧 . 

可 是 ,如 下 面 所 指出 者 ,事情 并 不 简单 .任何 简单 弧 是 否 可 以 作为 “没有 宽 
度 的 长 "? 也 就 是 这 种 图 形 是 否 不 占有 任何 面积 ?答案 是 否定 的 :存在 着 平面 上 
的 简单 弧 占 有 面积 ! 可 用 下 面 的 方法 构造 这 种 曲线 的 例 . 

取 面 积 为 1 的 正方 形 ( 图 18.63(a)), 在 它 中 间 去 掉 一 个 十 字形 (图 


18.63(b) ) , 取 适 当 的 宽度 使 这 十 字形 的 面积 为 二 (容易 计算 出 宽度 可 取 为 l= 


B) .这 时 留 下 来 四 个 小 正方 形 称 为 所 构造 的 一 级 正方 形 .在 每 一 个 一 级 小 正方 
形 内 再 去 掉 一 个 十 字形 , 取 适当 的 宽度 使 这 四 个 小 十 字形 的 面积 的 和 为 二 .这 
时 留 下 16 个 (二 级 ) 小 正方 形 (图 18. 63(c)). 再 对 一 个 二 级 小 正方 形 进行 上 述 
手续 ,使 去 掉 的 十 六 个 小 十 字形 的 面积 和 为 十. 这 时 留 下 64 个 (三 级 ) 小 正方 形 


(图 18.63(d) ) .继续 进行 这 样 的 手续 无 限 回 , 留 下 的 正方 形 越 来 越 小 ,所 得 ( 趋 
极限 过 程 中 的 ) 图 形 的 面积 也 越 来 越 小 ,看 来 将 趋 近 零 . 但 事实 并 不 这 样 : 极 


R” 图 形 具有 面积 
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图 18.63 
事实 上 ,第 一 回 在 正方 形 内 去 掉 部 分 的 面积 是 二 ,后 来 依次 为 ; 言 ,16，…， 
所 以 留 下 图 形 的 面积 依次 为 (1 - 十),1 - (十 + 去),1- G +g + 区 ). 继 续 这 
样 推理 ,我 们 相信 在 极限 情况 所 得 图 形 具有 面积 1 -C + 言 + yg +) 


插 弧 内 的 无 限 递 碱 等 比 级 数 的 量 是 诈 , 故 知 “ 极 限 ” 图 形 的 面积 为 方 ,这 图 形 是 
很 惊人 的 : 它 “ 分 散 ” 为 个 别 的 点 (因为 留 下 的 正方 形 越 来 越 小 并 且 彼 此 孤立 )， 
但 是 具有 正 的 面积 ,这 一 “极限 ”图 形 用 4 表示 . 

上 述 图 形 4 是 被 描述 为 经 过 无 限 回 构造 手续 而 得 到 的 “极限 ” 图形. 下 面 
是 图 形 4 的 严格 定义 :点 x 属于 图 形 4, 如 果 在 任 一 回 构造 手续 时 不 被 去 掉 ,我 
们 也 可 用 另外 方式 定义 (借助 于 图 形 的 交集 ) :用 4 表示 经 过 n 回 构造 手续 后 所 
留 下 的 图 形 . 则 4 是 所 有 这 些 图 形 A, 的 交集 (可 以 表示 为 4 = ANAN 
As Ne RA = ÑA). 

为 了 找 出 具有 正 的 面积 “曲线 ” ,我 们 现在 构造 简单 弧 通过 和 集合 4 的 所 有 的 
点 .这 简单 弧 包 含 整个 图 形 4, 具 有 不 小 于 的 “面积 ”. 

下 面 转 入 这 一 曲线 的 构造 (图 18.64(a) ~(d)). 构 造像 俄 文 字母 [I 那样 的 
条 形 区 域 (图 18.64(a) ) 使 包含 着 前 面 图 形 4 构造 过 程 中 的 (四 个 ) 一 级 正方 形 
(图 18.63(b)) .构造 图 18.64(b) 的 (弯曲 的 ) 条 形 区 域 , 它 包 含 着 图 18.63(c) 的 
(十 六 个 ) 二 级 正方 形 . 构造 图 18.64(c) 的 (更 弯曲 的 ) 条 形 区 域 包含 着 图 
18.63(d) 的 (六 十 四 个 ) 三 级 正方 形 . 下 一 步 是 构造 图 18.64(d) 的 条 形 区 域 ( 越 
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来 越 弯曲 了 ) ,依次 继续 下 去 . 

第 n 回 构造 的 弯曲 的 条 形 区 域 记 作 B, , 它 包 含 在 所 有 前 面 构造 的 条 形 区 域 
ACB, C BC…CB CRB) 且 包含 着 图 形 4,( 从 而 包含 着 图 形 A). Ki 
Bi1,B,,…,B,,… 的 “极限 ”图 形 记 作 B.B 可 以 正确 地 定义 为 所 有 B,(n = 1, 


2,…) 的 交集 , 即 B = Ñ B,. 显 然 ,图 形 B 包含 着 图 形 4. 考 察 这 一 继续 无 限 回 


的 构造 过 程 ( 图 18.64) ,我 们 直观 地 相信 极限 图 形 B 是 非常 “ 迁 回 曲折 ”的 曲线 
(简单 弧 ). 它 具有 正 的 面积 ?从 而 未 必 能 称 它 为 “没有 宽度 的 长 ”. 
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常常 给 出 曲线 的 另 一 直观 的 描述 : “曲线 是 运动 着 的 点 的 轨迹 ”. 这 一 描述 
引 向 “曲线 ”的 另 一 观点 一 一 道路 概念 . 

当 对 曲线 作 这 样 描述 时 , 占 首要 地 位 的 是 出 现 了 完全 不 同 的 概念 :曲线 并 
不 考察 为 图 形 (空间 的 点 集合 ) 而 是 作为 点 的 有 序 集合 , 重要 的 是 运动 着 的 点 
以 怎样 的 程序 通过 不 同 的 位 置 .例如 ,点 以 两 种 不 同方 式 跑 过 图 形 © 如 图 18. 65 
所 示 ( 黑 线 表 示 已 跑 过 的 道路 ,虚线 表示 将 跑 去 的 道路 ) ,在 这 两 种 情况 运动 着 
的 点 的 所 有 位 置 的 集合 是 一 样 的 ,但 在 情况 18.65(a) 及 18.65(b) 以 不 同 的 程 
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序 跑 过 这 一 集合 .换言之 ,运动 着 的 点 的 
道路 是 不 同 的 ,虽然 在 两 种 情况 ,点 跑 过 
同样 的 集合 . 

这 里 引 向 道路 概念 的 精确 定义 . 设 
在 某 拓扑 空间 或 度量 空间 R 上 (例如 通 
常 的 平面 或 三 维 空间 ) 点 从 时 刻 上 = 0 到 
时 刻 ¢ = 1 连续 地 “运动 ”. 这 表示 着 对 每 
一 时 刻 (0 < t <1) 点 的 运动 位 置 x, 是 
已 知 的 ,并 且 随 着 t 的 变动 ,点 x, 连续 地 
变动 .换言之 ,对 线段 0 < t < 1 的 每 一 个 图 18.65 
点 t 规 定 着 空间 RR 的 点 %, 与 之 对 应 ,也 就 
是 线段 [0,1] 到 空间 R 内 的 映 象 ,并 且 这 了 映 象 是 连续 的 ,因为 点 x, 随 着 变量 ! 连 
续 地 变动 .这 一 映 象 就 是 道路 ,因而 ,我 们 可 以 有 下 述 定义 :( 用 7 表示 线段 [0,1]). 

线段 1 到 空间 R 内 的 每 一 个 连续 映 象 称 为 空间 R 中 的 道路 . 

道路 概念 在 拓扑 学 中 起 着 重要 作用 ,我 们 将 在 第 七 章 里 详细 地 考察 它 .在 
这 里 我 们 想 把 道路 概念 作为 曲线 概念 的 一 个 重要 推广 来 考察 .作为 道路 来 考察 
曲线 有 它 的 优越 性 :例如 可 以 考察 自身 相交 的 曲线 (图 18.66(a)). 但 是 同样 的 
曲线 可 以 表示 为 不 同形 式 的 道路 (图 18.66(b) .(c) (d) ). 
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18. 66 

不 能 想象 ,道路 概念 是 完全 直观 而 简单 的 .首先 ,我 们 知道 任何 简单 弧 本 身 
都 是 道路 (因为 简单 弧 是 线段 的 同 胚 映 象 ,从 而 是 连续 映 象 ). 所 以 ,如 前 面 指 出 
的 “ 动 点 的 轨迹 (道路 ) 可 以 通过 具有 面积 的 集合 的 所 有 点 ,也 就 是 道路 可 以 
填 满面 积 . 不仅 如 此 ,下 面 构造 这 样 的 道路 , 它 填 满 整个 正方 形 , 也 就 是 通过 正 
方形 的 每 一 个 点 (换言之 ,存在 着 线段 到 正方 形 上 的 连续 映 象 ). 这 种 类 型 的 道 
路 称 为 皮 亚 诺 (Peano) 曲线 . 

为 了 得 到 皮 亚 诺 曲 线 , 我 们 的 构造 方法 完全 类 似 于 图 18.64 情况 ,只 是 这 
里 的 条 形 区 域 更 宽 些 使 每 一 个 条 形 区 域 能 填 满 正 方形 . 这 些 条 形 区 域 见 图 
18.68, 它 们 是 这 样 得 到 的 :用 平行 于 正方 形 边 的 线段 把 它 分 成 4,16,64,256,… 
个 相等 的 小 正方 形 ( 图 18.67). 然后 沿 着 构成 小 正方 形 的 某 些 边 切 开 ( 图 
18.68) , 得 到 填 满 正方 形 的 弯曲 的 条 形 区 域 (“ 迷 宫 ”, “复杂 的 曲 径 ”). 图 18.68 
上 的 虚线 表示 条 形 区 域 的 中 线 .这 些 中 线 和 图 18.64 的 条 形 区 域 的 中 线 具 有 同 
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出 了 填 满 整个 正方 形 的 道路 . 


A 
fa] 


样 的 性 质 .构造 过 程 无 限 地 继续 下 去 ,所 得 到 的 条 形 区 域 的 中 线 越 来 越 弯曲 .这 
HR AYR BR 


些 


图 18.68 


推理 带 有 描述 性 质 , 需要 作 严 格 的 论证 . 还 要 注意 所 得 到 


的 “曲线 ”( 皮 亚 诺 曲 线 ,也 就 是 填 满 正方 形 的 曲线 ) 不 是 简单 弧 : 它 有 无 限 个 点 


图 18.67 


当然 ,所 有 这 


之 ,这 一 由 线段 到 正方 形 上 的 连续 映 象 不 是 双方 单 值 的 . 


= 
A 


些 
是 由 几 个 点 “黏合 ”而 成 的 .也 就 是 在 这 正方 形 上 有 无 限 个 这 样 的 点 ,道路 不 目 
一 次 地 通过 它们 ; 换 
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5.3 REA 


欧 几 里 得 也 曾 把 曲线 描述 为 “曲面 的 边界 ”. 这 样 的 描述 是 不 成 功 的 . 曲面 
概念 比 曲线 概念 复杂 ,借助 于 较 复杂 的 概念 去 定义 较 简单 的 概念 显然 是 不 合理 
的 .可 是 ,限制 在 平面 曲线 情况 ,我 们 可 以 试图 以 平面 上 的 开 集 合作 为 “曲面 ”， 
也 就 是 称 平面 上 的 开 集合 的 边界 为 平面 曲线 . 这 样 的 定义 实际 上 是 成 功 的 . 然 
而 ,从 下 面 的 例 可 以 看 到 这 一 曲线 的 定义 包含 着 许多 出 平 意料 的 情况 . 

我 们 习惯 地 认为 曲线 的 每 一 部 分 “分 开 ” 平 面 ,也 
就 是 平面 以 “两 个 方向 ” 与 曲线 邻接 .例如 圆周 分 平面 
为 两 部 分 (内 部 与 外 部 ) ,而 其 中 的 每 一 部 分 都 以 圆周 内 部 
为 它 的 “边界 ”图 18.69) ,可 以 说 圆周 是 这 两 部 分 的 


外 部 


公共 边界 .一 般 说 ,曲线 A 称 为 两 个 开 集 G1,G, 的 公 ne 

共 边 界 如 果 满 足下 列 两 条 件 : 区 be 
(1) 曲线 4 分 开 区 域 Cl, C ,就 是 说 联结 C 的 点 

与 Gy 的 点 的 任何 曲线 (简单 弧 ) 不 可 能 与 4 不 相交 . 图 18.69 


(2) 两 个 区 域 Ci, Ca 全 部 地 邻接 曲线 4, 也 就 是 曲线 4 的 任何 点 的 任意 靠 
近 处 总 有 G 及 Gp 的 点 . 

直观 上 似乎 是 明显 的 ,任何 曲线 不 能 作为 平面 上 多 于 两 个 区 域 的 边界 ,但 
这 并 不 正确 . 下面 可 以 看 到 :存在 着 这 样 的 曲线 是 平面 上 三 个 (或 更 多 个 ) 区 域 
的 公共 边界 .这 样 的 曲线 分 平面 为 三 部 分 ,这 三 部 分 与 这 曲线 全 部 地 邻接 . 这 类 
曲线 的 构造 与 日 本 数学 家 和 田 (Wada) 的 名 字 分 不 开 , 我 们 引进 的 描述 ( 仅 是 描 
述 ,不 是 严格 的 数学 构造 !) 类 似 于 1917 年 日 本 数学 家 米 山 (Yoneyama) 所 给 出 
的 . 设 有 一 四 周 环 海 的 陆地 ,上 面 有 两 个 湖 : 暖 水 湖 与 冷水 湖 (图 18.70) .我 们 要 
开水 道 把 两 个 湖 里 的 水 及 海里 的 水 引 到 陆地 上 .第 一 天 从 暖 水 湖 引出 水 道 Wy 
使 不 与 冷水 湖 及 海沟 通 ,并 使 陆地 上 的 每 一 点 到 暖 水 湖 的 距离 不 大 于 1( 单 位 
长 度 ) ,第 二 天 从 冷水 湖 引 出 水 道 C1 使 不 与 暖 水 湖 和 水 道 W 及 海沟 通 ,并 使 陆 
地 上 的 每 一 点 到 冷水 的 距离 不 大 于 1. 第 三 天 从 海 引出 水 道 Si 使 不 与 暧 水 湖 和 
水 道 Wi \ 冷 水 湖 和 水 道 C1 沟通 ,并 使 陆地 上 的 每 一 点 到 海水 的 距离 都 不 大 于 
1. 所 以 三 天 后 ,陆地 上 的 每 一 点 到 冷水 、 暧 水 、 海 水 的 距离 都 不 大 于 1. 以 后 的 
三 天 再 从 Wi, Ci, Sy 引出 水 道 使 陆地 上 的 每 一 点 到 冷水 \ 暖 水 ,海水 的 距离 都 
不 大 于 方 ,以 后 三 天 作 同 样 处 理 ,使 相应 的 距离 不 大 于 十 ,继续 下 去 ,水 道 网 全 
来 愈 密 ,最 后 (极限 情况 ) 得 到 “到 处 稠密 ”的 水 道 网 ,这 三 种 水 道 并 不 沟通 ,所 
留 下 的 陆地 的 每 一 点 的 任意 靠近 处 总 有 暖 水 冷水 及 海水 .换言之 ,这 曲线 全 部 
地 邻接 着 三 个 区 域 : 暖 水 湖 及 其 水 道 冷水 湖 及 其 水 道 海 及 其 水 道 

尽管 上 述 图 形 是 怎样 奇特 ,在 “平面 区 域 的 边界 " 的 意义 下 这 图 形 还 应 算 
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图 18.70 
作曲 线 . 

所 考察 的 例 指出 , 在 这 一 般 的 观点 ooo 
下 曲线 的 构成 是 相当 复杂 的 .第 一 个 满 ，， ，， goa aad 
意 的 广义 的 曲线 ( 仅 是 平面 曲线 ) RE sid Sah 
是 卓越 的 德国 数学 家 康 托 D 所 给 出 ,他 是 
独特 的 数学 科学 合 论 一 一 的 创 OO ne a 
立 者 . 图 18.71 


为 了 引 向 康 托 的 曲线 定义 , 先 介绍 一 重要 概念 :每 一 个 展 布 在 平面 上 的 集 
合 如 果 它 是 闭 的 、 连 通 的 且 有 界 的 ( 展 布 在 平面 的 有 限 部 分 上 ,不 伸 向 无 穷 远 )， 
则 称 这 集合 为 平面 连续 统 ,并 且 认 为 连续 统 包 含 着 多 于 一 个 的 点 ( 单 点 图 形 不 
作为 连续 统 ). 开 区 间 ( 不 闭 ) .抛物线 (分 支 伸 向 无 穷 远 ) 两 个 同心 圆周 组 成 的 
图 形 ( 不 连通 ) 都 不 是 连续 统 .圆周 \、 圆 盘 、 三 角形 、 图 形 (b) (图 18.64) 和 田 曲 线 
都 是 连续 统 .显然 ,不 是 所 有 的 连续 统 都 是 曲线 , 圆 盘 就 不 是 曲线 . 正 是 这 样 , 展 
布 在 平面 上 的 图 形 , 如 果 它 包含 着 内 点 , 那 就 不 是 曲线 .我 们 称 不 包含 内 点 的 平 
面 连续 统 ( 作 为 展 布 在 平面 上 的 集合 ) 为 康 托 曲 线 .也 可 以 这 样 说 ,平面 连续 统 
X 称 为 是 康 托 曲 线 ,如 果 它 的 任何 点 的 充分 靠近 处 总 有 不 属于 X 的 点 .这 同样 
地 意味 着 ,在 平面 上 去 掉 连 续 统 忒 后 所 留 下 的 集合 (是 一 开 集 , 因 式 是 闭 集 ) 以 
为 它 的 边界 .因而 康 托 曲线 是 这 样 的 连续 统 , 它 是 平面 上 某 些 开 集 的 边界 .在 
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这 意义 下 ,用 “曲面 的 边界 ”作为 曲线 的 描述 可 以 认为 成 功 的 . 
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图 18.72 

作为 结尾 ,引进 一 康 托 曲线 的 例 ,这 是 波兰 数学 家 希 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 
给 出 的 (图 18.72). 把 正方 形 分 成 九 个 相等 的 小 正方 形 , 去 掉 其 中 心 的 一 个 (图 
18.72(a) ) .把 余下 的 八 个 小 正方 形 各 分 成 九 个 相等 的 小 正方 形 ,各 去 掉 其 中 心 
的 一 个 (图 18.72(b)); .把 图 18.72(b) 中 余下 的 64 个 小 正方 形 作 同 样 的 处 理 
(图 18.72(c) ) ,无 限 地 继续 这 一 方法 ,在 极限 情况 可 得 到 曲线 C( 通 常 称 为 希 尔 
宾 斯 基 铺 盖 ). 

图 形 C 的 卓越 性 质 在 于 它 是 一 “包罗 万 象 的 ”曲线 ,有 下 列 定理 : 

对 于 任何 康 托 曲线 玉 , 总 可 在 图 形 C 内 找到 这 样 的 子 集合 与 曲线 天 同 胚 . 
换言之 ,任何 康 托 曲 线 , 经 过 拉 长 .弯曲 (不 使 断裂 或 粘 倒 ) 总 能 安放 在 图 形 C 
E; 

但 是 ,一 般 说 ,不 是 所 有 “曲线 ”都 可 以 安放 在 图 形 C 上 的 .前 面 的 例 (“ 房 
屋 和 井 ”) 的 曲线 就 不 是 “ 平 的 "(不 能 同 胚 于 平面 上 的 某 一 图 形 ) ,也 就 是 不 能 
安放 在 平面 上 ,当然 更 不 能 安放 在 图 形 C 上 . 这 里 还 指出 ,在 三 维 空间 存在 着 
这 样 的 图 形 DD ,在 它 上 面 可 以 安放 着 任何 “曲线 "(在 “曲线 ” 一 词 的 最 一 般 理 解 
下 ), 而 且 图 形 D 本 身 也 就 是 这 种 广义 曲线 .图 形 D 的 构造 有 些 和 图 形 C 的 构造 
类 似 ; 用 图 18.73 表示 它 的 构造 过 程 ( 按 奥地利 数学 家 芒 格 (Menger) 的 描述 形 
式 ). 什 么 是“ 曲线” 一 词 的 “最 一 般 ” 的 理解 呢 ? 我 们 现在 转 人 阐明 这 一 问题 . 
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5.4 BFH 


曲线 的 康 托 定义 不 是 “内 蕴 的 ”, 它 不 容许 按照 集合 本 身 的 性 质 去 确定 这 集 
合 是 否 是 曲线 .这 一 定义 仅 对 平面 曲线 适用 , 它 不 仅 要 利用 我 们 所 称 为 曲线 的 
那 集合 的 性 质 , 并 且 还 要 用 到 这 集合 在 平面 上 是 怎样 分 布 的 . 只 要 我 们 转向 考 
察 空间 曲线 ,前 面 这 许多 研究 都 将 失去 意义 .事实 上 ,在 空间 , “区域 的 边界 ”是 
曲面 ,不 是 曲线 9. 怎样 去 定义 ,什么 是 空间 曲线 呢 ? 能 否 给 出 曲线 的 “内 蕴 的 ” 
定义 ,也 就 是 这 样 的 定义 它 同样 好 地 适用 于 任何 曲线 而 不 依赖 于 这 曲线 是 怎样 
分 布 (分 布 在 平面 或 空间 ) 的 ? 

欧 几 里 得 还 给 出 过 曲线 的 第 三 个 描述 :“ 曲 面 有 两 个 度量 , 曲线 有 一 个 度 
量 ,点 一 个 度量 也 没有 .” 从 而 ,所 希望 给 出 的 曲线 的 最 一 般 的 定义 ,可 以 说 , 曲 
线 一 一 是 这 样 的 图 形 ( 连 续 统 ) 它 有 一 个 度量 .这 一 描述 并 没有 告诉 我 们 什么 
内 容 , 如 果 我 们 不 知道 怎样 去 严格 地 定义 甚至 怎样 去 描述 度量 的 数目 是 什么 ? 

许多 数学 家 特别 是 庞 加 莱 、 布 劳 威 尔 、 勒 贝 格 企图 定义 什么 是 度量 的 数目 
或 维 数 .但 是 这 方面 的 最 完整 的 结果 属于 卓越 的 苏维埃 数学 家 乌 利 松 (过 早 地 
SOF 1924 年 ,只 活 了 26 岁 ). 马 利 松 不 仅 以 新 的 形式 (不 同 于 勒 贝 格 - 布 劳 威 
IR) 定义 了 什么 是 度量 的 数目 ,并且 建 立 了 新 的 深刻 的 数学 理论 维 数 论 . 
特别 是 完全 地 解决 了 什么 是 曲线 这 一 问题 . 维 数论 目前 还 在 发 展 组 成 了 拓扑 学 
的 重要 分 支 .我 们 转 人 这 一 拓扑 学 分 支 的 某 些 问题 的 概况 . 


一 一 一 一 ~ 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 


考察 图 18.74 的 图 形 , 它 是 由 圆 盘 、 与 之 连接 Pars 
的 线段 及 弧 立 着 的 点 已 组 成 .靠近 点 M 所 考察 的 “一 N 
图 形 是 二 维 的 ( 即 有 两 个 度量 ) ,靠近 点 N 是 一 维 / 
的 (有 一 个 度量 ). 点 已 和 图 形 的 其 他 部 分 是 分 开 | 
的 ,因而 在 这 一 点 , 图 形 是 零 维 的 (没有 一 个 度 \ 
量 ). 所 以 ,图形 在 它 的 不 同 点 处 具有 不 同 的 度量 S 2 
数目 . 


6.1 乌 利 松 的 维 数 定义 
为 了 定义 图 形 在 它 的 点 处 的 度量 数目 (或 维 
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数 ) ,要 引进 隔离 集 概念 .我 们 说 , 展 布 在 图 形 X 上 的 集合 4 隔离 点 a 与 点 ,如 
果 在 图 形式 上 不 存在 这 样 的 连通 集 , 它 包含 着 点 a 与 点 5 而 不 与 4 相交 .例如 平 
面 上 的 圆周 隔离 着 这 平面 上 在 它 的 内 部 与 外 部 的 点 .同样 ,空间 的 球面 隔离 着 
这 空间 的 球面 的 内 部 与 外 部 的 点 .对 图 18.74 的 图 形 X, A 4 隔离 着 点 必 与 点 
N. 在 三 维 空间 ,点 与 点 的 隔离 可 以 借助 于 二 维 图 形 来 实现 . (例如 ,借助 于 球 
面 ,图 18.75) ; 而 空间 的 一 维 图 形 ( 曲 线 ) 从 外 表 上 看 已 不 可 能 隔离 空间 的 点 
(因为 可 以 “ 绕 ” 过 空间 的 曲线 由 一 点 走 到 另 一 点 ) .在 平面 (二 维 图 形 ) 上 ,点 连 
同和 它 靠近 的 点 与 平面 上 其 余 的 点 的 隔离 可 以 借助 于 曲线 (例如 圆周 , 图 
18.76), 也 就 是 借助 于 一 维 图 形 来 实现 .在 直线 (一 维 图 形 ) 上 ,点 连同 和 它 靠 
近 的 点 与 直线 上 其 他 的 点 的 隔离 (图 18.77) 可 以 借助 于 由 两 点 m,n 组 成 的 图 
形 ,也 就 是 借助 于 零 维 图 形 来 实现 . 


图 18.75 图 18.76 
因而 ,可 以 说 ,在 n(n = 1,2,3) 维 图 形 上 ,点 4 
的 隔离 可 以 借助 于 (n - 1) 维 图 形 ( 比 原来 的 图 形 Va ey 
少 一 维 ) 来 实现 . 当然 ,隔离 n RAUB 
Bh n 维 图 形 ( 例 如 可 以 用 圆 环 隔离 平面 上 的 两 点 Bie 


(图 18.78), 但 是 小 于 (n - 1) 维 的 图 形 是 不 能 实现 
隔离 的 (例如 不 可 能 用 一 维 图 形 曲线 一 一 去 
隔离 三 维 空间 的 两 个 点 ). 

以 上 所 述 启发 我 们 通过 零 维 图 形 定义 一 维 图 形 ， ， 
通过 一 维 图 形 定义 二 维 图 形 , 通 过 二 维 图 形 定义 三 维 “ 


KIÉ. O 
首先 定义 零 维 ( 没 有 一 个 度量 的 ) 图 形 .图 形式 称 
为 是 零 维 的 ,如 果 在 这 图 形 内 不 存在 由 多 于 一 个 点 组 图 18.78 


成 的 连通 集 .粗略 地 说 零 维 图 形 是 “分 散 ” 的、 孤立 的 ,不 连通 的 点 .例如 ,一 个 
点 组 成 的 图 形 是 零 维 的 ,有 限 个 点 组 成 的 图 形 是 零 维 的 . 甚至 存在 着 由 无 限 个 
点 组 成 的 零 维 图 形 . 


O 数学 中 考察 的 图 形 多 于 三 维 .甚至 无 限 维 ,这 种 图 形 不 仅 在 数学 中 而 且 在 近代 物理 中 起 很 大 作 
用 .在 “四 维 欧 氏 空间 ”可 以 展开 射影 平面 (或 任何 其 他 的 单 侧 曲面 ) 而 使 自身 不 相交 .然而 多 于 三 维 的 
空间 不 容许 简单 的 直观 表示 ,所 以 在 本 文中 几乎 不 提 到 这 种 空间 
C95 _ _ 
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知道 了 零 维 图 形 可 以 定义 一 维 图 形 . 知道 了 一 维 ,可 以 定义 二 维 .一 般 说 ， 
知道 了 什么 是 (n - 1) 维 图 形 我 们 可 以 定义 什么 是 n 维 图 形 ( 下 面 是 乌 利 松 的 
定义 ). 

设 是 某 一 图 形 ,a 是 它 的 点 ,图 形 针 在 点 a 具有 维 数 n, 如 果 满足 下 列 条 
件 : 

(1) 在 图 形式 内 的 点 a 的 任意 小 邻 域内 总 能 找到 (n - 1) 维 图 形 A, CHE 
点 a SEJE X 的 处 于 邻 域 U 外 的 所 有 点 隔离 . 

(2) 对 充分 小 的 邻 域 0 ,这 种 隔离 不 可 能 借助 于 小 于 (n - 1) 维 的 图 形 来 实 
现 . 

此 外 ,图 形 X 如 果 在 它 的 某 些 点 具有 维 数 ,但 在 它 的 任何 点 不 具有 更 大 
的 维 数 , 则 称 图 形 X Æ n SER. 

下 面 举 例 说 明 上 述 ( 马 利 松 的 ) 定义 . 直线 是 一 维 的 : 它 不 是 零 维 图 形 ( 因 
为 存在 着 由 不 止 一 点 组 成 的 连通 集 ) ,而 直线 上 点 的 隔离 可 借助 于 零 维 图 形 (图 
18.77). 类 似 地 ,平面 是 二 维 的 ,空间 是 三 维 的 . 

图 18.74 的 图 形 包 含 着 点 M,N,P, 而 且 图 形 在 这 点 处 分 别 是 二 维 、 一 维 、 
零 维 的 .所 以 就 整个 说 ,这 图 形 是 二 维 的 .这 例 可 以 阐明 前 面 的 条 件 (2); 如 果 取 
点 必 的 比较 大 的 邻 域 U( 例 如 图 18.74 以 虚线 所 画 圆 周 的 内 部 ) , 则 把 点 M 与 邻 
域外 所 有 点 隔离 着 的 可 以 是 零 维 图 形 (例如 单 点 集 N). 但 是 不 能 说 这 图 形 在 点 
M 是 一 维 的 ,因为 对 于 M 的 充分 小 邻 域 ,点 M 的 隔离 不 能 由 零 维 图 形 来 实现 ， 
必须 是 一 维 图 形 . 


6.2 ” 邦 德 里 雅 金 图 形 


我 们 知道 黏合 圆 环 的 内 圆周 上 的 对 径 点 (处 于 直 
径 端 点 的 两 点 ) 则 得 到 麦 比 乌 斯 带 . 如 果 把 内 圆周 上 
分 内 圆周 为 三 段 相等 弧 的 三 点 黏合 成 一 点 ,所 得 图 形 
称 为 模 3 的 麦 比 乌 斯 带 ( 图 18.79). 这 图 形 可 以 描述 如 
下 : 取 一 条 卷 了 三 圈 的 带 (图 18.80(a)), 把 它 的 下 面 
的 边 黏 合 起 来 (图 18. 80(b)), 即 对 下 面 的 边 说 把 三 圈 
黏合 为 一 圈 . 然后 把 这 带 的 侧 边 PN, MN 黏合 (为 了 
把 点 P,M 黏合 必须 把 侧 边 翻 过 去 如 图 18. 80(c)). 这 图 18.79 
图 形 同 胚 于 模 3 的 麦 比 乌 斯 带 . 类 似 地 ,可 以 把 圆 环 的 内 圆周 上 的 四 等 分 点 ,五 
等 分 点 ,…… 黏合 起 来 ,分 别 得 到 模 4, 模 5,……… 的 麦 比 乌 斯 带 .任意 模 p(p 是 
不 小 于 2 的 自然 数 ) 的 麦 比 乌 斯 带 具 有 同 胚 于 圆周 的 边界 (就 是 所 黏合 的 圆 环 
的 外 圆周 .图 18. 80(c) 用 粗 线 画 出 模 3 的 麦 比 乌 斯 带 的 边界 ) ,从 而 模 p 的 麦 比 
乌 斯 带 可 以 用 来 糊 没 某 些 曲 面 上 切 开 的 圆 形 洞 . 容易 指出 用 模 p 的 麦 比 乌 斯 带 
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糊 圆 形 洞 等 价 于 把 圆 洞 边缘 的 p 等 分 点 黏合 起 来 . 


Me. 


(a) (b) 


图 18.80 
取 一 正方 形 , 切 开 一 圆 形 洞 ,把 这 圆 洞 边缘 上 的 p 等 分 点 黏合 起 来 (也 就 是 
用 模 p 的 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 ). 然 后 再 切 开 几 个 圆 洞 ,同样 地 分 别 黏 合 相应 的 p 等 
分 点 ,接着 再 切 开 几 个 洞 ,再 进行 如 上 黏合 (图 18. 81) .无限 地 进行 下 去 ,可 以 看 
到 切 开 的 洞 . 糊 上 的 麦 比 乌 斯 带 越 来 越 小 而 且 越 来 越 密 地 布 满 在 图 形 上 ,所 得 
到 的 极限 图 形 用 F, 表示 .这 就 是 邦 德里 雅 金 图 形 . 


图 18.81 


可 以 证 明 , 对 于 任何 的 p = 2,3,4,5,… ,图形 F, 是 二 维 的 . 现在 变更 上 述 
构造 过 程 , 切 开 洞 后 ,一 次 糊 以 模 的 麦 比 乌 斯 带 , 另 一 次 糊 以 模 9 的 麦 比 乌 斯 
带 .这 样 交替 地 进行 . 模 p 的 麦 比 乌 斯 带 、 模 q 的 麦 比 乌 斯 带 密布 在 图 形 上 .这 
样 得 到 的 极限 图 形 用 已 ,, 表示 ,我 们 有 : 当 p,q REAM A Fp, g 是 一 维 的 . 
例如 ,我 们 都 用 模 3 的 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 , 则 得 到 的 图 形 F 是 二 维 的 .如 都 用 模 4 
的 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 ,所 得 的 图 形 Fy 也 是 二 维 的 . 但 是 ,如 果 我 们 交替 地 用 模 3 
的 麦 比 乌 斯 带 、 模 4 的 麦 比 乌 斯 带 糊 洞 所 得 的 图 形 F3,4 却 是 一 维 的 ! 


6.3 BAR - 布 劳 威 尔 的 维 数 定义 


图 形 的 维 数 也 可 以 用 另外 方法 定义 ,这 一 方法 与 杰出 的 法 国 数学 家 勤 贝 格 
及 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 的 研究 成 果 分 不 开 . 在 严格 地 给 出 定义 之 前 , 先 考 察 某 
些 导 引 性 的 例子 . 

把 直线 分 成 段 (线段 ) ,它们 任何 处 都 不 是 三 段 彼此 邻接 的 (也 就 是 没有 点 


do ， 
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属于 三 个 线段 ) :只 要 用 等 距离 的 点 把 直线 分 成 | | | | | | | 
许多 线段 (图 18. 82) ,直线 上 的 每 一 点 或 者 属于 
一 个 线段 ,或 者 属于 两 个 线段 ( 当 是 线段 的 公共 图 18.82 
端点 时 ).@ 
把 平面 分 成 小 片 使 任何 处 都 不 是 三 片 彼此 
邻接 的 ,这 是 不 可 能 的 (虽然 证 明 它 不 可 能 是 很 
不 简单 的 ). 当 把 平面 分 成 正方 形 片 时 (用 两 组 
平行 直线 如 图 18. 83 所 示 ) ,可 以 有 四 片 彼 此 邻 
接 (在 正方 形 顶点 处 ). 在 下 述 方法 的 意义 下 ,这 
里 的 分 法 是 “不 经 济 ”的 .我 们 可 以 构造 这 样 的 
分 法 ,使 任何 处 彼此 邻接 的 片 数 不 多 于 3. 这 样 18.83 
的 分 法 的 例 有 “蜜蜂 案 ”( 图 18. 84) 及 “ 砌 砖 图 案 ”( 图 18.85). 


Z EEE 


图 18.84 图 18.85 
把 三 维 空间 分 成 小 块 使 任何 处 彼此 邻接 的 块 数 不 多 于 3, 这 是 不 可 能 的 . 
然而 ,存在 着 这 样 的 分 法 使 任何 处 彼此 邻接 的 块 数 不 多 于 4. 为 了 得 到 这 样 的 
分 法 ,例如 可 以 砖 平 铺 在 地 上 如 图 18. 85 那样 ,然后 铺 上 第 二 层 . 这 时 务 使 第 一 
层 砖 的 顶点 不 与 第 二 层 砖 的 顶点 及 棱 碰 到 ,如 图 18. 86 Bras. 图 18. 87 表示 邻接 
着 的 两 层 砖 的 分 布 (用 黑 线 表示 第 一 层 , 虚线 表示 第 二 层 ). 从 这 个 图 形 可 看 到 
任何 邻接 的 块 数 不 多 于 4. 
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因而 有 : 
一 维 图 形 (直线 ) 可 以 分 成 段 , 使 任何 处 邻接 的 段 数 不 多 于 2. 
二 维 图 形 ( 平 面 ) 可 以 分 成 片 ,使 任何 处 邻接 的 片 数 不 多 于 3. 


AR 这 里 和 下 面 所 考察 的 是 分 成 闭 的 段 或 片 ,是 包含 着 它们 的 边界 的 ,所 以 这 里 的 线段 是 把 端点 也 
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三 维 图 形 (空间 ) 可 以 分 成 块 ,使 任何 处 邻接 的 块 数 不 多 于 4. 

以 上 启示 了 给 出 维 数 新 的 定义 的 可 能 性 .图 形 X 称 为 是 n 维 的 ,如 果 这 图 
形 可 以 由 任意 小 的 “ 片 ”组 成 (这 种 “ 片 ”是 图 形 X 的 闭 集 ) ,使 任何 处 相 邻 接 的 
“ 片 ” 数 不 多 于 (n + 1)( 也 就 是 图 形 X 中 没有 这 样 的 点 属于 多 于 (n + 1) 个 
“ 片 ”) ,但 是 ,不 能 用 数 n 去 代替 数 n + 1. 

可 以 证 明 , 上 述 维 数 的 定义 容许 有 下 述 形 式 : 图形 是 n 维 的 ,如 果 存 在 分 
法 ,把 图 形 分 成 (任意 小 ) 的 片 ,“ 涂 ”上 (n + 1) 种 颜色 ,使 任意 两 个 相同 颜色 的 
片 没 有 公共 点 .图 18. 88 的 平面 涂 上 三 种 颜色 ( 红 、 黄 、 青 ). 

乌 利 松 的 巨大 功绩 在 于 证 明 下 述 定 
理 : 上 面 考察 的 维 数 的 两 个 定义 是 等 价 
的 .也 就 是 说 , 如 果 图 形 按照 第 一 个 ( 乌 
利 松 的 归纳 的 ) 定义 具有 维 数 ”, 则 按照 
第 二 个 ( 勒 贝 格 - 布 劳 威 尔 ) 定义 具有 同 
样 的 维 数 n. 这 两 个 定义 并 不 是 对 所 有 拓 
扑 空间 都 一 致 的 , 仅 是 对 满足 某 些 条 件 
的 空间 (特别 是 度量 空间 ) 是 等 价 的 .对 于 这 两 个 定义 不 等 价 的 空间 ( 非 度 量 空 
间 ) 的 例 曾 为 苏维埃 数学 家 龙 兹 (JIyHun) 及 洛 库 赞 夫 斯 基 (JIokyumesckH;) 所 指 
出 . 


6.4 “邻居 ” 


乌 利 松 开创 了 拓扑 学 的 大 量 的 新 篇 章 一 一 维 数论 . 维 数 是 非常 重要 的 拓 
扑 不 变量 .这 里 叙述 关于 维 数论 的 一 些 问题 . 首先, 我们 接触 维 数 与 “邻居 数 ” 
的 联系 这 一 问题 . 最 初 发 现 考察 这 问题 的 是 苏维埃 数学 家 利 赫 金 巴 乌 姆 
(JIrxreH6ayM) . 

把 图 形 和 分 成 许多 " 片 ”, 这 许多 片 中 与 某 一 片 K 相 邻 接 的 片 称 为 K 的 “ 邻 
居 ”. 对 不 同 的 片 ,它们 的 邻居 的 最 大 数 称 为 所 考察 的 分 法 (分 成 片 ) 的 毗邻 数 . 
如 果 图 形 蕊 可 以 分 成 任意 小 的 片 使 毗邻 数 是 $ , 而 不 可 能 分 成 任意 小 的 片 使 毗 
邻 数 是 $S - 1, 则 称 S 是 图 形 X 的 密度 . 

图 18. 84 及 图 18. 85 所 描述 的 分 法 的 毗邻 数 是 6, 由 于 所 分 成 的 小 片 可 以 选 
取得 任意 小 ,所 以 平面 的 密度 不 多 于 6. 但 是 ,也 许 平面 的 密度 实际 上 小 于 6, 而 
是 5 呢 ? 如 果 是 这 样 的 话 ,那么 平面 可 以 分 成 片 使 每 一 片 的 邻居 的 个 数 不 多 于 
5 ,平面 的 这 样 的 分 法 是 否 可 能 ?这 问题 的 完全 解决 还 是 最 近 (1950 年 ) 洛 库 赞 
夫 斯 基 及 波 尔 金 斯 基 (BorraacKr 者 ) 的 工作 . 后 者 还 证 明 ,一 般 地 ,任何 二 维 图 
形 (满足 某 些 当然 的 条 件 ) 具有 密度 不 小 于 6. 特 别 是 平面 的 密度 等 于 6, 英 国 数 
学 家 斯 通 (Stone) 在 1953 年 证 明 ,任何 二 维 图 形 具 有 密度 不 大 于 7. 所 以 ,二 维 图 
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形 的 密度 必须 等 于 6 或 7( 例 如 有 具有 三 页 的 书 的 形状 的 图 形 的 密度 等 于 7). 
6.5 ”拓扑 积 概念 
我 们 还 要 考察 拓扑 空间 的 “ 积 ”的 维 数 .首先 通过 例 研 究 “ 拓 扑 积 ”这 一 新 


> 


概念 . 
(1) 平面 上 任何 点 可 由 点 对 (一 对 点 )(x,y) 给 出 ,x 是 横 坐 标 轴 上 的 点 ,7 
是 纵 坐 标 轴 上 的 点 .所 以 ,平面 可 以 考察 为 所 有 可 能 的 点 对 (x,y) 的 集合 ,这 里 
x ERE XH) 的 点 ,而 y 是 另 一 图 形 Y( 也 是 直线 ) 的 点 . 

(2) 考察 如 图 18. 89 的 圆 环 .X 是 横 
截 圆 环 的 线段 ( 它 的 延长 线 通 过 圆 环 中 
心 ),Y 是 圆 环 的 内 圆周 . 为 了 确定 圆 环 
上 的 任意 点 ,只 要 确定 线段 的 点 x 及 加 
周 了 的 点 y: 通 过 x 作 一 同心 圆 , 通 过 y 作 
一 横 截 线段 , 它们 的 交点 就 是 所 要 确定 
的 圆 环 上 的 点 .所 以 , 圆 环 可 以 考察 为 所 
有 可 能 的 点 对 (x,y) 的 集合 ,这 里 x 是 图 
E (线段 ) 的 点 ,y 是 图 形 Y( 圆 周 ) 的 
5. 18.89 

(3) 考察 如 图 18.90 的 圆 环 面 ,和 是 经 圆 (是 通过 圆 环 面 的 轴 的 半 平 面 截 圆 
环 面 所 得 的 圆周 ) ,了 是 纬 圆 (垂直 于 轴 的 平面 截 圆 环 面 所 得 的 圆周 ). 为 了 确定 
这 圆 环 面 的 点 ,只 要 确定 经 圆 尺 上 的 点 x 及 纬 圆 了 Y 上 的 点 y: 通 过 点 * 作 一 纬 圆 ， 
通过 点 y 作 一 经 圆 ,它们 的 交点 就 是 所 需要 确定 的 .所 以 , 圆 环 面 可 以 考察 为 所 
有 可 能 的 点 对 (x,y) 的 集合 ,这 里 x 是 图 形 X( 圆 周 ) 的 点 ,y BA YA 
周 ) 的 点 . 


图 18.90 图 18.91 
(4) 考察 如 图 18.91 的 圆柱 体 . 用 碟 表 示 它 的 上 底 , 用 了 表示 它 的 一 条 母 
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线 .为 了 确定 圆柱 体 上 的 点 ,只 要 确定 圆 盘 X LW RABY ERA yat 
点 x 引 平 行 于 母线 了 Y 的 线段 ,过 点 y 引 平 行 于 上 底 的 圆 盘 ,它们 的 交点 就 是 所 | 
要 确定 的 .所 以 ,圆柱 体 可 以 考察 为 所 有 可 能 的 点 对 (*,y) 的 集合 ,这 里 x 是 图 
E X( 圆 盘 ) 的 点 ,y 是 图 形 Y( 线 段 ) 的 点 . 

在 前 面 例 中 所 得 到 的 图 形 称 为 图 形 X,Y 的 拓扑 积 :平面 是 直线 与 直线 的 
拓扑 积 , 圆 环 是 线段 与 圆周 的 拓扑 积 , 圆 环 面 是 圆周 与 圆周 的 拓扑 积 ,圆柱 体 是 
圆 盘 与 线段 的 拓扑 积 .在 一 般 情 况 ,图 形 Z 称 为 图 形 开 及 了 的 拓扑 积 ,如 果 2Z 可 
以 考察 为 所 有 可 能 的 点 对 (x,y) 的 集合 ,这 里 x BRB XW, y 是 图 形 了 的 
点 .注意 ,上 面 只 讲 到 怎样 的 点 (点 对 ) 组 成 了 图 形 Z ,但 图 形 Z 的 作为 拓扑 空 
间 没 有 涉及 .下 面 的 规定 使 图 形 2 成 为 拓扑 空间 :点 (x,y) 算 作 靠近 图 形 Z 的 
集合 M ,如 果 对 点 * 的 (图 形式 中 的 ) 任何 邻 域 0 及 点 y 的 (图 形 了 中 的 ) 任何 
邻 域 了 ,总 能 找到 点 u 属于 U 及 点 v 属于 V 使 点 (u,v) 属于 集合 M. 

当然 , 图形 2 的 每 一 点 对 应 着 某 点 
对 (x,y), 而 不 同 的 点 对 对 应 着 图 形 Z 的 
不 同 的 点 . 考察 图 18.92 的 球面 , 画 有 赤 
道 汪 及 零度 的 经 线 Y. 为 了 确定 球面 上 的 
点 ,只 要 指出 这 一 点 的 地 图 坐标 (也 就 是 
赤道 上 的 点 x 及 零度 经 线 上 的 点 y). 为 
此 ,可 以 通过 这 一 点 作 经 线 交 赤道 于 x, 
作 纬 线 交 零度 经 线 于 点 y. (x,y) 就 是 这 
一 点 的 地 球 坐 标 . 但 是 我 们 不 能 由 此 而 
得 出 结论 :球面 是 赤道 (圆周 ) 与 经 线 ( 同 a 
胚 于 线段 的 图 形 ) 的 拓扑 积 .事实 上 , 设 *,x' 是 赤道 上 不 同 的 两 点 ,而 n BAR 
的 上 端点 (北极 ) , 则 不 同 的 点 对 (x,m) 及 (x’ ,n) 对 应 着 球面 上 同一 个 点 (北极 ). 


6.6 ”拓扑 积 的 维 数 


现在 转 人 拓扑 积 的 维 数 问题 所 考察 拓扑 积 的 前 面 三 个 例子 中 , 图 形 X,Y 
都 是 一 维 的 ,它们 的 拓扑 积 (平面 、 圆 环 、 圆 环 面 ) 都 是 二 维 的 .如果 一 个 图 形 是 
二 维 的 , 男 一 个 图 形 是 一 维 的 ( 圆 盘 与 线段 ), 则 它们 的 拓扑 积 是 三 维 的 (圆柱 
体 ). 从 这 些 例 及 另外 一 些 简单 的 例 (平面 与 直线 的 拓扑 积 是 三 维 空间 ,平面 与 
平面 的 拓扑 积 是 四 维 空 间 ) 似乎 可 以 断言 :拓扑 积 的 维 数 等 于 它 的 “ 相 乘 ”空间 
的 维 数 的 和 .虽然 这 一 断言 没有 被 证 明 , 长 时 期 来 ,人 们 不 去 怀疑 它 的 正确 性 . 
邦 德里 雅 金 于 1930 年 发 表 的 文章 引起 了 科学 界 的 又 动 . 他 指出 两 个 二 维 图 形 
的 拓扑 积 可 以 是 三 维 的 (如 按 前 面 的 断言 应 是 四 维 的 ). 当然 ,并 不 是 任意 两 个 
二 维 图 形 的 拓扑 积 是 三 维 图 形 ,但 是 邦 德里 雅 金 首先 指出 可 以 找到 这 样 两 个 二 
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维 图 形 它 们 的 拓扑 积 是 三 维 图 形 . 

邦 德里 雅 金 所 采取 的 图 形 就 是 前 面 6.2 所 描述 过 的 他 自己 构造 的 图 形 F, 
如 果 p ,9 是 互 素 的 数 , 则 邦 德里 雅 金 图 形 F, SF, 的 拓扑 积 是 三 维 图 形 .这 一 定 
理 的 证 明 并 不 简单 . 

注意 邦 德里 雅 金 得 到 这 一 结果 是 把 两 个 不 同 的 (不 是 同 胚 的 ) AP F, 与 
FAR WR p,q 不 是 互 素 的 (具有 公 因子 ) ,甚至 如 果 p = ¢ WA F, F, 
的 拓扑 积 已 不 是 三 维 的 ,而 是 四 维 的 (符合 前 面 维 数 相 加 的 断言 ). 自然 产生 如 
下 的 问题 :在 邦 德里 雅 金 的 例 中 两 个 图 形 的 不 同 是 否 本 质 的 ?能 否 存在 着 这 样 
的 (二 维 ) 图 形 “ 乘 以 ”自己 本 身后 得 到 的 拓扑 积 是 三 维 图 形 ?这 一 问题 的 答案 
是 波 尔 金 斯 基 在 1949 年 给 出 的 ,他 构造 了 新 的 图 形 Pu(m = 2,3,4,5,…). 这 些 
图 形 P 是 二 维 的 且 具 有 如 下 性 质 : 对 任意 的 m,n( 特 别 是 m = n) 图 形 P,P， 
的 拓扑 积 是 三 维 图 形 . 
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这 里 我 们 研究 一 个 重要 的 拓扑 概念 , 它 紧 密 地 联系 着 群 这 一 代数 概念 .我 
们 指出 ,对 任 一 图 形 , 更 明确 些 , 对 每 一 拓扑 空间 可 以 构造 确定 的 群 一 一 这 空 
间 的 基本 群 .尽管 这 一 概念 表面 上 很 抽象 , 它 有 一 系列 具体 应 用 和 实践 特征 ( 例 
如 纽 结 的 理论 ). 

在 给 出 基本 群 的 定义 之 前 , 回 到 前 面 关 于 曲线 概念 所 考察 的 道路 概念 . 


7.1 道路 及 其 形变 , 同 伦 道路 


设 点 x 在 某 连 通 的 D 拓 扑 空 间 中 连续 移动 , 描 出 以 xo 为 起 点 xi 为 终点 的 
道路 h. 这 道路 连续 地 形变 , 保持 端点 xo 及 xi 不 动 , 在 空间 X 中 移动 (图 
18.93). 道路 h 形变 为 男 一 道路 hr 的 过 渡 位 置 在 图 18.93 中 用 细 线 画 出 . 

注意 ,在 形变 过 程 中 ,道路 可 以 自身 相交 ,可 以 多 次 地 通过 空间 X 的 同一 
点 .例如 在 图 18.94 中 描 出 的 形变 ,道路 转变 为 另 一 道路 ,这 最 后 结果 并 不 
是 自身 相交 的 . 

设 道路 h 及 hv 能 借助 于 形变 把 一 个 转变 为 另 一 个 , 则 称 这 两 个 道路 是 互 为 
同 伦 的 ,表示 为 h ~ hr .再 一 次 强调 指出 ,我 们 所 考察 的 道路 的 形变 仅 是 保持 
端点 不 变 的 情况 . 


Ce lal 


X0 X0 h 


图 18.93 

容易 知道 ,在 圆 盘 上 任意 两 个 具有 
公共 端点 的 道路 hi 与 hs 是 彼此 同 伦 的 . 
事实 上 , 我 们 可 以 把 道路 设想 为 可 伸缩 
的 橡皮 线 , 它 蚁 晓 地 展 布 在 圆 盘 的 内 部 . 
如 果 我 们 固定 端点 后 容许 它 自由 变动 ， 
就 紧缩 为 联结 端点 xo, xi 的 直线 段 .所 以 
在 圆 盘 内 的 联结 点 xo 及 xi 的 任意 道路 
都 同 伦 于 直线 段 xox, 从 而 圆 内 的 任意 

在 圆 环 内 部 , 每 两 个 具有 公共 端点 18.95 
的 道路 并 不 都 是 彼此 同 伦 的 .例如 图 18.95 所 画 的 道路 hi Rho, AFAR 
“ 洞 ”起 着 阻碍 作用 ,不 可 能 在 环 的 内 部 由 一 个 道路 形变 为 男 一 道路 . 


7.2 ”道路 的 积 , 道 路 的 同 伦 类 


设 一 条 道路 的 起 点 恰好 是 另 一 道路 h 的 终点 , 则 所 得 到 的 先 经 由 h 再 经 
由 上 的 道路 称 为 道路 h 与 & 的 积 , 记 作 ht, 按 此 定义 ,只 有 这 样 的 道路 可 以 定义 
它们 的 积 .就 是 第 一 道路 的 终点 恰好 是 第 二 道路 的 起 点 . 

Bh ~ h,k ~ k, ŻE h WARAS k HEREA, W hk ~ h'k'. 

在 空间 蕊 中 固定 某 一 点 0 ,我 们 考察 起 点 和 终点 都 是 0 的 道路 ,对 这 种 道 
路 来 说 任意 两 个 道路 总 是 可 以 相 乘 的 .O 

把 彼此 同 伦 的 道路 归 人 同一 类 ,从 而 把 所 有 的 道路 分 类 .我 们 考察 道路 类 ， 
不 考察 道路 本 身 . 这 道路 类 称 为 同 伦 类 . 在 圆 盘 内 ,所 有 道路 都 是 同 伦 的 ,所 以 


O 注意 ,一 般 说 道路 hk 5 kh 是 不 同 的 ,甚至 通常 彼此 不 同 伦 . 
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只 存在 唯一 的 同 伦 类 .在 圆 环 内 (图 18.96), 
道路 h,k 并 不 是 同 伦 的 . 道路 并 不 环 
绕 着 圆 环 的 “ 洞 ”, 可 以 收缩 为 一 点 ,而 首 
路 h 环绕 着 这 洞 ,不 可 能 收缩 为 一 点 .所 
以 ,h,k 分别 属于 不 同 的 同 伦 类 . 
因而 , 在 空间 X, 选 定 了 固定 点 0， Ci) 
考察 以 点 0( 称 为 基点 ) 为 起 点 及 终点 的 yy 
闭路 的 不 同 的 同 伦 类 . 所 有 这 些 同 伦 类 
所 成 的 集合 用 F(X) 表示 .这 些 类 可 以 相 ef site 
乘 : 设 属 于 第 一 个 类 ,属于 第 二 个 类 ， 
HE h, k 相 乘 , 称 乘积 hk 所 属 的 类 为 这 两 个 类 的 乘积 .如 果 ,我 们 在 两 个 类 中 分 
BBC h , k 代替 hh,k, 如 上 所 指出 的 ,所 得 乘积 h'k' 与 hk 彼此 同 伦 ,也 就 是 属 同 
一 类 .所 以 两 个 类 的 乘积 的 定义 为 两 个 类 所 确定 ,与 所 选取 的 “代表 ”无 关 . 


7.3 BAR 


在 上 节 末 ,已 在 集合 F(X) 内 ,也 就 是 在 空间 忒 的 道路 (以 口 为 起 旋 点 ) 的 
同 伦 类 所 成 的 集合 内 定义 了 乘法 .我 们 指出 关于 这 乘法 运算 ,集合 F(X) 形成 
群 .下 面 简 单 地 叙述 这 群 是 怎样 形成 的 . 

设 是 任 一 道路 ,h 是 可 以 收缩 为 一 点 的 道路 (图 18.97(a) 及 (b) ) ,两 条 道 
路 都 是 以 0 为 起 旋 点 .不 难 指出 hk ~ k(E 18.98), kh ~ .所 以 ,所 有 可 以 收 
缩 为 一 点 的 道路 所 成 的 类 可 以 用 e 表示. 我 们 得 到 对 任意 类 a, ae = ea = a. 采 
用 群 论 的 术语 ,类 e 称 为 单位 元 0. 此 外 , 设 a 是 某 一 类 ,h 是 这 类 的 某 一 道路 ， 
则 把 与 h 方向 相反 的 道路 记 作 h-!( 图 18.99) .不 难 验证 ,道路 hh! 及 hh iir 
缩 为 一 点 .用 a-! 表示 h 所属 的 类 , 则 有 aa = a`la = e. 这 就 是 说 对 F(X) 
中 的 每 一 元 a MAEM TC. 最 后 , 对 于 任意 三 道路 h,k,l, RNA (hk)l = 
h( kl). WE F(X) 中 关于 乘法 是 可 结合 的 .所 以 集合 FA) 关于 所 引进 的 乘 
法 运算 是 一 个 群 ,这 群 称 为 空间 X 的 基本 群 . 

注意 , 群 F(X) ,一 般 说 是 不 可 变换 的 , 即 ab < ba. 


O 在 下 面 , 群 F(X) 的 单位 元 将 不 用 符号 。 表 示 ,而 用 更 习惯 的 符号 1 表示 . 
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图 18.99 


7.4 ”基点 的 变换 


上 面 引进 基本 群 定义 时 依赖 于 任意 选取 的 基点 0. 然而 不 难 证 明 , 由 不 同 
基点 0 及 0 « 所 构造 的 空间 天 的 基本 群 是 彼此 同 构 的 .事实 上 , 设 w 是 连接 点 
0 50x 的 任意 道路 (图 18.100). 对 于 每 一 个 以 0 为 起 旋 点 的 任意 道路 .使 
0 x* 为 起 旋 点 的 道路 h” = w-!hw(w-! 是 与 w 方 向 相反 的 道路 ) 与 之 对 应 .不 
难 验 证 ,这 是 关于 点 0 的 道路 类 与 关于 点 0 * 的 道路 类 间 的 一 一 对 应 .此 外 ,这 
一 对 应 是 同 构 的 : 由 关系 式 h* = w'hw,k* = w`!kw 可 知道 路 h*k” = 
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w-1hww-!kw 与 道路 w hkw 同 伦 . 这 就 是 由 
h*k* 确定 的 类 对 应 着 由 hk 确定 的 类 . 这 指 
出 :借助 于 不 同 的 基点 构成 的 基本 和 群 是 彼此 同 
构 的 . 

可 以 更 一 般 地 指出 : 设 连通 空间 和 与 了 是 0 O* 
同 胚 的 , 则 它们 的 基本 群 F(X), PCY) 是 同 构 
的 .这 样 ,作为 代数 结构 的 基本 群 是 空间 X 的 图 18. 100 
拓扑 不 变量 . 

如 果 两 个 空间 的 基本 群 不 是 同 构 的 , 则 这 两 个 空间 不 是 同 胚 的 . 


7.5 例 


稍 后 一 些 ,我 们 将 对 充分 广泛 的 一 类 图 形 ( 通 常 称 为 多 面体 ) 指出 找寻 基 
本 群 的 方法 .现在 考察 一 些 直 接 找 出 基本 群 的 例子 . 

(1) 圆 盘 的 基本 群 (如 我 们 所 知 ) 是 平凡 的 ,也 就 是 仅 由 一 个 单位 元 组 成 
的 . 

为 了 便于 理解 下 面 的 例 可 以 注意 下 述 事实 :在 光滑 曲面 上 ,任何 道路 (甚至 
类 似 于 充满 整个 平面 的 皮 亚 诺 曲线 那样 的 道路 ) 都 可 以 形变 为 不 覆盖 整个 平 
面 的 光滑 道路 . 

(2) 二 维 球面 (三 维 空间 的 球 的 表面 ) 的 基本 群 也 是 平凡 的 .事实 上 ,球面 
上 的 任意 道路 可 以 形变 为 不 充满 整个 球面 的 光滑 道路 . 对 所 考察 的 道路 ,可 在 
球面 上 去 掉 一 点 ,使 这 一 点 不 为 所 考察 的 道路 所 经 过 , 则 所 得 图 形 同 豚 于 圆 盘 ， 
而 在 圆 盘 内 道路 可 以 收缩 为 一 点 . 

具有 平凡 的 基本 群 的 空间 称 为 单 连通 空间 . 圆 盘 、 球 面 都 是 单 连通 空间 .此 
外 ,直线 平面, 甚至” 维 球面 都 是 单 连通 空间 . 回忆 基本 群 的 定义 ,我 们 可 以 直 
接 定 义 单 连通 性 : “如果 这 空间 内 的 任意 闭 的 道路 可 以 收缩 为 一 点 ,这 空间 称 为 
单 连通 的 ”. 

(3) 圆周 的 基本 群 不 是 平凡 的 , 它 同 构 于 所 有 整数 按 加 法 构成 的 群 (这 样 
的 群 称 为 无 限 循环 群 D) .事实 上 , 按 某 方向 ( 算 作 正 的 ) 环绕 圆周 一 圈 的 道路 记 
作 a, 相 反方 向 的 道路 记 作 a`, 0 a" 表示 环绕 圆周 n 图 的 道路 , 按 正 的 方向 ,n 
取 正 整数 , 按 相 反方 向 ,n 取 负 整数 . a 表示 着 可 以 收缩 为 一 点 的 道路 . 

为 了 更 清楚 地 考察 圆周 上 的 不 同道 路 ,我 们 描绘 相应 的 点 的 运动 图 象 . 按 
道路 的 定义 ,点 的 每 一 位 置 对 应 着 参数 t 在 单位 线段 (0 < 1 < 1) 上 的 值 (例如 
t 表示 时 间 ). 另外 ,每 一 点 的 位 置 对 应 着 圆周 上 的 确定 的 坐标 角 $8( 为 方便 起 


@ ”这 样 的 群 也 称 为 自由 群 ,因为 它 不 包含 任何 关系 式 以 确定 元 素 间 的 关系 . 
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见 ,起 点 0 的 坐标 角 算 做 0). 用 横 坐标 轴 表 示 1 值 ,用 纵 坐标 轴 表 示 % 值 ,可 作 


出 $ = $) 的 图 象 ($(0) = 0). 

如 果 点 均匀 地 环绕 圆周 n A, 我们 
得 到 道路 a"; 它 的 图 象 可 以 用 直线 段 表 
示 ( 图 18.101). 但 是 点 在 圆周 上 可 以 取 
复杂 的 形式 运动 ,例如 在 运动 时 可 以 几 
次 地 改变 方向 .图 18. 102(a) 所 示 的 道路 
的 图 象 见 图 18.102(b). 圆周 上 的 任意 闭 
路 的 图 象 总 是 连接 点 (0,0) 5 (1,277) 
的 ,因为 通过 这 道路 而 回 到 点 0 时 ,坐标 
角 是 2r 的 倍数 ， 

如 果 某 些 道路 的 图 象 联结 点 (0,0) 
与 (1,2zr) , 则 称 ”为 所 考察 道路 绕 圆 周 
的 回转 次 数 . 不 难看 到 ,任何 道路 f 它 完 


下 


(a) 


图 18. 102 


图 18.101 


Sy 


(b) 


Bin 圈 必 同 伦 于 道路 o”, 为 此 ,可 画 出 道路 /及 道路 a 的 图 象 ,让 的 图 象 上 的 
点 垂直 地 投影 到 a" 的 图 象 上 (图 18.103).f 的 图 象 就 形变 为 直线 段 ,所 以 道路 / 
与 道路 a” 同 伦 .环绕 不 同 次 数 的 道路 彼此 不 同 伦 . 

所 以 ,圆周 的 基本 群 的 元 素 与 整数 集合 一 一 对 应 .余下 的 , 注意 当道 路 相 
乘 , 则 它们 的 回转 次 数 相 加 ,所 以 圆周 的 基本 群 同 构 于 整数 加 群 . 

(4) 射影 平面 的 基本 群 . 取 任 意 点 0 作为 起 点 及 某 一 通过 点 0 的 直线 , 取 
定 方向 ,用 a 表示 .我 们 考察 直线 a 作为 闭路 ,这 闭路 由 0 出 发 按 射 线 的 方向 
(前 取 定 的 方向 ) 引 向 无 穷 远 点 ,然后 通过 直线 的 另 一 部 分 的 射线 回 到 点 0. 在 
这 平面 上 把 直线 a 环绕 点 0 旋转 180° ,这 是 道路 a 到 道路 a-! 的 形变 .用 a 表示 
由 道路 a 确定 的 基本 群 的 元 素 ,我 们 有 a = a-!, 也 就 是 a? = 1( 引 用 基本 群 的 
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单位 元 e, 则 有 a = e). 不 难 指出 ,在 点 
0 的 任意 闭路 可 以 在 射影 平面 上 “投影 ” 
到 直线 a ,也 就 是 同 伦 于 道路 .但 是 由 
于 道路 a? 可 以 收缩 为 一 点 (因为 a? = 
e) ,所 以 任何 道路 或 者 同 伦 于 道路 a, 或 
者 可 以 收缩 为 一 点 . 可 以 指出 道路 a 不 
能 收缩 为 一 点 . 从 而 得 到 ,射影 平面 的 基 
本 群 是 由 二 个 元 素 组 成 :e 和 a( 这 里 
a? = e) ,也 就 是 二 阶 的 循环 群 . 


7.6 HRA ZE 


任意 拓扑 空间 的 基本 群 的 计算 是 如 
此 复杂 的 问题 ,在 这 里 未 必 能 给 出 任何 具体 的 计算 方法 .我 们 限制 在 比较 简单 
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图 18. 103 


说 是 研究 的 基础 对 象 .我 们 首先 指出 什么 图 形 叫做 多 面体 . 

前 面 我 们 考察 过 网 络 , 它 是 描绘 在 曲面 上 的 . 网 络 的 棱 把 曲面 剖 分 成 许多 
部 分 一 一 面 ,每 一 部 分 同 胚 于 圆 盘 .最 简单 的 例子 是 凸 多 面体 借助 于 它 的 楼 所 
得 的 剖 分 .在 图 18.104(a),(b),(c) 中 , 面 与 面 间 的 相对 分 布 是 比较 复杂 的 


HOS El 


图 18. 104 

在 图 18. 104(c) 中 , 标 以 数字 1 的 面 自 身 相 交 于 棱 a,b 及 顶点 P. 如 果 按 照 
它 所 有 的 棱 切 开 , 则 这 面 变 为 同 胚 于 圆 盘 的 片 ( 图 18. 104(d) ). 

我 们 考察 更 一 般 的 图 形 (不 仅 是 曲面 ) , 它 可 以 前 分 为 多 角形 .也 就 是 这 样 
的 图 形 , 在 它 上 面 可 以 “ 画 ” 上 网 络 ,把 图 形 剖 分 成 分 离 的 片 ,这 些 片 同 胚 于 圆 
盘 . 这 种 片 称 为 面 ,而 网 络 的 元 素 称 为 棱 与 顶点 . 面 与 面 连接 时 有 非常 复杂 的 情 
况 (例如 图 18.104(a) ,(b),(c)); 并 且 容 许 某 些 棱 连接 三 个 ,四 个 ,…… 面 (不 必 
像 有 边 的 曲面 那样 连接 一 或 两 个 面 ) ,也 容许 这 样 的 棱 , 它 不 与 任何 面 连接 (如 
图 18. 105) , 沿 着 这 种 棱 切 开 图 形 是 不 可 能 的 . 

能 够 借助 于 网 络 训 分 为 同 胚 于 圆 盘 的 片 的 图 形 称 为 二 维 多 面 体 , 而 把 分 裂 
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所 得 的 楼 、 顶 点 MRA IAS 
体 的 胞 腔 剖 分 (或 简称 剖 分 ) .自然 ,同一 
多 面体 存在 着 不 同 的 剖 分 . 还 可 以 考察 
一 维 多 面 体 ( 不 包含 面 ); 一 维 多 面体 的 
每 一 个 剖 分 就 是 网 络 , 因为 它 是 由 顶点 
TRAR. 零 维 多 面 体 是 由 个 别 的 点 组 
成 .也 有 三 维 ,四 维 ,……,n 维 多 面体 ,三 
维 多 面 体 的 剖 分 是 由 顶点 .楼 、 面 及 体 组 
成 . 如 果 按 三 维 多 面 体 的 所 有 的 顶点 、 
棱 面 切 开 , 则 剖 分 为 分 离 的 三 维 片 一 一 [8 18. 105 
体 , 它 同 胚 于 球 . 

剖 分 的 每 一 个 元 素 ( 即 顶点 , BE, 面 ,……) 也 称 为 胞 腔 ( 零 维 , 一 维 , 二 
维 ,…… 胞 腔 ) .多 面体 是 最 简单 的 图 形 . 如 我 们 所 知 , 在 拓扑 学 中 也 研究 比较 
复杂 的 图 形 , 但 不 是 多 面体 . 


7.7 面 的 同 伦 边界 


胞 腔 剖 分 的 某 些 棱 称 为 是 定向 的 ,如 果 在 它 上 面 可 以 给 定 方向 .代替 箭头 ， 
可 以 用 “+”“-” 表 示 方 向 ;终点 用 “+”, 起 点 用 “-”. 如 果 这 楼 是 闭 的 (端点 重 
F) , 则 在 棱 的 运动 开始 部 分 标 以 “-”, 在 运动 终止 部 分 标 以 “+”. 如 图 18. 106 
所 示 . 


(a) (b) 


图 18. 106 

我 们 还 要 讲 到 某 些 面 的 边界 的 线路 方向 . 在 凸 多 边 形 的 情况 , 面 的 边界 线 
路 方向 是 明显 的 ;在 较 复杂 情况 (如 图 18. 104(c) ) ,规定 如 下 :我 们 知道 沿 着 所 
有 的 棱 切 开 后 ,每 个 面 转变 为 同 胚 于 圆 盘 的 片 . 按 某 一 方向 环绕 这 片 的 边界 一 
周 .然后 把 切 开 处 “黏合 ”, 则 方才 环绕 着 片 的 线路 给 出 了 按 胞 腔 边 界 的 运动 方 
向 ,这 就 是 面 的 边界 线路 . 当 以 相反 方向 环绕 片 的 边界 , 则 面 的 边界 线路 也 变 为 
相反 方向 .可 以 给 出 线路 定义 的 另 一 描述 : 面 的 边界 线路 不 一 定 就 是 这 面 的 边 
Fe ,而 是 充分 接近 边界 且 无 处 相交 的 线路 (如 图 18. 107(a) ,(b) ). 

现在 引进 面 的 同 伦 边界 的 概念 ,这 一 概念 在 多 面体 的 基本 群 的 计算 中 起 重 
要 作用 . 
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(a) 


图 18. 107 

SRM AAD HEH ,连接 着 这 个 面 的 所 有 的 楼 作为 已 经 确定 了 方向 并 
用 文字 (a ,b,c,…) 表示 .我 们 用 下 述 方法 完成 面 的 边界 线路 ,并 用 代数 式 ( 单 
项 式 ) 表示 它 .如 果 线 路 从 棱 a 开始 我 们 首先 写 下 a 或 a-! 以 表示 按 箭头 方向 或 
相反 方向 通过 这 楼 .如果 下 面 要 通过 的 棱 是 标 以 “d" 的 , 则 在 a Ra! 的 右边 写 
E d&d (E 18. 108) ,以 此 类 推 , 完 成 整个 线路 , 写 下 了 某 单项 式 .这 单项 式 称 
为 所 考察 面 的 同 伦 边界 . 

注意 ,如 果 所 有 的 棱 都 已 定向 并 用 文字 表示 , 则 面 的 同 伦 边界 的 写 出 依赖 
于 环绕 的 方向 和 由 那 一 棱 开 始 . 对 每 一 个 面 ,我 们 可 以 任 取 一 种 同 伦 边界 的 记 
录 ( 单 项 式 ). 在 所 得 的 单项 式 内 不 能 随便 地 改换 因数 的 次 序 . 

图 18.108 给 出 了 胞 腔 TT MV 及 所 有 棱 的 方向 和 标号 .我 们 得 到 按 逆 
时 针 方 向 的 这 些 胞 腔 的 同 伦 边界 为 : 

I :adbc, [:kh-'g-'fd-'g,M:hl, N:1k. 

一 般 说 ,在 同 伦 边 界 内 , eT A LER g 在 I 中 的 情 
况 ). 


图 18. 108 
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7.8 树 ,网 络 的 最 大 树 


现在 引进 下 述 概念 . 某 些 连 通 的 网 络 (图 18.109) PRAM, ,如果 从 它 的 一 个 
顶点 到 它 的 另外 的 任何 顶点 只 能 经 过 一 条 折线 (由 网 络 的 棱 组 成 ). 或 者 说 , 如 
果 听 考察 的 网 络 不 包含 任何 闭 折线 . 

在 每 一 个 连通 的 网 络 里 可 以 选 出 (一 般 说 ,有 不 同方 法 ) 最 大 的 树 .也 就 是 
这 样 的 树 , 当 加 上 所 考察 网 络 的 任 一 楼 后 就 不 再 是 树 了 .关于 构造 最 大 的 树 ,可 
以 取 网 络 的 任 一 顶点 ,并 由 此 出 发 逐步 地 添加 ( 当 可 能 的 话 ) 网 络 的 所 有 的 棱 ， 
务 使 每 次 添加 都 得 到 树 . (注意 最 大 的 树 必须 包含 所 考察 图 形 的 所 有 顶点 ) 

取 如 图 18.110 所 描 的 例 .从 顶点 a 出 发 按 顶 点 的 方向 进行 ,经 过 道路 abc 
到 达 分 支 的 点 c, 这 里 有 两 个 方向 进行 ,向 d 或 者 向 e. 向 d 的 方向 到 4 结束 , 因 
为 添加 线段 da 后 构成 闭路 abcda ,不 再 成 为 树 了 .向 e 的 方向 可 以 到 达 道路 cef， 
在 那里 可 按 两 个 方向 中 的 一 个 方向 (例如 向 g 的 方向 ) 进行 ,在 点 h 有 两 个 方 
向 ,其 一 到 1 结束 , 另 一 到 点 o. 在 点 o( 这 里 由 点 n 引 来 ) 有 三 个 方向 :op ,os， 
o .最 后 得 到 如 图 18. 104 HA, ER SAE da, fl, jp, mk. 


图 18. 109 图 18. 110 


7.9 ”多 面体 基本 群 的 计算 方法 


这 里 给 出 计算 连通 的 多 面体 的 基本 群 的 简单 方法 ,不 加 以 证 明 . 
设 P 是 任何 连通 的 多 面体 . 取 这 多 面体 的 任意 的 胞 腔 剖 分 ,把 这 齐 分 的 所 
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有 项 点 和 楼 组 成 的 网 络 记 作 G. 在 网 络 G 中 任意 选取 最 大 的 树 ,而 把 构成 这 树 
的 所 有 的 棱 都 标 以 数字 1. 对 网 络 G 中 其 余 的 棱 ( 不 属于 最 大 树 的 ) 我 们 设法 给 
以 定向 并 标 以 不 同文 字 e,b,c,…. 此 外 ,对 于 这 胞 腔 剖 分 的 每 一 个 面 写 出 它 的 
同 伦 边 界 (单项 式 ), 略 去 其 中 (单项 式 中 ) 的 等 于 1 的 因数 ( 即 标 以 数字 1 的 
棱 ). 最 后 , 取 不 属于 网 络 C 的 最 大 树 的 棱 c ,5,c,… 作为 群 的 生成 元 , 令 所 有 的 
同 伦 边界 (单项 式 ) 等 于 1, 把 得 到 的 这 些 等 式 确定 元 素 a,5,c,… 间 的 关系 ( 称 
这 些 等 式 为 确定 关系 式 或 简称 为 关系 式 ). 这 样 得 到 的 群 同 构 于 连通 多 面体 P 
的 基本 群 .这 种 计算 基本 群 的 方法 是 很 方便 的 . 


7.10 j 


1. 圆 周 .可 以 取 由 一 项 点 与 一 棱 组 成 的 胞 腔 部 分 (图 18.111). 最 大 树 由 一 
个 顶点 组 成 ,所 以 这 棱 a 是 基本 群 的 唯一 的 生成 元 ,而 且 没 有 确定 关系 式 (因为 
没有 二 维 胞 腔 一 一 面 ), 所 以 圆周 的 基本 群 是 自由 循环 群 . 

2. 双 纽 线 (图 18.112) 的 基本 群 是 两 个 生成 元 a,b 的 自由 群 (没有 确定 关 


系 式 ). 
C) | | 


18.111 图 18.112 

3. 球 面 S( 二 维 ). 可 以 取 由 一 个 顶点 ,一 个 面 组 成 的 胞 腔 剖 分 . 刺 破 了 一 点 
的 球面 同 胚 于 圆 盘 ( 考 察 为 没有 边界 的 ) .最 大 树 仅 由 一 点 组 成 .由 于 没有 楼 ,所 
以 它 的 基本 群 没 有 生成 元 ,从 而 是 平凡 的 . 

4. 射影 平面 .如 图 18.113 所 示 的 剖 分 是 由 一 个 圆 盘 和 它 的 边界 组 成 ,这 边 
界 分 为 两 个 半圆 ri , rm 具有 一 致 的 方向 .黏合 圆周 上 的 对 径 点 得 到 射影 平面 .这 
时 楼 与 疡 黏合 为 一 个 棱 r. BORE, ,射影 平面 的 胞 腔 训 分 是 由 一 个 顶点 .一 个 棱 
r 和 一 个 面 组 成 .这 个 面 的 同 伦 边界 是 r. r = 忆 , 所 以 射影 平面 的 基本 群 是 由 
一 个 生成 元 r 及 关系 式 r?* = 1 构成 ,也 就 是 二 阶 循环 群 (也 称 模 2 的 剩余 类 群 ). 

5. 模 m 的 射影 平面 . 设 有 m 个 点 把 圆周 分 为 m 等 份 ,如 果 把 圆周 上 具有 这 
性 质 的 mm 个 点 黏合 为 一 点 (图 18. 114) , 则 得 到 模 m 的 射影 平面 0. 圆 周 分 为 m 


Q 换言之 , 模 m 的 射影 平面 可 以 由 用 模 m 的 麦 比 乌 斯 带 糊 球面 上 切 开 的 洞 而 得 到 
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段 相等 的 弧 ri,r,r3,…, rh, 且 具有 一 致 的 方向 . KRANA m 条 弧 合 为 一 弧 
~ 我 们 得 到 胞 腔 剖 分 由 一 个 顶点 、 一 个 棱 r+ 及 一 个 面 组 成 ,并 且 这 面 的 同 伦 边 
界 是 rr.… .r+ = r" BREA AERA r" = 1, 所 以 得 到 的 基本 群 是 
m 阶 循环 群 ( 即 模 m 的 剩余 类 群 ). 


图 18.113 图 18. 114 

6. 环 面 .在 环 面 上 画 经 圆 和 纬 圆 , 它 

们 相交 于 点 。, 得 到 环 面 的 胞 腔 剖 分 由 一 

个 顶点 ,两 个 棱 c( 纬 圆 ) ,5( 经 圆 ) 及 一 

个 面 组 成 (图 18.115), 沿 经 圆 、 纬 圆 切 

开 , 则 环 面 变 为 矩形 (图 18.116). 这 里 唯 

一 的 面 的 同 伦 边界 为 aba-1b-!, 所 以 环 

面 的 基本 群 是 由 两 个 生成 元 a,b 及 关系 

式 aba-1b-! = 1 形成 , 即 ab = ba ,也 就 是 图 18. 115 
说 这 基本 群 是 具有 两 个 生成 元 的 自由 阿 贝尔 群 . 


(b) 


图 18.116 


7. 如 果 在 环 面 上 挖 去 一 洞 如 图 18.117 所 示 , 沿 经 圆 、 纬 圆 切 开 时 不 再 得 出 
矩形 ,得 到 的 是 五 边 形 (图 18.118). 黏 合 图 18.118 标 以 相同 文字 的 线段 , 则 变 五 
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边 形 为 有 洞 的 环 面 ,也 就 是 柄 . 棱 。 是 这 柄 的 边界 . 取 同 样 的 两 个 柄 , 沿 着 它们 
的 边界 黏合 起 来 则 得 到 双环 面 .换言之 ,把 图 18. 119 标 以 相同 文字 的 线段 黏合 


起 来 则 得 到 双环 面 ,也 就 是 定向 曲面 Pa. 
od 


图 18.117 图 18.118 

控 了 洞 的 双环 面 可 以 黏合 图 18.120 的 多 角形 得 到 . 再 粘 上 一 个 柄 (图 
18. 121) 得 到 具有 三 个 柄 的 球面 ,也 就 是 定向 曲面 P3 .一 般 说 ,定向 曲面 Pr E 
就 是 具有 m 个 柄 的 球面 ) 可 以 由 4m 角形 得 到 , 即 黏 合 图 18. 122 中 标 以 相同 文 
字 的 边 而 得 到 ,从 而 曲面 Pa 的 胞 腔 剖 分 可 以 表示 为 :一 个 顶点 ,2mm 个 村 ci, b1, 
tay bys ™"s Ws bs 及 一 个 面 . 这 面 的 同 伦 边界 为 
abiaj bj! ayboaz! bz +++ ambman'bn! (K 18. 122). FF, HATED Pu 的 基本 群 是 由 
2m 个 生成 元 : a1 5b, 52562577: ams bm 及 关系 式 

abiaj bi'azbzaz' bz" ambmambm = 1 


确定 .注意 当 m > 2 时 这 个 群 不 是 阿 贝尔 群 (例如 aibi < bia). 


图 18.119 


b 


a 


a 


bi 


图 18.120 
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图 18. 121 图 18. 122 


7.11 纽 结 和 纽 结 群 


各 种 各 样 的 纽 结 具有 许多 应 用 . 仅 登山 者 为 各 种 不 同 目的 而 采用 的 纽 结 已 
达 几 十 种 拓扑 类 型 . 纽 结 也 为 海员 纺织 工人 、 针 织品 工人 等 所 采用 . 
最 简单 的 纽 结 


图 18.123 图 18. 124 


简单 纽 结 有 两 种 类 型 : 左 的 和 右 的 .借助 于 镜 照 映 射 可 以 把 左 纽 结 变 为 右 
纽 结 .关于 右 纽 结 的 命名 可 作 如 下 理解 , 给 纽 结 的 线 以 确定 的 一 致 的 方向 (图 
18.125). 纽 结 的 部 分 (b) 按 右 旋 方 向 构成 环 孔 ,而 部 分 (a) 以 右手 螺旋 的 前 进 方 
向 进入 环 孔 . 

有 趣 的 是 人 们 常 习惯 于 或 者 总 打 右 纽 结 ,或 者 总 打 左 纽 结 . 

下 面 是 较 复杂 的 二 重 结 ( 图 18.126)@, 我 们 不 能 把 它 和 所 谓 海员 结 
(图 18.127) FRY ,因为 它们 的 组 成 不 同 . 


QD 图 18.124, 打 结 的 那 条 “ 强 ” 的 两 端 并 不 接合 ,从 而 这 结 总 是 可 以 “ 解 开 ” 的 ,所 以 在 拓扑 学 中 考 
察 的 纽 结 或 者 是 在 以 无 穷 远 点 为 端点 的 线 上 ,或 者 是 在 封闭 的 线 上 .我 们 将 考察 的 是 后 一 种 情况 . 
A ORE Fea) 给 出 通常 一 重 结 的 图 案 (在 封闭 的 线 上 ) 图 126(b) 给 出 这 结 的 实际 形式 . 图 


图 18. 125 


图 18. 126 图 18. 127 

三 维 空间 拓扑 学 的 重要 问题 是 下 述 所 谓 纽 结 问题 . 

三 维 空间 的 简单 闭 曲线 L 和 Ls( 例 如 两 闭 折 线 ) 在 什么 情况 下 ,可 以 认为 
在 空间 是 拓扑 一 致 分 布 的 ? 

图 形 的 “一 致 分布 ” 不 够 确切 , 下面 精确 地 定义 两 图 形 合 痕 的 重要 概念 . M 
扑 空间 RR 的 两 个 集合 Ll AL, 称 为 在 RR 中 是 拓扑 一 致 分 布 的 ,或 在 RR PEA 
的 ,如 果 存 在 着 R 到 自身 的 拓扑 映 象 把 集合 Li 映 成 集合 Lp. 

这 样 , 纽 结 的 问题 在 于 找 出 空间 Es 中 的 两 闭 曲 线 L, L 合 痕 的 条 件 . 实 
际 上 ,例如 打 结 的 闭 曲 线 与 不 打 结 的 闭 曲 线 (图 18.128) 并 不 是 拓扑 一 致 分 布 
的 (也 就 是 不 是 合 痕 的 ). 这 在 直观 上 是 明显 的 ,但 是 怎样 证 明 呢 ? 

纽 结 问题 至 今 没 有 完全 解决 .然而 知道 了 不 同 纽 结 的 拓扑 不 变量 使 能 在 一 
系列 情况 下 区 分 纽 结 .最 简单 的 纽 结 不 变量 是 纽 结 群 ,是 以 余 空间 E3\ 工 的 基 
本 群 F(E3\ L) 定义 的 (三 维 空间 去 掉 属 于 纽 结 工 的 点 外 的 集合 称 为 余 空 间 
E;\ L). A% L WAAR ICE C(L), GCL) = F(E, \ L). MRAZ L, L WAL 
结 群 不 同 构 , 则 纽 结 Li 与 Ly 不 是 合 痕 的 (这 可 由 基本 群 是 拓扑 不 变量 推 得 ). 

这 里 给 出 纽 结 群 的 实际 计算 方法 .把 闭 折 线 工 投影 到 水 平 的 面 上 ,在 平面 
上 得 到 的 折线 (折线 工 的 投影 ) 可 能 是 自身 相交 的 ,然而 我 们 可 以 假设 至 多 具 
有 二 重 交 点 (必要 的 话 , 可 稍稍 移动 折线 中 的 线段 ) ,没有 其 他 特异 (可 能 出 现 的 
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图 18. 128 
特异 如 图 18. 129 的 上 半 部 分 所 示 , 这 图 的 下 半 部 分 排除 了 这 些 特异 ). 所 以 我 
们 可 以 认为 投影 上 的 每 一 个 交点 恰好 是 折线 中 两 个 线段 的 交点 .我 们 让 交点 处 
的 两 线段 中 的 在 下 的 线段 在 交点 处 中 断 ,在 上 的 线段 仍 保持 接 通 ,并 且 用 光滑 
(无 角 ) 的 曲线 代替 这 折线 (图 18. 130) .这 样 的 纽 结 图 形 称 为 纽 结 的 正规 投影 . 


| 
{] OP & 


现 借助 正规 投影 计算 纽 结 群 . 把 投影 分 为 n 个 中 断 的 弧 , 表示 为 a, 
az," s an, 而 曲线 L 上 对 应 的 部 分 记 作 a1,az，,… ,Qn. 此 外 , 选 定 曲 线 的 方向 
并 在 弧 a1,a2,…,as 上 标 以 第 头 (图 18.131). 为 了 构造 基本 群 ,在 空间 取 一 点 
o, 使 位 于 曲线 工 外 边 ,并 从 这 一 点 引 道路 包围 弧 ak ,以 右手 螺旋 的 方向 环绕 着 
弧 ak( 图 18. 132) .这 样 的 道路 用 xk 表示 .道路 xk(k = 1,2,…,n)( 正 好 是 这 些 
道路 的 同 伦 类 ) EARR FE \ L) 的 生成 元 ,也 就 是 纽 结 群 的 生成 元 .不 难 理 
解 , 余 空 间 的 任意 道路 同 伦 于 这 n 个 道路 的 组 合 .余下 的 要 建立 这 些 生 成 元 间 
的 关系 式 . 


图 18. 130 图 18. 131 
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18. 132 18. 133 


为 此 ,考察 投影 上 的 任意 一 个 二 重点 . 令 集 中 在 这 一 点 的 弧 如 图 18.133 所 
示 . 环 绕 这 二 重点 作 一 顺 时 针 方 向 的 不 大 的 圆周 .用 下 面 的 方法 写 下 某 些 单项 
式 : 如 果菜 些 弧 进入 这 圆周 , 则 相应 的 道路 x 的 指数 取 + 1, 如果 某 些 弧 从 这 圆 
周 内 引出 , 则 相应 的 道路 x 的 指数 取 - 1. 我 们 沿 着 圆周 环绕 这 二 重点 ,依次 地 
遇 到 集中 在 这 点 的 四 条 弧 ( 如 图 18.133 的 射线 ) ,并且 自 左 到 右 依次 写 下 四 个 
因数 (x HRE) 的 乘积 .让 这 乘积 等 于 1. 例 如 图 18.133 的 二 重点 ,可 得 关系 式 

xixk lx7 lk =1 

(不 难 想 象 ,道路 rak ar ak 在 空间 E3 \ 工 中 同 伦 于 零 ). 对 每 一 个 二 重点 , 写 下 
这 样 的 关系 式 , 所 有 这 些 关系 式 确定 了 生成 元 x1,x2,… ,x 间 的 关系 . 


7.12 例 


1. 考 察 纽 结 , 它 的 投影 如 图 18. 134 所 示 . 这 纽 结 的 群 具有 两 个 生成 元 x1， 
x2( 对 应 着 投影 上 的 弧 ai, az) 具有 两 个 关系 式 (在 二 重点 P,,P2) 
XTLXIX1XIL = 1,x2xT2x7lx = 1 


这 两 式 都 归结 为 x， = x2. 所 以 这 纽 结 群 是 自由 循环 群 ,也 就 是 和 圆周 的 群 一 
样 .如 图 18. 134 显然 所 考察 的 纽 结 与 圆周 是 合 痕 的 . 


“本 ae 
PRP、 R 
ay a 
B a 
ai 


图 18.134 图 18.135 
| A 2. 简 单 纽 结 (图 18.123) 的 投影 如 图 18. 135 所 示 . 在 二 重点 Pi, Po, P3 处 的 
VF_& 
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关系 式 (关于 生成 元 x] X2, %3) 有 


X2X1X3LXT1 = 1 
X3X2XTLXIL = 1 
xixzxz xz! = 10 


B xi = x,x， = y, 由 上 述 第 二 式 得 xy = yxy, 代 人 第 一 式 ( 或 第 三 式 ) 得 
xyx = yxy. 所 以 这 群 是 由 两 个 生成 元 及 唯一 关系 式 xyx = yxy 形成 . 

可 以 指出 ,这 群 不 是 可 交换 的 , 从 而 不 与 无 限 循环 群 同 构 , 所 以 图 18. 123 
的 纽 结 与 圆周 不 是 合 痕 的 (特别 是 不 能 不 切断 而 解 开 这 纽 结 ). 

3. 上 述 推理 可 以 不 加 改变 地 适用 于 a 
比较 复杂 的 纽 结 , 这 种 纽 结 是 由 某 些 简 
单 闭 曲线 自身 相互 交错 而 成 . 我 们 限制 a 


于 考察 三 个 圆 相 互 交织 如 图 18. 136 所 示 y 4 
(圆周 间 得 以 如 图 分 布 自然 允许 他 们 在 2 


空间 稍微 弯曲 ). 不 难看 到 , 如 果 拉 破 了 


其 中 一 个 圆 ,另外 两 个 就 分 开 了 . 然而 我 

们 不 能 拆 开 任何 一 个 圆 使 它们 彼此 分 “a a 
离 , 所 以 所 描 出 的 纽 结 与 分 离 地 分 布 的 

三 个 圆 不 是 合 痕 的 . 要 证 明 这 事实 ,我 们 ver 


只 要 证 明 这 纽 结 群 不 能 同 构 于 由 三 个 生 
成 元 构成 的 自由 群 (这 是 分 离 地 分 布 的 三 圆 的 群 ). 图 18. 136 的 纽 结 群 有 六 个 
生成 元 : cl, cz，…,a6, 联 系 着 六 个 关系 式 (对 应 着 交点 Pi,P;,…, Peo), 这 些 关 
系 式 是 


ailajla2as = 1, aï! a2a3a3' 1 


ll 
— 


az aglagas = 1,a,a3!aj'a, 
ajag az! aç = 1, aça3a5'a3! = 1 
Wa, = %,a3 = y,as = z, 代 入 第 一 、 四 、 六 式 中 得 
az = zz"! a, = xyx |, ag = yay! 
代入 其 他 三 式 中 得 关系 式 
ayn! zx = yzy | xy = ZX2 1 yz 
所 以 图 18.136 的 纽 结 群 具 有 三 个 生成 元 x,y,z, 联 系 着 上 述 关系 式 .余下 的 ,我 
们 要 借助 于 这 样 的 事实 :“ 具 有 n 个 生成 元 联系 着 至 少 一 个 不 平凡 的 关系 式 的 


群 不 能 同 构 于 具有 n 个 生成 元 的 自由 群 ”这 一 定理 的 证 明 ( 并 不 简单 ) 见 关于 群 


O 原 译 者 注 ,三 个 关系 式 与 图 18.135 不 符 . 按 该 图 所 示 相应 的 关系 式 是 x2xixi!x3! = 1, x3x2x3! Xi! = 
1, x1x3%xi1x2! = 1. 经 简化 后 ,结果 相同 . 
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论 的 书 . 


RR Reese 


这 里 我 们 研究 重要 的 拓扑 不 变量 一 一 同调 群 , 按 其 本 质 来 说 早已 为 庞 加 
莱 所 引进 .同调 概念 的 应 用 不 仅 在 拓扑 学 本 身 而 且 在 数学 的 其 他 分 支 :代数 、 分 
析 、 几 何等 .为 了 了 解 这 末尾 的 内 容 , 要 求 读者 具有 群 论 的 最 简单 性 质 的 知识 . 
第 一 部 分 带 有 引言 的 性 质 , 不 要 求 预备 知识 . 


同调 群 的 直观 描述 


我 们 称 某 些 曲 面 X 上 的 环 路 是 指 这 曲面 上 的 有 向 闭 曲线 或 某 些 这 种 曲线 
的 总 和 .例如 ,图 18.137 环 面 上 的 定向 经 圆 或 定向 纬 圆 ,或 它们 的 总 和 都 是 环 
路 . 

曲面 上 的 环 路 可 以 分 为 两 类 , 有 些 
是 界 住 着 某 些 区 域 的 (也 就 是 作为 某 些 
区 域 的 边界 ) ,还 有 一 些 不 能 界 住 任何 区 
域 的 .这 一 概念 , 初 看 起 来 简单 .明显 ( 例 
如 ,平面 上 的 圆周 或 其 他 自身 不 相交 的 
闭 曲线 界 住 着 它 内 部 的 区 域 ). 事 实 上 要 
求 明确 化 时 , 正 是 会 出 现 不 明显 性 . 图 18. 137 

我 们 作为 曲面 是 双 侧 的 ,选取 曲面 的 某 一 片 0, 在 它 的 一 侧 涂 以 任何 颜 
色 . 对 于 上 U 的 边界 一 一 曲线 z 选 取 这 样 的 方向 ,使 得 面 对 着 U 的 涂 颜 色 的 一 侧 
沿 着 曲线 z 按 这 方向 移动 时 左边 看 到 的 点 属于 U( 右 边 看 到 的 点 不 属于 U). E 
这 情况 ,我 们 把 这 定向 曲线 z 作为 小 片 0 的 边界 (或 者 说 z 界 住 着 U0). 显 然 ,如 
RRITE U 的 另 一 侧 涂 以 颜色 , 则 它 的 边界 是 同一 曲线 但 取 相 反 的 方向 ,这 一 
环 路 记 作 - z. 

界 住 区 域 的 环 路 并 不 像 初 看 时 那么 
简单 .在 图 18. 138 所 画 同 一 平面 上 的 两 
个 环 路 za ,2 .每 一 环 路 界 住 着 它 内 部 画 
有 细 线 条 的 区 域 . 这 两 个 环 路 的 和 (表示 
为 za +22) 界 住 着 这 样 的 区 域 ,这 区 域 是 
由 取 小 片 工 两 次 ,小 片 工 . 焉 各 一 次 组 
成 ( 环 路 z + z2 所 界 住 的 区 域 U = 2 图 18. 138 
I +l1.I+1l1. 亚 ), 所 以 环 路 所 界 住 的 区 域 有 时 必须 取 曲 面 蕊 的 某 些 小 片 而 带 
有 确定 的 系数 .在 这 引言 中 我 们 不 停留 在 这 一 问题 上 ,在 后 面 研究 同调 群 时 可 


8.1 引言 
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以 明确 地 阐述 . 

图 18. 139 所 示 环 面 上 的 环 路 z 界 住 
着 画 有 细 线 条 的 区 域 , 而 环 面 上 的 经 圆 
或 纬 圆 或 把 两 者 合 起 来 所 成 的 环 路 都 不 
能 界 住 着 任何 区 域 . 

显然 , 界 住 着 区 域 的 环 路 可 以 在 任 
何 曲面 上 引进 . 在 曲面 上 的 每 一 “充分 
小 ”的 圆周 都 是 界 住 着 区 域 的 环 路 .不 能 
界 住 任何 区 域 的 环 路 遇 到 较 少 .例如 ,在 座 
环 面 上 存在 着 不 界 住 区 域 的 环 路 , 而 在 G 
球面 上 就 不 存在 . 从 而 我 们 可 以 得 出 结 
论 ,球面 不 同 胚 于 环 面 .图 18. 140 所 示 双 图 18. 140 
环 面 上 的 环 路 界 住 着 画 有 细 线 条 的 区 
域 . 这 种 为 环 路 所 界 住 的 区 域 称 为 胞 膜 , 它 是 紧 绷 在 这 环 路 上 的 . 

我 们 称 这 种 界 住 着 区 域 的 环 路 为 “ 非 本 质 的 ”, 而 把 不 界 住 任何 区 域 的 环 路 
列 和 人 “本质 的 ” 环 路 .我 们 可 以 认为 两 个 不 同 的 环 路 za , 2) 是 “ 非 本 质地 彼此 不 
同 ”, 如 果 环 路 z 与 环 路 - zp 的 和 形成 非 本 质 的 环 路 (在 这 情况 ,也 称 环 路 21522 
彼此 同调 ). 例如 图 18.141(a) 所 示 环 面 上 的 两 个 经 圆 具有 相同 的 方向 , 图 
18.141(b) 上 环 路 = 与 环 路 - z 的 和 ( 环 路 ) 界 住 着 画 有 细 线 条 的 胞 膜 . 所 以 图 
18.141(a) 的 环 路 zı, z2 彼此 同调 .图 18. 142 所 示 的 曲面 上 的 环 路 2, 与 z 也 彼 
此 同调 ,因为 这 里 由 zi 与 - z 的 和 ( 环 路 ) 界 住 着 画 有 细 线 条 的 区 域 ( 胞 膜 ). 


图 18. 141 

今后 我 们 感 兴趣 的 问题 是 在 给 定 的 曲 面 上 可 以 引进 多 少 彼此 不 同 的 本 质 
的 环 路 ?显然 ,在 环 面 上 “ 环 路 的 存储 ” 多 于 球面 上 ,在 双环 面 上 “ 环 路 的 存储 ” 
又 多 于 环 面 上 (图 18. 143 的 双环 面 上 的 四 条 环 路 :pi ,pa,mi, ma, 其 中 两 条 是 经 
圆 ,两 条 是 纬 圆 ,它们 都 是 本 质地 不 同 的 ,也 就 是 彼此 不 同调 ). 这 里 某 些 不 加 以 
定义 的 术语 “给 定 曲面 所 有 环 路 的 存储 ”, 要 在 同调 群 建立 以 后 才 精 确定 义 . 

给 定 曲面 所 具有 的 环 路 的 集合 可 以 分 为 不 同 的 环 路 类 ( 称 为 同调 类 ) ,把 所 
有 彼此 同调 的 环 路 归 入 一 类 .例如 ,在 球面 上 只 有 一 个 同调 类 ,所 以 它 的 所 有 环 
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图 18. 142 
路 都 彼此 同调 的 (它们 都 界 住 着 某 些 区 
域 ) .在 环 面 上 存在 着 无 限 多 个 同调 类 ，|{ 
但 是 它们 都 可 以 用 两 个 基本 同调 类 一 一 
经 圆 类 和 纬 圆 类 表示 . 例如 按 纬 的 方向 
环绕 环 面 三 次 按 经 的 方向 环绕 环 面 二 次 
的 所 有 环 路 (图 18.144) 形成 的 同调 类 可 
以 表示 为 2m + 3p, 这 里 m 是 经 圆 ,p 是 
纬 圆 . 一 般 说 , 环 面 上 的 任 一 同调 类 具有 
形式 am + Bp XE a,B 是 整数 ,所 以 环 
面 上 的 所 有 同调 类 形成 群 (可 以 像 二 元 
一 次 多 项 式 那 样 进行 加 减 ) ,并 且 这 个 群 
具有 两 个 生成 元 .在 双环 面 上 (图 18. 143) 18.144 
有 四 个 生成 元 : m , m2,p1, pz; 每 一 同调 
类 具有 形式 aim + azm + bipi + B2p2, 所 以 双环 面 的 “同调 群 ” 比 环 面 的 “同调 
Re” 具有 较 “ 多 ”的 元 素 , 从 而 这 两 个 曲面 不 同 胚 . 

这 些 例 阐明 某 些 曲 面 的 所 有 同调 类 的 集合 自身 是 一 群 , 称 为 同调 群 .例如 ， 
球面 上 的 同调 群 是 平凡 的 , 环 面 上 的 同调 群 是 具有 两 个 生成 元 的 自由 阿 贝尔 
(Abel) 群 ,双环 面 上 的 同调 群 是 具有 四 个 生成 元 的 自由 阿 贝尔 群 . 

怎样 在 一 般 情况 构造 同调 群 呢 ?在 所 考察 曲面 上 所 有 的 一 般 环 路 组 成 阿 贝 
群 (因为 两 个 界 住 着 区 域 的 环 路 的 和 与 差 仍 是 这 样 的 环 路 ). 我 们 希望 “收集 ” 
彼此 同调 的 环 路 于 一 类 ;特别 应 “收集 ”所 有 界 住 着 区 域 的 环 路 (“同调 于 零 ”0) 
于 一 类 . 


© LA 我 们 应 按 界 住 着 区 域 的 环 路 子 群 取 环 路 群 的 商 群 .事实 上 .两 个 环 路 z1 与 2 当 
且 仅 当 属于 商 群 的 一 个 元 素 时 ,它们 的 差 z - z 属于 界 住 着 区 域 的 环 路 子 群 ,也 就 是 它们 彼此 同调 . 换 
言 之 ， MEN RARE. ia REA SS B M ETRO ETV.. 
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我 们 前 面 所 考察 的 例 仅 是 在 二 维 图 
形 (曲面 ) 上 “一 维 ” 的 环 路 (曲线 ). 在 拓 
扑 学 中 要 考察 不 同 维 数 ( 零 维 、 一 维 、 二 
维 等 ) 的 环 路 ,它们 所 界 住 着 的 区 域 可 以 
是 多 于 二 维 的 . 还 注意 为 某 些 非 本 质 的 
环 路 所 界 住 着 的 “区 域 ” 就 是 紧 绷 在 这 图 18. 145 
环 路 上 的 胞 膜 ) 可 能 展 布 在 所 考察 的 图 
形 的 “ 较 厚 ”处 .例如 , 设 已 是 三 维 空间 为 环 面 所 界 住 着 的 部 分 (也 就 是 X EH 
面 上 及 环 面 内 的 点 所 成 集合 , 称 为 环 体 ) , 则 环 面 上 的 经 圆 成 为 图 形 X( 环 体 ) 
的 非 本 质 的 环 路 (图 18. 145) ,因为 在 忒 中 这 环 路 上 可 以 " 紧 绷 着 胞 膜 也 就 是 
以 这 环 路 为 边界 的 小 片 ) ,这 正 是 图 18. 145 环 体 的 截面 .相反 地 ,这 图 形 上 的 纬 
圆 仍 是 本 质 的 环 路 , 它 不 能 界 住 着 X 的 任何 胞 膜 . 

两 个 环 路 的 同调 概念 与 它们 间 的 形变 概念 有 很 重要 的 联系 : 设 有 两 个 环 路 
z1,z2, 如 果 其 中 一 个 能 通过 形变 移动 到 另 一 个 上 去 (这 样 两 个 环 路 同 伦 ) , 则 两 
个 环 路 彼此 同调 .这 可 以 在 图 18. 141(a) 看 到 .但 是 相反 叙述 不 成 立 , 图 18. 142 
所 示 曲 面 P 上 的 同调 环 路 不 是 同 伦 的 ,把 P 上 的 环 路 zi 移动 到 环 路 z 时 为 曲 
面 P 上 界 于 两 个 环 路 间 的 “ 洞 ” 所 阻碍 .所 以 对 两 个 环 路 的 同调 性 说 , 同 伦 性 是 
它 的 充分 条 件 但 不 是 必要 条 件 . 


8.2 ”定向 ,关联 系数 


一 条 棱 有 两 个 方向 ,规定 方向 的 棱 称 为 定向 棱 . 在 拓扑 学 中 不 仅 对 一 维 胞 
腔 ( 棱 ) ,对 二 维 , 三 维 ，…… 胞 腔 也 给 以 定向 .至 于 点 ( 零 维 胞 腔 ) ,不 给 以 定向 . 
二 维 胞 腔 的 定向 是 由 它 的 边界 ( 曲 
线 ) 的 环绕 方向 给 出 .由 于 二 维 胞 腔 的 边 
界 有 两 种 不 同 的 环绕 方向 ( 顺 时 针 方 向 
和 逆 时 针 方向 ) ,所 以 每 一 个 二 维 胞 腔 有 
两 种 不 同 的 定向 . 所 谓 给 定 了 多 边 形 的 
定向 意味 着 对 它 的 边 选 定 了 这 样 的 方向 
从 多 边 形 的 内 部 观察 这 些 边 ( 棱 ) 时 , € 
们 的 方向 是 一 致 的 (图 18. 146). 
同样 可 以 给 出 三 维 胞 腔 的 定向 , 为 图 18. 146 
了 对 多 面体 定向 ,可 以 给 它 的 所 有 的 面 以 这 样 的 定向 ,使 从 多 面体 的 内 部 观察 
这 些 面 时 ,它们 的 定向 是 一 致 的 (都 是 逆 时 针 方向 ,如 图 18. 147; 或 都 是 顺 时 针 
方向 ). 如 果 从 多 面体 的 内 部 观察 它 的 所 有 的 面 时 ,这 些 面 都 是 按 顺 时 针 方 向 定 
向 的 ,这 时 视线 的 方向 恰 和 右手 螺旋 (图 18.148) 的 前 进 方向 一 致 .多 面体 的 这 
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种 定向 有 时 称 为 按 右手 螺旋 定向 .相反 情况 称 为 按 左 手 螺旋 定向 . 
_=&X 


图 18.147 图 18. 148 


现在 介绍 二 维 胞 腔 的 关联 系数 这 一 重要 概念 . 首先 规定 定向 棱 对 它 的 顶 
点 的 关联 系数 .每 一 楼 有 两 个 顶点 :起 点 和 终点 .如 果 这 棱 不 是 闭 的 ( 即 它 的 起 
点 和 终点 不 重合 ) , 则 这 楼 对 它 的 起 点 的 关联 系数 算 做 - 1, 对 它 的 终点 的 关联 
系数 算 做 + 1. 在 闭 棱 情 况 (起 点 与 终点 重合 ) 系数 + 1 与 - 1 对 销 , 这 时 对 这 项 
点 的 关联 系数 算 做 0. 

现在 定义 定向 面 对 定向 楼 的 关联 系数 ,在 沿 着 定向 面 的 边界 环行 时 所 通过 
的 棱 的 方向 与 环行 方向 一 致 , 则 定向 面 对 这 定向 棱 的 关联 系数 为 + 1; 如 果 所 通 
过 的 楼 的 方向 与 环行 方向 相反 , 则 相应 的 关联 系数 为 - 1. 如 果 在 环行 中 某 棱 往 
复 通过 几 次 , 则 关联 系数 为 每 一 次 通过 的 关联 系数 的 代数 和 . 从 上 述 定 义 即 可 
得 出 :假使 组 成 了 面 g 的 同 伦 边界 ( 按 定向 面 g 的 环行 方向 ) , 则 这 个 面 对 某 些 
定向 棱 r 的 关联 系数 等 于 r 包含 在 这 边界 里 的 帘 的 指数 的 和 . 

以 麦 比 乌 斯 带 为 例 . 我 们 知道 它 可 
以 表示 为 圆 环形 式 而 黏合 它 的 内 圆周 上 
的 对 径 点 .如 图 18. 149 取 线 段 pg 连接 外 
圆周 上 的 点 p 及 内 圆周 上 的 点 9 ,而 9' 是 
q 的 对 径 点 .点 qod 把 内 圆周 分 为 相互 
黏合 的 两 部 分 (如 图 箭头 所 示 ). 这 两 部 
分 都 用 a 表示 ,定向 棱 pg FA b 表示 ,外 圆 
周 用 。 表示 . 这 时 麦 比 乌 斯 带 的 胞 腔 剂 图 18.149 
分 包含 着 两 个 零 维 胞 腔 p 与 9 ,三 个 一 维 
胞 腔 : ac,b,ec ,一 个 二 维 胞 腔 r. 胞 腔 zc 的 同 伦 边 界 ( 由 点 p 出 发 对 外 圆周 作 逆 时 
针 方 向 ) 为 


ba-la-lLb-lc = ba~*b-'c 


所 以 胞 腔 = Xta,b,c 的 关联 系数 是 2,0, +1. 
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射影 平面 可 以 表示 为 胞 腔 训 分 形式 包含 着 一 个 顶点 a, RR + 和 一 个 面 
gz; 面 对 楼 的 关联 系数 为 + 2( 依 赖 于 面 和 楼 的 定向 ). 模 m 的 射影 平面 可 以 由 一 
AR 一面 表示 为 胞 腔 剖 分 形式 ; 面 对 棱 的 关联 系数 为 + m. 环 面 可 以 由 一 
点 .二 楼 m ,rm 及 一 个 面 g 表 示 为 胞 腔 剖 分 形式 : 面 对 每 一 棱 的 关联 系数 为 0. 定 
向 曲面 P,(m 个 柄 的 球 ) 可 以 由 一 点 .2m 条 楼 及 一 面 表 示 为 胞 腔 训 分 形式 ; 面 
对 每 一 棱 的 关联 系数 为 0. 此 外 , 在 前 面 四 个 例 中 , 棱 对 顶点 的 关联 系数 都 是 
0( 因 为 所 有 的 棱 都 是 闭 的 ). 


8.3 ” 链 及 其 边缘 


不 闭 的 定向 楼 ab( 记 作 r) 对 起 点 a 的 关联 系数 为 - 1, 终 点 45 的 关联 系数 
为 + 1. 我 们 定义 这 楼 r 的 边缘 为 
Ar=b-a 
这 里 A 人 是 “边缘 符号 "(Ar 读 作 “ 胞 腔 r 的 边缘 ”) , 而 位 于 右 端 的 两 个 点 的 代数 
“和 ”有 下 列 意义 :在 顶点 前 面 的 符号 给 出 了 对 应 的 关联 系数 . 当 r 是 闭 的 胞 腔 
时 ,我 们 有 Ar = 0( 更 详尽 些 ,我 们 可 以 写作 Ar = Oa). 
类 似 地 可 以 定义 二 维 胞 腔 的 边缘 :如 果 g 是 二 维 定向 胞 腔 , 则 定义 它 的 边 
缘 Ag 为 包含 在 胞 腔 边界 内 的 棱 的 和” 
Ag = Liev: D 
Br, 所 取 的 系数 e; 是 面 g 对 楼 r 的 关联 系数 . 例如 在 麦 比 乌 斯 带 情况 , 如 图 
18.149 所 描绘 的 , 胞 腔 t 的 边缘 为 
Ar =-2a+0b+lc=c-2a 
如 果 我 们 同意 胞 腔 g 取 相 反 的 定向 时 记 作 - g, 则 我 们 有 


Al- g) = >- er;) = 一 Deni =- Ag 


因为 当 胞 腔 变 换 方向 时 ,所 有 的 关联 系数 都 变 号 . 

R @ 的 右边 部 分 是 带 有 某 些 整 系数 的 定向 棱 的 和 . 这 个 和 , 当然 仅 是 形式 
的 ,因为 我 们 没有 可 能 引进 两 个 楼 的 “加 法 ”. 

每 一 个 带 有 某 些 整 系数 的 胞 腔 的 (形式 的 ) 和 称 为 链 . 链 有 零 维 的 、 一 维 
的 .二 维 的 等 随 着 我 们 所 加 的 是 怎样 的 胞 腔 而 定 .例如 等 式 中 的 右 端 是 一 维 
链 . 链 可 以 相 加 、 相 减 、. 乘 以 数 . 链 的 相 加 和 多 项 式 一 样 , 当 出 现 同 类 项 时 按 通常 
的 法 则 化 简 ( 回 忆 当 变换 胞 腔 g 的 定向 时 ,所 得 的 胞 腔 用 - g 表示 ,从 而 对 应 着 
同一 胞 腔 的 两 个 不 同 定向 的 两 项 是 同类 项 ). 

借助 于 加 法 运算 ,所 有 二 维 链 (同样 ,一 维 链 或 零 维 链 ) 的 集合 形成 阿 贝 尔 
群 ; 这 群 的 零 元 素 是 这 样 的 链 , 它 的 系数 都 是 零 . 这 个 群 称 为 二 维 (一 维 或 零 维 ) 
链 群 , 记 作 La(P)(Li(P) È Lo( P)). 2E 已 表示 所 考察 的 链 所 依据 的 那个 剖 
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分 , 附 标 2,1,0 表示 所 考察 链 的 维 数 . 
上 面 我 们 定义 了 胞 腔 的 边缘 , 下 面 我 们 可 以 定义 任意 链 的 边缘 . BW x = 


Deg 是 二 维 链 (a; 是 系数 ,g; 是 二 维 胞 腔 ) , 则 它 的 边缘 Ax. 定义 为 
AC >aig:) = Zui(Agi) 

由 于 个 别 胞 腔 的 边缘 我 们 已 能 计算 ,上 式 的 右边 部 分 不 难 计算 . 类似 地 可 以 定 
义 一 维 (或 三 维 ) 链 的 边缘 .任意 零 维 链 的 边缘 规定 为 0. 

不 难 相信 两 个 (或 几 个 ) 链 的 代数 和 的 边缘 等 于 边缘 的 代数 和 . 例如 , 设 
x'2 及 凡是 两 个 二 维 链 , 则 

A( x'a £ x5) = Ax’, + Ax", © 
事实 上 , 设 x'， = Dagos = 2Big:( 对 所 考察 剖 分 的 所 有 二 维 胞 腔 求 和 , 系 
数 ai pi 可 以 为 零 ) NWA 
A(x" + x2) = AC > aigi + > Bei) = 
AX (a; + Bi) gi = Dy (a; + Bi) Ag; 
Ax’, + Ax", = A( Dagi) + A( 271p8i) = 
Dade: + DBAs: = Dy (ai + Bi) Agi 

边缘 算 子 A( 把 链 x, BA Ax,) 是 二 维 链 群 L,(P) 到 一 维 链 群 Li (P) 的 映 

象 : 如 x2 E L,(P) , 则 Ax» E L,(P) ;并 有 和 x'a + X 2 对 应 着 和 Ax’ + Ax", PT 


以 这 一 映 象 是 群 L,(P) RE LCP) 的 同 态 映 象 . (在 一 般 情况 ,A 是 群 L,(p) 到 
群 L,_1(P) 的 同 态 映 象 ) 


8.4 ”边缘 的 基本 性 质 


链 的 边缘 运算 具有 如 下 性 质 :对 于 任意 链 x 有 
A(Ax) = 0 © 
(边缘 的 边缘 等 于 零 ). 对 于 一 维 链 * ,这 一 关系 是 显然 的 ,因为 Ax 是 零 维 链 , 它 
的 边缘 ( 按 定义 ) 为 零 .下 面 就 二 维 链 阐 明 关系 式 @. 
首先 考察 二 维 胞 腔 g , 它 是 一 多 边 形 , 它 的 边缘 没有 任何 “黏合 " 情况 .按照 
胞 腔 g 的 定向 环绕 g 的 边界 ,并 在 这 多 边 形 的 边 上 用 箭头 表示 环绕 的 方向 (图 
18.150) .这 时 ,组 成 边缘 的 棱 都 有 确定 的 定向 ,并 且 所 有 关联 系数 都 等 于 1. 从 
而 Ag = rtrt trn XE r,r, rn 是 多边形 g 的 边 , 它 们 的 定向 如 图 
18. 150 所 示 . 因为 在 多 边 形 g 的 每 一 个 顶点 有 一 条 棱 进 入 ,也 有 一 条 校 由 此 引 
出 ,所 以 在 链 A(Ag) = Ar, + Arg + … + Ar, 中 每 一 顶点 出 现 两 次 :一 次 取 系 数 
+ 划 (作为 进入 的 棱 的 端点 ) , 一 次 取 系 数 - 1( 作 为 引出 的 棱 的 端点 ), 从 而 
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A(Ag) = 0. 
类 似 地 ,在 比较 复杂 的 多 边 形 它 的 边缘 产生 黏合 的 情况 (图 18. 151). 在 环 ( 
绕 胞 腔 的 边界 时 ,注意 在 g 的 每 一 顶点 进入 楼 的 数 等 于 引出 的 棱 的 数 , 即 加 数 
与 减 数 相等 ,所 以 出 现在 A(Ag ) 中 的 每 一 顶点 的 系数 是 零 . 
我 们 对 一 维 链 、 二 维 链 阐明 了 关系 式 图 .在 拓扑 学 中 可 以 证 明 关系 式 回 对 
任意 维 数 的 胞 腔 和 链 都 是 成 立 的 . 


图 18. 150 图 18.151 


8.5 “ 闭 链 与 同调 


边缘 为 零 的 链 称 为 闭 链 ,也 称 为 圈 . 后 一 称呼 描述 着 这 一 事实 ,如 果 某 些 带 
有 方向 的 线段 顺 次 地 首尾 相 接 联 成 “ 圈 ” 状 (例如 图 18. 150 多 边 形 的 边 ) , 则 形 
成 边缘 为 零 的 链 ( 即 “ 圈 ”). 

由 基本 性 质 @ 可 知 任何 链 的 边缘 是 闭 链 . 事 实 上 , 取 链 Z = Ax 是 某 一 链 
x 的 边缘 .由 国 易 知 AZ = A(Ax) = 0, 也 就 是 Z 是 闭 链 (或 圈 ). 对 于 由 关系 式 
Z = Ax 联系 着 的 两 个 链 Z,x ,可 以 说 x 是 绷 在 圈 Z 上 的 胞 膜 .例如 多 边 形 的 内 
部 是 绷 在 它 的 边界 上 的 胞 膜 . 因而 , 对 每 一 链 Z ,如 果 存 在 着 绷 在 其 上 的 胞 膜 
(就 是 找 出 链 * 使 Z = Ax) , 则 链 Z 是 闭 链 (或 圈 ) .然而 ,存在 着 这 样 的 闭 链 (或 
PA) 不 可 能 绷 上 胞 膜 .例如 环 面 , 如 我 们 所 知 可 以 表示 为 由 四 个 胞 腔 组 成 的 齐 
分 了 :一 个 零 维 .一 个 二 维 两 个 一 维 胞 腔 ( 经 圆 和 纬 圆 ) ,并 且 所 有 关联 系数 都 
是 零 , 也 就 是 这 些 胞 腔 的 边缘 都 是 零 .由 此 可 得 ,特别 是 前 分 了 的 任何 二 维 闭 链 
的 边缘 都 是 零 ,因而 剖 分 7 的 任何 异 于 零 的 一 维 闭 链 上 不 可 能 绷 上 胞 膜 . 特别 
是 ,作为 闭 链 ( 圈 ) 的 例 的 经 圆 或 纬 圆 不 可 能 绷 上 展 布 在 环 面 上 的 胞 膜 . 

这 样 ,我 们 可 以 把 闭 链 ( 圈 ) 分 成 两 种 : 

(1) 可 以 绷 上 胞 膜 的 闭 链 ( 圈 ) , 即 可 以 作为 某 些 链 的 边缘 的 闭 链 . 

(2) 不 可 能 绷 上 胞 膜 的 闭 链 ( 圈 ) , 即 不 能 作为 某 些 链 的 边缘 的 闭 链 . 

我 们 称 第 (1) 种 的 闭 链 为 边缘 链 , 第 (2) 种 的 闭 链 为 非 边缘 链 . 

并 且 , 如 果 两 个 非 边缘 链 Z1, 7, WHE Z1 - 2, 是 边缘 链 ( 即 可 找到 这 样 的 链 
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x, 使 Z1 - Z: = Ax), 则 闭 链 2Z1, Z: 称 为 彼此 同调 . 

现在 我 们 把 剖 分 P 的 所 有 闭 链 ( 圈 ) 分 类 归并 ,两 个 同调 的 闭 链 算 做 属于 
同一 类 .我 们 得 到 某 些 同调 类 ;属于 同一 类 的 闭 链 是 彼此 同调 的 ,属于 不 同类 的 
闭 链 彼此 不 同调 .特别 是 ,可 以 绷 上 胞 膜 的 所 有 闭 链 组 成 一 类 ,这 是 所 有 同调 于 
零 链 的 闭 链 类 (因为 关系 Z = Ax 可 以 写成 Z - 0 = Ax) ,所 以 能 绷 上 胞 膜 的 闭 
链 ( 边 缘 链 ) 称 为 是 同调 于 零 的 . 

如 果 闭 链 Z 同调 于 2Z'1, Z 同调 于 Za Zi - Zi = Ax, Z- Z'2 = 
Axy) , 则 闭 链 Z,+ Z 同调 于 Z'i + Z’? 

(Z, + Z) - (Z+ Z2)= (Z - 21) + (Z - Zn) = 
Ax, + Ax = A(x + x2) 
这 给 出 在 同调 类 间 可 以 进行 相 加 : 设 6 ,6 是 某 些 同 调 类 ,而 闭 链 Zi , Za 分 别 
取 自 这 两 类 , 则 我 们 取 闭 链 Z + Zs 并 把 它 的 同调 类 表示 为 &1 + 所 .从 上 述 加 法 
可 知 如果 在 类 & 及 &, 中 分 别 取 2’, 及 2Z', 来 代替 Zi 及 2Z,, 则 所 得 的 和 仍 属于 
Ey + 2. 这样 ,以 &1,& 所 表示 的 同调 类 实际 上 仅 依 赖 于 类 &1 及 & 本身 ,而 并 不 
依赖 于 Zi, 22 在 这 些 类 中 的 选取 . 

这 样 所 定义 的 加 法 运算 使 所 有 同调 类 所 成 的 集合 形成 群 .这 群 的 零 元 素 是 
同调 于 零 的 闭 链 所 属 的 类 . 我 们 称 这 群 为 所 考察 剖 分 P 的 同调 群 并 表示 为 
H,(P);r 是 所 考察 闭 链 的 维 数 : 当 所 考察 的 是 零 维 闭 链 ,我 们 得 到 零 维 同调 群 
Ho( P) , 当 所 考察 的 是 一 维 闭 链 , 则 得 一 维 同调 群 H1(P) 等 . 

我 们 以 Z,(P) 表示 所 有 r 维 闭 链 的 集合 ,以 B (P) 表示 所 有 r 维 边 缘 链 
(每 一 r 维 链 可 以 作为 某 一 (r + 1) 维 链 的 边缘 ) 的 集合 , 则 集合 B (P) 包含 在 
集合 Z.(P) AFAR BP), Z (P) 本 身 都 是 群 ,因为 两 个 闭 链 的 和 、 差 仍 
是 闭 链 , 两 个 边缘 链 的 和 、 差 仍 是 边缘 链 . 换 言 之 , B,(P) 是 Z,(P) 的 子 群 .我 们 
把 Z, Z. 归并 为 同一 同调 类 当 且 仅 当 差 Z1 - 2. 属于 子 群 B,(P). 所 以 同调 类 
是 商 群 Z,(P)/B,(P) 的 元 素 ;同调 类 的 加 法 等 同 于 在 商 群 里 所 建立 的 加 法 .所 
以 上 面 所 阐述 的 同调 群 的 定义 可 以 归结 为 如 下 形式 :r 维 同调 群 H,(P) 定义 为 
闭 链 群 Z,(P) 关于 它 的 子 群 一 一 边缘 链 群 B, (P) 的 商 群 , 即 

Z,(P)/B,(P) 由 
同调 理论 的 基本 事实 是 下 述 关于 “同调 群 是 拓扑 不 变量 ”的 (证 明 非 常 复杂 的 ) 
定理 .说 得 更 清楚 些 : 同 调 群 H, P) 并 不 依赖 于 多 面体 的 胞 腔 剖 分 的 选择 ,而 
为 多 面体 本 身 所 确定 ;彼此 同 胚 的 多 面体 具有 相同 的 ( 同 构 的 ) 同调 群 .从 而 得 
出 ,特别 地 ,在 计算 某 些 多 面体 的 同调 群 时 可 以 选取 它 的 任意 的 胞 腔 分 裂 ; A 
然 ,我 们 尽 可 能 地 去 找 较 简单 的 剖 分 使 同调 群 的 计算 较 便 利 . 
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8.6 Fil 


1. 计 算 球面 S? 的 同调 群 .球面 的 最 简单 的 胞 腔 训 分 包含 着 两 个 胞 腔 ; 一 个 
顶点 及 一 个 面 g. 这 剖 分 不 含 一 维 胞 腔 ,所 以 一 维 链 群 L,(S*) 是 平凡 的 (只 有 
一 个 等 于 零 的 一 维 链 ). 从 而 作为 一 维 链 的 边缘 的 零 维 链 只 能 是 一 等 于 零 的 链 . 
但 是 所 有 零 维 链 都 是 闭 链 ( 按 定义 , 任何 零 维 链 的 边缘 是 零 ), 即 Zo(S*) = 
Lo(5°). 此 外 ,由 于 没有 同调 于 零 的 闭 链 ( 除 零 链 外 ), 所 以 同调 群 Ho( S57) 与 
Lo( S*) 相合 ,这 是 由 于 加 是 群 Zo = Lo 关于 它 的 子 群 Bo 的 商 群 ,而 Bo 只 有 一 
个 元 素 一 一 零 .而 每 一 个 零 维 链 具 有 形式 wa ,这 里 a 是 整数 ,所 以 群 Ho( S?) 同 
构 于 整数 加 群 ( 即 自由 循环 群 ). 

由 于 LCS?) = 0, 所 有 二 维 链 都 是 二 维 闭 链 , 即 Z,(S?) = L,( 5?). 由 于 没 
有 三 维 胞 腔 , 除 零 链 外 ,不 存在 同调 于 零 的 二 维 链 , 故 有 H,(S?) = La( 5S) 且 同 
构 于 整数 加 群 .由 于 群 L1(S?) 是 平凡 的 ,所 以 H1( 5?) 也 是 平凡 的 . 

我 们 用 Z 表示 整数 加 群 (自由 循环 群 ). 上述 结果 可 以 写作 

Ho( S?) = MS) = Z,H,(S?) = 0 © 

(完全 相同 的 证 法 ,可 得 n 维 球 5" 的 同调 群 为 : Hu(S*) = H, (S) 同 构 于 整 
数 加 群 ; H, (S°) = 0,0 < r< nF S:a? + 和 3+… + a2, = 1,S! 是 平面 上 的 
圆周 , S? 是 空间 的 球面 ) 

2. 计 算 环 面 已 的 同调 群 . 利用 考察 过 的 关于 环 面 的 胞 腔 部 分 (一 个 顶点 
a, TBE r1,r,, 一 个 面 g) ,我 们 得 到 任意 的 二 维 链 具 有 形式 ag ,任意 的 一 维 
链 具 有 形式 piri + B7,, 任 意 的 零 维 链 具有 形式 ya, XE a, pi, ba, y 是 整数 ,由 
于 所 有 关联 系数 都 为 零 ,所 以 任何 链 的 边缘 为 零 . 从 而 所 有 链 都 是 闭 链 ,而 除 堆 
链 外 不 存在 同调 于 零 的 闭 链 , 故 有 

Ho(P1) = Lo( Pi), Hi(P1) = Li(P) 
H(P;) = Ll(P) 
从 而 得 知 Ho( P1), HaC Pi) 是 自由 循环 群 ,而 HCP) 是 由 一 对 整数 形成 ,也 就 
是 两 个 群 2 的 直 和 (具有 两 个 生成 元 的 自由 阿 贝 尔 群 ). 上述 结 果 可 以 写成 
Ho(P1) = Hs(P1) = Z,H\(P\) = Z+Z © 
FA, PFA AE el A TTP, RA m 个 柄 的 球面 ) AOA, RAITA F 
结果 
Ho( Pm) = H2( Pa) = Z, H (Pa) = Z+2Z+…+Z(2m 个 加 数 ) 加 
这 里 Z + Z +… + Z 表示 2m 个 群 Z 的 直 和 ,也 就 是 具有 2m 个 生成 元 的 自由 
阿 贝尔 群 . 
3. 最 后 ,我 们 考察 射影 平面 Ni 的 同调 群 .前 面 已 看 到 存在 着 射影 平面 的 胞 
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腔 剖 分 : 零 维 胞 腔 a ,一 维 胞 腔 r, ERE g. E g 对 棱 r 的 关联 系数 是 + 2, 校 
r 对 顶点 a 的 关联 系数 是 0. 我 们 取 这 样 的 胞 腔 定向 使 g 对 7 的 关联 系数 是 + 2. 
这 一 胞 腔 剖 分 的 零 维 .一 维 、 二 维 链 具 有 形式 
xo = aa,x, = Br, %2 = Vg 
这 里 a,b, y 是 整数 .知道 了 关联 系数 ,容易 计算 它们 的 边缘 
Axo = 0,Ax, = 0,Ax? = 2yr 
前 面 二 式 说 明 所 有 和 零 维 链 都 是 闭 链 , 及 除 零 链 外 ,不 存在 同调 于 零 的 零 维 闭 链 . 
所 以 Ho(N,) = 2Z. 最 后 一 式 说 明 , 如 果 x. ~ OCR y 4 0), WW Ax, 关 0. 也 就 是 
除 零 链 外 ,所 有 二 维 链 都 不 是 闭 链 , 所 以 HN) = 0. 余 下 的 计算 一 维 同调 群 ， 
从 上 面 的 第 二 式 知 所 有 一 维 链 都 是 闭 链 , 而 其 中 同调 于 零 的 (如 上 述 第 三 式 所 
示 ) 闭 链 是 在 系数 取 偶 数 情况 .这 样 H (N) 是 整数 群 Z 关于 它 的 偶数 子 群 的 
商 群 ,也 就 是 模 2 的 剩余 类 群 Z2. 所 以 
Ho( Ni) = Z,H\(N,) = Zp 
H,(N,) = 0 @ 
让 读者 去 建立 , 模 m ROP On 表示 ) 具有 如 下 的 同调 群 
Ho( Qn) = 2Z,Hi(Qn) = Zm 
H2( Qn) = 0 
这 里 Zn 是 模 m 的 剩余 类 和 群 . 
请 读者 注意 ,在 上 面 所 考察 的 例 中 零 维 同调 群 都 是 自由 循环 群 .可 以 证 明 ， 
更 一 般 地 ,对 于 连通 的 多 面体 , 零 维 同调 群 都 是 Z. 
如 果 多 面体 P 不 是 连通 的 ,而 是 由 某 些 连通 区 组 成 的 , 则 
Ho(P)=Z+Z+°…+2Z 
这 里 直 和 的 加 数 的 数目 等 于 多 面体 P 的 连通 区 的 数目 (也 就 是 Ho(P) 是 具有 
k 个 生成 元 的 自由 阿 贝尔 群 ). 建 议 读者 自己 证 明 这 一 断言 . 
8.7 ”贝蒂 数 与 欧 拉 示 性 数 
在 一 般 情况 ,同调 群 H,(P)( 这 里 已 是 某 一 部 分 ) 具有 形式 
H(P) =Z+Z4:4+Z4+K 
XE KEARE. HAP 2 的 个 数 称 为 > 维 贝蒂 (Betti) BO , ILE p,. 
例如 ,定向 曲面 已 , 的 贝蒂 数 是 


Po = 1,pi = 2m,p2 = 1 DD 
射影 平面 的 贝蒂 数 是 


O 贝蒂 数 这 一 术语 为 庞 加 莱 所 引进 ,以 归功 于 意大利 数学 家 贝蒂 的 卓越 的 发 现 . 
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Po = l,p = p2 = 0 OQ 
和 同调 群 一 样 ,贝蒂 数 也 是 拓扑 不 变量 .特别 是 不 依赖 于 胞 腔 剖 分 的 选取 . 
我 们 考察 过 欧 拉 示 性 数 这 一 重要 的 拓扑 不 变量 . 对 二 维 剖 分 P 的 欧 拉 示 
性 数 由 下 式 确定 
y(P)=r-P+B 
AE DEMS, P 是 棱 数 ,B 是 顶点 数 .在 一 般 情况 , 欧 拉 示 性 数 由 下 式 确定 
YP) = X- Ir B 


这 里 a; ER P 的 7 维 胞 腔 的 个 数 (从 而 ao = Bray = P,a = T) ZEHA 
欧 拉 示 性 数 可 以 借助 于 贝蒂 数 进行 计算 如 下 式 
IP) = Di Dp 
所 示 . 这 里 p, 是 多 面体 P 的 7 维 贝蒂 数 .由 于 贝蒂 数 是 拓扑 不 变量 ,所 以 欧 拉 示 
性 数 也 是 拓扑 不 变量 .由 上 式 , 我 们 容易 计算 曲面 P, 及 Ni 的 欧 拉 示 性 数 如 下 
xt Py) =1-2m+12=2-2m 
X(N)=1-0+0=1 B 


NANN ANAN AIN AIN AIN ANAN AAN Oe 


如 上 所 指出 , 欧 拉 示 性 数 是 一 同调 性 概念 . 另 一 重要 的 同调 性 概念 是 “ 映 象 
的 度数 ”. 本 章 的 9.2、9.3 将 介绍 这 一 概念 极其 有 趣 的 几何 应 用 . 


9.1 曲面 上 的 向 量 场 


作为 欧 拉 示 性 数 的 应 用 的 重要 例子 是 庞 加 莱 关 于 曲面 上 的 向 量 场 的 定理 ， 
考察 任 一 定向 曲面 , 它 光 滑 地 展 布 于 空间 ,也 就 是 在 它 的 每 一 点 上 都 具有 切 平 
面 (不 具有 像 多 面体 那样 的 顶点 和 棱 ). 作为 光滑 曲面 的 例 , 有 通常 的 球面 、 环 
面 \ 双 环 面 .现在 提出 如 下 问题 :能 否 在 所 有 曲面 P 上 构造 连续 的 方向 场 .也 就 
是 在 曲面 的 每 一 点 上 , 沿 着 曲面 选取 这 样 的 方向 ( 画 在 曲面 上 的 箭头 ) ,使 当 点 
变动 时 ,箭头 连续 地 变动 ?例如 , 如 果 在 球面 上 的 每 一 点 画 上 自 北 向 南 的 箭头 
(图 18. 152(a) ) , 则 除 极点 外 , 可 得 到 连续 的 方向 场 ,但 在 极点 无 法 选取 方向 使 
与 邻近 点 上 的 方向 连续 .如 果 在 每 一 点 上 选取 从 西向 东 的 方向 (图 18. 152(b)). 
情况 也 是 这 样 ,所 以 在 球面 上 构造 连续 的 方向 场 遇 到 了 困难 . 在 环 面 上 却 易 构 
造 这 样 的 方向 场 ,如 图 18. 153 所 示 . 

代替 方向 场 可 以 考察 切 向 量 场 .问题 可 以 归结 为 如 下 形式 :能 否 在 曲面 P 
的 每 一 点 上 选取 这 样 的 非 零 向 量 , 在 这 一 点 与 曲面 相 切 ,使 当 点 变动 时 切 向 量 
连续 地 变动 ? 
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图 18. 152 


图 18.153 

这 一 问题 的 解答 是 由 庞 加 莱 给 出 
的 :在 曲面 P 上 可 以 选取 连续 方向 场 (或 
连续 的 非 零 切 向 量 场 ) , 当 且 仅 当 曲 面 P 
的 欧 拉 示 性 数 等 于 零 . 由 公式 O 可 知 能 
够 给 出 连续 方向 场 的 唯一 定向 闭 曲面 是 
Pi, 也 就 是 环 面 .在 球面 上 不 可 能 给 出 连 
续 方向 场 . 这 一 事实 可 以 另 一 形式 归结 
为 如 下 定理 : 如 果 在 球面 的 每 一 点 上 可 
以 装 上 一 根 “ 刺 ”( 非 零 向 量 , 不 必 与 球面 
相 切 ) ,使 当 点 变动 时 ,“ 刺 ”的 方向 连续 
地 变动 , 则 至 少 能 找到 一 根 刺 它 是 垂直 
于 球面 的 .事实 上 ,如 果 所 有 的 刺 都 不 垂直 于 球面 ,那么 这 些 刺 在 它们 的 切 平面 
( 刺 所 引出 处 的 球 的 切 平面 ) 上 的 投影 (图 18.154) 形成 了 连续 的 非 零 切 向 量 
场 ,这 是 不 可 能 的 . 

如 上 所 述 ,在 整个 球面 上 构造 连续 方向 场 引起 困难 . 如 图 18. 152 所 示 , 除 
极点 外 ,方向 场 是 可 以 确定 的 .在 极点 处 选取 确定 的 方向 是 不 可 能 的 ,因为 在 这 
一 点 的 近 傍 有 各 种 不 同 的 方向 .这 种 点 称 为 方向 场 的 奇 点 .在 图 18.152 上 除 极 
点 外 无 其 他 奇 点 .图 18. 155 的 (a),(b) 指出 图 18.152(a) , (b) 的 方向 场 的 北极 
附近 的 情况 ,而 图 18. 155(c) 描绘 出 另 一 种 比较 复杂 的 奇 点 ( 称 为 鞍点 ). 我 们 考 
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察 以 奇 点 为 中 心 的 小 圆周 上 的 每 一 点 处 的 向 量 的 方向 (图 18.156(a)，(b)， 
(c)) .如 果 我 们 按 逆 时 针 方 向 环绕 这 圆周 一 周 , 可 以 看 到 ,在 情况 (a) 及 (b) ,向 
量 的 方向 也 按 逆 时 针 方 向 环绕 一 周 ; 而 在 情况 (ec) 则 按 顺 时 针 方向 环绕 一 周 . 
一 般 说 ,如 果 我 们 环绕 以 奇 点 为 中 心 的 小 圆周 一 圈 时 ,圆周 上 的 向 量 环绕 了 k 
圈 ( 在 环绕 方向 相同 时 ,% 是 正 值 ,相反 情况 取 负 值 ), 则 称 & 为 所 考察 奇 点 的 指 
数 .在 图 18.156(a),(b) 情况 的 奇 点 的 指数 是 + 1, (c) 情况 的 奇 点 的 指数 是 - 1. 
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庞 加 莱 定 理 的 更 完备 的 形式 断言 着 :“ 如 果 在 曲面 P 上 给 定 了 非 零 切 向 量 

场 , 除 有 限 个 奇 点 外 到 处 连续 , 则 这 些 奇 点 的 指数 的 和 等 于 曲面 P 的 欧 拉 示 性 
对 庞 加 莱 定 理 作 有 趣 而 重要 的 推广 者 ,在 国外 有 和 霍 普 夫 (Hopf) 、 斯 蒂 番 尔 
(Stiefel) 、 斯 汀 劳 特 (Steenrod) 等 数学 家 .在 国内 (前 苏联 ) 有 邦 德里 雅 金 和 他 的 


学 生 保 斯 脱 尼 高 夫 (JIocrankos) , ¥ AK (Poxsmn) 、 波 尔 金 斯 基 等 . 
9.2 ” 映 象 的 度数 与 高 斯 - 波 内 定理 


Ù P Q 是 两 个 定向 曲面 ,f 是 曲面 P 到 曲面 0 的 连续 映 象 . 映 象 f 并 不 假 
定 是 同 胚 的 ;可 以 想象 映 象 以 种 种 方式 把 曲面 P 的 几 层 折 秋 地 落 到 曲面 0 上 . 
所 谓 曲 面 是 定向 的 ,是 指 对 曲面 上 的 每 一 点 选 定 了 环绕 的 方向 (用 环绕 着 这 点 
的 圆周 上 的 箭头 表示 ,并 使 曲面 上 邻近 点 处 的 方向 一 致 (图 18.157)). 在 曲面 P 
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的 某 小 片 借 助 于 映 象 f 落 到 曲面 0 的 小 片上 时 ,如 果 这 小 片 所 对 应 的 曲面 PP 的 
(箭头 ) 方 向 经 映 象 f 转 为 对 应 于 曲面 0 的 (箭头 ) 方 向 , 则 称 所 考察 的 P 的 这 小 
片上 的 映 象 /是 正 的 (图 18.158(a) ); 如 果 转 为 与 曲面 Q 相反 的 (箭头 ) 方向 , 则 
称 映 象 f 是 负 的 (图 18.158(b)). 例 如 曲面 P 的 某 些 小 片 通过 映 象 f 形 成 了 朱 层 
(图 18. 159) , 则 在 一 部 分 的 小 片上 的 映 象 /是 正 的 , 另 一 部 分 的 小 片上 的 映 象 / 
是 负 的 . 取 曲 面 0 上 某 一 点 y 及 环绕 着 点 y 的 小 圆 盘 及 (包含 着 点 y). 取 曲面 P 
上 的 所 有 小 片 ,这 些小 片 经 映 象 都 映 成 圆 盘 K, 并 设 每 一 小 片 到 圆 盘 K 上 的 映 
象 /都 是 同 胚 的 .如 果 使 (在 小 片上 的 ) 映 象 为 正 的 小 片 的 个 数 是 p ,使 (在 小 片 
ERY) 映 象 为 负 的 小 片 的 个 数 是 n, 则 称 数 p - n 为 点 y 附近 映 象 的 度数 . 换 言 
之 , 映 象 的 度数 等 于 正 ( 向 ) 地 覆盖 点 y 的 层 数 减 去 负 ( 向 ) 地 覆盖 点 y 的 层 数 . 
不 难 理解 ,曲面 O 的 任意 点 附近 映 象 的 度数 是 一 致 的 .事实 上 , 当 点 y 在 曲面 
Q 上 移动 时 , 数 p 和 n 只 有 在 通过 押 层 的 边界 时 才 会 改变 ,而 且 在 改变 时 ,或 者 
这 两 个 数 同时 增加 1, 或 者 同时 减少 1, 从 而 差 p - 保持 不 变 . 所 以 我 们 可 以 简 


图 18.159 
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单 地 说 映 象 的 度数 ,不 必 指 出 是 在 曲面 0 的 哪 一 点 附近 计算 度数 的 . 此 外 , 注 
意 ,如 果 映 象 f 连续 地 变化 (形变 ) , 则 它 的 度数 保持 不 变 , 也 就 是 说 新 层 的 形成 
及 层 数 的 分 布 都 保持 不 变 (关于 一 个 曲面 到 另 一 个 曲面 上 的 映 象 的 度数 ,我 们 
仅 就 最 简单 的 直观 的 情况 , 除 层 外 , 映 象 没有 其 他 “特异 ”. 关 于 映 象 的 度数 的 一 
般 的 严格 的 定义 可 以 借助 同调 概念 给 出 ). 

现在 我 们 利用 映 象 的 度数 这 一 概念 去 证 明 一 个 精美 的 公式 ,这 是 微分 几何 
里 熟知 的 所 谓 高 斯 (Gauss) - 波 内 (Bonnet) 定理 .首先 我 们 给 出 曲线 在 某 一 点 
的 曲率 的 概念 . 设 工 是 某 一 曲线 ,x 是 这 曲线 上 的 一 点 .在 曲线 世上 取 包 含 着 点 
x 的 一 小 段 弧 x'x" ,在 点 x' Bex" ERR LER a'y 及 xy (图 18. 160). BE a 是 
这 两 法 线 间 的 夹 角 ,s 是 弧 xx 的 长 度 .作为 “法 线 转动 的 平均 速率 ” 的 比值 < 
称 为 弧 x'x” 上 的 平均 曲率 . 当 包含 点 x 的 弧 缩 小 趋向 零 时 ,相应 的 平均 曲率 所 
趋向 的 极限 称 为 曲线 LEA x 处 的 曲率 .我 们 也 可 以 把 曲率 叙述 为 如 下 形式 . 
取 以 某 一 点 0 为 中 心 的 单位 圆 C ,使 曲线 世上 的 点 x 与 圆周 上 的 点 z = f(x) 建 
立 如 下 的 对 应 关系 ,使 Oz 平行 于 L 上 点 x 处 的 法 线 ,这 样 得 到 了 曲线 区 到 圆周 
C 上 的 映 象 f. 设 圆周 上 的 点 z' ,分别 对 应 着 L 上 的 点 x x" WI z'z 的 长 度 
在 数值 上 等 于 角 z'0z 的 弧度 数 ,也 就 是 法 线 wy' 与 法 线 x"y' 间 夹 角 a 的 弧度 数 
(图 18.160), 所 以 比值 、 EFM Z HKI M A 的 长 的 比 . 当 包 含 着 点 x AI 
a's!” WREEF, I z(= f(x'x")) 的 长 度 与 弧 x'x" 的 长 度 的 比 趋向 LL 上 点 
x 处 的 曲率 . 


图 18. 160 

类 似 地 可 以 定义 曲面 的 曲率 . 设 P 是 某 一 曲面 ,为 了 定义 在 它 的 某 一 点 x 
的 曲率 ,我 们 考察 从 曲面 P 到 单位 球面 的 高 斯 球面 映 象 . 取 某 一 定向 曲面 P, 在 
它 的 点 x 上 作 一 单位 法 线 向 量 N(x)( 图 18.161). 取 单位 球面 $ ,在 球 心 引出 向 
量 使 平行 且 相 等 于 N(x). 这 向 量 的 端点 (显然 落 在 球面 上 ) 用 f(x) 表示 .这 样 
得 到 的 曲面 P 到 单位 球面 5 的 映 象 (并 且 是 连续 的 ) 称 为 高 斯 球面 映 象 . 

iw x 是 曲面 已 上 的 某 一 点 ,M 是 曲面 的 某 一 小 片 它 包 含 着 点 x.f(M) 是 小 
Fr M 由 球面 映 象 f 所 得 的 象 (在 球面 上 ). 用 s(M) 及 s(f(M)) 表 示 M RFCM) 
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图 18.161 
的 面积 ,并 且 f(M) 的 面积 要 带 上 符号 :如 果 在 片 MY 上 的 映 象 f 是正 的 , 则 片 
SM) 的 面积 作为 正 的 ;如 果 M 上 的 映 象 是 负 的 , 则 (MM) 的 面积 作为 负 的 . 比 


t> T 称 为 曲面 P 上 片 M 的 平均 曲率 . 当 片 W 收缩 于 点 x, 这 比值 所 趋 的 


极限 称 为 曲面 P 上 点 x 处 的 曲率 (高 斯 曲率 ) , 记 作 k(x). 我 们 可 以 有 
s(M)k(x%) = s(f(M)) 
当 包 含 点 x 的 小 片 M 的 面积 愈 小 时 ,上 式 两 端 愈 近似 . 
注意 ,如 果 曲 面 P 的 点 x 处 的 高 斯 曲率 是 正 的 , 则 在 点 x 近 傍 曲面 展 布 在 
这 一 点 的 切 平面 的 同一 侧 ,也 就 是 凸 的 (图 18.162). 曲面 的 这 种 点 称 为 椭圆 型 
的 .如 果 曲 率 是 负 的 , 则 点 * 近 傍 的 曲面 形成 马鞍 形 的 (图 18. 163) ,与 切 平面 相 
交 于 两 直线 ,这 样 的 点 称 为 双 曲 型 的 .存在 着 抛物 型 的 点 ,在 这 种 点 处 高 斯 曲率 


图 18. 162 图 18. 163 
在 曲面 P 的 每 一 点 x 上 定义 了 高 斯 曲率 ,也 就 是 在 曲面 P 上 定义 了 函数 
k(x). 这 函数 是 连续 的 ( 设 这 曲面 是 由 具有 二 阶 连续 导数 的 函数 给 出 的 ). 如 果 
这 曲面 是 闭 的 (就 是 没有 边界 的 ) 及 可 以 定向 的 ,我 们 可 以 考察 函数 k(x) 在 曲 


面 P 上 的 二 重 积分 || kds(ds 是 曲面 的 面积 元 ). 高 斯 - 波 内 定理 指出 对 于 任何 
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定向 闭 曲面 P RAARO 
[ras = 2nyx d 


这 里 x 是 曲面 P 的 欧 拉 示 性 数 .这 公式 表示 着 饶 有 意义 的 几何 事实 :虽然 在 每 
一 点 的 高 斯 曲率 本 质地 依赖 于 曲面 在 这 一 点 近 傍 的 结构 ( 即 弯 曲 的 形式 ) ,然而 
高 斯 曲率 在 整个 曲面 上 的 积分 不 依赖 于 曲面 的 形式 、 弯 曲 情况 以 及 在 空间 的 分 
布 等 ,而 只 依赖 于 这 曲面 的 拓扑 结构 . 

这 里 给 出 高 斯 - 波 内 公式 的 另 一 解释 ,这 解释 联系 着 映 象 的 度数 的 概念 . 
为 此 ,把 曲面 P 分 为 小 片 Mi ,Ms，,…,M,, 在 小 片 内 分 别 取 点 x1,x2,… ay M 


n 


S sM) kC) ~ X s (CM) (*) 


i=l 


上 式 左边 是 积分 和 ,在 小 片 My, M2,…, M, 您 小 时 愈 接近 || hds. 右 端 是 小 片 
SM) 的 面积 求 和 ,这 些小 片 覆 盖 球 面 的 次 数 正好 是 映 象 /的 度数 (回忆 面积 
s(/( Mi)) 取 正 号 , 当 M; 到 /( M) 的 映 象 是 正 的 ; 取 负 号 ,在 相反 情况 ). 这 样式 
(* ) 的 右边 部 分 等 于 yo ,这 里 y 是 球面 映 象 /的 度数 ,o 是 球面 $ 的 面积 .也 就 
是 右边 等 于 4ry, 故 有 

Jaas = 4ny 


比较 上 述 关系 式 与 高 斯 - 波 内 公式 ,为 了 证 明 后 者 只 要 证 明 y = 这 ,也 就 


是 证 明 曲 面 P 到 球面 5 的 球面 映 象 的 度数 等 于 曲面 P 的 欧 拉 示 性 数 的 一 半 . 这 
一 断言 可 以 由 庞 加 莱 关 于 向 量 场 的 定理 导出 . 设 ! 是 具有 这 样 方向 的 向 量 ,在 
曲面 P 上 只 有 有 限 个 点 处 的 法 线 与 1 平行 (具有 这 样 性 质 的 方向 是 存在 的 ). 在 
曲面 P 上 的 任意 点 x 引 向 量 1, 把 1 在 曲面 上 过 点 x 处 的 切面 上 的 投影 记 作 14. 我 
们 得 到 曲面 上 每 一 点 x 处 的 切 向 量 4. 除去 有 限 个 点 (这 些 点 上 的 法 线 平行 于 
站 外 ,4 在 曲面 上 其 他 点 处 都 异 于 零 .这 样 ,我 们 构造 的 连续 切 向 量 场 仅 有 有 限 
个 奇 点 .在 球面 S 上 用 同样 方法 构造 向 量 场 ,这 向 量 场 正 如 图 18. 152 所 示 具 有 
两 个 奇 点 (在 两 极 ). 显 然 , 曲 面 上 点 x 处 的 切 向 量 4 与 球面 上 点 f(x) 的 切 向 量 
Lx) 互相 平行 . 

设 aiaz, ,ay 曲面 P 上 的 向 量 场 4, 的 所 有 奇 点 , 则 f(ai)(i = 1,2,…,g) 
也 是 球面 上 向 量 场 的 奇 点 (或 者 是 球 的 南极 ,或 者 是 北极 ). WR kla) > 0, 则 
点 必 近 旁 的 球面 映 象 /是 正 的 .所 以 当 点 * BV a 为 中 心 的 圆周 作 逆 时 针 方向 
环行 时 ,点 几 x) 绕 以 f(a;) 为 中 心 的 圆周 也 作 逆 时 针 方向 环行 .由 于 向 量 /. 与 


中 ”这 公式 首先 发 表 在 波 内 1948 年 的 著作 中 ,其 实 早 为 高 斯 所 发 现 . 
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向 量 Uy.) 平行 ,所 以 当 各 自 环绕 圆周 一 周 时 ,向 量 的 方向 作 相同 的 变换 . 这样， 
aR a; 与 f(ai) 的 指数 相同 ,从 而 奇 点 w 的 指数 是 + 1. 如 果 E(a;) < 0, 则 点 a 
近 旁 的 球面 映 象 /是 负 的 .所 以 当 点 x BL a; 为 中 心 的 圆周 作 逆 时 针 方 向 环行 
时 ,点 f(x) BEA f(a) 为 中 心 的 圆周 作 顺 时 针 方 向 环行 .当做 如 上 的 绕 行 时 向 
#1, Sly.) 的 方向 仍 作 相同 的 变换 .从 而 ,如 果 两 个 圆周 (以 a; 及 f(ai) 为 中 心 
的 ) 都 作 逆 时 针 方 向 绕 行 , 则 向 量 4 的 环绕 圈 数 与 向 量 大 的 环绕 圈 数 差 一 符 
号 .所 以 ,在 这 情况 , 奇 点 a 与 f(a;) 的 指数 差 一 符号 ,从 而 奇 点 a; 的 指数 是 
-1. 

于 是 ,点 a1, a2, dy 这 是 所 有 这 样 的 点 ,它们 由 球面 映 象 ,/ 映 为 球面 
上 的 极点 ,并 且 当 它们 近 傍 的 映 象 /是 正 时 它们 的 指数 是 + 1, SRA AA, 
指数 是 - 1. 设 在 点 a1, a25, ag 中 , 正 向 地 映射 到 球 的 北极 与 南极 的 个 数 为 p' 
与 p", 负 向 地 映射 到 北极 与 南极 的 个 数 为 n' 与 , 则 这 些 奇 点 的 指数 的 和 等 于 

(pP + p") — (n' +n") = (p' — n') + (p"- nn") = 
Y+ 7 = 27 

(因为 p' -n 是 球面 上 北极 近 旁 映 象 的 度数 , P - mw 是 南极 近 旁 映 象 的 度数 ). 
但 是 由 庞 加 莱 定 理 ,这 些 奇 点 的 指数 的 和 等 于 x ,所 以 x = 2y. 到 此 完成 了 高 
斯 - 波 内 定理 的 证 明 . 


9.3 ”代数 学 基本 定理 


借助 于 映 象 的 度数 的 概念 ,可 以 给 出 代数 
学 基本 定理 的 精美 的 几何 证 明 . 我 们 把 复数 
z = x + iy 用 平面 上 的 点 表示 ,x,y 作 为 这 点 的 | 
坐标 (图 18. 164). BERT $ ,使 它 与 平面 相 切 于 了 
坐标 原点 , 称 这 切 点 为 球面 的 南极 ,相反 方向 的 0 
A N 为 北极 (图 18.165), 设 z = x + iy 是 任 一 
复数 一 一 也 就 是 平面 上 的 任 一 点 .线段 Nz 交 i 
球面 $ 于 某 一 点 ,这 点 我 们 仍 以 z = x + iy 表示 ,作为 复数 z 在 球面 上 的 象 ,从 
而 所 有 复数 在 球面 S 上 都 有 它们 的 象 . 相 反 地 ,对 球面 上 的 点 a, 容 易 看 出 它 是 
平面 上 哪 一 个 复数 的 象 ,可 以 引 直线 Na ,这 直线 与 平面 相交 ,给 出 所 要 求 的 复 
数 .但 对 球面 上 北极 的 那 一 点 N, 不 能 给 出 所 要 求 的 复数 .我 们 规定 点 N 所 对 应 
着 的 是 一 特异 的 “无 穷 ” 复数 ,用 符号 o 表示 . 按 上 述 规定 ,如 果 平面 上 的 点 无 
限 地 远离 原点 ( 按 任何 方向 ) , 则 它 在 球面 及 S$ 上 的 象 就 与 北极 靠近 .因而 ,球面 
S 上 的 每 一 点 映 成 某 一 复数 ,点 N 映 成 复数 o ,球面 上 的 其 他 点 映 成 通常 的 “有 
BR” 复数 .球面 S 称 为 复数 球面 或 黎 曼 球面 .注意 ,球面 $ 是 由 平面 添 增 一 个 无 
穷 远 点 % 而 得 到 的 .此 外 , 添 增 某 些 点 于 平面 可 得 到 其 他 曲面 一 一 射影 平面 . 
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图 18.165 
现在 设 f(z) = 2° 4 az! te + aniz + a 是 任意 次 多 项 式 .我 们 把 z 
映 到 复数 球面 S 上 ,把 多 项 式 的 值 f(z) 映 到 另 一 复数 球面 $;, 上 .球面 $) 上 每 
一 有限” 点 z = x + iy 对 应 着 球面 5 的 “有 限 ” 点 f(z). 并 且 如 果 点 z 靠 近 o, 
WW f(z) 也 靠近 S, 的 % 点 .实际 上 可 把 多 项 式 f(z) 写成 如 下 形式 


fla) = P+ Dae Bt) 
我 们 容易 看 到 , 当 z ~> o (就 是 当 | | 无 限 增 大 ) , 括 弧 内 的 表达 式 趋 近 1 ,而 因 
R 2" 无 限 趋 大 .所 以 ,可 以 补充 定义 /( %) = % ,从 而 得 到 整个 复数 球面 $ 到 
复数 球面 $ 的 连续 映 象 
为 了 确立 方程 


z” + aya te t a1z+ a, = 0 


至 少 有 一 个 解 (如 代数 学 基本 定理 所 断言 ) ,可 以 去 找 出 球面 S 上 这 样 的 点 z 
使 f(z) = 0. 也 就 是 球面 8 上 的 点 0 至 少 是 球面 Si 上 的 一 个 点 的 象 .如 果 不 存 
在 这 样 的 点 , 则 Sp 上 的 点 0 不 能 为 球面 51 HOR ACS) 所 覆盖 ,那么 在 球面 5; 的 
点 0 的 近 旁 映 象 / 的 度数 等 于 零 . 由 于 映 象 / 在 任何 点 近 旁 的 度数 都 是 一 样 的 ， 
所 以 可 以 简单 地 说 映 象 /的 度数 是 零 . 为 了 证 明代 数学 基本 定理 ,只 要 证 明 映 
象 /的 度数 异 于 零 .我 们 指出 这 映 象 的 度数 等 于 n( 也 就 是 与 多 项 式 f(z) 的 次 
数 符合 ,这 是 引进 “ 映 象 度数 ” 这 一 术语 的 合适 理由 ). 

让 系数 ol, as,…, a, 趋 零 , 则 多 项 式 f(z) 变动 , S, 到 S; 的 映 象 f 作 连续 的 
形变 (对 Si 上 的 所 有 有 限 点 Sh, f(z) 随 着 系数 的 变动 而 变动 的 连续 性 是 明显 
的 ;对 于 无 穷 远 点 m ,由 于 多 项 式 的 首 项 系数 总 是 1, 关系 式 Fu) = u 保持 不 
变 ). 最 后 ,我 们 得 到 多 项 式 hi(z) = z. 但 是 ,由 于 在 连续 形变 时 , 映 象 的 度数 
不 变 ,所 以 由 球面 51 到 球面 5; 上 的 映 象 /与 1 具有 相同 的 度数 . 映 象 f 的 度数 
是 很 容易 计算 的 . 
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考察 平面 上 由 原点 0 引出 的 n 条 射 
线 构成 的 n 个 相等 的 角 , 每 一 角 等 于 
2 (Pe 18. 166). 当 复数 > FE n 次 时 , 它 
的 幅 角 增 n 倍 ,所 以 映 象 / 把 这 些 角 中 的 
每 一 个 映射 为 整个 球面 S, 而 且 对 角 的 
内 部 说 是 同 胚 映 象 . 所 以 通过 映 象 1, 球 
E 51 的 象 n 次 覆盖 球面 S, 并 且 映 象 1 
处 处 是 正 的 ,所 以 映 象 i 的 度数 是 n. 


390 


图 18. 166 


1 曲线 概念 的 发 展 D 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 个 ~ 人 下 下 下 


W 
S 
z 
= 
S 
Bi 


曲 线 是 几何 研究 的 主要 对 象 之 一 .其 原因 首先 是 在 于 : 
曲线 概念 是 在 人 类 有 关 图 形 的 绘制 .地 区 疆界 的 确定 、 运 动物 
体 的 轨迹 的 研究 等 实践 活动 中 发 生 的 .曲线 的 概念 从 实践 中 发 
生 , 并 且 在 自然 界 和 生产 过 程 里 诸 现 象 的 数学 描述 中 ,也 有 广 
泛 的 应 用 . 

自古 迄今 ,数学 家 们 都 注意 着 曲线 的 概念 ,其 原因 就 在 于 
此 .科学 家 们 会 力求 精密 地 定义 ,作为 数学 概念 而 言 ,曲线 是 什 
A? 那 就 是 要 阐明 :在 实践 中 我 们 称 之 为 曲线 的 那些 事物 里 ， 
什么 为 它们 所 共有 ? 

这 里 企图 直到 近代 才 在 前 苏联 数学 家 T. C. 乌 利 松 
(Yppicon ,1898 一 1924) 的 工作 中 获得 成 功 , 乌 利 松 在 20 世纪 的 
20 年 代 中 才 给 出 曲线 最 一 般 的 定义 ,有 了 这 个 定义 才能 彻底 
地 研究 这 个 概念 的 本 质 . 但 是 IC-. 乌 利 松 的 工作 之 所 以 可 能 
出 现 ,是 因为 他 深刻 地 批判 地 通晓 了 前 人 积累 的 一 切 重大 科学 
资料 的 结果 .因此 要 了 解 近代 的 曲线 定义 的 自然 性 和 必要 性 ,我 
们 就 应 该 来 注意 这 个 概念 怎样 随 着 整个 数学 的 发 展 而 发 展 的 . 


We œ 


O 原 载 自 :巴尔 霍 民 柯 A C. 曲 线 是 什么 [Mj]. 华 明 , 译 .北京 :科学 出 版 社 ,1957. 
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欧 几 里 得 在 他 的 著作 《几何 原本 》 中 ,定义 曲线 为 无 宽度 的 长 (几何 原本 》 
定义 2) 或 为 表面 的 边界 (定义 6)@ 这 样 的 定义 在 一 定 程 度 上 反映 着 曲线 的 特 
性 ,但 在 曲线 概念 的 数学 研究 方面 却 毫 无 用 处 ,因为 它 是 由 其 他 尚 待 定义 的 概 
念 来 定义 的 .正如 人 们 所 说 :为 了 任何 对 象 的 数学 研究 ,应 该 公理 学 地 把 它 给 定 
出 来 , 那 就 是 要 指出 这 对 象 的 一 组 性 质 , 使 它 另 外 的 性 质 可 以 逻辑 地 从 这 组 性 
质 推出 来 . 

在 当时 科学 发 展 的 水 平和 实践 所 提出 的 要 求 的 特性 之 下 , 欧 几 里 得 不 可 能 
在 广阔 的 范围 内 来 定义 曲线 的 概念 ,因为 他 受 上 述 一 般 成 见 所 限制 ,在 《几何 原 
本 》 中 ,其 注意 力 停滞 于 两 种 最 简单 而 又 是 最 常用 的 曲线 一 一 直线 和 圆周 的 研 
RE. 

当然 这 并 不 是 说 : 除 直线 和 圆周 以 外 ,古人 就 不 知道 任何 其 他 曲线 . 远 在 欧 
几 里 得 以 前 , 像 狄 诺 斯 特 拉 托 斯 (Dinostratus) 的 二 次 曲线 就 为 人 们 所 熟知 了 ,过 
了 一 百年 以 后 ,阿波 罗 纽 斯 仔细 地 研究 了 圆锥 曲线 的 理论 , 即 平面 和 圆锥 体 侧 
面 的 交 线 一 一 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 理论 (这 些 曲线 的 名 称 就 是 阿波 罗 纽 斯 
的 ) .在 力学 中 也 引起 了 阿 基 米 德 螺旋 曲线 的 研究 的 必要 性 .然而 这 一 切 值 是 一 
些 个 别 零散 的 事实 , 既 没 任何 一 般 的 曲线 定义 也 没有 它 的 研究 方法 . 

在 这 一 方面 有 决定 性 意义 的 一 步 ,应 归功 于 笛 卡 儿 (R. Descartes, 1596— 
1650) .原始 资本 积累 时 代 的 工商 业 的 莲 勃 发 展 促进 了 技术 的 迅速 发 展 ,也 引起 
了 自然 科学 ,尤其 是 力学 的 空前 发 展 .这 种 发 展 就 需要 数学 工具 ,因为 数学 工具 
是 力学 定律 的 精密 表示 所 必需 的 .在 这 数学 工具 的 发 展 中 , 笛 卡 儿 起 了 很 大 作 
H. 

笛 卡 儿 的 理论 在 整个 数学 发 展 中 ,一 般 地 具有 重大 的 影响 ;尤其 他 的 坐标 
方法 ,第 一 次 使 以 当时 算 做 很 一 般 的 形式 来 定义 曲线 成 为 可 能 .因此 我 们 稍微 
仔细 地 来 谈 一 下 他 的 工作 . 

在 平面 上 取 定 坐标 系 以 后 , 则 对 应 于 平面 上 的 每 一 点 ,我 们 可 以 确定 一 对 
实数 为 该 点 的 坐标 . 于 是 不 同 的 实数 偶 对 应 于 不 同 的 点 , 且 每 一 实数 偶 对 应 着 
平面 上 完全 确定 的 点 ,而 此 点 以 该 实数 偶 为 其 坐标 . 这 样 就 在 平面 上 的 点 集 和 
实数 偶 的 集合 之 间 ,建立 了 所 谓 互 相 单 值 的 对 应 . 这 个 对 应 就 可 替 每 个 曲线 建 
立 它 的 方程 ,也 就 是 在 它 的 点 的 坐标 之 间 找 到 这 样 的 一 种 关系 式 , 对 于 这 曲线 
上 的 所 有 点 ,这 关系 式 缘 成 立 ,而 对 其 他 的 任何 点 皆 不 成 立 ,例如 ,以 坐标 原点 
为 中 心 ,以 r 为 半径 的 圆周 有 方程 

x? + y? = r 


坐标 轴 的 夹 角 的 分 角 线 有 方程 x - y = 0 等 . 


2 


中 《Hasarma》Eakomma, kunra I 一 VI Tocrexusnat, M.—JI1. 1948, 38 11 页 . 
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替 每 个 曲线 建立 它 的 方程 之 可 能 ,给 已 知 曲线 的 研究 提供 了 非常 一 般 而 有 
力 的 方法 ;然而 在 曲线 概念 的 一 般 定 义 的 问题 上 ,在 没有 以 下 列 方式 改换 问题 
的 提 法 以 前 ,我 们 得 不 到 任何 新 的 东西 . 

设 已 知 一 方程 ,这 方程 有 两 个 变数 ,将 其 各 项 移 置 等 号 之 左 , 且 以 F(x,y) 
表示 方程 左边 的 表达 式 ( 函 数 ) , 则 可 写成 形式 F(x,y) = 0, 而 且 假 设 这 方程 的 
无 穷 个 实数 解 , 即 有 无 穷 个 实数 偶 x,y 适合 此 方程 .我 们 把 x 和 y 看 做 平面 上 
的 一 点 对 应 于 某 坐 标 系 的 坐标 ,其 坐标 适合 方程 F(x,y) = 0 的 平面 上 点 的 全 
体 , 则 称 为 该 方程 所 确定 的 曲线 . 问题 的 这 种 提 法 的 主要 价值 在 于 :我 们 现在 可 
以 给 出 曲线 的 一 般 的 定义 ,而 直到 现在 所 知道 的 曲线 的 特例 全 部 都 包括 在 这 个 
定义 之 内 .而 且 , 一 般 地 说 ,有 多 少 不 同 的 方程 ,就 可 以 作出 多 少 不 同 的 曲线 .将 
将 此 定义 重 述 如 下 : 凡 坐标 适合 方程 F(x,y) = 0 的 点 的 全 体 称 为 这 方程 所 确 
定 的 曲线 . 

笛 卡 儿 的 发 现 对 整个 数学 有 决定 性 的 意义 ,因为 它 一 方面 使 几何 对 象 可 以 
用 代数 和 分 析 的 方法 来 研究 ,而 另 一 方面 也 使 几何 的 术语 和 方法 可 以 用 于 代数 
和 分 析 , 从 而 使 这 些 科 目的 研究 大 大 地 简单 而 明了 了 . 数学 的 辩证 性 就 表现 在 
数学 发 展 中 的 两 种 对 立 倾向 几何 倾向 和 分 析 倾向 之 间 互 相 渗透 的 影响 
中 . 笛 卡 儿 的 曲线 定义 在 当时 算是 非常 一 般 的 . 这 个 定义 包括 了 所 有 代数 曲线 . 
所 谓 代 数 曲线 ,就 是 代数 方程 所 确定 的 曲线 , 即 其 方程 的 形式 是 F(x,y) = 0， 
而 其 中 P(x,y) 是 两 个 变数 x My 的 多 项 式 .多 项 式 F(x, y) 的 次 数 称 为 其 代 
数 曲线 的 阶 . 因为 所 有 平面 上 的 直线 在 笛 卡 儿 坐 标 中 表示 为 一 次 方程 的 形式 
Ax + By + C = 0, 而 且 所 有 这 样 的 方程 都 表示 直线 ,所 以 我 们 说 :一 阶 代数 曲线 
就 是 直线 .因为 所 有 椭圆 抛物线、 双 曲 线 ( 或 退化 为 二 直线 ) 都 可 以 用 二 次 方 
程 来 表示 ,而 且 所 有 二 次 方程 ,只 要 它 有 无 穷 个 解 , 恒 表示 这 些 曲线 之 一 ,所 以 
我 们 说 :二 阶 的 代数 曲线 是 椭圆 ,抛物线 或 双 曲 线 0. 这 些 事实 就 是 解析 几何 学 
的 内 容 , 且 基本 上 已 为 第 卡 儿 所 通晓 . 较 高 次 的 代数 曲线 的 研究 则 是 代数 几何 
学 的 对 象 . 

然而 在 那 时 已 经 知道 :有 些 曲线 根本 不 能 用 方程 R(x,y) = 0 来 表示 ,这 里 
F(x,y) 是 指 相当 简单 的 函数 , 即 有 限 个 初等 函数 的 组 合 ;或 即使 可 以 用 方程 
F(x,y) = 0 来 表示 ,但 是 ,对 于 曲线 的 研究 也 丝毫 无 补 . 那 首先 是 动 点 轨迹 的 
曲线 .就 像 阿 基 米 德 的 螺旋 曲线 某 点 沿 半 直 线 均匀 移动 ,而 半 直 线 又 绕 一 
定点 以 等 角速度 转动 ,该 点 所 书 的 曲线 .如 果 以 r 表示 动 点 离 坐标 原点 的 距离 ， 
而 以 p 表示 转动 着 的 半 直 线 和 笛 卡 儿 坐标 系统 中 ox 轴 正 方向 之 间 的 夹 角 , 那 
么 对 于 阿 基 米 德 螺旋 曲线 ,我们 便 得 到 " 对 p 的 很 简单 的 关系 式 


O 我们 仅 限于 考虑 实 的 曲线 ,方程 没有 实数 解 的 情况 ,不 在 我 们 考虑 的 范围 之 内 . 
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r= ag 


其 中 a 是 一 个 已 知 数 . 设 M(x,y) 是 阿 基 米 德 螺旋 曲线 上 的 任意 一 点 ,那么 
T SA x? + y ,9 = arctan 二 


把 这 些 数 值 + 和 g 代 人 等 式 r = op ,我 们 就 得 到 阿 基 米 德 螺旋 曲线 在 笛 卡 儿 坐 
标 中 的 方程 


Vx? + y* - arctan % =0 


然而 这 方程 对 于 阿 基 米 德 螺旋 曲线 的 研究 却 丝毫 无 补 ,因为 对 于 x 的 每 个 
数值 ,有 无 穷 个 y 值 与 之 相应 ;反之 ,对 于 y 的 每 个 数值 ,也 有 无 穷 个 x 值 与 之 
相应 . 

在 动 点 的 轨迹 的 研究 方面 ,给 出 点 依赖 于 时 间 的 坐标 是 极其 自然 的 . 这 就 
引入 了 所 谓 曲 线 的 参数 表达 式 , 在 这 表达 式 中 曲线 的 点 的 坐标 被 表示 为 某 第 三 
个 变量 GHA ¢ THT) 的 函数 ,i 称 为 参数 

x= p(t),y = g(t) 

这 样 ,如果 动 点 m 以 等 速度 " 沿 一 直线 运动 ,而 此 直线 通过 原点 且 与 ox 轴 

的 夹 角 为 a ,那么 动 点 的 坐标 依赖 于 时 间 而 可 用 下 面 的 公式 表示 
x = vi cosa,y = vt sina 
这 两 个 等 式 便 是 直线 的 参数 方程 . 
如 果 动 点 m 均匀 地 沿 着 圆周 运动 ,该 圆 以 坐标 原点 o 为 中 心 , 以 7 为 半径 ， 
那么 动 点 的 坐标 将 依赖 于 时 间 , 且 可 用 下 面 的 函数 来 表示 
x = rcoswt,y = r sin wt 
其 中 w 是 半径 om 转动 的 角速度 . 这 便 是 圆 的 参数 方程 . 
阿 基 米 德 螺旋 曲线 的 参数 方程 有 以 下 的 形式 
x = vt cos wt,y = vt sin wt 
这 里 " 是 动 点 沿 半 直 线 移动 的 速度 ,而 w 是 半 直 线 绕 坐 标 原点 转动 的 角速度 . 

用 参数 方程 来 给 出 曲线 ,是 完全 合 于 对 这 概念 所 提出 的 一 切 要 求 的 :大 家 
所 知道 的 一 切 曲 线 , 包 括 代数 曲线 和 超越 曲线 在 内 ,都 可 以 用 这 种 方式 来 给 定 ; 
且 这 种 给 定 曲 线 的 方式 ,最 好 地 适应 着 作为 动 点 的 轨迹 而 得 到 曲线 的 主要 方 

定义 曲线 为 动 点 的 轨迹 ,并 且 用 参数 法 给 定 大 家 所 知道 的 曲线 ,这 已 经 成 
为 曲线 概念 新 的 推广 的 基础 :如 果 平面 上 点 的 坐标 x Aly 可 以 表示 为 某 第 三 个 
变量 的 函数 (通常 1 看 做 时 间 , 但 也 可 以 看 做 角度 、 弧 长 等 ), 则 这 些 点 的 全 体 
将 称 为 曲线 . 

当然 在 函数 o 和 yy 上 加 了 一 些 限 制 ,如 果 函 数 概念 越 广泛 , 则 这 些 限制 就 
越 一 般 . 由 特例 出 发 ,在 19 世纪 的 后 半 叶 ,得 到 了 下 面 的 曲线 的 一 般 定义 ,法 国 
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数学 家 若 当 (C.Jordan) 以 最 清晰 的 形式 界 述 了 这 样 定义 :如 果 平 面 上 点 的 坐标 
是 参数 ; 在 区 间 0 <t < 1 上 所 给 定 的 连续 函数 中 

x = p(t),y = (t) 
那么 这 些 点 的 全 体 就 称 为 曲线 . 

然而 立刻 发 现 : 若 当 的 曲线 定义 又 过 分 一 般 了 :在 1890 年 ,意大利 数学 家 

皮 亚 诺 (G.Peano) 指出 :可 以 在 区 间 0 < 1; <1 上 选取 这 样 的 两 个 连续 函数 
g(t) 和 y(t), 使 所 有 它 的 坐标 适合 方程 :x = olt), y = VE <1) 
点 填 满 一 整 块 正方 形 (包括 其 内 点 和 边界 点 在 内 ) , 那 就 是 说 ,无 ; PREFE E 
的 哪 一 个 点 m(x,y), 总 可 以 找到 这 样 的 参数 值 (0 < t < 1) ,使 

x = p(t),y = p(t) 
这 个 例子 完全 推翻 了 若 当 的 曲线 定义 ,如 果 就 其 一 般 地 采纳 这 个 定义 :在 这 个 
定义 的 意义 之 下 ,曲线 ”上 的 点 将 填 满 一 整 块 面积 ,这 与 我 们 根据 许多 具体 曲 
线 的 研究 而 形成 的 关于 曲线 的 观念 不 能 相 容 ,因为 我 们 所 研究 的 那些 具体 的 曲 
线 总 不 能 填 满 一 整 块 面积 


1.2 皮 亚 诺 “ 曲 线 ” 


为 了 要 了 解 皮 亚 诺 * 曲 线 ” 是 怎样 做 出 来 的 ,我 们 应 该 证 明 :线段 了 可 以 连 
续 地 映 象 到 正方 形 0 上 .我 们 更 详细 地 来 解释 这 是 什么 意思 . 假定 我 们 已 经 有 
了 任意 线段 7 和 任意 正方 形 0. 

问题 就 在 于 :对 线段 的 每 一 点 要 找 正方 形 某 一 点 与 之 相应 ,而 且 正 方形 的 
每 个 点 皆 对 应 于 线段 的 某 个 点 .此 外 , 对 于 我 们 有 兴趣 的 线段 映 象 应 该 是 连续 
的 , 那 就 是 说 ,这 个 映 象 应 该 合 于 下 面 的 条 件 : 只 要 把 线段 的 点 取得 十 分 靠近 ， 
就 可 以 使 它 相 应 的 正方 形 的 点 任意 靠近 . 

现在 请 大 家 来 看 ,我 们 怎样 来 作 这 个 映 象 .让 我 们 把 线段 7 分 为 四 等 份 , 自 
左 至 右 依次 以 字母 71, 对 ,如 ,表示 这 些 子 线段 .同样 把 正方 形 0 也 分 为 四 个 
相等 的 正方 形 , 且 以 Qi, Q2, Q3, 04 表示 这 些 正方 形 (图 19.1). 

线段 T1, T}, T}, T) ARGS MY IEA Q1, QL, Q3, Q1 就 叫做 一 级 线 
BABETTE. HEM, Ti, 72,73, 74 中 的 每 个 线段 再 分 为 四 等 份 ,由 TI 所 分 
成 的 子 线段 依次 用 TY, 73,73, 及 表示 ;用 到 所 分 成 的 子 线段 依次 用 73, 73, T, 
Ti 表示 ;用 73 所 分 成 的 子 线段 用 T5, Tio Ti, Th 表示 ;由 下 所 分 成 的 子 线段 
用 Th, Tia, Tis, 74 表示 ;在 第 二 次 分 割 中 所 得 到 的 16 个 线段 并 ,…, T 叫做 二 


© 回忆 一 下 :如 果 在 区 间 0 < 1 < 1 上 给 定 ee Ti 列 的 性 质 ,就 叫做 连续 函数 :只 要 独 
立 变 数 在 区 间 0 < 1 < 1 中 的 任意 二 值 相 当 靠近 ,就 可 上 使 得 函数 值 相差 任意 小 
更 精确 一 些 , 这 意思 应 该 这 样 来 说 :无 论 预 先 给 定 的 正 数 多 么 小 ,总 可 以 找到 充分 小 的 正 数 ò, R 
要 变 元 在 区 间 0 < ; < 1 中 的 两 个 值 i 和 n 相差 小 于 8, MAM oe BA AE 
dgi; 
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图 19.1 

级 线段 .其 次 ,再 把 Qi, 03, 03, 04 中 的 每 个 正方 形 分 成 四 个 相等 的 正方 形 .我 
们 就 得 到 16 个 二 级 的 正方 形 .由 01 所 分 成 的 正方 形 用 01, 02, 03, 8? 表示 ;由 
Q 所 分 成 的 正方 形 用 03, 08, 03, 03 表示 ;由 03 所 分 成 的 正方 形 用 03,0 
Qin, Oi FAN; HH 04 所 分 成 的 正方 形 用 0n, 0u, Qis, 0% 表示 .符号 之 选择 致使 
其 下 标 数 相差 1 的 二 正方 形 至 少 有 一 个 公共 点 .但 因由 同一 个 一 级 正方 形 所 分 
成 的 四 个 正方 形 总 有 一 个 公共 点 这 正方 形 的 中 心 , 所 以 在 选择 符号 时 只 
要 注意 :使 每 两 个 正方 形 04 和 5, 08 和 Q5, Oh 和 Ot 有 公共 点 , 那 就 是 使 一 个 
一 级 正方 形 所 分 成 的 最 后 一 个 二 级 正方 形 和 相 邻 的 一 级 正方 形 所 分 成 的 第 一 
个 二 级 正方 形 有 公共 点 (图 19.2). 


123456 16 
0 


图 19.2 

图 19.2 中 的 虚线 说 明 : 当 自 左 至 右 顺 序 经 过 诸 线 段 时 ,就 按 虚线 所 指示 的 
次 序 通过 诸 正 方形 . 

现在 ,再 把 每 个 三 级 线段 分 成 四 个 相等 的 线段 . 这 样 一 来 ,我 们 便 得 到 64 
个 三 级 线段 ,顺序 ( 自 左 至 右 ) 以 7}, T, e, TY 表示 ;同样 ,把 16 个 二 级 正方 形 
的 每 一 项 再 分 为 四 个 相等 的 正方 形 . 我 们 就 得 到 64 个 三 级 正方 形 , 以 Qi, 
03s, Q& 来 表示 这 些 正方 形 , 但 此 表示 法 致使 Qi, 03,03, QUE 0? 所 分 成 ; 
Q3, 08, 07, 03 是 由 03 所 分 成 ,…… 

在 选择 符号 时 ,也 应 该 注意 到 :致使 每 相 邻 两 三 级 正方 形 ( 下 标 数 相差 1 
者 ) 有 公共 点 .但 因 同 一 个 二 级 正方 形 所 分 成 的 四 个 三 级 正方 形 都 有 一 公共 点 
( 即 这 正方 形 的 中 心 ) , 故 只 需 留意 :使 由 某 二 级 正方 形 所 分 成 的 最 后 一 个 三 级 
正方 形 与 由 相 邻 的 二 级 正方 形 所 分 成 的 第 一 个 三 级 正方 形 有 公共 点 (图 19.3). 

图 中 的 虚线 表示 : 当 自 左 至 右 顺 序 通过 诸 线段 时 ,就 按照 虚线 所 表示 的 次 


396 


“le 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


“a 


图 19.3 

序 通过 诸 正 方形 . 

这 种 分 割 线段 和 正方 形 的 手续 可 以 无 限制 地 继续 进行 ; 当 分 割 的 级 数 增加 
时 ,线段 的 长 度 和 正方 形 的 边 长 将 同时 趋 于 零 , 因 为 对 于 级 分 割 ,线段 的 长 度 
将 等 于 1/4", 而 正方 形 的 边 长 将 等 于 1/2". 现 在 对 每 个 级 的 线段 及, 提供 一 个 
同 级 正方 形 02 与 之 对 应 ,此 正方 形 08 和 指定 的 线段 Ti 有 同一 个 号 码 %. 于 是 
对 于 每 级 分 割 ,在 同 级 分 割 的 线段 与 正方 形 之 间 就 得 到 了 一 个 互相 单 值 的 对 
应 .在 这 些 线段 和 正方 形 之 间 的 对 应 ,使 我 们 能 够 作 一 个 连续 映 , 把 线段 了 映 象 
到 正方 形 OL. Ai to 是 线段 的 任 一 点 .此 点 至 少 属于 一 个 一 级 线段 (不 超过 两 
个 一 级 线段 ) ,也 至 少 属于 一 个 二 级 线段 ,也 至 少 属于 一 个 三 级 线段 , 循 此 渐 近 ， 
便 得 到 一 系列 线段 ,都 包含 着 t0. 对 应 于 这 些 线段 , 便 得 到 正方 形 的 一 个 无 穷 序 
列 . 因 为 每 个 n 级 的 正方 形 都 包含 在 前 一 级 的 某 个 正方 形 里 ;又 因为 当 级 数 n 
RAM ,正方形 的 边 长 趋 于 零 , 故 所 有 这 些 正 方形 有 唯一 的 公共 点 mo, 我 们 就 
命 此 点 与 点 to 对 应 .这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 :对 于 线段 的 每 一 个 点 对 应 着 正 
方形 的 完全 确定 的 点 下. 

现在 需要 说 明 :在 这 种 对 应 之 下 ,正方 形 的 每 个 点 至 少 和 线段 的 一 点 对 应 . 
命 mo 是 正方 形 0 的 任 一 点 .此 点 至 少 属于 一 个 一 级 正方 形 0i ,也 至 少 属于 一 
个 二 级 正方 形 03,03 包含 在 正方 形 0! 内 ;也 至 少 属于 一 个 三 级 正方 形 Qi, Qi 
包含 在 0% 内 , 循 此 继 进 . 

我 们 来 研究 对 应 于 这 些 正 方形 的 线段 . 命 这 些 线段 是 1, Ti, TF. EK 
段 都 包含 于 前 者 , 且 当 分 割 的 级 数 增 大 时 ,线段 之 长 趋 于 零 . 因 此 ,所 有 这 些 线 
段 有 唯一 的 公共 点 加 .正方 形 0 的 点 mo 就 和 线段 T 的 这 一 点 to 对 应 . 

我 们 还 要 证 明 这 种 映 象 的 连续 性 .如 果 to an A 点 , 则 对 于 任意 
的 n 来 说 ,这 线段 中 所 有 十 分 靠近 io 的 点 1, 将 和 to 在 同一 个 nn 级 的 线段 上 ,或 
在 相 邻 的 同 级 线段 上 .那么 和 线段 了 的 两 点 如 与 j E sy 与 
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m, 将 在 同一 个 n 级 的 正方 形 上 ,或 在 相 邻 的 同 级 正方 形 上 .所 以 只 要 把 ;点 取 
得 与 to 十 分 靠近 ,那么 与 之 相对 应 的 m 点 也 就 任意 靠近 于 mo. 这 就 证 明了 映 象 
的 连续 性 . 

用 我 们 所 获得 的 线段 到 正方 形 的 映 象 ,就 可 以 作 皮 亚 诺 “曲线 ”. 事实 上 ,如 
果 取 数 轴 上 的 区 间 0 < t < 1 为 线段 7, 而 把 XOY 平 面 上 单位 正方 形 取 做 0 , 它 
的 点 由 不 等 式 0 < x < 1,0 < y < 1 所 决定 .对 于 每 一 值 i, 在 已 给 的 连续 映 象 
之 下 , 力 得 对 应 点 m 的 坐标 ,于 是 这 线段 到 正方 形 的 映 象 就 产生 了 两 个 连续 函 
数 x = p(t),y = P(t). 

函数 p 和 y 和 连续 性 可 以 由 下 列 事实 推出 :如 果 把 线段 7 了 的 两 点 to 和 1 取 
得 充分 靠近 , 则 其 所 对 应 的 点 mo 和 m 亦 将 任意 靠近 ,由 此 也 就 推出 这 两 点 的 
纵 坐 标 及 横 坐 标 相差 任意 小 . 

这 样 便 得 到 通过 正方 形 的 所 有 点 的 (用 参数 方程 给 出 的 )“ 曲 线 ” 的 例子 . 

我 们 所 考虑 的 线段 至 正方 形 的 映 象 不 是 互相 单 值 的 ;正方 形 上 有 无 穷 多 个 
点 存在 ,其 中 任意 一 点 和 线段 上 好 几 个 (两 个 、 三 个 或 四 个 ) 点 对 应 .我 们 可 以 
证 明 : 它 与 做 成 线段 至 正方 形 的 连续 映 象 的 方法 无 关 , 在 所 有 这 样 的 映 象 之 下 ， 
正方 形 总 有 这 样 的 点 存在 ,其 每 一 点 对 应 于 线段 的 若干 个 点 呈 . 


1.3 ” 单 弧 及 由 单 弧 所 构成 的 曲线 


可 以 将 直线 线段 互相 单 值 而 连续 地 映 象 于 其 上 的 平面 或 空间 的 任 一 点 集 
称 为 单 弧 . 在 平面 上 ,如 果 取 区 间 0 < + < 1 为 直线 线段 ,而 取 对 应 于 已 给 的 : 值 
的 点 M 的 横 坐 标 x 和 纵 坐标 y 为 函数 p 和 y, 则 单 弧 恒 可 以 用 参数 方程 
x= g(t),y = y(t), 0 < tx 1 
来 给 出 .在 这 种 情况 下 ,二 函数 o 和 y 都 是 连续 的 ,并 且 对 于 二 相 异 数值 i 和 
tz ,下 列 不 等 式 
plti) = pltr) KM p(t) = (tr) 
中 至 少 有 一 个 成 立 (当然 也 可 能 这 两 个 不 等 式 都 成 立 ). 
我 们 所 知道 的 曲线 :如 圆周 .椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 、 正 弦 曲 线 、 阿 基 米 德 螺 
旋 曲 线 等 ,其 中 任意 一 个 都 是 单 弧 的 实例 . 
在 空间 , 单 弧 可 以 由 三 个 参数 方程 给 出 
x = olt), y = Y(t),z = x(t) 
而 且 对 于 参数 的 每 两 个 数值 t 和 如, 下 列 三 个 不 等 式 
plti) 天 pb) GH) Æ Plt), YX) 天 X(b2) 


© 譬如 ,参考 JIyann H.H.,Teopun yuku meiicrptrerBHorormrepeMeHHoro( 实 变数 函数 论 )， 
Yunenrus, MocKkBa,1940, 第 205 页 . 
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至 少 有 一 个 成 立 .螺旋 曲线 
x = reost,y = rsint,z = at 
MAY APE As BP a 和 7 是 常数 ,而 i 是 参数 ,有 是 0 < 1<%. 

我 们 再 引 空间 单 弧 的 一 个 例子 ,这 个 例子 给 我 们 指出 ,“ 单 曲线 ”也 可 以 有 

多 么 奇怪 的 性 质 .基于 这 个 目的 ,我 们 在 皮 亚 诺 曲 线 的 方程 

x= p(t),y = P(t) 0st<l 
之 外 ,再 加 入 第 三 个 方程 

z=t 

其 坐标 适合 这 三 个 方程 的 空间 的 点 集合 
万 成 一 单 弧 ,因为 这 个 集合 的 点 的 三 个 
坐标 都 与 i 连续 相关 , 且 不 同 的 i 值 恒 对 
应 着 集合 中 不 同 的 点 (因为 第 三 个 坐标 
不 同 )( 图 19.4). 

这 曲线 有 一 个 特点 : 就 是 它 在 xOy 
平面 上 的 投影 是 一 个 正方 形 . 这 样 一 来 ， 
在 正方 形 的 每 一 点 的 上 面 总 有 一 个 曲线 
的 点 ,而 在 正方 形 的 某 些 点 的 上 面 甚至 
有 曲线 的 若干 个 (2,3 或 4) 点 . 图 19.4 

比方 说 : 这 个 正方 形 的 区 域 完 全 被 
一 个 屋顶 所 遮盖 ,而 这 个 屋顶 并 不 是 由 曲面 而 整个 是 由 曲线 所 装 制 的 , 即 屋 顶 
本 身 是 一 支 曲 线 ， 

作为 圆周 的 互相 单 值 上 且 连 续 的 影响 的 平面 或 空间 的 点 集 叫 做 单 闭 曲线 . 

在 平面 上 , 单 闭 曲线 可 以 由 下 列 的 两 个 参数 方程 给 出 

x= 9(t),y = $(t),0cst<l 

H p0) = p01), (0) = y(1) 

对 于 所 有 二 数值 t 六 己 , 只 要 其 中 有 一 个 等 于 0 和 1, 则 二 不 等 式 
p(t) 天 pt2) P(t) 天 pCt) 


中 至 少 有 一 个 成 立 . 

单 闭 曲线 和 单 弧 一 样 ,也 可 能 极其 奇异 地 布 于 平面 上 . 

可 能 在 它 上 面 的 每 一 个 点 都 没有 切线 ;由 单 闭 曲线 所 围 成 的 区 域 的 面积 可 
能 依赖 于 是 否 把 其 边界 算 在 区 域 里 . 

但 是 单 孤 和 单 闭 曲线 是 所 有 曲线 中 最 简单 的 曲线 ,因为 就 其 内 在 的 性 质 而 
言 ,其 结构 是 和 直线 线段 及 圆周 一 样 ;我 们 在 上 面谈 到 的 其 结构 的 各 种 特点 是 
和 它们 在 平面 或 空间 的 分 布 有 关 的 ， 

任何 点 集 , 只 要 能 分 割 为 有 穷 支 单 孤 , 且 这 些 单 孤 除 其 端点 以 外 , 互 无 其 他 
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的 公共 点 ,那么 这 点 集 就 可 以 称 为 曲线 ,我 们 所 知道 的 一 切 曲 线 都 合 于 这 个 定 
义 .例如 圆周 就 可 以 看 做 是 由 二 单 孤 一 一 其 半圆 所 构成 的 曲线 ; 贝 努 利 
(Bernoulli) 双 叶 线 可 以 看 做 是 由 四 支 单 弧 所 构成 的 曲线 .于 是 就 得 到 一 个 充分 
广泛 的 曲线 范畴 ,特别 ,所 有 代数 曲线 都 包括 在 这 个 范畴 之 内 .但 仍 有 一 些 曲线 
不 能 表示 为 有 穷 个 单 弧 之 和 ,这 些 单 弧 除 其 端点 以 外 , 互 无 其 他 的 任何 公共 点 . 
譬如 (图 19.5) 函数 


y= 1 


的 圆 形 再 加 上 其 纵 轴 上 的 “极限 线段 ” 
=0,-l<y=<+l 

这 样 所 得 到 的 曲线 便 是 如 此 ,我 们 在 下 面 要 证 明 , 这 个 曲线 不 能 表示 为 有 穷 个 
单 弧 的 组 合 .我 们 也 看 到 :这 个 曲线 不 能 表示 为 线段 的 连续 映 象 (也 就 是 说 , 它 
不 是 若 当 意义 之 下 的 曲线 ). 

我 们 看 到 :如 果 在 函数 p(t) 和 y(t) 上 , 除 连续 性 以 外 ,不 加 任何 其 他 的 限 
制 , 那 么 车 当 曲 线 的 范畴 未 免 太 广泛 .虽然 如 此 ,但 是 它 并 不 包括 在 考虑 力学 和 
物理 的 许多 问题 时 所 遇 到 的 所 有 曲线 . 除 已 说 明 的 曲线 外 , 如 圆周 及 填 满 于 其 
中 的 螺旋 曲线 所 组 成 的 曲线 也 属于 此 (图 19.6). 在 无 线 电学 中 研究 振荡 过 程 时 
必须 考虑 这 样 的 曲线 ,而 在 考虑 某 些 自动 结构 的 稳定 体系 时 ,也 必须 考虑 这 样 
的 曲线 . 


图 19.5 图 19.6 
因此 ,直到 现在 ,我们 所 考虑 的 定义 曲线 的 一 切 办 法 都 是 有 缺点 的 , 因为 
每 次 都 可 以 找到 一 些 曲 线 不 合 于 这 些 定 义 . 


1.4 在 定义 曲线 的 问题 中 点 集 论 的 作用 


到 19 世纪 的 末 叶 ,在 数学 中 ,所谓 集 合 论 的 观点 开始 越 来 越 深入 了 , 把 所 
有 的 数学 对 象 都 看 做 某 种 元 素 的 集合 . 这 里 “集合 ”概念 本 身 不 再 被 定义 而 看 
做 基本 的 概念 .特别 ,几何 图 形 被 看 做 具有 某 种 性 质 的 点 的 集合 .例如 ,圆周 就 
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是 平面 上 与 一 定点 等 距离 的 诸 点 的 集合 (几何 位 置 ). 把 几何 定理 中 的 术语 “ 几 
何 位 置 ” 用 “集合 ”来 代替 ,我 们 最 好 在 开始 时 就 熟悉 这 个 对 整个 近代 数学 是 基 
本 的 概念 . 

康 托 在 他 的 (19 世纪 70 年 代 和 80 年 代 开始 期 间 的 ) 一 系列 的 论文 中 ,把 集 
合 论 的 观点 很 清楚 地 形成 了 .集合 论 的 所 有 基本 概念 都 归 之 于 他 . 数学 问题 用 

合 论 来 论述 是 科学 上 一 个 重大 的 进展 .特别 ,用 集合 论 来 论述 ,使 康 托 把 曲线 

概念 的 定义 问题 大 大 地 向 前 推进 了 .我 们 开始 来 学 习 康 托 的 曲线 定义 ,以 比较 
仔细 地 探求 曲线 概念 .但 在 此 以 前 ,必须 先 引入 集合 论 的 一 系列 概念 ,因为 没有 
这 些 概念 ,我 们 就 不 能 作 康 托 曲 线 定义 ,在 学 习 乌 利 松 的 曲线 的 一 般 定义 时 ,这 
些 概 念 也 还 是 必要 的 .一 般 地 说 ,对 于 每 一 个 人 ,不 管 他 研究 当代 数学 的 哪 一 
门 , 都 有 必要 知道 这 些 概 念 ,因为 点 集 论 的 基本 概念 在 当代 数学 的 整个 邻 域 中 
都 被 采用 着 . 

以 后 我 们 主要 是 让 点 集 在 所 谓 拓扑 映 象 或 同 胚 映 象 下 不 变 的 那些 性 质 . 

描述 一 下 ,我们 可 以 说 ,拓扑 映 象 就 是 把 一 个 集合 装置 在 另 一 个 集合 上 ,一 
个 集合 的 任何 两 点 不 汇合 于 另 一 集合 的 一 点 ,而 且 一 集合 的 充分 靠近 的 点 对 应 
于 另 一 集合 任意 靠近 的 点 ,十 分 简略 地 说 ,拓扑 映 象 把 一 个 集合 不 重重 也 不 间 
断 地 转移 到 另 一 集合 . 

”这 种 说 法 的 精确 的 意思 是 :拓扑 映 象 是 互相 单 值 互 相连 续 的 映 象 . 

当 我 们 读 到 单 弧 的 概念 时 ,就 必须 要 牵涉 拓扑 映 象 .现在 我 们 可 以 说 : 单 弧 
是 直线 线段 的 拓扑 影 象 . 现在 引 几 个 各 种 同 胚 集 合 和 非 同 胚 集合 的 实例 . 

` 正 方形 、 三 角形 是 彼此 同 胚 的 ;圆柱 体 的 侧面 和 圆 环 也 是 同 胚 的 ,所 谓 
圆 环 , 那 就 是 夹 于 同心 圆 之 间 的 点 的 集合 (包括 同心 圆 本 身 ); 全 直线 和 无 端点 
的 区 间 也 是 同 胚 的 .圆周 .椭圆 .正方 形 的 周 界 等 也 是 彼此 同 胚 的 .相反 地 ,线段 
和 正方 形 或 线段 和 圆 界 ,彼此 都 不 是 同 胚 的 ,线段 和 全 直线 也 不 是 同 胚 的 . (这 
里 的 线段 是 指 闭 区 间 , 即 带 有 端点 的 区 间 而 言 一 一 原 译 者 ) 

可 以 证 明 : 集 合 的 某 些 性 质 ,如 连通 性 、 列 紧 性 、 维 数 在 同 胚 映 象 下 保持 不 
变 , 另 一 些 性 质 , 如 两 点 之 间 的 距离 ,点 之 是 否 属 于 同一 直线 或 平面 ,这 些 性 质 
在 同 胚 映 象 下 就 不 一 定 保留 (这 可 以 从 上 述 的 例子 中 看 出 ). 

研究 集合 在 所 有 同 胚 映 象 下 保持 不 变 的 性 质 的 数学 ,就 叫做 拓扑 学 . 这 一 
门 科学 在 20 世纪 的 前 半 叶 特别 莲 勃 地 发 展 ,而 且 引 导 近 代数 学 的 许多 基本 概 
念 的 建立 ,特别 是 曲线 概念 的 建立 . 

苏联 在 拓扑 学 的 发 展 中 居于 主导 地 位 , 这 门 科学 的 卓越 的 代表 人 物 有 : 
II . C+ SAS Y pecon), I - C - 亚历山大 洛 夫 (Anekcanxpos) A JI- C+ 邦 德 
EES (Tlontpsarun) . 


401 dgy 三 一 2Ry 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


2 点 集 论 中 的 一 些 知 识 


2.1 一 般 集 合 论 的 基本 概念 


在 研究 点 集 以 前 ,我 们 回忆 一 下 一 般 集合 论 的 最 基本 的 概念 . 

所 有 的 集合 都 是 由 个 别 的 元 素 所 构成 . 如果 是 集合 4 的 元 素 ,我 们 就 说 x 
属于 4, 并 且 写 

xECaA 

如 果 两 个 集合 4 和 B 是 由 同一 些 元 素 所 构成 ,也 就 是 说 ,如 果 集 合 4 的 每 
个 元 素 都 属于 集合 B, 而 集合 B 的 每 个 元 素 也 都 属于 集合 4 ,那么 我 们 就 认为 
这 两 个 集合 相等 . 

如 果 集 合 4 MBAS ,我们 就 写 4 = B. 

如 果 集 合 4 的 每 个 元 素 都 属于 集合 B ,那么 4 就 叫做 已 的 子 集 . 我 们 说 4 包 
SBA, FAS Ac B8; 在 这 情况 ,我 们 也 说 中 包含 着 4 ,并 且 写 已 D A. 

如 果 4CB 且 BCcC4, 那 么 4 = B. 

集合 5S 中 的 每 一 个 元 素 至 少 属于 集合 4 MB 之 一 , 则 $ 称 为 二 集合 4 MB 
的 和 集 . 集 合 $ 是 集合 4 和 B 的 和 集 的 情况 ,我们 写作 

S=AUB 

和 集 的 概念 可 以 推广 到 任意 有 穷 的 乃至 无 穷 的 集合 族 . 

集合 P 的 每 个 元 素 既 属于 集合 4 也 属于 和 集合 B, 则 P 称 为 二 集合 4 MBN 
交集 .我 们 也 说 集合 P 是 集合 4 AB 的 公共 部 分 ,并 且 写 

P=ANMB 

交集 的 概念 也 可 推广 到 任意 的 (有 穷 的 或 无 穷 的 ) 集合 族 . 

由 集合 4 中 不 属于 集合 B 的 那些 元 素 所 构成 的 集合 DD ,叫做 集合 A AB 的 
ZR. HRA 4 减 去 集合 B 而 得 到 集合 的 情况 ,我 们 将 写作 


D=A\B 
在 这 里 并 没有 假定 集合 B 完全 包含 在 集合 4 中 .如 果 B c AMA 
D=A\B 


就 叫做 集合 B 在 集合 4 中 的 余 集 .在 这 种 情况 下 ,集合 B 和 DD 称 为 互 余 . 
有 时 为 了 论述 上 的 一 般 性 , 必须 纯粹 形式 地 考虑 一 个 元 素 也 不 包含 的 集 
合 , 即 所 谓 空 集 .我 们 将 用 符号 0 来 表示 , 按 定义 空 集合 是 一 切 集合 的 子 集 . 
例 1 如 果 4 是 区 间 0 < x < 2 的 点 的 集合 ,而 B 是 区 间 1 < x < 3 的 点 
的 集合 ,那么 4 U B 就 是 区 间 0 < x < 3 的 点 的 集合 ;4 门 B 是 区 间 1 < x 三 
2 的 点 的 集合 ; 4, B 是 半 区 间 0 < x < 1 的 点 的 集合 . 


402 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


集合 的 相 加 、 相 交 和 相 减 的 运算 具有 数 的 加 、 乘 和 减 诸 运算 所 固有 的 许多 
性 质 ,但 集合 的 运算 和 数 的 运算 也 有 许多 相 异 之 处 .在 这 里 我 们 不 来 研究 集合 
上 的 运算 的 性 质 , 因 为 在 这 本 书 中 我 们 很 少 用 到 这 些 性 质 . 这些 问题 的 详细 说 
明 可 以 在 集合 论 方面 的 专门 书籍 中 找到 0. 

如 果 我 们 有 了 两 个 集合 4 和 B, 指 出 集合 B 的 什么 元 素 对 应 着 集合 4 的 已 
给 元 素 ,那么 我 们 就 可 以 建立 这 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 一 个 对 应 . 

集合 4 的 元 素 x 对 应 于 集合 B 的 元 素 y 的 情况 ,我 们 通常 写作 

y = f(x) 

这 里 我 们 用 符号 /表示 这 样 的 规律 ,按照 这 个 规律 使 集合 B 的 元 素来 和 集合 4 
的 元 素 对 应 . 两 个 集合 的 对 应 的 概念 是 普通 的 函数 概念 的 推广 . 仅 当 变 元 x 的 
数值 所 属 的 集合 4 以 及 函数 值 y 所 构成 的 集合 B 都 是 实数 集合 时 才 界 定 函数 . 


璧 如 ,界定 在 区 间 - > < x < -2 中 的 函数 
y = tanx 

便 建 立 了 这 区 间 中 的 数 的 集合 和 所 有 实数 的 集合 之 间 的 一 个 对 应 . 

如 果 集 合 4 的 每 个 元 素 对 应 着 集合 B 的 某 个 完全 确定 的 元 素 ,那么 我 们 就 
说 :集合 4 映 象 到 集合 B 中 .在 这 里 不 必要 集合 B 的 每 个 元 素 都 对 应 着 集合 4 
的 某 个 元 素 . 如 果 集 合 B 的 元 素 y 对 应 于 集合 4 的 元 素 x, 则 元 素 y 叫做 元 素 x 
的 影 象 ,而 元 素 x 叫做 元 素 y 的 原 象 .如 果 集 合 4 映 象 到 集合 B 中 ,而 N 是 集合 
B HFE, M 是 集合 4 中 所 有 其 象 属于 集合 N 的 元 素 构成 的 族 ,那么 M 叫做 NN 
的 全 原 象 . 

MERE 4 的 每 个 元 素 都 对 应 着 集合 B 中 某 个 完全 确定 的 元 素 ,并 且 集 合 
B 的 每 个 元 素 都 对 应 于 集合 4 的 某 个 元 素 ,那么 我 们 说 :集合 4 映 象 到 集合 B 
上 .这 里 并 没有 假定 :集合 4 中 不 同 的 元 素 ,对 应 着 集合 B 中 不 同 的 元 素 . 

如 果 集 合 4 的 每 个 元 素 都 对 应 着 集合 B 的 某 个 完全 确定 的 元 素 , 并 且 集 合 
B 的 每 个 元 素 都 对 应 于 集合 4 的 某 个 元 素 , 而 且 集合 4 的 不 同 的 元 素 对 应 着 集 
E 了 中 不 同 的 元 素 ,那么 我 们 就 说 :集合 4 互相 单 值 地 映 象 到 集合 B 上 .在 这 种 
情况 下 ,集合 B 的 每 个 元 素 都 对 应 着 集合 4 中 完全 确定 的 元 素 ;因此 我 们 也 可 
以 说 是 集合 BP 到 集合 4 上 的 互相 单 值 的 映 象 .集合 B 到 集合 4 上 的 这 个 映 象 称 
为 原来 的 集合 A 到 集合 B 上 的 映 象 的 反映 象 ,因此 如 果 和 集合 4 互相 单 值 地 映 象 
到 集合 B 上 ,那么 集合 B 也 就 互相 单 值 地 映 象 到 集合 4 上 .在 这 种 情况 下 ,也 就 
说 在 集合 4 和 B 之 间 建 立 了 互相 单 值 的 对 应 . 

因而 ,在 集合 AMB 的 元 素 之 间 的 互相 单 值 的 对 应 之 下 ,集合 A 的 每 个 元 
素 对 应 着 集合 B 的 某 个 元 素 ;集合 B 的 每 个 元 素 对 应 着 集合 4 的 元 素 ; 集 合 B 


QD ”例如 参考 1+ C. 亚 历 山 洛 罗 夫 (Anekcanxpos):《 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 》( 中 译本 ) 的 第 一 章 . 
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中 不 同 的 元 素 对 应 于 集合 4 中 不 同 的 元 素 ;集合 4 中 不 同 的 元 素 对 应 于 集合 B 
中 不 同 的 元 素 . 

例 2 KR abcd 是 正方 形 ,那么 把 它 垂 直 地 投影 到 叹 边 上 ,我 们 就 得 到 正方 
形 到 直线 ab 内 的 映 象 .这 个 投影 是 正方 形 到 线段 ab 上 的 映 象 .于 是 ,线段 cd 
被 互相 单 值 地 映 象 到 线段 ab E. 

有 有 穷 集 合 也 有 无 穷 集 合 .如 果 可 以 把 集合 A 的 元 素 互相 单 值 地 对 应 于 自 
然 数 列 中 从 1 到 某 个 数 n 的 数 , 则 集合 A 叫做 有 穷 集 合 .在 这 种 情况 下 ,我 们 说 
集合 4 包含 ”个 元 素 . 如 果 不 可 能 建立 这 样 的 对 应 ,那么 集合 就 叫做 无 穷 集 合 . 

如 果 可 以 把 集合 4 的 元 素 互相 单 值 地 对 应 于 所 有 自然 数 1,2,…,n,…, 那 
么 集合 4 就 叫做 可 列 集 .如 果 数 n 对 应 于 集合 4 的 元 素 *, 有 时 我 就 称 n 为 元 素 
x 的 号 码 ,我 们 将 把 自然 数 nn 对 应 于 元 素 x 的 情况 写成 x ;我 们 说 集合 A 的 元 素 
用 自然 数 标 上 了 号 码 , 而 集合 A 和 所 有 自然 数 的 集合 之 间 的 这 种 对 应 将 写成 序 
列 的 列 式 

Kite eee 

例 3 所 有 界 于 0 和 1 之 间 的 有 理 数 的 集合 是 可 列 的 ,所 有 有 理 数 的 集合 
也 是 可 列 的 9. 

如 果 可 以 把 集合 4 互相 单 值 地 对 应 于 所 有 实数 的 集合 ,那么 就 说 集合 AR 
有 连续 统 的 势 .所 有 无 理 数 的 集合 ,直线 上 点 的 集合 .从 0 到 1 的 线段 上 的 点 的 
集合 .平面 上 所 有 点 的 集合 .空间 所 有 点 的 集合 等 都 可 以 作为 具有 连续 统 的 势 
的 集合 的 实例 . 


2.2 ARM FE 


在 平面 上 或 空间 中 取 任 意 集合 R. 这 个 集合 R 可 以 和 全 空间 一 致 ,但 也 可 
能 仅 构成 空间 的 一 部 分 . 在 我 们 现在 所 引入 的 一 切 定义 中 , 值得 注意 的 仅仅 是 
集合 R 的 点 .至 于 空间 的 其 余 的 点 ,只 要 它们 不 在 集合 R 中 ,我 们 可 以 不 考虑 . 

在 直线 .平面 或 空间 ,集合 R 的 点 所 具有 的 一 切 性 质 中 , 对 于 我 们 最 重要 
的 是 在 集合 R 的 两 点 x Aly 之 间 可 以 界定 距离 . 

我 们 用 p(x,y) 表示 两 点 x Ay 之 间 的 距离 .在 点 与 点 之 间 的 距离 的 许多 
性 质 中 ,只 有 下 列 的 诸 性 质 是 我 们 需要 的 : 

(1) 如 果 x Aly 是 集合 R 的 两 个 相 异 的 点 ,那么 其 间 之 距离 是 正 数 .如 果 点 
x 和 点 y 重 释 ,那么 其 间 之 距离 等 于 零 . 

(2) 对 于 集合 R 的 任意 两 点 x Ally 

p(x%,y) = p(y,%) 
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(3) 无 论 集合 RR 的 三 点 x,y,z 怎样 ,下 列 不 等 式 恒 成 立 
e(x,z) < p(x,y) + p(y,2) 
这 个 不 等 式 我 们 可 以 称 为 三 角形 不 等 式 . 这 个 不 等 式 实 质 上 是 这 个 几何 定 
理 一 一 在 一 切 三 角形 中 每 边 小 于 其 他 两 边 之 和 一 一 的 记述 . 

按 语 ”在 以 下 的 一 切 讨论 中 ,不 仅 直 线 \ 平 面 或 空间 的 点 集合 可 以 取 做 集 
A R, 一 般 地 ,可 以 采取 任意 元 素 的 集合 ,只 要 这 集合 具有 下 面 的 性 质 :对 于 集 
合 尺 的 每 一 对 元 素 * 和 y 对 应 着 数 o(x,y), 且 适合 条 件 (1) ,(2) ,(3). 这 样 的 集 
合 称 为 度量 空间 ,其 元 素 称 为 点 ,而 数 oC, y) 称 为 点 x* 和 点 y 间 的 距离 . 

n 维 空间 可 以 作为 异 于 通常 空间 的 点 集 的 度量 空间 的 实例 . n 个 数 的 有 序 
组 是 这 个 空间 的 点 ,而 两 点 x 和 y 的 距离 定义 如 下 :如 果 

x = (215823 Ka) Y = (Yar Ind 
是 n 维 空间 的 两 点 ,那么 
olx, y) =s (yi = x1)? + (y2 = x22)? + + (Yn — Mn)? 
这 样 引进 的 距离 具有 性 质 (1) (2), (3). 我 们 不 证 明 这 个 断言 了 OD.n 维 空间 的 
一 切 子 集 都 是 度量 空间 . 

在 下 面 的 全 部 说 明 中 ,都 可 以 把 R 理解 为 任意 的 度量 空间 . 如 果 读 者 感到 
过 于 抽象 ,也 可 以 把 RR 看 做 普通 的 欧 几 里 得 空间 的 子 集 ,这 在 理解 问题 的 实质 
方面 是 没有 任何 影响 的 . 

集合 的 极限 点 的 概念 ,对 于 整个 点 集 论 是 很 基本 的 . 命 M 是 集合 R 的 一 部 
分 ( 子 集 ) 点 所 构成 的 集合 . 

x 是 集合 R 的 一 点 ,如 果 在 x 的 任意 邻 域 中 ,总 有 集合 M 内 的 一 点 y,y 异 
于 点 x ,那么 点 x 就 叫做 集合 M 的 极限 点 .“ 在 任意 邻 域 中 ”这 句 话 应 该 这 样 来 
理解 :不 管 正 数 s 多 么 小 ,在 集合 M 中 可 以 找到 点 y, 此 点 y 和 点 x 的 距离 小 于 
e. 点 x 可 以 属于 集合 MM, 但 也 可 以 不 属于 M. 

命 R 是 直线 ,于 是 对 于 点 


1 


ee | 
所 构成 的 集合 ,零点 为 其 极限 点 .对 于 直线 上 的 有 理 点 集合 4 而 言 ,直线 上 一 t 
的 点 (有 理 点 及 无 理 点 ) 都 是 其 极限 点 ,而 且 有 理 点 属于 集合 4, 而 无 理 点 不 属 
TE. 

FEMRE MENAR ,只 要 它 是 集合 的 极限 点 ,都 属于 集合 ， 
那么 严 叫 做 闭 集合 (或 闭 集 )， 

如 果 有 仍然 是 直线 ,那么 直线 线段 便 是 闭 集 ,全 直线 也 是 闭 集 , 而 有 理 点 


@ AWEN- C :亚历山大 洛 夫 的 《 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 六 中 译本 ) 中 可 以 找到 这 个 证 明 . 
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的 集合 对 于 全 直线 而 言 便 不 是 闭 集 ,因为 直线 上 的 无 理 点 是 有 理 点 集合 的 极限 
点 ,但 不 属于 这 集合 . 

WR FEAR, m * 点 不 属于 它 ,那么 按 定义 ,此 点 * 就 不 是 这 集合 的 极限 
点 ;这 意思 是 说 :有 这 样 的 数 es 存在 ,使 集合 下 中 没有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 e. 

我 们 来 介绍 闭 集合 的 两 个 基本 性 质 . 

定理 1 ”两 个 闭 集合 的 和 集 是 闭 集 . 

事实 上 ,如果 Fl 和 F 都 是 闭 集合 ,而 x 是 一 个 不 属于 和 和 集 Fl U 到 的 点 ， 
则 x 就 不 属于 集合 Fl 和 F 中 的 任 一 个 .因为 fF 和 F, 都 是 闭 集 ,那么 就 存在 这 
样 的 数 si, 使 集合 Fl 中 没有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 ei ,也 存在 这 样 的 数 es ,使 
集合 丈 中 没有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 ez. 如 果 假 设 s; < es, 那 么 无 论 在 F 和 
Fy 中 ,都 没有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 si ,因此 在 集合 Fi U F, 中 没有 一 点 与 x 
点 的 距离 小 于 si. 因 此, 如果 x 点 不 属于 集合 局 UF, 那么 它 就 不 是 这 集合 的 
极限 点 . 

同样 可 以 证 明 :任意 有 穷 个 闭 集 的 和 和 集 仍 是 闭 集 . 

定理 2 ”任意 个 闭 集 的 交集 仍然 是 闭 集 . 

事实 上 ,假定 我 们 有 了 一 族 闭 集合 | |}. 我们 用 FF 表示 它们 的 公共 部 分 ， 
Kx 点 不 属于 集合 严 . 这 就 是 说 ,此 点 至 少 不 属 于 集合 族 { 忆 上 } 中 的 某 一 个 集合 . 
假定 这 就 是 集合 Fo 因为 此 集合 是 闭 集 , 故 有 这 样 的 数 s 存在 ,使 集合 F 中 没 
有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 e ,更 不 待 说 ,集合 中 也 没有 一 点 与 x 点 的 距离 小 于 
e ,因此 ,FF 是 一 个 闭 集 . 

G 是 一 个 集合 , 且 Cc R, 如 果 它 的 余 集 

F=R\G 

是 一 个 闭 集 ,那么 G 就 称 为 开 集合 .由 定理 1 和 定理 2, 就 推出 开 集 的 下 列 的 基 
本 性 质 . 

定理 3 ”两 个 (或 任意 有 穷 个 ) 开 集 的 交集 是 开 集 . 

定理 4 ”任意 个 开 集 的 和 和 集 是 开 集 . 

我 们 证 明定 理 3. 命 GC, 和 G6, 是 两 个 开 集 , G 是 它们 的 交集 . 按 开 集 的 定义 ， 


Fi = R\ĠG 
或 F, = R\ Co 
是 闭 集 , 按 定理 1, 其 和 集 

F=F,UF, 


是 闭 集 . 
但 是 集合 C= CN 6, 是 集合 下 的 余 集 .事实 上 ,如 果 % 点 属于 集合 G, 那 
么 此 点 既 属 于 集合 G1, 也 属于 集合 G6,, 因 此 它 既 不 属于 Ci 的 补 集 Fi, 也 不 属 
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于 C, 的 补 集 ,所 以 x 点 便 属于 集合 
R\(F,U F3) = R\F 
反之 ,如 果 
ER\F=R\(FU FR,) 

那么 x 就 既 不 属于 集合 Fi, 也 不 属于 集合 ,因此 x 点 又 属于 集合 Ci ,也 属于 
集合 6G,, 即 属于 集合 G. 

这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 集合 

G= 6,1) G 
是 闭 集 
F=F,UF, 

的 余 集 ,因为 是 闭 集合 ,所 以 G 便 是 开 集 . 同 样 可 以 证 明定 理 4. 

现在 我 们 引入 一 个 辅助 概念 ,今后 我 们 将 不 断 地 用 到 这 概念 . 

命 x 是 集合 RR 的 任 一 点 ,e 是 任 一 正 数 .集合 RR 中 一 切 与 x 点 距离 小 于 e 的 
点 y 的 总 体 称 为 x 点 的 s - 邻 域 .我们 有 时 也 称 。 - 邻 域 为 球 邻 域 , 并 且 以 
S(x,s) 表示 . 

如 果 R 表示 全 空间 ,那么 以 x 点 为 圆心 ,以 e 为 半径 的 球 的 所 有 内 点 的 总 
体 便 是 x 点 的 e - 邻 域 . 如果 RR 是 平面 ,那么 x 点 的 e - 邻 域 便 是 以 x 点 为 圆心 
HA e 为 半径 的 圆 的 内 部 . 

我 们 证 明 :x 点 的 es - 邻 域 是 一 个 开 集合 @. 为 此 我 们 应 该 证 明 集合 F = 
R\ S(x,e) 是 闭 集合 .事实 上 , 命 y 是 球 邻 域 S(x,e) 的 任 一 点 , 则 y 点 不 属于 
集合 下 .为 了 证 明 下 是 闭 集 ,我们 应 该 找到 这 样 的 数 $ ,使 所 有 和 y 点 的 距离 小 
于 6 的 点 z, 都 不 属于 下 .只 要 假定 

=e- plx,y) 
于 是 便 有 
po(x,z) < o(x,y) +o(y,z) < play) +ô = 
o(x,y)+[s-pox,y)] =e 

这 样 一 来 ,如 果 点 y E S(x,e), 则 所 有 十 分 靠近 y 的 点 z 也 属于 S(x,e). 由 此 
推出 = R\ S(x,e) 是 闭 集 , 而 S(x,e) EFR. 

我 们 看 到 :点 的 球 邻 域 是 开 集 . 另 一 方面 ,一 切 开 集 都 可 以 表示 成 其 点 的 球 
邻 域 的 和 集 , 且 其 加 项 可 以 是 有 穷 个 ,也 可 以 是 无 穷 个 . 

事实 上 , 命 x BAEC 的 任 一 点 ;因为 集合 = R\ G 是 开 集 ,那么 就 存在 
这 样 的 数 s ,使 一 切 与 x 距离 小 于 e 的 点 y 蕴 不 属于 ,因此 属于 G. 但 所 有 这 样 
的 点 构成 x 点 的 es - 邻 域 ,所 有 开 集 G 的 一 切 点 都 具有 含 于 集合 6 中 的 球 邻 域 


O 以 后 有 时 我 们 把 * 点 的 邻 域 理解 为 任意 包含 着 * 点 的 开 集 ,而 不 仅 是 球 邻 域 . 


do ， 
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(当然 这 球 邻 域 的 半径 依赖 于 此 点 ). 集 合 G 便 表示 为 这 种 邻 域 的 和 集 的 形式 . 

如 果 尺 是 直线 ,那么 * 点 的 e - 邻 域 便 是 一 个 区 间 ( 无 端点 ) ,其 长 度 是 2e， 
中 心 在 x 点 

因为 所 有 开 集 都 是 其 点 的 e- 邻 域 的 和 集 ,那么 由 此 推出 直线 上 的 一 切 开 
集 都 是 有 穷 个 或 无 穷 个 区 间 的 和 集 . 可 以 作 更 精确 的 断言 一 一 就 是 直线 上 的 
一 切 开 集 都 是 有 穷 个 或 无 穷 个 互 无 公共 点 的 区 间 的 和 集 . 这 些 区 间 的 端点 属于 
一 个 闭 集 ,此 闭 集 是 已 给 开 集 的 余 集 . 

事实 上 , 命 x 是 开 集 G 的 任 一 点 . 按 上 述 ,就 有 一 个 包含 着 x 点 的 区 间 存 
在 , 且 此 区 间 包 含 在 集合 G 中 .我 们 用 C 表示 一 切 包 含 着 点 且 其 自身 却 包 含 
在 集合 C 中 的 这 些 区 间 的 和 集 , 则 C 是 包含 着 x 点 且 含 于 集合 C 中 的 最 大 的 区 
间 . 如 果 y 是 集合 6 的 一 点 ,不 属于 CG, ,那么 与 之 相应 的 区 间 G, 和 区 间 G, 就 没 
有 任何 公共 点 ,因为 一 旦 区 间 C 和 Gy 有 一 个 公共 点 z, 则 其 和 集 C, U G, 也 是 
包含 着 x 点 且 含 于 集合 C 中 的 区 间 ,并 且 此 区 间 大 于 G. 

我 们 看 到 ,集合 C 可 以 分 解 为 互 无 公共 点 的 区 间 的 和 集 . 这 些 区 间 集 合 至 
多 是 可 列 的 . 欲 覆 验 此 事 , 只 要 在 每 个 区 间 中 取 某 一 个 有 理 点 .因为 所 有 有 理 点 
的 集合 是 可 列 的 ,那么 其 中 属于 所 考虑 的 区 间 的 那些 有 理 点 的 集合 或 是 有 穷 或 
为 可 列 . 

以 后 在 考虑 具体 的 例子 时 ,在 位 于 直线 上 的 诸 闭 集中 ,我 们 必然 遇 到 所 谓 


康 托 完全 集 , 此 集合 构成 如 下 : 由 线段 [0,1] 去 掉 区 间 ( 寺 ,他 ) (当中 的 三 分 之 
一 ). 再 从 剩 下 的 两 个 一 级 线段 [0, 习 ] 和 [ 2 ,1] 的 每 个 中 去 掉 其 当中 的 三 分 之 
— mater (>.5),($.5). 在 这 样 得 到 的 四 个 二 级 线段 [0, 革 ] ， 
[Sol LSS) ,[ 总 ,可 的 每 个 中 ,再 去 掉 其 当中 的 三 分 之 一 , 却 去 掉 区 间 


(2.2). (2A) (82) (3.39) seas, anan. 


对 于 所 有 自然 数 ”, 都 施行 这 种 手续 ,完成 了 这 些 手 续 以 后 , 剩 下 的 集合 P 
就 叫做 康 托 完全 集 . 

我 们 来 注意 康 托 完全 集 的 一 些 性 质 . 

(1) 集合 P 是 闭 集 ,因为 它 是 一 个 下 降 的 闭 集 序列 的 交集 ;这 序列 的 第 一 
个 集合 是 由 两 个 一 级 线段 所 构成 ,第 二 个 集合 是 由 四 个 二 级 线段 构成 ,第 三 个 
集合 是 由 八 个 三 级 线段 构成 ,如 此 等 等 . 

(2) 集合 P 不 包含 任何 线段 作为 其 子 集 . 欲 履 验 此 事 , 只 要 证 明 , 无 论 集合 
P 的 点 x 和 正 数 e 怎样 ,总 可 以 找到 一 点 y, 它 与 x 点 的 距离 小 于 e , 且 属 于 某 个 
被 挖 去 的 区 间 . 把 ”取得 如 此 大 ,使 
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al SZ 
3” 
因为 每 个 n 级 线段 的 长 度 小 于 去, 那么 可 以 找到 一 点 y, EA x 点 的 距离 
小 于 e 而 属于 某 个 被 挖 去 的 n 级 区 间 . 
(3) 康 托 完全 集 在 一 个 ”级 线段 上 的 所 有 点 的 总 体 和 康 托 完全 集 同 胚 .可 


以 把 线段 [0,1] 相似 地 变换 到 n 级 线段 上 ,其 比例 系数 为 3; ,以 验 明 这 个 命题 


(4) 康 托 完全 和 集 具有 连续 统 的 势 . 

我 们 不 来 证 明 这 个 命题 了 .读者 可 在 代 . C+ 亚历山大 洛 夫 的 《 集 与 函数 的 
泛 论 初 阶 》 第 97 页 找到 这 个 证 明 . 

由 (3) 和 (4) 立刻 推出 : 

(5) 如 果 xo 是 康 托 完全 集 的 任 一 点 ,那么 在 这 点 的 任何 邻 域 中 ,都 包含 不 
可 列 个 康 托 完全 集 的 点 . 

运用 球 邻 域 的 概念 ,我 们 来 证 明 一 个 关于 闭 集 和 开 和 集 的 定理 . 

定理 5 如果 4 和 B 是 两 个 无 公共 点 的 闭 集 , 那 么 存在 两 个 开 集 CMH, 9 
别 包含 着 集合 4 和 B, 而 且 也 没有 公共 点 . 

证 明 M x 是 集合 4 的 任 一 点 .因为 B 是 闭 集 而 且 x 点 不 属于 集合 B, 所 
以 x 点 就 不 是 集合 B 的 极限 点 .因此 存在 这 样 的 正 数 e, ,以 至 对 于 集合 B 的 所 
有 点 y 

p(x,y) > & 
考虑 球 邻 域 


其 中 心 在 x 点 ,半径 为 学 .对 于 集合 4 的 每 个 点 x, 我 们 都 做 这 样 的 邻 域 , 且 以 C 
表示 一 切 这 样 的 邻 域 的 和 集 . 
完全 一 样 , 对 于 集合 有 的 每 个 点 y 总 可 以 找到 这 样 的 正 数 se ,以致 对 于 集 
合 4 的 每 个 点 x 
P(x.) > ey 
对 于 集合 B 的 每 个 点 y, 做 球 邻 域 


s(».9 


其 中 心 在 y 点 ,半径 为 学. 我 们 以 万 表示 一 切 这 样 的 邻 域 的 和 集 . 
集合 G 和 矿 是 开 集 , 因 为 它们 每 个 都 是 球 邻 域 的 和 集 .现在 我 们 来 证 明 集 
合 G 和 五 没有 公共 点 . 
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假定 相反 , 且 命 EC 和 五 的 公共 点 .因为 z € 6, 那么 在 集合 A 存在 这 样 
的 点 x, 使 


Ex 
:< sl 
也 就 是 Badeg 
而 因为 z E HIERA B 中 就 存在 这 样 的 点 y ,使 
E€ 
ze s(y.) 
也 就 是 plz) < ZF 
但 ex < (x,y) 
同样 ey < p(y,%) = p(x,Yy) 


E: € 
p(x,y) = OCXY，z) 十 ol y,z) < 了 十 了 < 


L elxy) + L ola,y) = p(x,y) 


由 此 得 elxs,y) < plx,y) 
所 得 到 的 矛盾 证 明了 集合 G 和 五 没有 公共 点 存在 . 

由 (包含 在 集合 尺 中 的 ) 集合 W 的 点 以 及 集合 1 的 极限 点 所 构成 的 集合 1 
叫做 集合 M 的 闭 包 ,由 闭 包 的 定义 ,直接 推出 M cM. 

例 4 WR M 是 诸 点 


i ills 
n 


1 1 
DELENE 
的 集合 ,那么 把 0 点 添 到 集合 M PRAM. 如果 MEBAR EWEA HE 
合 ,那么 M = R. 如 果 M 是 区 间 (a,b) ,那么 其 闭 包 1 便 是 线段 (或 译 为 闭 区 
间 )[La ,2 ] ,此 线段 是 由 区 间 (c,2) 添上 其 端点 a Mb 而 得 到 . 

定理 6 任何 集合 1 的 闭 包 M 是 闭 集 . 
证 明 ” 命 x 是 集合 履 的 极限 点 .我 们 应 该 证 明 x E M. AA x ERAM H 
极限 点 ,那么 它 的 任意 邻 域 S(x,e) 总 包含 着 MAy. y 点 或 者 属于 集合 M ,或 


z. 如 果 我 们 把 6 取得 如 此 之 小 ,以 至 S(y,6) C S(x,e), 那么 z 点 将 属于 
S(x,e). 所 以 在 x 点 的 任意 邻 域 中 恒 包 含 集合 M 的 某 个 点 ,于 是 集合 M 的 极限 
点 x 也 是 集合 M 的 极限 点 , 即 x € M. 

当 我 们 研究 乌 利 松 的 曲线 定义 时 ,下 面 的 概念 也 是 基本 . 

WR G 是 开 集 , 它 的 所 有 不 属于 G 的 极限 点 的 集合 叫做 集合 G 的 边界 .我 
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们 用 Ip (CG) 表示 开 集 G 的 边界 . 

例如 ,假设 G 是 直线 R 上 的 区 间 (a,b), 那 么 Tp(G) 是 由 这 区 间 的 端点 a 
Al 两 点 所 构成 . 

所 有 开 集 的 边界 都 是 闭 集 . 

事实 上 , 按 定义 , 开 集 G 的 边界 是 其 闭 包 6 中 不 属于 集合 G 的 那些 元 素 的 
集合 .因此 


Ip(G) = G\G 
{HE C\G = CN (R\ G). 因 为 集合 G 和 R\G 都 是 闭 集 ,那么 它们 的 交集 
CN(R\G)= G\G = Ip(6) 

也 是 闭 集 .这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

MEES M 的 每 两 点 之 间 的 距离 小 于 同一 个 数 , 则 集合 M 称 为 有 界 集 . 

如 果 集 合 M 的 每 两 点 之 间 的 距离 小 于 同一 个 数 ,那么 我 们 说 ,集合 M 的 
直径 小 于 e ,并 且 写 

(M) <e 

直线 线段 可 以 作为 有 界 集合 的 实例 .平面 上 的 正方 形 、 圆 三 角形 ,空间 的 
立方 体 、 球 .四 面体 等 等 都 是 有 界 集合 .直线 .平面 和 空间 不 是 有 界 集 . 

按 语 “有 界 集合 的 每 两 点 的 距离 的 上 界 叫做 此 集合 的 直径 中 .线段 的 直径 
就 是 线段 的 长 ;正方 形 的 直径 就 是 它 的 对 角 线 的 长 度 ; 圆 的 直径 就 是 它 在 初等 
几何 的 意义 之 下 的 直径 . 

为 了 以 后 叙述 的 方便 ,应 当 明 确 地 指出 ,集合 M 的 直径 小 于 一 个 指定 数 是 
什么 意思 ,而 直径 的 定义 本 身 在 以 后 的 说 明 中 却 用 不 到 . 


2.3 ”连通 性 


我 们 引进 以 下 的 概念 ,这 个 概念 在 整个 点 集 论 中 具有 重要 意义 而 且 在 曲线 
的 定义 中 也 起 着 根本 的 作用 .我 们 指 的 是 集合 的 连通 性 的 概念 . 

如 果 1 是 一 个 集合 ,把 它 任意 分 为 两 个 子 集 4 和 B,M = AU B, EVEX 
两 个 子 集 的 一 个 中 ,可 以 找到 一 点 是 另 一 子 集 的 极限 点 ,那么 集合 M 就 称 为 连 
通 集 . 因 此 ,如 果 集 合 M 不 是 连通 集 ,那么 可 以 把 它 分 为 两 个 非 空子 集 4 和 B， 
这 两 子 集 不 仅 没有 公共 点 ,而 且 还 具有 以 下 的 性 质 :这 两 个 集合 中 没有 一 点 是 

一 集合 的 极限 点 , 即 有 这 样 的 分 割 M = AU B 存在 ,对 此 分 割 
(ANB)U(BNA)=0 

我 们 所 考虑 的 问题 ,都 在 集合 R 中 进行 ,让 我 们 在 集合 M 和 集合 尺 一 致 的 

特殊 情况 下 来 考虑 连通 性 的 概念 . 如 果 我 们 假定 集合 R 不 是 连通 集 , 且 R = 


一 个 实数 集合 ,如 果 这 集合 的 所 有 数 都 小 于 同一 个 数 MU A 以 称 为 加 于 上 . 具有 
FARRA, Te M HOVE A RAE TK, eee rer es M WER 
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A UB 是 集合 R 的 一 个 分 割 ,4 和 8B 不 是 空 集 ,并 且 其 中 没有 一 个 集合 包含 另 一 
集合 的 极限 点 .那么 由 此 推出 :集合 4 和 B 是 R 中 的 闭 集 .但 因 A 和 B 互 为 余 集 ， 
那么 由 此 推出 ,集合 A 和 B 也 是 R 中 的 开 集 .因此 ,整个 集合 R 为 连通 集 , 当 而 
且 只 当 集 合 R 不 能 表示 为 两 个 不 相交 的 非 空 子 集 合 之 和 ,此 二 子 集 的 每 个 是 RR 
中 开 集 同时 也 是 R 中 的 闭 集 . 

我 们 证 明 :直线 线段 是 连通 集 .事实 上 , 命 [a,b] 是 数 直 线 上 的 线段 . 和 定 
理 的 说 法 相反 ,我们 假定 线段 上 点 的 集合 不 是 连通 集 , 命 F 和 F 是 两 个 无 公 
共 点 的 非 空间 集 , 且 其 和 集 就 是 线段 [a ,5] .假定 5 点 属于 集合 ;那么 集合 F 
便 是 由 线段 上 的 x(x < b) 点 所 构成 ,用 。 表示 集合 的 点 的 上 确 界 .c 点 或 者 
属于 集合 Fi ,或 者 是 这 集合 的 极限 点 ;然而 因为 集合 F 是 闭 集 , 那 么 在 这 种 情 
况 下 ,c E F WR ¢ 点 不 是 6 点 ,那么 所 有 点 x > ce 便 属于 集合 F. Alt oA 
是 这 个 集合 F 的 极限 点 ,所 以 属于 Fa. 如 果 c 点 和 2 点 一 致 ,那么 按照 假定 , 它 
也 属于 集合 到 ,所 以 在 一 切 情况 下 ,ce E F,, 因 此 我 们 就 找到 了 集合 F A FAY 
公共 点 c, 但 我 们 假定 了 Fi 和 F 不 相交 .所 得 到 的 矛盾 证 明了 线段 [a ,5b] 的 连 

直线 上 所 有 有 理 点 的 集合 可 以 作为 非 连 通 集 的 实例 .事实 上 ,如 果 我 们 以 
4 表示 所 有 小 于 V2 的 有 理 数 的 集合 ,而 以 B 表示 所 有 大 于 V2 的 有 理 数 的 集合 ， 
那么 集合 4 没有 一 点 是 集合 的 极限 点 , 且 集合 B 也 没有 一 点 是 集合 4 的 极限 
点 . 

由 一 点 所 构成 的 集合 以 及 空 集 都 被 认为 是 连通 集 . 

我 们 来 证 明 一 系列 关于 集合 的 连通 性 的 定理 ,这 些 定理 在 以 后 将 不 断 地 用 到 . 

定理 1 如 果 4 和 B 是 R 中 的 两 个 无 公共 点 的 闭 集 或 开 集 ,而 且 连 通 集 MM 
包含 在 这 两 个 集合 AMB 的 和 集中 , 即 

MCAUB 

那么 集合 村 就 必定 包含 在 这 两 个 集合 4 MB 的 一 个 之 中 , 即 M c 4 或 Mc 8B. 

证 明 saat] M C AU B. FEM = (MTA) UMNA B), 因 为 集合 4 和 
B 或 者 同时 是 RR 中 的 开 集 ,或 者 同时 是 R 中 的 开 和 集 , 而 且 没 有 公共 点 ,所 以 集合 
M N AMM NAN B 中 没有 一 个 包含 着 另 一 集合 的 极限 点 .而 因为 M 是 连通 集 ,所 
以 这 两 集合 中 的 一 个 ,例如 M NA B, 应 该 是 空 集 , 由 此 推出 Mc 4. 

我 们 常常 依赖 于 这 被 证 明了 的 定理 的 这 样 的 推论 . 

定理 2 ”如 果 连 通 集 M 与 开 集 G 以 及 闭 集 

F=R\G 

BAIR CAF ER 中 互 余 的 集合 ,那么 集合 就 与 集合 6 的 边界 相 
交 . 


和 事实 上 ,因为 
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Tp(G) = G\G 
所 以 整个 集合 R 就 可 以 表示 为 下 列 的 三 个 互 无 公共 点 的 集合 的 和 集 的 形式 : 
集合 6G, 集合 G 的 边界 及 G 的 闭 包 的 余 集 , 即 
R = GU Ip(G) U (R\ G) 

如 果 我 们 假定 ,连通 集 W 不 与 集合 G 的 边界 相交 ,那么 由 此 将 推出 :M 包含 在 
无 公共 点 的 开 集 G 和 R\ G 的 和 集中 ,而 根据 上 面 的 定理 也 就 推出 : M 或 完全 
包含 在 G 中 ,或 完全 包含 在 R\ G 中 ,这 和 本 定理 的 条 件 不 合 . 

定理 3 ”如 果 和 集合 的 任意 两 点 x,y 都 属于 某 个 连通 集 C,, (当然 这 集合 与 
点 x,y ARK) BARA 尺 便 是 连通 集 . 

事实 上 ,如果 集合 R 是 非 连 通 集 ,那么 它 将 可 以 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 
空 闭 集 F 和 F, 的 和 集 .在 Fi 中 取 一 点 x, 在 F 中 取 一 点 y, 我 们 可 以 用 连通 
R Coy 连接 这 两 点 .因为 F 和 F, 是 无 公共 点 的 闭 集 ,所 以 按 定理 1, 集 合 C。 应 
该 完全 包含 在 Fi 中 或 完全 包含 在 F F. 所 得 到 的 矛盾 证 明了 集合 R 是 连通 
集 . 

以 上 我 们 证 明了 直线 线段 是 连通 集 . 因为 直线 上 的 任意 两 点 总 可 以 考虑 为 
此 直线 上 的 一 个 线段 的 端点 ,所 以 根据 上 面 的 定理 可 以 推出 :全 直线 是 连通 集 . 
一 般 在 直线 上 仅仅 有 下 列 诸 连 通 集 :线段 [a,5], 区 间 (a,6), 半 区 间 [a,5) 或 
(a,b], 全 直线 , 半 直 线 (无 穷 的 半 区 间 ), 具 有 一 个 出 发 点 的 半 线 . 这 个 论断 的 
证 明 是 根据 以 下 的 事实 :如 果 两 点 属于 这 直线 上 的 一 个 连通 集 , 那 么 以 这 两 点 
为 端点 的 线段 便 属 于 这 连通 集 . 

因为 平面 上 或 空间 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 线段 来 连接 ,所 以 由 此 推出 : 平 
面 和 空间 都 是 连通 集 .一 般 地 说 ,所 以 凸 集合 都 是 连通 集 .所谓 凸 集合 就 是 这 样 
的 集合 :其 中 任意 两 点 都 可 以 用 全 部 属于 这 个 集合 的 线段 来 连接 .特别 ,如 平面 
上 的 三 角形 正方形、 圆 ,空间 中 的 四 面体 立方 体 . 球 等 都 是 凸 集合 . 

定理 4 ”如 果 两 个 连通 集 4 和 B 至 少 有 一 个 公共 点 x, 那 么 其 和 集 8 = 
AUB 也 是 连通 集 . 

事实 上 ,如 果 假定 集合 5 不 是 连通 集 ,那么 它 就 可 以 表示 为 两 个 互 无 公共 
点 的 非 空 闭 集 Fl 和 F, 的 和 集 形式 

S= FUF, 

我 们 假定 集合 4 和 8 的 公共 点 x 属于 集合 Fl; 于 是 根据 定理 1, 集合 4 和 集合 B 
都 包含 在 Fi 中 ,所 以 集合 Fo 是 空 集 , 即 S = AU B 连通 集 . 

无 论 是 这 定理 本 身 , 或 是 这 定理 的 证 明 , 都 可 以 几乎 逐 字 地 推广 到 任意 多 
个 集合 的 和 集 的 情形 ,也 就 是 以 下 的 定理 成 立 . 

定理 4 任意 一 组 连通 集 ,只 要 它们 至 少 有 一 个 公共 点 x, 那 么 这 组 集合 
的 和 和 集 便 是 连通 集 . 
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因为 每 个 线段 都 是 连通 集 ,所 以 所 有 折线 也 是 连通 集 ,所 谓 折 线 乃 是 一 个 
线段 序列 ,其 每 相 邻 两 线段 具有 公共 端点 . 一般 地 说 ,一 个 连通 集 的 有 穷 序 列 ， 
如 果 其 中 每 相 邻 两 集合 有 公共 点 ,我 们 称 这 样 的 序列 为 集合 链 . 于 是 构成 集合 
链 的 诸 连通 集 的 和 集 也 是 连通 集 . 

定理 5 集合 C 是 包含 在 R 中 的 连通 集 ,如 果 把 它 的 任意 个 极限 点 添 到 集 
合 C 中 ,那么 所 得 到 的 仍然 是 连通 集 Co. 特别 ,如 果 集 合 C 是 连通 集 , 那 么 它 的 
HE C 也 是 连通 集 . 

事实 上 , 命 集合 Co 是 由 连通 集 C 添 进 它 的 某 些 极限 点 而 得 到 的 .假定 集合 
Co 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空 闭 集 ( 对 集合 Co 而 言 ) Fi 和 F, 的 和 和 集 . 因为 集 
合 C 是 连通 集 ,那么 按 定理 1, 它 就 应 该 完全 包含 在 这 两 个 集合 的 一 个 当中 . 璧 
如 命 Cc Fi. 如 果 x 是 集合 Co 的 任意 一 点 ,那么 它 是 集合 C 的 极限 ,更 不 待 说 ， 
CREA F 的 极限 ,因为 Fl 包含 着 C. 但 是 因为 F 是 Co PHAR, N * 点 属 
于 集合 .因此 集合 C6 的 一 切 点 都 属于 Fi, 所 以 集合 FER, TE Co 是 连 
通 集 . 

在 我 们 以 后 的 说 明 中 ,局 部 连通 性 的 概念 起 着 极 根 本 的 作用 . 

如 果 和 集合 R 的 每 个 点 都 有 任意 小 的 连通 邻 域 ,那么 集合 R 叫做 局 部 连通 
集 .这 就 是 说 ,无 论 集 合 R 的 x 点 及 正 数 e 如何, 总 存在 着 连通 开 集 V 包含 着 x 
点 , 且 其 直径 小 于 ;或 者 说 ,无 论 包 含 着 x 点 的 开 集 U 如 何 ,总 存在 一 个 连通 开 
集 了 包含 着 x 点 且 包 含 在 U 中 . 

直线 .平面 .空间 都 是 局 部 连通 集 , 因为 直线 平面 或 空间 的 任意 点 的 一 切 
球 邻 域 都 是 连通 集 . 直线 上 坐标 为 

TET 
的 点 的 集合 可 以 作为 非 局 部 连通 集 的 实例 .因为 包含 着 0 点 的 一 切 开 集 错 包 含 
着 无 穷 个 形状 为 二 的 点 , 故 非 连通 集 . 所 以 该 集合 不 是 局 部 连通 集 . 
从 前 提 到 过 的 函数 
y = sin 二 ,0 < x<l 
的 图 形 上 的 点 及 极限 线段 
~«=0,-leyel 
的 点 所 构成 的 集合 ,这 集合 就 可 以 作为 连通 集 而 非 局 部 连通 集 的 实例 . 
由 互相 更 换 的 一 序列 垂直 线段 和 水 平 线段 
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和 极限 线段 


Ao:x =0,-le<ya<l 
所 构成 的 集合 (图 19.7) 和 上 述 集合 同 胚 ,因为 我 们 可 以 用 它 来 代替 上 述 集 合 ， 
考虑 起 来 就 比较 方便 .而 这 集合 是 由 无 穷 阶 的 折线 线段 所 构成 的 连通 集合 的 闭 
包 , 故 为 连通 集 .然而 它 在 极限 线段 中 的 任 一 点 都 不 是 局 部 连通 的 ,因为 如 果 取 
此 点 充分 小 的 邻 域 ,那么 它 将 包含 无 穷 个 垂直 线段 的 点 ,而 与 连接 着 它们 的 水 
平 线段 没有 公共 点 ,因此 这 邻 域 不 是 连通 集 . 


2.4 FUR 


对 于 整个 点 集 论 而 言 , 列 紧 性 概念 是 很 重要 的 . 

R 是 一 个 集合 ,如 果 它 的 一 切 无 穷 子 集 MER 中 都 有 极限 点 ,那么 集合 R 
就 叫做 列 紧 的 集合 . 列 紧 的 集合 常常 简称 为 列 紧 集 . 

我 们 证 明 :直线 线段 是 列 紧 集 . 

事实 上 , 命 W 是 线段 史上 的 任意 无 穷 集 .我 们 用 e 点 把 线段 o 分 成 两 半 . 
于 是 至 少 其 中 有 一 个 线段 ac 和 cb 仍 包含 集合 当中 的 无 穷 个 点 .再 把 这 线段 分 
成 两 半 ,在 新 得 到 的 诸 线段 之 一 的 线段 上 有 M 的 无 穷 个 点 . 进而 作 同 样 的 推 
论 ,我 们 便 得 到 一 个 下 降 的 线段 序列 

ig tp pa h a Di 


按照 关于 收缩 线段 的 定理 中 ,存在 着 唯一 的 点 xo, 属 于 一 切线 段 7,. 因为 
无 论 任意 包含 着 xo 点 的 区 间 ,总 可 以 找到 充分 大 的 号 码 n ,使 得 具有 这 号 码 的 


O ÆN- C+ 亚历山大 洛 夫 的 《 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 )( 中 译本 ) 第 28 页 中 ,有 本 定理 的 证 明 . 
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线段 7, 完全 包含 在 取 定 的 区 间 之 内 ,于 是 这 区 间 将 包含 集合 MIATA. 
就 证 明了 xo 点 是 集合 MM 的 极限 点 ,因为 在 xo 点 的 任意 邻 域 中 包含 着 集合 MR 
F Xo 的 点 . 

同样 可 以 证 明 :正方 形 是 列 紧 集 . 

事实 上 , 命 Qo 是 一 正方 形 ,其 边 平行 于 坐标 轴 , 命 M 是 这 个 正方 形 的 点 的 
一 个 无 穷 集合 .用 平行 于 坐标 轴 的 直线 把 正方 形 0 分 成 四 个 相等 的 正方 形 ,并 
BA Q1 表示 包 含 着 MM 的 无 穷 个 点 的 任 一 正方 形 .再 把 0; 分 成 四 个 相等 的 正方 
形 ,用 Q 表示 包含 着 M 的 无 穷 个 点 的 任 一 正方 形 . 用 同样 的 办 法 ,进而 我 们 得 
到 正方 形 的 一 个 降序 列 

QD QDD Dho 

其 中 每 个 正方 形 都 包含 着 M 的 无 穷 个 点 ,而且 其 中 每 个 后 面 的 正方 形 的 边 长 
比 前 面 一 个 正方 形 的 边 长 小 一 半 . 

如 果 我 们 把 这 些 正 方形 投影 到 ox HHA oy 轴 上 ,那么 在 每 个 轴 上 就 得 到 一 
个 收缩 的 线段 序列 

MoS aw aS 

和 Tooo oTo 
其 边 长 随 n 的 增 大 而 趋 于 零 . 

我 们 用 ro 表示 所 有 线段 T: 的 公共 点 ,用 yo 表示 所 有 线段 及 的 公共 点 ,并 
且 考 虑 平面 上 具有 坐标 xo 和 yo 的 点 mo. 点 mo 属于 一 切 正 方形 0, , 故 为 集合 
M 的 极限 点 ,因为 无 论 任意 以 mo 为 中 心 的 圆 ,总 可 以 找到 这 样 的 号 码 n ,使 正 
方形 Q, 完全 包含 在 这 个 圆 中 ;而 因为 每 个 正方 形 0, 都 包含 M 的 无 穷 个 点 , 因 
此 有 M 的 无 穷 个 点 落 在 这 个 圆 中 .这 就 证 明了 mo 是 集合 M 的 极限 点 .完全 一 
样 ,可 以 证 明 立 方 体 是 列 紧 集 .直线 就 不 是 列 紧 集 ,因为 如 果 我 们 在 ox WER 
所 有 点 1,2,3,…,n,… 的 集合 ,这 些 点 以 正 整 数 为 横 坐 标 ,那么 这 个 无 穷 集 将 
没有 任何 一 个 极限 点 .线段 上 有 理 点 集 也 不 是 列 紧 集 , 因 为 如 果 我 们 取 一 个 趋 
于 无 理 数 的 有 理 点 序列 ,那么 这 个 无 穷 序列 在 有 理 数 集合 中 没有 极限 点 . 

我 们 建立 列 紧 集 的 一 些 性 质 如 下 : 

定理 1 (1) 列 紧 集 R 中 的 闭 集 F 是 列 紧 集 . 

(2) RABE RPA ASF ER PHA. (在 这 里 不 假定 集合 RAB 
是 列 紧 集 ) 

证 明 (1) 命 M 是 集合 F 的 任 一 无 穷 子 集 .因为 Fc R, 所 以 M CRA 
为 RR 是 列 紧 集 ,所 以 包含 在 R 中 的 无 穷 集合 MM 有 极限 点 x, 此 点 x 属于 集合 R. 
点 * 是 集合 履 的 极限 点 ,更 不 待 说 是 集合 的 极限 点 .但 集合 所 是 闭 集 ;因此 x 
点 属于 FF. 所 以 中 的 无 穷 集团 有 极限 点 x, 此 点 x 也 属于 下 .这 就 是 说 下 是 列 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


(2) 现在 证 明定 理 的 第 二 个 命题 .假设 列 紧 集 F c R 不 是 R 中 的 闭 集 , 且 命 
x 是 集合 下 的 极限 点 而 不 属于 这 集合 下 .在 集合 玉 中 可 以 找到 一 个 点 列 
ee 
此 点 列 以 x 点 为 其 唯一 的 极限 点 . 
事实 上 ,以 xi RRRA FP Pas 点 的 距离 小 于 1 的 点 ;以 和 表示 集合 正中 
Al x 点 的 距离 小 于 下 列 二 数 的 点 


,p(x, m1) 
以 x 表示 集合 下 中 和 % 点 的 距离 小 于 下 列 二 数 的 点 
Lola, m) 
如 此 等 等 . 
点 x 将 为 无 穷 序列 
%19%25%3,5°°* 
的 极限 点 ,因为 在 x 点 的 任意 邻 域 中 总 有 此 序列 的 无 穷 个 点 存在 . 
没有 其 他 点 y 是 这 序列 的 极限 点 . 当然, 如果 取 no 十 分 大 ,使 
“= < p(x,y) 


则 于 任意 的 n > no, 对 此 序列 的 所 有 点 适合 
PCX, Xn) < + < Foley) 
由 此 推出 ,对 所 有 的 n > no 
PCY, Xn) 三 0(x,y) 
而 这 意思 是 说 ,点 y 不 是 序列 
和 ee 
的 极限 点 . 
这 样 一 来 ,在 列 紧 集 F 中 就 找到 了 一 个 无 穷 集 xj ,x,,… ,x,,… ,此 无 穷 集 
在 这 列 紧 集中 没有 极限 点 .所 得 到 的 矛盾 说 明 : 点 x FES PED FEAR. 
定理 2 (1) 列 紧 集 R 中 的 闭 集 的 降序 列 
Aano bie sn ha ® 
具有 非 空 交集 . 
(2) 如 果 集 合 F, 的 直径 随 n 增 大 而 趋 于 零 D, 那 么 集合 的 交集 
FARNA AFRA: 


O 这 意思 是 说 ,无 论 正 数 。 怎么 样 ,总 可 以 找到 这 样 的 号 码 no, 使 得 对 于 一 切 n > no,6(F,) < e. 
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是 由 一 点 所 构成 . 

证 明 (1) 不 限制 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 序列 @ 的 所 有 集合 皆 互 相 不 同 . 
由 此 推出 :在 集合 Fi 中 可 以 找到 一 点 x 不 属于 ;在 集合 中 可 以 找到 一 点 
xz2 不 属于 ;一 般 在 集合 F, 中 可 以 找到 一 点 %, 不 属于 下,,1. 因为 集合 R 是 列 
紧 集 ,那么 无 穷 序 列 

Pe © 
有 极限 点 x. 我 们 来 证 明 :x 点 属于 序列 @ 的 每 个 集合 中 . 例如 , 我们 来 证 明 
x E F, WX 

Fa D Fraa D Py D 1 

则 从 x, 开始 ,序列 @ 的 所 有 点 器 属 于 集合 书 .因为 序列 

Xn» ntl Mn+2 © 
和 序列 @ 仅 差 有 穷 个 点 ,所 以 序列 @ 的 极限 点 x 也 将 是 序列 @ 的 极限 点 .而 
序列 OMAR ASE F, 中 ,因此 x AERA F, 的 极限 , 且 由 于 F, 是 闭 
集 , 所 以 属于 F,. 这 样 一 来 ,我 们 就 找到 了 属于 序列 @ 的 所 有 集合 的 点 x. 因 此 
这 序列 的 交集 是 非 空 集合 . 

(2) 现在 我 们 假设 ,集合 F, 的 直径 随 ” 增 大 而 趋 于 零 . 如 果 序 列 @ 的 交集 
包含 着 两 点 x Ay ,那么 这 两 点 便 属 于 序列 @ 的 每 个 集合 .于 是 对 于 所 有 n, BR 
们 有 OCF.) > po(x,y), 这 就 是 说 ,集合 的 直径 不 能 随 n 增 大 而 趋 于 零 , 这 与 定 
理 的 条 件 相 矛 盾 .因此 序列 O 的 集合 的 交集 是 由 一 个 点 所 构成 . 

点 的 有 穷 集 合 D 如 果 具 有 下 面 的 性 质 , 即 对 于 集合 R 中 的 每 个 点 x ,总 可 
以 找到 集合 DD 的 一 点 d, 它 与 x 点 的 距离 小 于 e ,那么 集合 DD 就 叫做 集合 R 的 e - 
网 . 

我 们 证 明 : 如 果 R 是 列 紧 集 ,那么 对 于 任意 ,都 可 以 在 RR 中 找到 se - 网 . 假 
定 与 此 相反 , 即 存 在 这 样 的 。 ,对 这 个 e 列 紧 集 R 没 有 e - 网 . 

这 意思 是 说 :无 论 列 紧 集 R 的 一 点 ci 怎样 ,在 R 中 总 可 以 找到 一 点 a,, 它 
和 ai 点 的 距离 大 于 e. 因为 按照 假设 , 列 紧 集 及 没有 s - 网 ,那么 可 以 找到 一 点 
a3, CA ci 点 的 距离 以 及 和 oz 点 的 距离 都 大 于 e. 因 为 a1,a,,a;3 诸 点 不 构成 列 
AHR Ke - 网 ,那么 在 RR 中 可 以 找到 一 点 a4, 它 和 a, a, a, 每 一 点 的 距离 都 
大 于 .继续 做 同样 的 讨论 ,我 们 就 得 到 点 的 无 穷 序列 

而 ee 
其 中 每 两 点 的 距离 大 于 .但 这 样 的 序列 是 不 可 能 有 极限 点 的 . 这 样 一 来 ,我 们 
MEIRE R 中 找到 了 一 个 没有 极限 点 的 无 穷 集 4. 这 和 列 紧 集 的 定义 相 矛 
盾 .因此 我 们 的 关于 列 紧 集中 对 指定 的 。 不 存在 s - 网 的 假定 是 不 正确 的 . 

所 有 集合 R, RERA e - 网 (对 于 任 一 个 s) , 则 必 为 有 界 集 . 

i 事实 上 , 命 x My 是 集合 R 中 的 任意 两 点 .在 R 中 存在 e - 网 的 意思 是 :可 
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以 找到 两 点 wc 和 2, 使 
o(a,x) < e,p(b,y) < € 
我 们 用 a 表示 集合 R We - 网 的 点 偶 距离 之 最 大 者 .于 是 


p(a,b) <a 
因此 
po(x,y) < po(x,a) + pla,b) + p(b,y) < 
e+a+e=a+2e 
这 就 是 说 集合 R 是 有 界 的 . 


从 证 明了 的 命题 立刻 推出 : 列 紧 集 是 有 界 集合 . 

定理 3 。” 欲 使 直线 上 ,平面 上 或 空间 中 的 集合 R 是 列 紧 集 ,其 必要 而 充分 
的 条 件 是 R 为 闭 集 是 为 有 界 集 . 

必要 性 ”因为 集合 尺 是 列 紧 集 ,那么 由 于 定理 1 的 命题 (2). R 是 一 切 包含 
着 它 的 集合 中 的 闭 集 , 所 以 它 是 直线 .平面 或 全 空间 中 的 闭 集 ,而 由 于 R 的 列 
紧 性 ,所 以 R 为 有 界 集合 . 

充分 性 ”因为 R 是 有 界 集 ,所 以 按照 集合 R 是 在 直线 上 ,或 是 在 平面 上 ， 
抑或 在 空间 中 ,其 所 有 点 将 属于 某 个 线段 ,正方形 或 是 立方 体 .集合 R 对 于 直 
线 . 平 面 或 空间 为 闭 集 ,进而 对 于 包含 着 它 的 线段 、 正 方形 或 立方 体 亦 将 为 闭 
集 .但 是 线段 、 正 方形 和 立方 体 都 是 列 紧 集 . 因此 集合 R 作为 列 紧 集 中 的 闭 集 ， 
根据 定理 1 的 命题 (1) ,其 本 身 也 是 列 紧 集 . 

如 果 集合 R 中 的 一 切 开 集 G 至 少 包含 集合 D 的 一 个 点 ,那么 集合 D 称 为 在 
集合 R 中 到 处 稠密 ， 

因为 点 的 球 邻 域 是 开 集 ,所 以 由 此 定义 立刻 可 以 推出 : 欲 使 集合 D 在 集合 
R 中 到 处 稠密 ,其 必要 且 充 分 的 条 件 是 :集合 R 的 每 个 点 皆 是 集合 D 的 极限 点 . 

例如 ,所 有 有 理 点 的 集合 D( 所 有 无 理 点 的 集合 也 是 一 样 ) 在 线段 上 稠密 . 

定理 4 ”在 一 切 由 无 穷 个 点 所 构成 的 列 紧 集 中 ,有 可 列 的 稠密 集 D 存在 . 

欲 验 明 此 事 ,我 们 考虑 集合 

D = D, U D, U = U D, U + 


其 中 D, 是 列 紧 集 RR 的 亡 - 网 . 

无 论 数 。 及 列 紧 集 R 的 点 如何 ,总 有 一 点 d E D, 它 和 x 点 的 距离 小 于 e. 
只 要 取 集 合 Du( 此 处 二 < 6) 中 的 一 点 4 就 够 了 ,因此 D 在 R 中 稠密 

2.5 ”连续 映 象 

BL /是 集合 X 到 集合 Y 中 的 一 个 映 象 ,xo。€ ,如 果 无 论 正 数 。 怎样 ,总 可 
以 找到 这 样 的 数 ,使 得 只 要 


419 dgy _ _op, 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


olx, xo) < 9 
那么 
o(f(«),fl%o)) < € 

于 是 映 象 /就 称 为 连续 映 象 . 

换 名 话说 ,如 果 无 论点 yo = f(xo) We - 邻 域 怎样 ,总 可 以 找到 xo 点 的 一 
个 6 - 邻 域 ,使 得 6 - 邻 域 的 一 切 点 的 象 都 包含 在 yo 点 的 s - 邻 域 中 ,那么 映 
象 /就 在 xo 点 连续 . 

如 果 映 象 f 在 每 个 点 x € 对 处 连续 ,那么 它 就 叫做 集合 到 集合 Y 中 的 连 
续 映 象 . 

a RRR 广 ! (集合 了 到 集合 上 的 映 象 ) 也 是 连续 的 ,那么 集合 到 集 
合 Y 上 的 互相 单 值 且 连续 的 映 象 就 叫做 拓扑 映 象 . 如 果 二 集合 中 的 一 个 集合 可 
以 拓扑 映 象 到 另 一 个 集合 , 则 此 二 集合 称 为 同 胚 . 

我 们 注意 关于 连续 映 象 的 下 列 诸 定理 : 

定理 1 欲 使 集合 广 到 集合 Y 中 的 映 象 为 连续 映 象 ,其 必要 且 充 分 的 条 件 
是 :每 个 开 集 HC 了 的 原 象 为 X 中 的 开 集 . 

必要 性 MER SEER, HEREA H c 了 是 开 集 , 取 集 合 互 原 象 中 任 
一 点 xo 因为 yo = f(x0) 包含 在 五 中 ,那么 可 以 找到 yo 点 的 e - 邻 域 也 整个 包 
含 在 五 中 .由 于 映 象 的 连续 性 ,可 以 找到 这 样 的 数 6, 使 xo 点 的 6 - 邻 域 的 所 有 
点 x 的 象 将 包含 在 yo 点 的 e - 邻 域 中 ,因此 包含 在 开 集 五 中 .因此 wo 点 的 5 - 
邻 域 包 含 在 集合 五 的 原 象 中 ,所 以 集合 的 整个 原 象 是 其 点 的 球 邻 域 的 和 集 ， 
因而 集合 H 的 整个 原 象 是 开 集 . 

充分 性 ”事实 上 ,如 果 条 件 被 满足 ,那么 ,点 yo = f(xo) We - 邻 域 的 原 象 
是 包含 着 xo 点 的 开 集 G. 所 以 ,可 以 找到 这 样 的 数 6, 使 xo 点 的 6 - 邻 域 包含 在 
集合 G 中 ,因此 xo 点 的 6 - 邻 域 的 所 有 点 都 映 象 到 yo 点 的 e - 邻 域 中 的 点 ,这 
就 证 明了 映 象 f 在 xo 点 的 连续 性 . 

因为 互 余 的 集合 的 原 象 仍 互 为 余 集 ,所 以 从 定理 1 的 推出 : 

定理 1 KERE XIRA Y 中 的 映 象 f 为 连续 映 象 ,其 必要 且 充 分 的 条 
件 是 :Y 中 的 每 个 闭 集 的 原 象 为 X PHAR. 

以 上 我 们 考虑 过 的 关于 集合 的 许多 性 质 , 在 连续 映 象 下 保持 不 变 . 现在 我 
们 来 证 明 连 通 性 和 列 紧 性 在 连续 映 象 之 下 也 是 不 变 的 . 

定理 2 EAR X HEREA Y 是 连通 集 . 

假设 与 此 相反 , 即 集 合 了 不 是 连通 集 , 于 是 它 就 可 以 表示 为 两 个 互 不 相交 
的 非 空 闭 集 C AD 的 和 集 的 形式 .根据 定理 1 ,集合 C 和 D 的 原 象 便 是 X FH 
闭 集 4 和 B. 集 合 4 和 B BAEZ HE. AW 式 被 映 象 到 了 上 .因为 集合 CHD 
公共 点 , 故 4 和 8B 亦 不 相交 .这 样 一 来 ,我 们 就 把 连通 集 X 分 成 两 个 无 公共 点 的 
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非 空间 集 4 和 B, 但 这 是 不 可 能 的 .由 此 推出 关于 集合 了 的 类 似 的 分 割 也 是 不 
可 能 的 , 那 就 是 说 ,Y 是 连通 集 . 

定理 3 列 紧 集 的 连续 影 象 是 列 紧 集 , 设 列 紧 集 XX 到 集合 Y 的 连续 映 象 已 
被 指定 .我 们 应 该 证 明了 是 列 紧 集 . 命 Y 是 了 Y 中 的 一 个 无 穷 集 . 对 于 集合 W 的 每 
点 y, 我 们 取 这 样 的 一 点 x, 它 是 y 点 的 原 象 之 一 ,我 们 用 M 表示 所 有 这 样 的 点 
的 集合 .集合 M 中 没有 两 点 被 映 象 于 集合 N 的 同一 点 y. 集 合 MARAN 同样 
也 是 无 穷 集 .因为 蕊 是 列 紧 集 ,所 以 有 集合 M 的 极限 点 x 存在 . 命 y = f(x); 
于 是 点 yo 将 为 集合 的 极限 点 .事实 上 ,因为 映 象 /在 zo 点 连续 ,所 以 无 论 e 怎 
样 ,总 可 以 找到 这 样 的 9 ,使 得 如 果 o(x,xo) < 8, BM oly, yo) < e. 因 为 x0 是 集 
A 履 的 极限 点 ,所 以 存在 集合 M 中 的 点 x 的 无 穷 集 ,这 些 点 和 的 距离 小 于 5. 
于 是 这 些 点 的 影 象 y 属于 集合 N, 且 和 yo 的 距离 小 于 e. 这样 一 来 ,对 于 任意 6 
总 可 以 找到 集合 N 中 的 一 点 , 它 和 yo 的 距离 小 于 e. 这 就 是 说 ， yo ERE N 的 
极限 点 .这 样 一 来 ,就 证 明了 Y 的 列 紧 性 . 

推论 EIER 蕊 到 集合 了 Y 上 的 连续 映 象 之 下 ,一切 闭 集 ( 对 于 X) 的 影 
象 仍 为 闭 集 ( 对 于 Y). 

事实 上 , 命 4 EIKE X WAR, BRE A 的 影 象 .按照 2.4 定 理 1 的 命 
FAL) ,集合 4 是 列 紧 集 .所 以 根据 刚才 证 明 的 定理 ,集合 B 将 为 列 紧 集 ,而 根据 
定理 1 的 命题 (2) ,集合 B 将 为 了 中 的 闭 集 ,这 就 是 所 要 证 明 的 事实 . 

定理 4 局 部 连通 的 列 紧 集 的 连续 影 象 仍 为 局 部 连通 列 紧 集 . 

证 明 命 X 是 局 部 连通 列 紧 集 ,了 是 集合 X 的 连续 影 象 . 按 定理 3 集合 Y 
是 列 紧 集 .我 们 应 该 证 明 集 合 了 是 局 部 连通 集 . 

Ry 是 集合 Y 的 任 一 点 ,五 是 包含 着 此 点 的 任意 开 集 .根据 定理 1,y 中 开 
集 五 的 全 原 象 G EXPRE. RA G 包含 着 y AWARE FP. 

因为 集合 X 是 局 部 连通 集 ,那么 对 于 集合 的 每 一 点 x, 可 以 找到 这 样 的 
连通 开 集 U(x), 它 包含 着 4 而 其 本 身 包 含 在 G 中 .我 们 用 S$ 表示 所 有 这 样 的 集 
合 U(x) 的 和 和 集 ,而 用 T ERES S 的 影响 . 

而 且 用 4 表示 和 和 集合 S 互 余 的 闭 集 ,用 B 表示 4 的 影 象 .因为 X AWARE, 
而 4 为 闭 集 , 所 以 集合 B 仍 为 闭 集 ( 由 于 前 一 定理 的 推论 ) ,所 以 集合 

V=Y\B 

将 为 了 中 的 开 集 . 

我 们 证 明 

yEVCTCH 
因为 F Ey 点 的 全 原 象 , 且 
FcCcS=X\A4 

所 以 集合 4 中 没有 一 点 以 y 点 为 其 影 象 ,所 以 
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yEV=Y\B 
因为 集合 4 的 影 象 是 集合 B, 而 集合 V 是 B 的 余 集 ,所 以 集合 了 中 没有 一 
点 是 集合 4 中 某 点 的 影 象 .但 集合 $ 是 4 的 余 集 ,因此 集合 V 的 每 个 点 都 是 集 
E 5 的 某 个 点 的 影 象 .因此 集合 了 包含 在 集合 了 中 ,7 是 集合 5S HBR 
Vcr 
最 后 因为 Sc C, 所 以 
TCH 
这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 
yEVcCcTCH 
现在 证 明 集 合 了 是 连通 集 .集合 7 可 以 考虑 为 所 有 连通 开 集 U(x) 的 象 集 
的 和 集 ,其 中 x 是 集合 正中 的 一 点 ,y 点 是 此 点 的 影 象 .于 是 给 出 和 集 了 的 所 有 
的 加 项 都 是 具有 公共 点 y 的 连通 集 ,所 以 整个 集合 了 是 连通 集 . 
用 C, 表示 所 有 包含 着 y 点 且 被 包含 于 开 集 五 中 的 连通 集 的 和 和 集 . 
集合 C, 将 是 包含 着 y 点 且 被 包含 于 开 集 五 中 的 最 大 的 连通 集 .“ 最 大 ”这 
个 词 的 意义 应 该 被 了 解 为 什么 包含 着 C 且 被 包含 在 五 中 的 集合 都 不 是 连通 
集 . 
我 们 证 明 C, 是 开 集 .事实 上 ,我 们 已 经 看 到 y 点 属于 开 集 了 ,而 了 包含 在 了 
中 ,但 因为 了 是 连通 集 ,所 以 
re Cy 
这 样 一 来 
yEVCG 
命 z 是 集合 C, 的 任意 一 点 . 像 上 面 所 说 的 一 样 ,对 于 z 总 可 以 找到 连通 集 
T, 和 开 集 WW, 使 
zE WCT, 
用 C 表示 包含 着 z 点 且 被 包含 于 集合 五 的 最 大 的 连通 集 ,于 是 我 们 将 有 
zEWcTcCcH 
集合 C, 和 C, 一 致 .事实 上 ,比如 倘若 集合 C, 包含 着 一 个 不 属于 C, 的 点 , 那 
么 集合 
C, U C: 
便 是 包含 着 y 点 且 被 包含 在 集合 五 中 而 较 C, 大 的 一 个 连通 集 .但 与 C 是 包含 
着 y 点 且 被 包含 在 集合 石 中 的 最 大 连通 集 这 样 一 件 事 实 相 矛盾 .因此 
C=C, 
所 以 Wc, 
因为 z 点 是 集合 C, 的 任意 点 .那么 由 此 推出 ,集合 C, 的 所 有 点 都 包含 在 某 
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个 开 集中 ,而 此 开 集 本 身 却 又 包含 在 C, 中 ,因此 C, 可 以 表示 为 类 似 的 开 集 的 
和 和 集 ,由 此 推出 C, 是 开 集 . 
这 样 一 来 ,对 于 集合 了 的 任意 点 y 和 任意 包含 着 y 点 的 开 集 五 ,我 们 找到 了 
连通 开 集 C, ,适合 
yECGCcCH 
这 就 证 明了 集合 了 的 局 部 连通 性 . 
我 们 已 经 看 到 直线 线段 是 局 部 连通 集 ,而 函数 


oe ee 
x 


图 形 上 的 点 和 极限 线段 
x=0,-leysl 
上 的 点 所 构成 的 集合 不 是 局 部 连通 集 . 

定理 5 列 紧 集 的 所 有 互相 单 值 旦 在 一 方 连续 的 映 象 , 在 另 一 方 也 必 连 
续 , 所 以 是 拓扑 映 象 . 

设 /是 列 紧 集 X 到 集合 Y 上 的 一 个 互相 单 值 且 在 一 方 连 续 的 映 象 .由 于 定 
理 3, 集 合 了 为 列 紧 集 .需要 证 明 列 紧 集 Y 到 列 紧 集 X 的 映 象 /!, 即 f 的 逆 映 象 ， 
也 是 连续 的 ,这 就 是 说 ,需要 证 明 在 映 象 f! 之 下 ,X 中 的 所 有 闭 集 F 的 原 象 是 Y 
中 的 闭 集 . 然 而 集合 FERR 之 下 的 原 象 和 集合 下 在 映 象 / 之 下 的 影 象 一 
致 ,而 根据 定理 3 的 推论 ,集合 在 映 象 / 之 下 的 影 象 是 Y 中 的 闭 集 .定理 就 证 
完了 . 

我 们 已 经 看 到 ,我 们 所 引入 的 集合 的 性 质 中 ,有 许多 性 质 在 连续 映 象 之 下 
保持 不 变 .连通 性 、 列 紧 性 、 列 紧 集 的 局 部 连通 性 都 在 连续 映 象 下 保持 不 变 .这 
些 性 质 在 拓扑 映 象 下 更 加 保持 不 变 . 但 在 拓扑 映 象 下 还 有 许多 其 他 的 性 质 (这 
些 性 质 被 一 般 的 连续 映 象 所 破坏 ) 仍 保持 不 变 . 例如 ,任何 集合 (不 仅 是 列 紧 
E) 的 局 部 连通 ; 集合 在 包含 着 它 的 较 大 的 集合 中 其 为 闭 集 或 开 集 的 这 种 性 
质 ; 集 合成 为 开 集 之 边界 的 性 质 ;集合 在 包含 着 它 的 集合 中 成 为 稠密 集 的 性 质 
等 在 拓扑 映 象 下 都 是 保持 不 变 的 . 

这 应 该 在 这 种 意义 下 来 了 解 : 即 如 果 集 合 4 对 于 包含 着 它 的 一 个 集合 站 而 
言 , 它 具 有 某 一 个 所 说 的 性 质 ,而 蕊 被 拓扑 映 象 到 集合 ,那么 集合 4 WRB 
对 于 了 而 言 , 它 具 有 同样 的 性 质 . 璧 如 ,如 果 AEX 中 为 闭 集 ,那么 B 就 在 Y 中 
为 闭 集 ; 如 果 4 TEX 中 稠密 ,那么 B 就 在 Y PAE. 

研究 集合 在 拓扑 映 象 下 保持 不 变 的 性 质 , 力 是 拓扑 学 的 内 容 . 


2.6 ”连续 统 的 性 质 
我 们 今后 研究 的 基本 对 象 将 是 连续 统 .同时 连通 而 又 列 紧 的 集合 叫做 连续 
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统 . 

上 面 我 们 已 经 证 明了 线段 .正方形 .立方体 都 是 连通 而 列 紧 的 集合 ,因此 它 
们 都 是 连续 统 . 由 2.5 的 定理 2 和 定理 3 立刻 推出 :连续 统 的 连续 影 象 仍 为 连续 
统 .所 以 ,集合 之 成 为 连续 统 的 性 质 在 连续 映 象 下 保持 不 变 .这 个 性 质 使 我 们 能 
证 明 : 像 圆周 .椭圆 、 双 纽 线 等 这 样 的 集合 都 是 连续 统 , 因 为 其 中 每 个 都 可 以 作 
为 有 穷 个 线段 所 构成 折线 的 连续 影 象 而 得 到 ,而 由 有 穷 个 线段 所 构成 的 折线 是 
连续 统 . 一般 地 说 ,所 有 单 弧 和 单 闭 曲 线 都 是 连续 统 .我 们 在 这 一 节 中 建立 连续 
统 的 某 些 性 质 , 今 后 关于 曲线 的 研究 就 是 以 这 些 性 质 为 基础 . 

定理 1 M C 为 连续 统 序列 

CD CD…DCD… 

的 公共 部 分 ,序列 中 的 每 一 项 包含 在 前 一 项 中 ,那么 C 仍 为 连续 统 . 

因为 集合 Ci, Cs,…, C,,… 都 是 列 紧 集 且 包含 在 C 中 ,所 以 它们 对 于 CI 
而 言 都 是 闭 集 . 因此 它们 的 交集 

Ge Qf) Gn) CN 

也 是 闭 集 .作为 列 紧 集 的 降序 列 的 交集 ,此 集合 不 是 空 集 . 所 以 C 是 列 紧 集 , 余 
下 的 要 证 明 它 是 连通 集 . 

集合 C 的 连通 性 的 证 明基 于 下 列 的 命题 : 

WR C 是 列 紧 集 的 降序 列 

G5 Gwn Oe Doe 中 

的 公共 部 分 ,而 下 是 包含 着 集合 C 的 开 集 ,那么 在 序列 O 中 就 有 这 样 的 一 个 列 
紧 集 C, , 它 也 包含 在 开 集 WP. 

假定 相反 ,也 就 是 说 ,没有 任何 列 紧 集 C, 包含 在 下 中 ,于 是 我 们 可 以 构成 
一 个 非 空 闭 集 序列 

C\W5O,\W5' o C\Wd:: 

其 中 每 一 项 都 包含 在 前 一 项 中 ,因为 所 有 这 些 集合 都 是 列 紧 集 ,所 以 它们 的 交 
集 不 是 空 集 . 它 是 由 集合 C PREF W 的 那些 点 所 构成 .但 因为 CC OW, 
这 些 点 是 不 存在 的 .由 所 得 到 的 矛盾 ,我 们 应 该 断定 :存在 着 列 紧 集 C, 完全 包 
KEW P. 

由 刚 证 明 的 命题 我 们 来 道 出 集合 C 的 连通 性 . 假设 列 紧 集 不 连通 .于 是 它 
可 以 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空 闭 集 4 和 B 的 和 集 的 形式 .由 于 2.2 定 理 5, 存 
在 着 开 集 U 和 V, 分 别 包含 集合 4 和 B 且 没 有 公共 点 . 

我 们 用 歼 来 表示 集合 AV 的 和 集 . 因为 

ACU,BCV,C=AUB,W=UUV 

所 以 Ccw 

根据 刚才 证 明 的 命题 ,存在 有 连续 统 C, 完全 包含 在 WW 中 .因为 集合 C 既 有 
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点 在 集合 U 中 也 有 点 在 集合 V 中 ,所 以 集合 C, 应 该 既 包 含有 和 集合 U 的 点 ,也 包 
BARA V 的 点 .这 样 一 来 ,连续 统 C, 包含 在 不 相交 的 开 集 U 和 VV 的 和 集中 ， 
而 且 同 其 中 每 个 集合 都 有 公共 点 .但 由 于 2.3 定理 1, 这 是 不 可 能 的 . 这 个 矛盾 
就 证 明了 我 们 假定 集合 C 可 能 不 连通 是 不 正确 的 . 因此, C 为 连通 集 ,我 们 的 定 
理 也 就 证 明了 . 

现在 我 们 来 证 明 一 个 在 研究 曲线 时 经 常用 的 定理 .这 定理 本 身 也 是 很 有 趣 
的 . 

定理 2 WR G 是 列 紧 集 R 的 连通 且 局 部 连通 的 开 集 ,那么 集合 G 的 任意 
两 点 a Alb 总 可 以 用 一 支 完全 在 集合 6 中 的 单 弧 连 接 之 . 

证 明 ”我 们 首先 证 明 : 对 于 任意 的 正 数 e ,集合 G 的 两 点 a Alb 总 可 以 用 连 
通 开 集 的 一 个 有 穷 串 链 


Ui, Us, , U, © 
来 连接 ,这 些 开 集 包含 在 G 中 ,其 直径 小 于 s ,而 且 
a€ U,,b€E U, 
| 


事实 上 ,由 于 集合 G 的 局 部 连通 性 , 它 的 每 个 点 x 都 有 连通 邻 域 U(x) ,此 
邻 域 完全 包含 在 G 中 且 其 直径 小 于 e .我们 证 明 从 这 许多 邻 域 可 以 作 一 个 连接 
a Ab 的 串 链 .假定 不 能 这 样 做 .于 是 我 们 用 U 表示 集合 C 中 可 以 用 一 串 邻 域 
U(x) 来 和 a 点 相连 接 的 那些 点 的 全 体 . 

首先 我 们 证 明 ,集合 U 是 开 集 同时 也 是 闭 集 .因为 如 果 % 点 属于 也 ,那么 U 
就 包含 着 这 点 的 一 个 邻 域 , 因 为 此 邻 域 的 一 切 点 y 都 可 借 连 接着 a 点 和 x 点 的 
那些 邻 域 和 邻 域 U(x) 所 构成 的 串 链 与 a 点 相连 接 .所 以 集合 U 是 开 集 . 

因为 假若 * 是 集合 U 的 一 个 极限 点 ,而 U(x) 是 x 点 的 连通 邻 域 ,那么 
U(x) 至 少 包含 集合 U 中 的 一 点 y. 点 y 可 以 用 一 串 链 与 点 相连 接 . 倘若 于 此 
串 链 再 添上 x 点 的 邻 域 U(x) ,就 得 到 一 个 连接 着 点 a。 和 x 的 串 链 ,所 以 U 是 闭 
集 . 

因为 集合 U 既是 开 集 也 是 闭 集 ,所 以 它 的 余 集 

V=G\U 

也 既是 开 集 又 是 闭 集 . 此 外 因 集合 了 包含 5 点 ,所 以 不 是 空 集 . 这样 一 来 ,连通 
SEC 就 被 分 裂 为 两 个 无 公共 点 的 非 空间 集 ( 闭 集 ) 的 和 集 ,而 这 是 不 可 能 的 . 

由 所 得 到 的 矛盾 ,我 们 应 断言 :存在 着 连通 开 集 的 有 穷 序 列 

U1, U's, ,ss U's ® 

能 使 a€u,b€uiU;N Ui. 40 

由 这 序列 的 元 素 ,我 们 可 以 做 成 适合 所 有 条 件 @ A — EB BE. RIA U 
表示 序列 @ 中 包含 着 a 点 且 有 最 大 号 码 的 那个 元 素 . 用 U, 表示 序列 @ 中 和 
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U, 相交 而 具有 最 大 号 码 的 那个 元 素 .用 U3 表示 序列 © 中 和 U, 相交 而 具有 最 
大 号 码 的 元 素 , 循 此 继 进 ,一 直 连 到 第 一 个 包含 b 点 的 元 素 U, 为 止 ,此 处 n - 1 
是 以 前 所 选 出 的 元 素 的 数目 . 这 样 一 来 ,我 们 就 获得 了 一 个 适合 所 有 要 求 © 的 
串 链 . 

应 用 这 个 结果 来 证 明 我 们 的 定理 . 为 此 ,我 们 用 一 连通 开 集 (其 直径 小 于 
1) 串 链 来 连接 a 和 2. 设 这 串 链 是 集合 


LDL © 
于 此 
6(U;) < 1 
a€ U,b EU, © 
U: N Uni 40,U;0 U, =0,41li-kl>1 


以 cl 表示 集合 U 和 U ESRA; o RRRA Uy Fl U; 的 任 一 交点 ;……; 

cn RRRA Uni 和 U, 的 任 一 交点 . 
现在 用 直径 小 于 广 的 连通 开 集 的 串 链 把 a 点 和 ci 点 相连 ,ci 点 和 c 点 相 
连 ,……,c,_1 点 和 6 点 相连 .在 这 里 我 们 还 要 假定 连接 着 a 点 和 ci 点 的 串 链 的 
构成 集合 ,以 及 这 些 集合 的 闭 包 , 都 包含 在 集合 Ui 中 .同样 我 们 假定 连接 着 ci 
点 和 cs 点 的 串 链 的 集合 ,以 及 这 些 集合 的 闭 包 , 都 包含 在 集合 Uy 中 ，,……, 最 
后 ,连接 着 c 和 6 的 串 链 的 集合 ,以 及 这 些 集合 的 闭 包 都 包含 在 集合 U, 中 . 
由 这 些 个 别 的 串 链 , 如 果 必 要 ,就 删 去 一 些 多 余 的 元 素 ,我 们 形成 一 个 连接 

着 a 点 和 4 点 而 适合 条 件 @ 的 串 链 
Vis Vases V, D 
于 是 ,我 们 用 di 表示 集合 Vi 和 V 的 某 个 交点 ; do 表示 集合 友和 Vz 的 某 个 交 
点 ;……; 最 后 ,用 dy) 表示 集合 V, M V, 的 某 个 交点 .我 们 用 一 个 (连通 ) F 
集 串 链 将 a 点 和 di 相连 接 ,这 些 开 集 及 其 闭 包 簿 包含 在 集合 Vi 中 ,而 其 直径 小 
于 寺 ; 再 用 一 个 (连通 ) 开 集 串 链 来 连接 di 点 和 d A ALFERRA ES E 
含 在 凡 中 ,而 其 直径 小 于 二 ;……; 最 后 , 籍 一 连通 开 集 串 链 来 连接 d, 1 点 和 6 


点 ,这 些 开 集 及 其 闭 包 簿 包含 在 V, 中 ,而 其 直径 小 于 3 . 由 这 些 个 别 的 串 链 ,我 
们 又 组 成 了 一 个 连接 着 a 点 和 4 点 的 串 链 . 
用 同样 的 办 法 ,我们 就 得 到 一 系列 的 连接 着 a 点 和 4 点 的 连通 开 集 串 链 ， 


这 系列 中 第 ”个 串 链 的 元 素 的 直径 小 于 二 ,而 且 每 后 一 串 链 的 诸 环节 及 其 闭 包 
皆 包 含 在 前 一 串 链 的 诸 环 节 之 中 . 
多 我 们 用 C 表示 构成 第 一 串 链 诸 集合 的 和 集 ,用 C, 表示 第 二 串 链 诸 环节 的 
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和 和 集 ,如 此 等 等 . 
集合 
oe oe 
中 的 每 一 个 都 是 连通 开 集 .因此 其 闭 包 
Ci, Cas Cay 
都 是 连续 统 . 


因为 每 后 一 串 链 的 各 环节 及 其 闭 包 皆 包 含 在 前 一 串 链 的 相应 环节 中 ,所 以 
Cai C Cl Cac Ca 
这 样 一 来 ,集合 Ci, Cay, C, ,… 帮 构 成 一 连接 统 的 序列 
Gobat oase 
其 每 后 一 个 连续 统 皆 包含 在 前 一 连续 统 中 .根据 定理 1, 所 有 这 些 连续 统 的 交 
集 仍 为 连续 统 ,我 们 用 C 来 表示 它 . 
因为 每 个 连续 统 Ci, C;,,… 都 包含 着 a 点 和 点 ,所 以 它们 的 交集 也 包含 
这 两 点 .我 们 来 证 明 连续 统 C 为 一 连接 着 a 点 和 2 点 的 单 弧 . 欲 覆 验 此 事 ,我 们 
应 该 证 明 连 续 统 C 可 以 互相 单 值 而 互相 连续 地 映 象 到 线段 
T = [0,1] 
JE 
我 们 把 线段 7 分 成 n 个 相等 的 线段 
Tis To Ta 
称 之 为 一 级 线段 ,我 们 把 一 级 线段 对 应 于 第 一 串 链 的 每 个 环节 . FEGA 
线段 分 成 那么 多 个 相等 部 分 ,使 得 和 第 一 串 链 中 对 应 于 这 线段 的 环节 内 所 包含 
的 第 二 串 链 的 环节 的 个 数 一 般 多 .这 样 一 来 ,我 们 得 到 了 p 个 二 级 线段 的 串 链 
S),83,°**, Sp 
再 把 这 些 二 级 线段 对 应 于 第 二 个 串 链 的 各 环节 ,把 每 个 二 级 线段 分 成 那么 多 个 
相等 部 分 ,就 像 第 二 串 链 中 对 应 于 这 线段 的 环节 内 所 包含 的 第 三 串 链 的 环节 的 
个 数 一 般 多 ,这 就 得 到 了 g 个 三 级 线段 的 串 链 
Ri, Rs,…, R, 
循 此 继 进 . 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 两 个 串 链 序列 :第 一 个 序列 中 的 各 串 链 是 由 列 紧 集 
R 的 连通 开 集 所 构成 ;而 第 二 个 序列 中 的 各 串 链 是 由 分 线段 [0,1] 而 得 到 的 诸 
线段 所 构成 .于 是 ,对 于 每 个 自然 数 n, 在 第 n 个 开 集 串 链 和 相应 的 线段 串 链 的 
诸 环节 之 间 有 一 互相 单 值 的 对 应 存在 . 
fit x 是 连续 统 C 的 任意 点 .此 点 属于 第 一 串 链 的 某 个 开 集 以 吧 ,也 属于 第 


O 这 样 的 集合 可 能 有 两 个 ,但 不 能 更 多 . 
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二 串 链 的 某 个 开 集 到 ,也 属于 第 三 串 链 的 某 开 集 到 ,, 如 此 等 等 .于 是 ,每 后 一 
集合 及 其 闭 包 皆 包 含 在 前 一 集合 中 ,而且 这 些 开 集 的 半径 将 随 串 链 的 号 码 增 大 
mers. 

但 是 ,第 一 串 链 包含 着 x 点 的 环节 Ui ,对 应 着 完全 确定 的 线段 T, RE S, 
对 应 于 环节 ,而 S ALE T, 中 ;线段 Ra MMA Wa, M R, 包含 在 5, 中 ， 
如 此 等 等 . 这些 线段 的 长 度 随 串 链 号 码 增 大 而 趋 于 零 . 因此 所 有 这 些 线段 有 唯 
一 的 公共 点 y, 而 我 们 就 把 这 一 点 y 和 连续 统 C 的 x 点 对 应 . 

连续 统 C 的 相 异 二 点 x1 和 xo 对 应 于 线段 7 的 不 同 的 点 yy My EXE, 
因为 第 n 个 串 链 的 环节 的 直径 随 号 码 n 增 大 而 趋 于 零 , 所 以 可 以 找 这 样 的 号 码 
N, 从 这 个 号 码 开始 ,在 一 切 串 链 中 ,点 x! 和 x, 将 属于 不 同 的 而 无 公共 点 的 环 
节 中 .于 是 对 应 于 这 两 环节 的 线段 亦 将 没有 公共 点 ,因此 线段 7 上 对 应 于 连续 
统 C AY x, 点 和 x2 点 的 两 点 yı 和 Y2 也 将 不 相同 . 

线段 了 的 每 个 点 y 丝 对 应 于 连续 统 C 的 某 一 点 x. 事 实 上 ,y 点 属于 某 个 一 
级 线段 7,D, 属 于 某 个 包含 在 T, 中 的 二 级 线段 51, 属 于 某 个 包含 在 S 中 的 三 级 
线段 RR ,如 此 这 般 . 但 是 线段 T, 对 应 着 完全 确定 的 第 一 串 链 的 开 集 雄 ;线段 5 
对 应 着 第 二 串 链 的 开 集 Vi, 而 V 及 其 闭 包 皆 包 含 在 Ui 中 ;线段 R,, 对 应 着 开 集 
Wl W, RAMA AS FE Vi 中 ,如 此 等 等 .这 样 一 来 ,可 以 把 线段 的 序列 

{> $% D Rn 3D 
和 闭 集 的 降序 列 
Us ə V, D Wn 2n 
相对 应 [FL REWRITE. 
我 们 用 x 表示 属于 一 切 闭 集 
U; > WD Wn dD: 
的 唯一 的 公共 点 ;线段 7 上 所 考虑 的 点 y 就 对 应 于 连续 统 C 的 这 一 点 x. 

这 样 一 来 ,我们 证 明了 连续 统 C 互相 单 值 地 被 映 象 到 线段 了 上 ,其 余 还 要 
证 明 这 个 映 象 的 连续 性 . 

命 xo 是 连续 统 C 的 任意 点 ,e 是 任意 正 数 .我 们 用 yo 表示 在 所 建立 的 连续 
统 C 到 线段 7 的 映 象 之 下 ,线段 了 上 对 应 于 点 xo 的 一 点 .我 们 取 充 分 大 的 n, 使 
得 包含 着 yo 点 的 n 级 线段 完全 界 于 区 间 (yo - e ,yo te) 之 中 ,于 是 ,点 xo 所 
属 的 那些 开 集 @ 的 点 的 总 体 就 被 映 象 到 点 yo 的 e - 邻 域 中 ,这 就 证 明了 我 们 所 
考虑 的 连续 统 C 到 线段 7 的 映 象 的 连续 性 . 

由 于 2.5 定 理 5, 因 为 连续 统 C 到 线段 7 的 连续 映 象 是 互相 单 值 的 ,从 而 推 


® i A 但 不 能 多 于 两 个 . 
© 它们 可 能 是 一 个 ;也 可 
© 这 样 的 集合 瑟 elk mh 
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出 线段 7 的 连续 统 C 上 的 逆 映 象 的 连续 性 .这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 连续 统 C 
被 拓扑 映 象 到 区 间 [0,1] 上 ,此 时 ,点 a 对 应 于 0, 而 点 5 对 应 于 1, 所 以 连续 统 C 
是 一 个 单 弧 ab. 

下 面 的 一 个 定理 有 辅助 的 特性 .在 许多 场合 中 ,运用 了 这 个 定理 ,使 曲线 理 
论 的 说 明 变 得 大 大 地 简单 了 .这 个 定理 可 以 留 到 以 后 用 它 来 证 明 其 他 定理 时 再 
阅读 ( 见 4.3). 我 们 所 以 在 这 里 把 它 引 进来 ,是 因为 它 表示 出 不 仅 是 曲线 而 是 
一 切 连 续 统 所 公有 的 性 质 . 

如 果 集 合 C\ x 不 是 连通 集 ,那么 我 们 就 说 x 点 分 割 连续 统 C, 在 相反 的 情 
况 , 即 如 果 集 合 C\ x 是 连通 集 ,我 们 就 说 x 点 不 分 割 连续 统 C. 

定理 3 在 每 个 连续 统 C 中 ,至 少 有 两 个 点 不 分 割 连续 统 C. 

证 明 i a 是 连续 统 C 的 任 一 点 (关于 这 个 点 a ,我 们 暂且 不 作 它 是 否 分 
割 连 续 统 的 任何 假定 ). 我 们 证 明 : 有 蜡 于 点 a 的 一 点 ! 存在 ,此 点 8 分割 连续 统 
C. 

设 4 是 一 个 在 连续 统 C 中 稠密 而 不 包含 a 点 可 列 集 . 

如 果 集 合 4 的 任 一 点 不 分 割 连续 统 C ,那么 我 们 的 命题 就 被 证 明了 . 

假定 集合 4 的 所 有 点 缘分 割 连续 统 C. 我们 把 集合 4 的 所 有 点 都 标 上 号 
码 , 于 是 便 得 序列 

ai, aay，a3… 
按 定义 ,al 点 将 连续 统 C 分 割 为 两 个 (关于 C 的 ) 开 集 ,每 个 开 集 以 唯一 的 点 a 
为 其 边界 点 .我 们 用 A 表示 这 两 个 开 集中 不 包含 a 点 的 那 一 个 开 集 . 

其 次 命 a; 0 是 序列 @ 中 第 一 个 包含 在 4; 中 的 点 .点 a; 把 连续 统 C 分 制 成 
两 个 开 集 .我 们 用 4 表示 其 中 不 包含 a 点 的 那个 开 集 .集合 A 的 边界 由 a; 构 
成 .同样 , 命 a; 是 序列 @ 中 第 一 个 包含 在 4, 中 的 点 . 它 把 连续 统 C 分 割 为 两 个 
开 子 集 . 用 43 表示 其 中 不 包含 a; 点 的 那个 开 子 集 . 

作 同 样 的 措施 ,我 们 就 得 到 开 集 序列 

A,,A2,A3,°"" ©) 
以 及 点 序列 
a, = G9 Gis Gia 
每 个 集合 A, 的 边界 由 一 点 a; 所 构成 . 
如 果 把 它 唯一 的 边界 点 a 添 到 集合 A, 中 ,那么 所 得 到 的 


A = A, U ar 
是 连续 统 . 
D 4%, = al 
22u 
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ae 


J 


E T 
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事实 上 ,集合 4, 是 闭 集 ,而 且 作为 列 紧 集 C 的 闭 集 , 它 是 列 紧 集 .余下 的 是 
要 证 明 集 合 A, 是 连通 集 .假定 相反 , 设 P 和 0 是 两 个 无 公共 点 的 非 空 闭 集 ,其 
和 集 等 于 A, ABE a; 点 属于 集合 0, 于 是 

PCA 
因为 集合 C\ A, 和 0 每 个 都 是 闭 集 , 所 以 其 和 集 (C\ A) U Q 也 是 闭 集 .这 样 
一 来 ,我 们 就 把 连续 统 C 分 割 为 两 个 无 公共 点 的 非 空 闭 集 P 和 (C\4,) U 0 的 
和 集 ,而 这 是 不 可 能 的 .所 以 我 们 应 该 断言 :集合 A, 是 连通 集 . 
集合 A, 既是 列 紧 的 而 且 也 是 连通 的 ,所 以 是 连续 统 .我 们 考虑 连续 统 的 序 


列 
Ai, A2, Ån 
并 且 证 明 每 后 一 连续 统 丝 包含 在 前 一 连续 统 中 
Ansi C An 


事实 上 ,按照 假定 ,点 w 把 连续 统 C 分 成 两 个 开 集 4, 和 B,. 因 为 集合 4,,1 
不 包含 a; 点 ,所 以 它 包 含 在 集合 A, AB, 的 和 集中 .但 因为 A 是 连通 集 ,所 
以 它 只 能 和 集合 A, AB, 中 的 一 个 集合 有 公共 点 ;在 a; © An BEAR C An C 
An- 

这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 连续 统 的 序列 

ADAD TDD" 
其 中 每 后 一 连续 统 皆 含 于 前 一 连续 统 中 . 根据 定理 1, 所 有 这 些 连续 统 的 公共 
部 分 仍 是 连续 统 ,我 们 用 KK 来 表示 它 . 由 于 闭 包 
Ani C Ay 

连续 统 玉 可 以 看 做 开 集 4 ,42，…,4,，… 的 交集 . 

设 5 是 连续 统 K 的 任 一 点 .因为 没有 一 点 a; (m = 1,2,…,n) 是 属于 连续 
统 Ans 的 ,由 此 推 知 ,b 点 不 和 任何 一 点 a; 相 一 致 . 

我 们 来 证 明 b 点 不 分 割 连续 统 C. 假 定 相反 , 即 C\ b 是 两 个 无 公共 点 的 开 
GCM MAE. 

因为 b 点 不 与 序列 @ 的 任 一 点 相 一 致 ,所 以 这 序列 的 每 一 点 属于 集合 G 
或 五 中 的 一 个 集合 . 譬如 ,我 们 假定 序列 O 的 某 一 点 a; AFH, RIEA 
时 集合 G = CU 5b 完全 包含 在 序列 © 中 对 应 于 a, 点 的 集合 4 内 .首先 注意 ， 
集合 

G=GUb 
是 连续 统 .与 此 完全 一 样 , 可 以 证 明 每 个 集合 
A, = A, U Qi 
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都 是 连续 统 . 

集合 G 不 包含 a; 点 ,并 且 与 集合 A, 有 公共 点 5. 所 以 6 完全 包含 在 集合 
An 中 ,因为 它 是 连通 的 ,所 以 它 不 可 能 和 两 个 互 不 相交 的 开 集 An 和 Ba 有 公共 
ik 

现在 我 们 证 明 集合 6 完全 包含 在 序列 @ 的 每 一 集合 A, 中 ,为 此 必须 证 
明 : 如 果 只 要 序列 O 的 一 个 点 a; 属于 集合 五 ,那么 序列 @ 的 所 有 点 都 属于 这 
个 集合 . 

与 此 断言 相反 ,我 们 假定 序列 @ 的 任 一 点 a, 属于 集合 C. 于 是 ,和 以 前 一 
样 ,我 们 证 明 集合 

H=HUb 

完全 包含 在 序列 @ 中 相应 于 a; 点 的 集合 4 内 . 

不 限制 一 般 性 ,可 以 假设 p > m. 因为 根据 已 证 明了 的 事实 


A, C Am 
所 以 由 关系 式 

H CA, 
可 以 推出 

HC An 

这 样 一 来 ,我 们 有 
G C Am H C An 
注意 到 
GUH=C 

由 此 得 到 

C C An 


这 是 错误 的 ,因为 集合 An 不 包含 (例如 )a 点 . 
由 这 个 矛盾 ,我 们 应 断定 :如 果 序 列 @ 有 任何 一 点 a; 属于 集合 五 ,那么 序 
列 @ 的 所 有 点 都 属于 这 个 集合 .但 是 ,正如 我 们 以 上 证 明 的 ,由 此 推出 集合 G 
包含 在 序列 @ 的 每 个 集合 A 中 ,那么 C 就 更 加 属于 序列 @ 的 每 个 集合 A 中. 
在 这 种 情况 下 ,集合 G 包含 在 连续 统 天 中 ,天 是 序列 @ 的 一 切 集合 A 的 交集 . 
由 开 集 6 是 非 空 集合 这 样 一 个 假定 推出 :序列 @ 有 一 点 ai 属于 集合 6G, 因 
为 由 集合 4 的 元 素 我 们 构成 了 一 个 在 C 中 到 处 稠密 的 序列 ©. REF] O 
中 , 取 这 样 的 一 点 @; ,这 一 点 的 号 码 i; 大 于 点 or WS k. RANA 
aEGCECKCAA 
就 是 a, © 4 1 
但 是 按照 假设 , a; 是 序列 @ 中 包含 在 A 内 而 具有 最 小 号 码 的 一 点 ,但 我 们 
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找到 了 序列 @ 的 一 点 a, AFA, ,而 且 它 的 号 码 k< i,. 由 这 一 个 矛盾 ,我 们 
不 得 不 作 结论 说 ,5 点 不 分 割 连续 统 C. 

这 样 一 来 ,在 连续 统 C 中 我 们 找到 了 一 点 5, 它 不 分 割 C. 和 欲 证 明 存在 另 一 
点 也 不 分 割 连续 统 C .应 逐 字 地 重复 上 面 的 推论 ,仅仅 不 是 从 任意 点 a 出 发 进 
行 论证 ,而 是 在 整个 推论 中 用 点 来 代替 点 ,关于 5 点 我 们 已 经 知道 它 不 分 割 
连续 统 C. 这 就 证 明了 定理 3. 

线段 惟有 两 点 不 分 割 它 的 连续 统 的 实例 . 线段 的 端点 是 不 分 割 的 点 ;而 线 
段 的 一 切 内 点 皆 把 线段 分 割 为 两 个 以 此 点 为 公共 端点 的 半 区 间 . 

圆周 可 以 作为 其 任 一 点 也 不 分 割 它 的 连续 统 的 实例 . 


Nee See 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 考虑 平面 上 的 集合 ;在 这 里 ,平面 起 着 集合 R 的 作用 . 
所 以 , 读 到 开 集 和 闭 集 ,我 们 是 指 它们 为 平面 上 的 闭 集 或 开 集 而 言 . 

康 托 把 (平面 ) 曲线 定义 为 这 样 的 连续 统 ,在 这 个 连续 统 的 每 点 的 任意 邻 
域 里 ,有 不 属于 这 个 连续 统 的 平面 的 点 存在 . 换 句 话说 ,具有 下 面 的 性 质 的 连续 
统 C 叫做 曲线 :无 论 连续 统 C 的 一 点 x AE Me 如 何 , 在 平面 上 可 以 找到 一 点 
y, 它 不 属于 连续 统 C 而 且 与 x 点 的 距离 小 于 e ,从 曲线 的 这 个 定义 直接 推出 ; 连 
续 统 C 为 康 托 曲线 的 充分 且 必 要 条 件 是 : 它 不 包含 任何 开 子 集 . 直到 现在 我 们 
所 考虑 过 的 那些 平面 曲线 (直线 、 圆 周 等 ) 都 适合 这 个 定义 . 反之 , 如 三 角形 、 
圆 、 正 方形 (如 果 考 虑 到 它们 的 内 点 及 边界 点 ) 等 连续 统 就 不 是 康 托 定义 的 意 
义 下 的 曲线 ,因为 其 每 一 个 都 包含 一 个 充分 小 的 球 邻 域 (这 里 的 球 邻 域 是 指 圆 
的 内 点 的 总 体 ). 

我 们 再 引进 康 托 曲 线 的 一 个 精彩 的 例子 ,这 个 例子 是 波兰 数学 家 希 尔 宾 斯 
基 (Sierpinski) 所 作 , 以 后 就 叫 它 为 “ 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 ”(Koppa Cepnunckoro). 

将 正方 形 0 分 为 9 个 相等 的 正方 形 ,并 挖 去 它们 中 心 正方 形 的 内 点 .再 把 
Al PAY 8 个 一 级 正方 形 的 每 一 个 分 为 9 个 相等 的 正方 形 , 并 且 挖 去 它们 当中 正 
方形 的 内 点 .这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 8 = 64( 个 ) 二 级 正方 形 . 对 于 其 中 每 一 个 
作 如 上 之 处 理 ,使 得 中 = 512( 个 ) 三 级 正方 形 , 循 此 继 进 以 至 对 任意 自然 数 
n( 图 19.8). 

施行 了 这 一 切 手续 以 后 , 剩 下 的 集合 S 便 是 希 尔 宾 斯 基 和 覆盖 . 

在 康 托 定义 的 意义 下 ,这 集合 是 曲线 .首先 因为 集合 S 是 一 系列 连续 统 的 
公共 部 分 :其 第 一 个 连续 统 是 由 8 个 一 级 正方 形 所 构成 ,第 二 个 是 由 64 个 二 级 
正方 形 所 构成 ,……… ,此 外 ,在 这 序列 中 ,每 后 一 个 连续 统 都 包含 在 前 一 个 连续 
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统 中 中 ,所 以 集合 S 是 连续 统 . 

其 次 ,在 连续 统 5' 的 每 个 点 的 任意 邻 域 中 ,都 可 以 找到 一 点 不 属于 这 个 连 

事实 上 ,无 论 连续 统 S 的 一 点 x 以 及 正 数 e 如 何 , 总 可 以 找到 自然 数 n ,使 
得 n 级 正方 形 0" 的 对 角 线 小 于 es ,于 是 就 有 相 邻 于 O 的 被 挖 掉 的 正方 形 的 点 
落 在 x 点 的 e - 邻 域 里 ,这 些 点 不 属于 连续 统 S. 

因此 , 希 尔 宾 斯 基 和 覆盖 确实 是 康 托 曲线 ,这 曲线 具有 一 个 美妙 的 性 质 : 就 是 
它 包 含 任意 的 平面 曲线 .也 就 是 说 ,下 面 的 定理 成 立 . 

定理 无论 康 托 曲 线 C 如 何 , 在 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 中 总 可 以 找到 一 个 子 集 
C' ,这 个 子 集 C 和 集合 C AR. 

证 明 ”因为 集合 C 是 连续 统 , 故 为 有 界 闭 集 , 所 以 有 包含 着 连续 统 C 的 长 
方形 R 存在 ,我 们 把 长 方形 R 用 平行 于 它 的 边 的 直线 分 成 9 个 相等 的 长 方形 
(在 图 19.9 中 ,这 些 直线 是 用 虚线 给 出 的 ). 因 为 C 是 康 托 曲 线 ,所 以 它 不 包含 
任何 开 子 集 ,特别 它 就 不 能 以 整个 当中 的 长 方形 为 其 子 集 . 因为 C 是 闭 集 , 所 
以 在 当中 的 长 方形 内 部 包含 着 一 个 长 方形 Ro, 它 的 边 平行 于 长 方形 R 的 边 ,而 
且 它 不 包含 曲线 C 的 任何 一 点 .延长 长 方形 Ro 的 各 边 一 直到 和 基本 长 方形 R 
的 边 相 交 为 止 ,于 是 整个 长 方形 R 被 分 为 9 个 长 方形 .我 们 从 长 方形 R 中 挖 掉 
长 方形 Ro 的 所 有 内 点 . 剩 下 的 集合 是 由 8 个 长 方形 所 构成 ,我 们 称 这 8 个 长 方 
形 为 一 级 长 方形 ,我 们 按照 逆 时 针 围 绕 的 顺序 ,从 左边 最 下 面 的 一 个 长 方形 开 
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始 , 分 别 用 Ri, R}, Ri,…, R3 来 表示 这 八 个 长 方形 .我 们 用 S! 来 表示 属于 诸 一 
级 长 方形 的 点 的 总 体 . 


欲 得 二 级 长 方形 ， 我 们 处 理 如 下 ;将 每 个 级 长 方形 分 为 9 个 相等 的 长 方 
形 . 我 们 取 长 方形 Ri, 于 是 按照 前 面 的 办 法 ,在 分 割 长 方形 RI 时 获得 的 当中 的 
长 方形 的 内 部 ,可 以 找到 这 样 的 长 方形 Plo, 此 长 方形 的 内 部 不 包含 曲线 C 的 
任何 一 点 .延长 它 的 各 边 一 直到 和 基本 长 方形 R 的 各 边 相 交 为 止 .用 同样 的 办 
法 ,在 分 割 长 方形 R) 时 获得 的 当中 长 方形 的 内 部 ,也 可 以 找到 这 样 的 长 方形 
P2, 此 长 方形 位 于 刚才 建立 的 长 方形 Po 边 的 延长 线 之 间 带 域 中 , 而 且 它 不 包 
含 曲线 C 的 任何 点 .我 们 再 延长 长 方形 Ph 的 各 边 一 直到 它们 和 基本 长 方形 的 
诸 边 相交 为 止 .完全 一 样 ,在 长 方形 RS 是 由 分 割 R 时 所 形成 的 中 心 长 方形 的 
点 所 构成 ,不 过 我 们 要 求 这 些 点 都 包含 在 延长 长 方形 Ph 和 Ph 的 诸 边 而 得 到 
的 带 域 的 公共 部 分 内 .同样 ,我 们 得 到 长 方形 Plo, Pho, Pho, Pho, Ph. 

我 们 用 Ri 表示 包含 在 Pio 中 而 且 由 所 有 纵 带 域 和 横 带 域 的 交集 的 内 点 所 
构成 的 长 方形 ,这 些 带 域 是 由 延长 长 方形 P 的 边 而 形成 并 且 穿 人 RI 中 ,让 我 们 
来 考虑 藉 延 长 长 方形 Rio 的 边 而 形成 的 基本 长 方形 的 一 个 分 割 . 

如 果 从 每 个 一 级 长 方形 RE 中 挖 掉 它 属于 长 方形 Ro 的 内 点 ,那么 由 每 个 
一 级 长 方形 就 剩 下 8 个 长 方形 ,我们 称 它们 为 二 级 长 方形 ,并 且 按 逆 时 针 围绕 
顺序 仍 由 左下 方 的 长 方形 开始 用 Ri, Rio, Ris 来 表示 .属于 所 有 64 个 二 名 
长 方形 的 点 的 总 体 用 S RER. 

像 以 前 我 们 对 一 级 长 方形 的 措施 一 样 , 我 们 对 每 个 二 级 长 方形 R%(k,1 = 
1,2,…,8) 作 同 样 的 措施 . 这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 8 = 512( 个 ) 三 级 长 方形 
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Rim(k, l,m = 1,2,…,8) ,我 们 用 S; 来 表示 这 些 三 级 长 方形 的 点 的 总 体 . 

进而 , 作 同样 的 处 理 ,我 们 就 得 到 一 连续 统 序列 S D Sy 5° DS, 5, 
其 每 后 一 个 包含 在 前 一 个 中 ,根据 2.6 定 理 1, 所 有 这 些 连续 统 的 交集 仍 为 连续 
统 , 我 们 用 $ 来 表示 它 .曲线 C 完全 包含 在 连续 统 $ 中 .我 们 来 证 明 连 续 统 $ 和 
希 尔 宾 斯 基 覆 盖 同 胚 . 命 x 是 连续 统 $ 的 任意 一 点 .那么 按 连续 统 S 的 定义 ,点 
x“ 属于 集合 S ,因而 属于 某 个 一 级 长 方形 R}; 同 时 点 x 属于 集合 S,, 因 而 属于 某 
个 包含 在 Ri 中 的 二 级 连续 统 及 中 ;同时 点 x 属于 集合 $; ,因而 属于 某 个 包含 
在 R 中 的 三 级 长 方形 Rim P. 这样 一 来 ,我 们 就 得 到 长 方形 的 降序 列 Ri D) 
Ry D Rim … 

把 构成 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 的 一 级 正方 形 OL 对 应 于 长 方形 RL EWE Q} 
在 基本 正方 形 Q 中 所 占 的 位 置 和 长 方形 R, 在 长 方形 R 中 所 占 的 地 位 一 样 ( 参 
看 图 19.8 和 图 19.9) ,其 次 把 二 级 正方 形 0u c 04 对 应 于 二 级 长 方形 R3,, 这 个 
正方 形 0% 在 Q} 中 所 占 的 地 位 和 长 方形 R3 在 长 方形 RI 中 所 占 的 地 位 一 样 ,如 
此 继续 下 去 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 把 正方 形 的 降序 列 

Q D ooo 
对 应 于 长 方形 的 降序 列 
R> Roco R I 
但 因为 ”级 正方 形 的 边 长 等 于 1/3", 所 以 (根据 2.4 定理 2) 正方 形 的 交集 
Q'A EAN ENA 
不 是 空 集合 而 且 是 由 一 点 所 构成 ,而 用 x' 来 表示 这 一 点 .我 们 就 把 这 一 点 w 对 
应 于 连续 统 S 的 x 点 . 

这 样 一 来 我 们 便 证 明了 ,连续 统 $ 的 每 一 点 x ,对 应 着 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 的 某 
一 点 x. 现 在 我 们 证 明 : 连 续 统 5 的 不 同 的 点 ,对 应 着 连续 统 S 的 相 异 之 点 . 命 
x Aly 是 连续 统 5 的 两 点 .因为 每 后 一 级 的 长 方形 的 边 总 比 前 一 级 包含 着 它 的 
长 方形 的 相应 边 小 2/3 倍 ,所 以 随 级 数 的 增 大 ,长 方形 的 边 长 趋 于 零 ,因而 其 对 
角 线 亦 趋 于 零 . 由 此 推出 ,无 论 连续 统 S 的 两 点 如 何 ,总 可 以 找到 充分 大 的 号 码 
n, 使 得 包含 着 x 点 和 y 点 的 两 个 级 长 方形 没有 公共 点 .于 是 相应 于 这 两 个 长 
方形 的 正方 形 也 将 没有 公共 点 .因此 ,对 应 于 x 点 和 y 点 的 x’ 点 和 y' 点 也 不 能 
HES. 

我 们 已 经 证 明了 :连续 统 S 的 每 一 点 ,对 应 着 连续 统 8' 的 某 一 点 ,并 且 连 
续 统 5 的 不 同 的 点 对 应 着 连续 统 S 相 异 之 点 . 完全 一 样 ,也 可 以 证 明 : 连 续 统 
S 的 每 一 点 ,对 应 着 连续 统 5 的 一 个 (而 且 只 有 一 个 ) 点 .因此 ,在 连续 统 $ 和 
S 之 间 所 建立 的 对 应 是 互相 单 值 的 . 剩 下 还 要 证 明 这 对 应 是 互相 连续 的 . 
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命 xo 是 连续 统 S 的 任 一 点 ,e 是 任 一 正 数 ,在 上 面 建立 的 连续 统 $ 到 连续 

统 S 的 映 象 之 下 ,xo 是 点 x 的 影 象 .必须 证 明 有 这 样 的 数 6 存在 ,使 得 如 果 
p(x,x0) < ô 

那么 p(x',x'9) < € 

其 中 r 是 点 x 的 影 象 . 

我 们 把 n 取得 如 此 大 ,使 得 包含 x'0 点 的 nn 级 正方 形 完全 界 于 此 点 的 e - 邻 
域 中 ,我 们 取 一 个 中 心 在 ro 点 的 圆 , 它 的 半径 为 8, 此 圆 完 全 在 包含 着 xo 点 的 
i n 级 的 长 方形 的 和 集合 ,于 是 当 

p(xo,%) < ô 
即 p(x'0,%') < Ee 

同样 可 以 证 明 连 续 统 5' 到 连续 统 5 的 映 象 的 连续 性 ,因此 连续 统 S 和 5' 是 
互相 同 胚 的 . 

但 是 曲线 C 完全 包含 在 边 续 统 $ 中 .在 连续 统 S BAe RMA eS’ 的 同 
胚 映 象 之 下 ,曲线 C 同 胚 地 映 象 到 某 一 个 包含 在 5" 中 的 集合 C' .这 样 一 来 ,就 
证 明了 我 们 的 定理 . 

按 语 CAM LW) 集合 成 为 康 托 曲 线 的 性 质 , 在 拓扑 映 象 下 保持 不 变 .这 
就 是 说 :如 果 康 托 曲 线 C 被 拓扑 映 象 到 平面 点 集 C' ,那么 集合 C 也 是 康 托 曲 
线 .集合 的 连通 性 和 列 紧 性 不 仅 在 拓扑 映 象 下 保持 不 变 ,甚至 在 连续 映 象 下 也 
保持 不 变 @ ,由 此 推出 :集合 C' 是 连续 统 .证 明 中 最 困难 的 一 部 分 是 下 面 断言 
的 证 明 : 即 如 果 平 面 点 集 C 不 包含 任何 开 子 集 ,那么 和 这 个 集合 C 同 胚 的 平面 
点 集 C' 也 不 包含 任何 开 子 集 . 这 可 以 从 下 面 的 定理 推出 ,如 果 G 是 平面 上 的 开 
集 ,五 是 与 集合 G 同 胚 的 平面 点 集 , 那 么 五 也 是 平面 上 的 开 集 .在 这 里 我 们 不 来 
证 明 这 个 定理 @. 

并 不 是 所 有 康 托 曲 线 都 可 以 用 参数 方程 

x = p(t),y = g(t) 
给 出 ,以 上 再 三 提 到 的 由 函数 


id 
y= sin, O<x«x<1 


的 图 形 和 极限 线段 

x=0, -1 过 y 芝 1 
的 点 所 构成 的 集合 , 便 是 这 种 不 能 用 参数 方程 给 出 的 曲线 的 实例 . 这 个 连接 统 
不 包含 任意 开 子 集 , 所 以 是 康 托 曲 线 .在 2.5 已 经 证 明了 这 个 曲线 不 能 表示 为 


中 参看 2.5, 定 理 2 和 定理 3. 
外 ”对 于 任意 维 空间 的 情形 ， 本 定理 的 证 明 见 TT + C.: 亚历山大 洛 夫 著 的 组 合 拓扑 学 (KowGuaaropm 
TomOmorHg) ,TocrexgsmraT, M.—JI. 1947, 55 196 页 . 
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线段 的 连续 影 象 .由 此 推出 : 它 是 不 能 用 参数 方程 给 出 的 .这 种 不 能 用 参数 方程 
来 表示 的 原因 是 在 于 :所 考虑 的 这 曲线 不 是 局 部 连通 集 . 

可 以 证 明 : 欲 使 一 个 连续 统 ,特别 是 康 托 曲线 为 一 线段 的 连续 影 象 ,充分 且 
必要 的 条 件 是 : 它 为 局 部 连通 集 . 

此 条 件 的 必要 性 直接 由 2.5 定 理 4 推 出 ;因为 线段 是 局 部 连通 的 连接 统 , 而 
在 连续 映 象 之 下 ,一 个 连续 统 为 局 部 连通 这 一 性 质 是 保持 不 变 的 . 

在 这 里 我 们 不 证 明 这 个 条 件 的 充分 性 . 因为 这 个 证 明 可 在 Xaycropg 的 
Teopus mnoxcecme 第 186 页 找到 @. 

局 部 连通 的 性 质 可 以 用 另外 一 种 方式 表达 出 来 ,我 们 提 一 提 ( 但 不 证 明 ) 
下 面 这 个 定理 :和 欲 使 连续 统 C 是 局 部 连通 集 , 充分 且 必 要 的 条 件 是 :对 于 任意 
的 s, 它 可 以 表示 为 有 穷 个 直径 小 于 e 的 连续 统 的 和 集 的 形式 . 

特别 , 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 具 有 这 种 性 质 . 如 果 我 们 取 充 分 高 阶 的 正方 形 ,我 们 
就 可 以 把 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 分 割 成 任意 小 的 连续 统 . 希 尔 宾 斯 基 履 盖 界 于 每 个 这 
样 的 正方 形 中 的 部 分 也 是 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 , 不 过 是 在 这 个 正方 形 上 建立 起 来 
的 .我 们 把 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 表 示 成 这 些 部 分 (其 每 个 都 是 连续 统 ) 的 和 集 的 形 
式 . 由 这 种 表示 的 可 能 性 推出 : 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 是 局 部 连通 的 集合 ,因此 它 可 以 
表示 为 线段 的 连续 影 象 ,所 以 可 以 用 参数 方程 来 给 出 . 这样 一 来 , 希 尔 宾 斯 基 覆 
盖 不 仅 是 康 托 意 义 上 的 曲线 ,而且 是 若 当 意义 上 的 曲线 . 

由 于 康 托 曲线 的 定义 极其 广泛 ,因此 ,它们 可 能 有 很 复杂 的 结构 .我 们 将 联 
系 着 平面 区 域 的 边界 来 考虑 这 个 问题 . 

如 我 们 在 初等 几何 学 中 已 经 知道 的 ,圆周 把 平面 分 为 内 外 两 个 区 域 , 并 且 
它 是 这 两 个 区 域 的 公共 边界 . 

不 仅 是 圆周 ,而 且 是 所 有 和 圆周 同 胚 的 曲线 ,都 具有 把 平面 分 割 为 两 个 区 
域 的 特性 ,这 就 是 著名 的 若 当 定理 的 内 容 . 这 个 定理 ,不 要 看 它 表 面 上 很 明确 ， 
但 是 证 明 起 来 却 够 难 的 呢 ! 贝 努 利 的 双 叶 线 (JIewnnckaTa Bepayrum) 就 把 平面 
分 成 三 个 区 域 ,而 且 这 曲线 本 身 的 交点 s 属于 这 三 个 区 域 的 边界 (图 19. 10). 

然而 这 曲线 的 其 余 各 点 , 则 仅 是 某 两 个 区 域 的 边界 . 又 然 看 来 ,似乎 曲线 上 
只 有 个 别 的 点 才能 属于 两 个 以 上 的 区 域 的 边界 .事实 上 ,在 地 图 上 ,有 某 一 曲线 
一 下 子 就 定 出 三 个 或 更 多 个 国家 的 疆界 ,虽然 这 很 难 想象 ,但 这 样 的 曲线 确实 
是 存在 的 ,也 就 是 离 这 种 曲线 的 每 一 点 不 管 多 么 近 , 总 有 三 个 或 更 多 个 区 域 的 
点 存在 ,在 这 种 意义 下 ,这 曲线 就 叫做 这 些 区 域 的 交界 . 

为 了 了 解 这 怎么 可 能 ,我 们 想象 在 大 海中 有 一 个 岛 ,在 这 岛 上 有 两 个 湖 , 且 
想象 下 面 的 施工 程序 是 ;在 第 一 小 时 中 ,从 海 和 每 个 湖 开 谱 河流 ,使 每 条 河流 都 
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图 19.10 

是 “ 盲 ”的 ( 那 就 是 说 :这 些 河流 实际 上 都 是 其 对 应 水 泊 的 湾 ) ,使 这 些 河 流 决 不 
相 汇 合 , 而 且 使 得 ,由 于 这 一 小 时 的 施工 而 从 陆地 的 每 一 点 到 达 海 水 以 及 到 达 
每 个 湖水 的 距离 小 于 1 公里 .在 其 后 的 半 小 时 中 ,再 把 这 三 条 已 经 开凿 的 河流 
继续 延长 ,使 得 所 有 河流 仍然 是 “ 盲 ”的 ,而 且 不 相 适 合 ,并 使 从 陆地 的 每 一 点 
到 这 三 个 水 泊 的 水 的 距离 小 于 1/2 公 里 .在 以 后 的 1/4 小 时 中 ,继续 延长 这 些 河 
流 , 使 它们 仍然 不 相连 接 , 并 使 它们 渗入 该 岛 内 部 如 此 地 “稠密 ”, 以 至 从 陆地 每 
一 点 到 这 三 水 泊 的 水 的 距离 都 变 得 小 于 1/8 公里 , 循 此 继 进 .这样 施工 了 两 小 
时 以 后 ,这 个 岛 仅 剩 下 一 个 这 样 的 连续 统 C ,无 论 离 这 连续 统 C 的 每 点 多 么 近 ， 
总 可 找到 这 三 水 泊 的 水 ,而 且 这 三 水 泊 ( 海 和 两 个 湖 ) 仍然 是 分 开 的 , 即 其 中 任 
意 二 水 泊 的 水 都 不 相 渗 混 . 这 三 个 ( 藉 引 
自 它们 河流 而 延伸 了 的 ) 水 泊 乃 是 这 样 
的 三 个 区 域 ,连续 统 C 构成 其 公共 交界 ; 
其 中 有 一 个 区 域 (“ 海 ”) 是 无 界 的 , 其余 
的 两 个 都 是 有 界 的 (图 19.11), 

我 们 这 样 仔细 地 读 康 托 曲 线 , 是 因 
为 如 果 仅 限于 平面 曲线 , 则 在 我 们 的 数 
学 实际 中 ,牵涉 曲线 概念 者 , 康 托 的 定义 
都 完全 一 般 地 表达 了 出 来 . 但 我 们 想 给 
出 更 一 般 的 曲线 定义 ,这 定义 不 仪 概括 
平面 曲线 ,而且 也 概括 空间 曲线 O@. 

不 可 能 把 康 托 曲线 定义 简单 地 搬 到 

空间 上 来 ,因为 ,如 正方 形 在 空间 便 是 一 

个 不 包含 任何 开 集 的 连续 统 . 这 就 是 说 ,我 们 又 需要 来 回答 “什么 是 曲线 ”这 个 


图 19.11 


KTE THERI Brauwer. 这 一 说 明 是 从 II C: 亚历山大 洛 夫 著 的 《 集 与 函数 的 
甚至 是 维度 更 高 的 空间 中 的 曲线 . 
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问题 了 .现在 我 们 转 到 乌 利 松 所 给 出 的 曲线 概念 的 定义 上 来 . 


一 一 ~ 一 下 ~ 一 ~ 一 人 ~ 一 ~ 人 一、 人 个 


4.1 ”曲线 的 定义 及 基本 性 质 


我 们 来 看 一 看 ,我 们 管 它 叫 曲线 的 那些 集合 具有 些 什么 样 的 一 般 的 性 质 ? 

首先 ,这 些 集 合 都 是 连通 集 , 不 十 分 严格 地 说 , 即 它们 是 由 一 整 块 所 构成 ， 
而 不 能 分 割 为 孤立 的 部 分 . 

其 次 ,我们 所 考虑 的 很 多 曲线 都 是 有 界 闭 集 , 所 以 是 列 紧 集 0. 直线 线段 、 
圆周 椭圆、 贝 努 利 双 曲 线 等 都 是 这 样 的 曲线 . 

今后 我 们 只 把 那些 列 紧 的 连通 集 , 即 连续 统考 虑 为 曲线 ®. 

但 是 像 正 方形 .立方 体 这 样 的 集合 也 是 连续 统 .为 什么 我 们 不 叫 它们 为 曲 
线 呢 ?因为 它们 具有 二 维度 或 三 维度 . 曲线 只 是 具有 “一 维度 ”的 连续 统 ,但 是 
“具有 一 维度 ”这 人 句 话 是 什么 意思 呢 ? 在 这 里 我 们 不 来 讨论 什么 叫做 维 数 的 问 
题 ,或 如 上 所 说 ,任意 集合 的 维度 @ 的 问题 ,我 们 仅仅 给 出 一 维 连续 统 的 严格 定 
X. 
如 果 有 x 点 的 任意 小 邻 域 存在 ,此 邻 域 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构 
成 的 连续 统 ,那么 我 们 说 ,连续 统 C 在 点 x 具有 维度 1. 换 句 话说 ,如 果 对 于 所 有 
e > 0, 存 在 着 包含 x 点 的 开 集 , 其 直径 小 于 e ,而 其 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 
所 构成 的 连续 统 ,那么 连续 统 C TEx 点 具有 维度 1. 

如 果 连 续 统 C 在 它 的 每 一 点 都 是 一 维 的 ,那么 我 们 就 说 ,连续 统 C 具有 维 
度 1. 

现在 我 们 可 以 说 :一 维 的 连续 统 叫 做 曲线 ,这 就 是 说 ,那样 的 连续 统 , 其 每 
一 点 都 有 任意 小 的 邻 域 ,此 邻 域 之 边界 不 包含 任何 由 多 余 一 点 所 构成 的 连续 
统 , 这 样 的 连续 统 叫做 曲线 ,这 就 是 乌 利 松 所 给 出 的 曲线 定义 . 

线段 是 一 维 连续 统 最 简单 的 实例 ,也 就 是 乌 利 松 意义 上 的 曲线 的 实例 . 事 
Xb ,无 论 线段 的 任意 一 点 的 e- 邻 域 如 何 , 此 邻 域 总 是 一 个 开 集 ,如 果 x 是 线 
段 的 内 点 , 则 此 开 集 的 边界 是 由 两 点 所 构成 ,如 果 * 是 线段 的 端点 , 则 此 开 集 的 
边界 是 由 一 点 所 构成 . 


O 参看 2.4, 定 理 3. 

© 诚然 ,许多 几何 对 象 也 叫做 曲线 ,但 是 不 具有 上 述 的 列 紧 性 和 连通 性 .首先 全 直线 便 是 如 此 它 
不 具有 列 紧 性 .其 次 , 双 曲 线 就 既 不 是 列 紧 集 ,也 不 是 连通 集 但 是 我 们 所 以 在 这 里 只 考虑 其 为 连续 统 的 
那些 曲线 ,是 因为 这 种 情况 最 重要 且 在 数学 实践 中 叫做 曲线 的 那些 几何 对 象 ,即使 不 是 连续 统 , 实 质 
上 也 可 以 化 为 上 述 的 情形 来 考虑 

© 这 个 字 在 俄 文 中 是 H3vMepeHre 或 avepHocTrb ,在 这 里 译作 * 维 "“ 度 ”或 “维度 ". 通 常 所 讲 的 "一 
esl” RRA BAA” 就 是 这 里 所 讲 的 .一 一 译 者 
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同样 可 以 相信 ,圆周 在 它 的 每 一 点 具有 维度 1, 那 就 是 说 ,在 乌 利 松 的 意义 
下 ,圆周 是 曲线 .只 要 仍旧 取 圆 周 任意 点 x 的 e - 邻 域 就 够 了 . 此 邻 域 都 是 以 x 
点 为 中 心 (不 包含 端点 ) 的 弧 . 它 是 开 集 , 其 边界 是 由 两 点 ( 弧 的 端点 ) 所 构成 . 

一 般 地 ,所 有 康 托 曲 线 都 是 乌 利 松 曲线 . 

在 证 明 这 个 命题 之 前 ,我们 先 注意 两 件 事情 ,这 两 个 事实 不 仅 在 证 明 上 面 
的 命题 时 是 有 用 的 ,并 且 在 其 他 的 许多 情况 ,也 很 有 用 . 

定理 1 如 果 连 续 统 K 是 ( 乌 利 松 意义 下 ) 曲线 C 的 子 集 , 那 么 它 本 身 也 是 
曲线 . 

事实 上 , 设 x 是 连续 统 K 的 任意 点 ,e 是 任意 正 数 .因为 C 是 曲线 ,所 以 有 开 
〈 对 于 C) 集合 C 存 在 ,此 开 集 G 包 含 x 点 而 其 直径 小 于 e ,并 且 其 边界 不 包含 任 
何 连 续 统 .我 们 用 U 来 表示 开 集 G 中 属于 连续 统 K 的 那些 点 的 总 体 .集合 U 是 
(关于 KK 的 ) 开 集 . 它 包含 x 点 ,其 直径 小 于 e, 又 因为 其 边界 (对 于 KK 取 的 ) 是 开 
R G 的 边界 的 子 集 , 故 不 包含 任何 连续 统 , 所 以 K 是 曲线 . 

定理 2 ”曲线 的 拓扑 影 象 仍然 是 曲线 . 

事实 上 , 设 了 是 一 维 的 连续 统 ,f 是 集合 X 到 集合 Y 上 的 拓扑 映 象 ,我 们 应 
该 证 明 了 仍然 是 一 维 的 连续 统 . 

因为 连通 性 以 及 列 紧 性 的 一 切 连续 映 象 之 下 都 保持 不 变 , 当然 在 拓扑 映 象 
之 下 也 保持 不 变 , 由 此 推出 了 是 连续 统 . 剩 下 还 要 证 明 这 连续 统 是 一 维 的 . 

命 yo 是 连续 统 7 的 任意 一 点 ,e 是 任 一 正 数 .我 们 用 xo 表示 yo 点 的 原 象 ， 
而 且 6 表示 这 样 的 正 数 , 使 得 如 果 

p(xo,x*) < Hy = f(x) 

那么 OUyo,y) < e 

因为 忒 是 曲线 ,所 以 可 以 找到 包含 着 ro 点 的 这 样 的 开 集 U, 它 本 身 包含 在 
此 点 的 6 - 邻 域 中 ,而 且 集合 U 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 
RRIA V RRRA U NBR. BA VEFET YMA), CEE yo 点 且 包 
含 在 Yo 的 s - 邻 域 中 . 

我 们 证 明 集合 了 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 因为 开 集 
V 是 闭 集 U 在 拓扑 映 象 f 下 的 影 象 ,所 以 集合 V 的 边界 是 集合 U 的 边界 的 影 象 . 
倘若 集合 V 的 边界 包含 某 个 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 天 ,那么 在 连续 映 象 
广 之 下 ( 广 :是 映 象 / 的 逆 映 象 ) ,此 连续 统 的 影 象 是 连续 统 C, C 也 是 由 多 于 一 
点 所 构成 而 且 包 含 在 开 集 U 的 边界 中 ,这 与 集合 U 的 定义 相 矛 盾 . 由 此 我 们 应 
该 断定 开 集 V 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 

这 样 一 来 ,我们 就 证 明了 连续 统 了 的 任 一 点 yo 都 具有 任意 小 的 邻 域 了 ,这 
邻 域 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 .这 就 证 明了 连续 统 > 是 曲 
线 . 
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预先 作 了 这 些 考察 以 后 ,我 们 来 证 明 上 面 所 说 的 关于 所 有 康 托 曲线 都 是 乌 
利 松 曲线 的 断言 . 

事实 上 ,所 有 康 托 曲线 C 都 和 和 希 尔 宾 斯 基 履 盖 $ 的 一 个 子 集 C' 同 胚 .因为 
C 是 连续 统 , 所 以 集合 C 也 是 连续 统 . RR TE AREAS 5S 是 乌 利 
松 意 义 上 的 曲线 ,那么 根据 定理 1, 由 此 推出 连续 统 C' 是 乌 利 松 意 义 下 的 曲线 . 
于 是 由 于 定理 2, 连续 统 C 是 ( 乌 利 松 意义 上 的 ) 曲线 ,所 以 我 们 需要 证 明 : 

希 尔 宾 斯 基 覆 盖 是 曲线 ( 乌 利 松 意义 上 ). 

在 前 面 ,我 们 已 经 看 到 希 尔 宾 斯 基 履 盖 S 是 连续 统 . 我 们 需要 证 明 : 无 论 连 
续 统 S 的 一 点 mo 如 何 ,总 存在 着 包含 mo 点 的 任意 小 的 开 集 ,而 其 边界 不 包含 
任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 

我 们 用 xo 和 yo 表示 mo 点 的 坐标 系 中 的 直角 坐标 ,此 坐标 系 的 轴 是 沿 着 正 
方形 Q 的 边 ,我 们 的 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 8 就 是 从 0 得 来 的 .我 们 设 正方 形 的 边 长 
等 于 1. 

命 。 是 任意 正 数 ,a 是 适合 下 列 条 件 的 一 个 正 数 :a < 7 ,而 且 四 数 xo - a, 
xo +a, yo- aa, yo + a 中 没有 一 个 能 分 解 成 有 穷 的 三 进 小 数 O. 四 直线 

X=%-QA,X = Xo+a 
yY = Yo-4,5Y = Yota 
构成 一 个 正方 形 ,此 正方 形 的 内 点 的 总 体 是 由 下 列 不 等 式 所 确定 


Xo- a < x < xota, yo-a < yY < Vota 
因为 a < 了 ,所 以 


€ E 
Mey SO eS OS A < t 


Yo - 5 < Yo- a < Yo < Yota < Yo + 
由 此 推出 点 mo(xo,yo) 是 正方 形 的 内 点 .整个 正方 形 是 在 以 mo 点 为 圆心 以 se 
为 半径 的 圆 内 .每 个 直线 
xX =%-A,X 二 YX%Y0O 十 Q 
yY = Yo-a@,Y = yor a 
与 希 尔 宾 斯 基 履 盖 相 交 于 康 托 完 全 集 . 


O 我 们 说 一 个 数 p,0 < p < 1, 可 以 分 解 成 有 穷 的 三 进位 小 数 ,意思 是 :如 果 它 能 表示 为 
- Pi, Pe 31g oe 


ER, 
p= + a ae 


3 
其 中 诸 数 pi,p2,…,p, 可 以 取 数值 0,1,2. 例如 数 
7 2 1 
ast ety 
便 是 如 此 . 
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如 果 取 我 们 所 考虑 的 正方 形 中 属于 希 尔 宾 斯 基 和 覆盖 $ 的 那些 内 点 的 总 体 ， 
那么 便 得 到 $ 中 的 一 个 开 集 , 它 包含 mo 点 而 且 被 包含 在 此 点 的 s - 邻 域 中 ,而 
其 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 这 就 证 明了 和 希 尔 宾 斯 基 履 盖 是 
乌 利 松 意义 上 的 曲线 . 同时 也 证 明了 所 有 康 托 曲线 都 是 乌 利 松 意义 上 的 曲线 . 

逆 定 理 也 是 正确 的 , 那 就 是 说 :所 有 乌 利 松 意义 上 的 平面 曲线 都 是 康 托 曲 
线 .这 个 命题 的 证 明 归 之 于 :没有 任何 乌 利 松 意义 上 的 曲线 是 包含 开 集 (对 于 平 
面 ) 的 . 

如 果 曲 线 C 包含 了 平面 上 的 一 个 开 集 ,那么 它 就 包含 一 个 完全 界 于 这 开 
集中 的 圆 . 此 圆 为 连续 统 ( 曲 线 C 的 子 集 ) ,所 以 根据 定理 1, 它 便 是 乌 利 松 意义 
上 的 曲线 . 

因此 ,我 们 的 任务 便 是 要 证 明 任何 圆 ( 其 内 点 和 边界 点 都 计算 在 内 ) 都 不 
是 乌 利 松 意义 上 的 曲线 . 

BEHER, mM K 是 某 个 圆 的 内 点 的 总 体 ,x 是 圆 的 任 一 内 点 , G 是 包含 着 x 
点 的 一 个 开 集 ,此 开 集 及 其 闭 包 都 是 由 圆 的 内 点 所 构成 ,而 且 其 边界 

D = Tp(G)= G\G 
不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 

但 我 们 已 看 到 :如 果 G 是 某 集 合 R 的 非 空 间 子 集 ,而 入 不 相 一 致 ,那么 这 
开 集 的 边界 Tp( G) 就 分 割 整个 集合 RR, 这 意义 是 说 :如 果 从 集合 R PRE 
GC 的 边界 ,那么 剩 下 的 集合 

R\ Ip(G) 
表示 为 两 个 开 集 CHIR \ C 的 和 集 的 形式 ,而 这 两 开 集 G 和 R\ G 没有 公共 点 
R\Ip(G) = GU(R\G),ENM (R\ G6) =0 
欲 证 明 圆 玉 不 是 曲线 (在 乌 利 松 意义 下 ) ,只 要 证 明 : 如 果 闭 集 D 不 包含 任何 由 
多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 ,那么 它 就 不 能 分 割 圆 , 因此 它 就 不 可 能 是 任何 开 集 
G 的 边界 .我 们 在 这 里 不 作 这 定理 的 完全 的 证 明 ,仅仅 指定 这 个 证 明 的 需要 . 

(1) 首先 证 明 : 如 果 列 紧 集 D 不 包含 任何 连续 统 ,那么 对 于 任意 s, 它 都 可 
以 表示 为 有 穷 个 开 集 的 和 和 集 的 形式 ,而 这 些 开 集 的 直径 小 于 e ,并且 互 无 公共 
点 

D = D, U D: U = U D, 
6(D;) < e,i = 1,2,.…,n 

(2) 其 次 证 明 : 如 果 D 是 圆 的 开 子 集 且 不 包含 任何 连续 统 ,并 且 集 合 D 分 

割 为 闭 子 集 D; 
D = D, U D: = U D, 
这 些 闭 子 集 D; 的 直径 小 于 e ,而 且 互 无 公共 点 ,那么 这 些 子 集 每 个 都 可 以 包含 
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在 多 角形 P; 内 部 ,每 个 Pi 完全 包含 在 天 中 , 且 其 直径 小 于 e, 而 且 没 有 两 个 多 C 
角形 P, 和 忆 是 有 公共 点 的 ， 
(3) 根据 (2) 可 以 找到 多 角形 有 限 族 
P! P}, e, Pi 
这 些 多 角形 互 无 公共 点 而 其 直径 小 于 1 ,并 且 集 合 D 包含 在 这 些 多 角形 的 和 集 
中 ,我 们 管 它们 叫 一 级 多 角形 .同样 ,对 于 每 个 一 级 多 角形 可 以 找到 直径 小 于 方 
的 多 角形 的 有 限 族 ,它们 互 无 公共 点 而 且 完全 包含 在 相当 的 一 级 多 角形 中 . 这 
些 多 角形 选取 得 务 使 集合 D 包含 在 所 有 这 些 多 角形 的 和 集中 .这 样 一 来 ,我 们 


就 得 到 二 级 多 角形 的 有 限 族 
Ph PRP, 


这 些 多 角形 互 无 公共 点 而 其 直径 小 于 ,并且 集 合 包含 在 它们 的 和 集中 . 
作 同样 的 推论 ,对 于 每 个 自然 数 ,我 们 得 到 极 多 角形 
Pi 9 PS, “Ty P} 


的 有 限 族 ,这 些 多 角形 互 无 公共 点 而 其 直径 小 于 十 ,而 且 它 们 包含 在 (k - 1) 级 
多 角形 中 ,并 且 集 合 D 包含 在 它们 的 和 和 集 里 . 
(4) 用 Fi 表示 所 有 上 天 级 多 角形 的 和 集 ,我 们 便 得 到 闭 集 的 一 个 降序 列 
Fira faa" 3D FO: 
集合 D 便 是 它们 的 交集 . 
(5) 从 圆 中 减 去 每 个 集合 及 ,我 们 就 得 到 连通 开 集 Cr 的 一 个 升序 列 
Sc&ec™c Gc 
除去 集合 D 的 点 以 外 , 圆 的 所 有 点 都 出 现 于 它们 的 和 和 集中 ,作为 具有 公共 点 的 
连通 开 集 C 的 和 和 集 ,集合 S 是 连通 集 . 
这 样 一 来 就 证 明了 不 包含 任何 连续 统 的 有 界 闭 集 D 不 分 割 圆 D. 由 此 推 
出 : 圆 不 是 乌 利 松 意义 上 的 曲线 ,也 就 推出 原先 的 断言 :所 有 乌 利 松 意义 上 的 平 
面 曲线 都 是 康 托 意义 上 的 曲线 . 


4.2 ” 支 指数 及 例 


乌 利 松 所 给 出 的 曲线 定义 不 仅 彻 底 地 阐明 了 这 个 概念 的 本 质 ,而 且 指 出 了 
研究 曲线 一 般 性 质 所 必须 遵循 的 道路 . 连续 统 的 一 维 性 是 乌 利 松 定义 的 要 点 ， 
也 就 是 连续 统 C 的 任意 点 总 具有 任意 小 的 邻 域 ,其 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 


同样 可 以 证 明 , 不 包含 任何 连续 统 的 有 界 闭 集 D 不 分 割 平面 .这 个 命题 便 是 所 谓 非 拉 格 曼 - 布 
ee a Browwer) 定理 的 内 容 . 
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点 所 构成 的 连续 统 .在 这 情况 ,一 维 的 连续 统 就 叫做 曲线 . 在 连续 统 C 的 点 的 
邻 域 中 ,只 有 其 边界 包含 “最 少量 的 点 ”的 邻 域 是 有 兴趣 的 ,此 处 “在 指定 情况 
下 的 点 的 量 ” 这 句 话 应 该 了 解 为 边界 点 集合 的 势 . 

Ww C 是 一 曲线 ,如 果 对 于 所 有 s ,都 可 以 找到 直径 小 于 e 的 开 集 (对 于 C), 
EBR « 点 ,而 其 边界 包含 不 多 于 Dm 个 点 ,并 且 对 于 充分 小 的 ,就 不 能 找到 
直径 小 于 e 的 开 集 , 它 包 含 x 点 而 其 边界 包含 少 于 m 个 点 ,那么 我 们 就 说 ,曲线 
C 在 x 点 具有 支 指数 m. 如 果 曲 线 C 的 点 x 具有 支 指数 m, 那 么 我 们 就 写 

ind, C = m 

但 是 开 集 的 边界 恒 为 闭 集合 , 而 列 紧 集中 的 所 有 闭 集 可 能 是 有 穷 的 ,或 是 
可 列 的 ,也 可 能 具有 连续 统 的 势 @. 因 此 ,所 有 开 集 ( 对 于 列 紧 集 ) 的 边界 可 能 是 
由 有 穷 个 点 所 构成 ,也 可 能 是 可 列 集 ,或 具有 连续 统 的 势 . 因 此 ,我们 按照 支 指 
数 的 观点 把 曲线 的 点 分 类 如 下 : 

(1) We x 是 曲线 C 的 一 点 ,是 一 自然 数 ,如 果 对 于 一 切 的 s, 总 可 以 找到 
(直径 小 于 e 的 ) 开 集 , 它 包含 着 * 点 ,而 其 边界 包含 不 多 于 m 个 点 ;但 对 于 充分 
小 的 se, 所 有 包含 « 点 而 直径 小 于 e 的 开 集 的 边界 都 不 可 能 由 少 于 n 个 点 所 构 
成 ,于 是 我 们 就 说 ,曲线 C 的 x 点 具有 有 穷 的 支 指数 n. 

(2) 设 x 是 曲线 C 的 一 点 ,如 果 对 于 任意 e, 总 可 以 找到 直径 小 于 e 的 开 集 ， 
它 包含 x 点 ,而 其 边界 是 由 有 穷 个 点 所 构成 ;但 当 @ 减 小 时 ,包含 着 % 点 而 直径 
小 于 es 的 开 集 边界 点 的 最 小 量 无 限制 地 增 大 ,于 是 我 们 就 说 ,曲线 C 的 x 点 具 
有 无 界 的 支 指数 w. 

(3) 设 * 是 曲线 C 的 一 点 ,如 果 对 于 任意 s ,总 可 以 找到 直径 小 于 e 的 开 集 ， 
EBE x 点 ,而 其 边界 有 由 不 多 于 可 列 个 点 所 构成 (这 就 是 说 它 是 有 穷 集 或 可 
列 集 ) ,但 对 于 充分 小 的 es, 没有 一 个 包含 « 点 而 直径 小 于 e 的 开 集 , 它 的 边界 是 
由 有 穷 点 集 所 构成 的 ,于 是 我 们 就 说 ,曲线 C 在 x 点 具有 可 列 的 支 指数 So. 

(4) Be x 是 曲线 C 的 一 点 ,如 果 对 于 充分 小 的 e, 没 有 一 个 包含 * 点 而 直径 
INF e 的 开 集 , 它 的 边界 是 由 有 穷 或 可 列 的 点 集合 所 构成 ,于 是 我 们 就 说 ,曲线 
的 x 点 具有 连续 统 的 支 指数 . 

曲线 C 上 其 支 指数 大 于 2 的 点 叫做 曲线 的 分 支点 ,而 支 指数 等 于 1 的 点 叫 
做 端点 . 

在 前 一 节 中 ,我 们 已 经 看 到 ,如 果 连 续 统 玉 是 曲线 C 的 子 集 , 则 其 本 身 也 是 
曲线 (定理 1); 也 看 到 ,与 曲线 同 胚 的 集合 也 是 曲线 (定理 2). 下 列 的 两 个 定理 
使 前 面 的 命题 更 确切 一 些 , 因 为 这 两 个 定理 的 证 明 很 简单 ,所 以 我 们 留 给 读者 
自己 去 证 . 


过 下。 
大 洛 夫 著 的 《 集 与 函数 的 泛 论 初 阶 》. 
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定理 1 如 果 连 续 统 K 是 曲线 C 的 子 集 ,% 是 连续 统 天 的 一 点 ,那么 点 关 

F OK 的 支 指数 不 大 于 x 点 关于 C 的 支 指数 
ind, K < ind, C 

定理 2 WMR CHC 是 互相 同 胚 的 曲线 ,* 是 曲线 C 的 任 一 点 ,而 x' 是 曲 

线 O 在 指定 的 拓扑 映 象 下 对 应 于 x 点 的 一 点 ,那么 点 x 和 wx 的 支 指数 相等 
ind, C < ind, C’ 

欲 了 解 这 许多 牵涉 支 指数 概念 的 定义 ,让 我 们 来 考虑 一 系列 阐明 这 个 概念 
的 例子 . 

例 1 线段 在 其 一 切 内 点 强 具 有 支 指数 2, 而 端点 的 支 指数 等 于 1. 

事实 上 ,一 方面 ,线段 的 每 个 内 点 都 可 以 用 长 度 任意 小 的 区 间 包 围 起 来 ,而 
区 间 是 一 个 开 集 (对 于 线段 ) ,其 边界 是 由 两 点 (区 间 的 端点 ) 所 构成 ,因此 线段 
的 每 个 内 点 的 支 指数 小 于 等 于 2. 

另 一 方面 , 命 6 是 任意 包含 x 点 的 开 集 , 如 果 开 集 G 的 直径 如 此 之 小 ,以 至 
线段 的 端点 不 属于 集合 C, 那 么 这 对 于 线段 的 开 集 G 将 对 于 全 直线 亦 为 开 集 . 

但 是 直线 上 的 一 切 开 集 都 是 由 区 间 的 有 穷 或 无 穷 集合 所 构成 ,而 这 些 区 间 
互 无 公共 点 ,并 且 点 x 属于 其 中 之 一 .包含 着 x 点 的 区 间 的 端点 是 在 开 集 G 的 
边界 上 ,因此 包含 着 x 点 的 开 集 的 边界 是 由 不 少 于 两 点 所 构成 . 

这 样 一 来 ,线段 的 所 有 点 包含 在 直径 任意 小 的 开 集中 , 其 边界 是 由 两 点 构 
成 ,而 同时 ,对 于 充分 小 的 s( 小 于 点 x 到 线段 端点 的 距离 的 一 半 ) ,所 有 包含 x 
点 而 直径 小 于 e 的 开 集 的 边界 至 少 包含 两 点 .所 以 线段 的 每 个 内 点 的 支 指 数 等 
F2 

线段 o6 的 端点 a 可 以 包含 在 长 度 任意 小 的 半 区 间 [a,x) 之 内 ;这 半 区 间 将 
是 线段 上 的 开 集 ,其 边界 是 由 一 点 x 所 构成 . 另 一 方面 ,每 个 包含 a 点 的 开 集 ， 
只 要 它 的 直径 小 于 线段 之 长 , 它 总 包含 着 半 区 间 [ a,x)， 因此 线段 的 端点 的 支 
指数 等 于 1. 

例 2 圆周 的 每 一 点 具有 支 指数 2. 

诚然 ,一 方面 ,圆周 的 每 一 点 x 都 可 以 包 在 一 个 长 度 任意 小 的 “ 开 ” 弧 ( 无 端 
点 ) 中 .这 种 弧 便 是 圆周 上 的 开 集 ,这 开 集 的 边界 是 由 两 点 ( 弧 的 端点 ) 所 构成 . 
因此 ,在 圆周 每 一 点 的 支 指数 小 于 等 于 2. 另 一 方面 ， 圆周 上 的 每 一 开 集 都 是 由 
开 弧 的 有 穷 或 无 穷 (可 列 ) 集合 所 构成 ,这 些 开 弧 互 无 公共 点 而 其 端点 是 在 这 
开 集 的 边界 上 .这 些 开 弧 中 有 一 个 开 弧 包含 着 % 点 . 因此 ,圆周 每 一 点 x 的 支 指 
BAT SF 2. 比较 二 不 等 式 ,我 们 就 得 到 结论 :圆周 每 一 点 x 的 支 指数 等 于 2. 

按 语 由 于 本 节 的 定理 2, 在 拓扑 映 象 下 ,点 的 支 指数 不 变 , 那 么 再 根据 刚 
才 所 得 到 的 结果 ,我 们 可 以 断言 : 

(1) 单 弧 在 它 每 个 内 点 的 支 指 数 等 于 2, 而 单 弧 端 点 的 支 指数 等 于 1. 
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(2) 单 闭 曲线 的 每 个 点 的 支 指数 等 于 2. 
例 3 曲线 工 是 由 从 点 o 引出 的 n 条 直线 线段 
0Q;,0Q2,°"", 0a, 


所 构成 (图 19.12). 


图 19.12 
曲线 二 在 点 o 的 支 指 数 等 于 nn. 
诚然 , 命 © 是 任 一 正 数 .让 我 们 来 考虑 n 个 半 区 间 


OC), 0C2,°*" ,OCn, 


这 些 半 区 间 是 在 已 给 的 线段 上 ,而 其 长 度 等 于 .这 些 半 区 间 的 总 体 是 曲线 L 
的 开 和 集合 , 它 包 含 着 o 点 而 其 边界 由 个 点 (这 些 半 区 间 的 端点 ) 所 构成 .因此 
曲线 工 在 点 o 的 支 指数 小 于 等 于 n. 另 一 方面 ,如 果 数 e 比 所 有 线段 oal ,oaz，…， 
oa, 的 长 度 都 小 ,那么 所 有 包含 点 o 的 开 集 ,都 包含 着 n 个 由 这 一 点 出 发 的 半 区 
间 . 这 些 半 区 间 的 端点 是 在 所 考虑 的 开 集 的 边界 上 .因此 曲线 LE o 的 支 指 
数 大 于 等 于 nn. 

比较 所 获得 的 两 个 不 等 式 ,我们 就 得 到 结论 :曲线 工 在 点 o 的 支 指数 等 于 
n. 在 线段 oal ,oaz，…,oan 的 内 点 ,曲线 工 的 支 指 数 等 于 2, 而 在 线段 的 端点 ,L 
的 支 指数 等 于 1. 

例 4 曲线 工 是 由 引 自 坐标 原点 的 线段 的 可 列 集 

Oa] , 047,""", OQdn,"* 


所 构成 (图 19.13). 这 些 线段 的 长 度 


A 1 1 
oa; = g 2002 = 4， Oln E gn 
而 这 些 线段 和 ox 轴 所 构成 的 角度 分 别 是 
m TE seg TO ee 
2 ?9 4 ? gn? 


这 样 一 来 ,线段 的 长 度 以 及 这 些 线段 和 ox 轴 正 方向 所 构成 的 角度 将 随 n 的 增 
大 而 趋 于 零 . 


19.13 
曲线 工 的 点 o 具有 无 限 的 支 指数 w ,也 就 是 说 这 一 点 o 具有 以 下 的 性 质 : 尽 
管 对 于 任意 的 e ,都 存在 着 包含 点 o 而 直径 小 于 e 的 开 集 ,而 这 开 集 的 边界 是 由 
有 穷 个 点 所 构成 ,但 是 当 e 趋 于 零 时 ,这 些 点 的 个 数 将 无 限 增 大 . 


事实 上 ,点 。 的 本 - 邻 域 是 由 长 度 大 于 5 的 那些 线段 上 引 自 点 o 的 有 穷 个 
半 区 间 以 及 其 长 度 小 于 扫 的 无 穷 个 线段 所 构成 . 这 个 开 集 的 边界 是 由 有 穷 个 


邻 域 构造 中 的 半 区 间 的 端点 所 构成 ,而 它 的 直径 小 于 e. 

另 一 方面 ,无论 曲 线 工 的 开 集 如 何 ,只 要 包含 点 o 而 直径 小 于 1 ,那么 它 包 
EA o 的 连通 区 xomnonenmaO Eh ATS] AA o 的 半 区 间 以 及 无 穷 个 引 自 
点 o 的 线段 所 构成 的 开 集 . 这 连通 区 的 边界 是 由 半 区 间 的 端点 所 构成 ,并 且 是 
在 整个 开 集 的 边界 的 成 分 中 . 开 集 的 直径 越 小 ,因而 它 包含 点 o 连通 区 的 直径 
也 就 越 小 ,那么 进入 这 个 连通 区 中 的 半 区 间 就 越 多 , 因而 在 这 开 集 的 边界 上 出 


A 


现 的 点 半 区 间 的 端点 就 越 多 . 当 开 集 的 直径 趋 于 零 时 , 这 些 点 的 数目 无 限 
增 大 . 

在 构成 曲线 工 的 诸 线段 的 一 切 内 点 , 支 指数 等 于 2; 而 这 些 线段 的 端点 的 支 
指数 等 于 1. 

例 5 曲线 元 (图 19.14) 是 由 长 度 是 1 的 线段 og 以 及 长 度 是 1 的 无 穷 个 
线段 

0Q;,,0QA7,°°",0Q,,°°* 
所 构成 ,这 些 线段 都 是 从 点 o 引出 而 且 和 线段 oao 所 形成 的 角度 分 别 等 于 
pi Aa 


K Uiha 点 在 集合 R 中 的 连通 区 .“ 最 大 ”的 意思 
连通 集 . 
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图 19. 14 
诚然 ,无 论 包 含 着 点 o 的 开 集 怎样 , 它 都 是 由 线段 oao, oa1, oas,… 上 的 有 
穷 个 或 可 列 个 区 间 ( 可 以 根本 没有 这 些 区 间 ) 以 及 引 自 点 o 的 区 间 的 可 列 集 所 
构成 的 点 o 的 连通 区 所 形成 . 

如 果 m 是 线段 oao 的 一 个 内 点 ,那么 任何 包含 此 点 的 开 集 是 由 所 有 线段 
oag, oal, 0a2,°°* 上 的 区 间 所 构成 ,当然 在 这 些 线段 之 中 也 可 能 除去 有 穷 个 线段 
0Q1，0Q2，…，0Qn 

最 后 ,所 以 包含 着 ao 点 的 充分 小 的 开 集 都 是 由 其 端点 是 在 

C0，Qn，Qn+l1y Cn+2， 
(属于 这 开 集 ) 的 半 区 间 的 可 列 集 以 及 线段 
0Q0，0Qn，0GQn+1 °" 

上 的 有 穷 个 或 可 列 个 (可 能 完全 没有 ) 区 间 所 构成 . 

因此 ,我 们 看 到 ,在 所 有 情况 下 ,包含 线段 oao 的 点 的 开 集 的 边界 恒 由 点 的 
可 列 集 所 构成 .所 以 线段 oao 的 所 有 点 具有 可 列 的 支 指数 .而 在 曲线 L 的 其 他 
的 点 , 支 指数 等 于 2 或 1. 

例 6 曲线 工 是 由 线段 序列 (参看 图 19.7) 

Ai, Bi; A2, B255 An, Br; 

以 及 极限 线段 Ao 所 构成 ,其 中 4, 是 由 诸 点 


Pe 


2 
所 构成 的 线段 , B, 是 由 诸 点 


1 1 n 
zi SF Szy = (-1) 


所 构成 的 线段 .而 极限 线段 Ay 是 由 诸 点 
=0,-l<y=<l 
所 构成 . 
我 们 在 2.4 末 就 提 到 过 ,这 和 集 合同 胚 于 由 函数 
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的 圆 形 的 点 以 及 极限 线段 


x =0,-leyael 


的 点 所 构成 的 集合 . 

我 们 首先 证 明 ,集合 工 在 我 们 定义 的 意义 之 下 确实 是 曲线 . 这 集合 是 列 紧 
集 .事实 上 , 命 M 是 包含 在 L 中 的 无 穷 子 集 . 如 果 在 集合 M 中 具有 点 的 无 穷 子 
EN, N 的 点 是 属于 线段 

Ao, A1; By, A2; Bs,*… 

中 的 某 一 线段 ,那么 由 于 线段 的 列 紧 性 ,集合 N 将 具有 属于 这 同一 线段 的 极限 
Ap. A p ARRERA N 的 极限 点 ,更 加 是 集合 M 的 极限 点 .如 果 和 集合 MBAL 
穷 个 不 同 线段 A, By, A2, B,,… 的 各 点 ,那么 在 线段 Ay 必定 可 以 找到 一 点 , 它 
是 集合 M 的 极限 点 . 

集合 工 是 连通 的 .事实 上 ,由 线段 

Ai, Bi; A2, B2505 Ans Do 

所 构成 的 集合 $ 是 连通 的 ,因为 此 序列 的 相 邻 二 线段 具有 公共 点 .把 线段 Ao 的 
点 (集合 $ 的 极限 点 ) 添 到 集合 $ 中 去 ,我 们 就 得 到 连通 集 L. 

集合 L 既然 是 列 紧 的 而 且 是 连通 的 ,所 以 是 连续 统 .我 们 来 证 明 连 续 统 了 
的 曲线 .如 果 点 m 属于 线段 4,, B, Cn 4 0) 的 某 一 个 ,那么 每 个 这 种 点 的 支 指数 


等 于 2, 但 要 除去 点 ( 方 ,1) BREE Ay 的 端点 ) ,这 一 点 的 支 指数 等 于 1. 
命 mo 是 极限 线段 Ag 的 一 点 ,s 是 任 一 正 数 , 它 小 于 从 mo 点 到 极限 线段 的 


每 个 端点 的 距离 .我 们 用 U 来 表示 由 线段 4o 及 线段 
An, Ans1sAns29°"* 


(二 < ©) 上 的 区 间 所 构成 的 开 集 ,所 有 这 些 区 间 的 长 度 等 于 。, 而 且 其 中 点 是 
在 通过 mo 点 而 平行 于 ox 轴 的 直线 上 .此 开 集 包 含 mo 点 ,其 直径 小 于 ,而 其 边 
界 是 由 点 的 可 列 集 所 构成 ,这 些 点 就 是 这 开 集 的 构成 区 间 的 端点 .因此 , 开 集 合 
U 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 形成 的 连续 统 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 集合 是 曲线 .我 们 证 明 这 曲线 在 线段 Ag 的 每 点 
具有 可 列 的 支 指数 . 

事实 上 ,所 有 包含 极限 线段 4 的 mo 点 的 开 集 ,包含 着 线段 A AIEE 
HRB 

Ans Anis 4Ans29°"* 

(从 某 个 号 码 n 开始 ) 上 的 区 间 ,而 且 这 些 区 间 的 端点 是 在 所 考虑 的 开 集 的 边 
界 上 .因此 ,包含 着 极限 线段 A 的 mo 点 的 开 集 的 边界 总 是 由 点 的 可 列 集 所 构 
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成 ,所 以 ,mo 点 具有 可 列 的 支 指数 So. 
例 7 ”曲线 工 是 由 连接 点 o 与 康 托 完全 集 C 的 点 的 线段 所 构成 (图 19.15). 


O 


AAA if AN QQ, 
YY fff AN QA 


图 19.15 

我 们 首先 来 证 明 这 个 集合 是 曲线 .我 们 留 给 读者 自己 去 证 明 L 是 连续 统 . 

我 们 来 证 明 ,对 于 任意 正 数 es ,连续 统 工 的 每 个 点 都 包含 在 直径 小 于 e 的 开 
集中 ,此 开 集 的 边界 不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 . 欲 验证 此 事 ,只 要 
取 一 个 梯形 ,此 梯形 包含 已 给 点 在 其 内 部 ,其 底 边 平行 于 水 平 线段 ,而 其 侧 边 是 
在 连接 着 点 o 和 相 邻 区 间 的 点 的 线段 上 .于 是 ,梯形 应 该 取得 充分 小 ,以 使 其 边 
长 和 对 角 线 的 长 小 于 e. 连 续 统 了 在 这 梯形 内 部 的 点 的 总 体 将 是 开 集 , 其 边界 
不 包含 任何 由 多 于 一 点 所 构成 的 连续 统 ,因为 这 边界 是 由 两 个 康 托 完全 集 所 构 
成 ,这 二 安全 集 就 是 梯形 的 底 边 和 连续 统 L 相交 而 得 到 的 .如果 点 属于 集合 C 
或 者 和 点 o 重合 , 开 集 可 以 同样 地 被 建立 .这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 连续 统 工 是 
曲线 . 

现在 我 们 来 证 明 , 曲 线 工 的 每 一 点 都 具有 连续 统 的 支 指数 .我 们 知道 ,所 有 
包含 在 RR 中 的 开 集 的 边界 分 割 集合 R, 这 意思 是 R\ ITp(C) 可 以 表示 为 无 公共 
点 的 二 开 集 G AIR \ G 的 和 集 形式 .因此 , 欲 证 明 曲 线 L 的 每 个 点 都 具有 连续 
统 的 支 指 数 , 应 该 证 明 无 论 对 于 怎样 的 开 集 ,其 边界 不 可 能 由 点 的 有 穷 集 或 可 
列 集 所 构成 .为 此 ,也 只 要 证 明 : 如 果 从 曲线 工 中 选 出 它 的 点 的 有 穷 或 可 列 集 
4 ,那么 此 后 所 剩 下 的 集合 L \ 4 将 是 连通 集 . 

命 4 是 不 包含 点 o 的 可 列 集 .不 包含 集合 4 的 点 的 那些 线段 的 点 的 集合 5 
是 连通 集 . 连 续 统 工 的 所 有 点 * ,在 其 邻 域 中 包含 着 属于 不 可 列 个 (构成 曲线 L) 
的 线段 的 点 ,因此 集合 


B=L\A 
的 所 有 点 « 将 都 是 连通 集 $ 的 极限 点 .把 其 极限 点 添 人 连通 集 $ ,我 们 仍然 得 到 
连通 集 . 因此 集合 B = L\ 4 是 连通 集 , 所 以 集合 4 不 可 能 作为 曲线 二 的 任何 开 
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集 的 边界 . (e 

例 8 和 希 尔 宾 斯 基 和 覆盖 5 在 它 每 一 点 都 具有 连续 统 的 支 指数 . 

和 上 面 一 样 , 欲 验 明 此 事 , 只 要 证 明 : 如 果 我 们 从 连续 统 S 中 取出 可 列 闭 集 
F,R FHRS 

G=S\F 
是 连通 集 . 

假定 相反 , 那 就 是 说 开 集 G = S\ 下 不 是 连通 的 ,于 是 它 就 可 以 表示 为 两 

个 不 相交 的 非 空 开 集 GC, 与 C 的 和 集 的 形式 
G=6,U 6G, 

我 们 用 Q 表示 单位 正方 形 , 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 就 是 从 这 个 正方 形 中 得 来 的 ， 
而 用 C 表示 这 个 正方 形 的 周 界 ; 我 们 首先 来 证 明 ,正方 形 0 的 周 界 C 完全 属于 
G1 或 6, 的 一 个 集合 的 闭 包 中 ,我 们 用 P 来 表示 适合 下 面 性 质 的 线段 所 构成 的 
集合 ,这 些 线段 都 包含 在 $ 中 ,并 且 平 行 于 正方 形 的 边 ,而 不 包含 集合 FHA, 
并 且 这 些 线段 的 长 度 是 1. 因为 每 个 这 样 的 线段 都 是 连通 集 , 所 以 如 果 它 包含 
在 两 个 不 相交 的 开 集 的 和 集中 ,那么 它 就 不 可 能 和 这 两 个 开 集 都 有 公共 点 .我 
们 用 D 表示 这 些 平行 于 正方 形 之 水 平 边 而 包含 在 G1 中 的 线段 之 一 .于 是 每 个 
不 包含 集合 的 点 的 垂直 线段 也 将 完全 属于 集合 G1, 这 是 因为 它 和 这 集合 C 
有 公共 点 ( 即 它 和 水 平 线 段 Di 的 交点 ) 的 缘故 .但 在 这 情况 下 ,所 有 不 包含 集 
合 玉 的 点 的 水 平 线段 D 和 所 有 垂直 线段 (属于 G1 F) 皆 相 交 , 因 此 将 完全 包含 
在 Gi 中. 这样 一 来 ,我 们 就 证 明了 由 不 含 集合 下 的 点 的 水 平和 垂直 线段 所 构成 
的 集合 P 完全 包含 在 G1 中 . 周 界 C 的 所 有 点 都 是 集合 P 的 极限 点 ,因此 Cc 
G1. 

我 们 用 Q" 表示 一 个 nn 级 正方 形 , 而 且 C" 表示 这 正方 形 的 周 界 .因为 曲线 $ 
在 0" 中 的 部 分 和 整个 曲线 具有 相同 的 结构 ,所 以 同 以 上 一 样 ,可 以 证 明 , 对 于 
任意 n, 每 个 n REDE C WAR C" 都 属于 集合 G1 或 6, 之 一 . 

但 如 果 (n + 1) 级 正方 形 0"*! 包 含 在 nn 级 正方 形 Q" 中 ,那么 它 的 周 界 C"+! 
同 正方 形 C” 的 周 界 具有 公共 点 .又 因为 这 些 公共 点 的 集合 是 由 一 个 或 两 个 线 
Be —— 较 小 的 正方 形 的 边 所 构成 ,因此 是 不 可 列 的 集合 ,那么 由 此 推出 : ct! 
和 C" 具有 不 属于 F 的 公共 点 .因此 , 周 界 C"+! 和 C" 包含 在 同一 个 集合 G1 或 
Gp. 

因为 , 按 定义 ,正方形 0 的 周 界 C 是 包含 C; 中 ,那么 由 此 推出 :所 有 一 级 正 
方形 的 周 界 都 包含 在 C 中 .完全 一 样 可 以 证 明 : 二 级 正方 形 以 及 所 有 以 后 各 级 
正方 形 的 周 界 也 都 包含 在 C 中 .最 后 ,因为 所 有 级 正方 形 的 一 切 周 界 的 和 集 在 
5 中 稠密 ,那么 由 此 推出 :整个 集合 $ 是 包含 在 6) 中 ,因而 集合 6, 是 空 集 .这 样 
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一 来 ,就 证 明了 :如 果 FERKENNE mS 中 的 可 列 集 ,那么 集合 S\ FRE 
通 集 . 

按 语 ”比较 一 下 后 面 的 四 个 例子 ,我 们 便 看 到 具有 无 穷 支 指 数 的 点 不 是 
孤立 地 出 现 的 ,这 并 不 是 偶然 的 ,正如 乌 利 松 所 指出 :它们 恒 有 如 此 之 多 ,以 至 
每 个 这 种 点 的 任意 e - 邻 域 中 都 包含 完全 是 由 支 指数 无 穷 的 点 所 构成 的 连续 
统 . 

PO 曲线 工 是 由 点 0 以 及 可 列 个 两 两 相 切 的 圆周 所 构成 (图 19.16) ,这 些 
圆周 的 直径 是 

4] os [+ 1 | i 
; 7 "lh n’n4+ 12’ 


1 
3 
因为 ,如 果 我 们 取 ORME - 邻 域 ,那么 这 邻 域 的 边界 是 由 一 个 点 十 所 构 
成 ,所 以 曲线 在 0 点 具有 支 指数 1. 曲线 在 诸 圆周 的 接触 点 具有 支 指数 4; 在 
其 他 各 点 ,曲线 的 支 指数 等 于 2. 


图 19.16 
例 10 设 既 约 分 数字 是 横 轴 上 区 间 0 < x < 1 的 任 一 有 理 点 ,于 此 点 作 横 


铀 之 垂直 线段 ,线段 位 于 上 半 平 面 而 其 长 度 等 于 曲线 二 是 由 横 线 自 
O<sx<l,y=0 

以 及 其 有 理 点 上 的 诸 垂直 线段 所 构成 (图 19.17). 

在 各 垂直 线段 的 端点 ,曲线 L 的 支 指数 等 于 1; 而 在 这 些 线段 的 内 点 ,因为 
对 于 充分 小 的 6 ,垂直 线段 的 点 的 。 - 邻 域 中 ,除去 此 线段 的 点 以 外 ,不 包含 任 
何其 他 点 ,所 以 曲线 二 的 支 指数 等 于 2. 横 线段 上 的 无 理 点 以 及 其 端点 都 具有 支 
指数 2. 诚然 ,无 论 横 线段 上 的 无 理 点 xo 及 正 数 © 如 何 , 恒 可 以 找到 这 样 的 有 理 
ER e' ,使 所 有 界 于 直线 

x = xo- E€ 和 x = xy +e’ 

之 间 的 带 域内 的 垂直 线段 的 长 度 小 于 e. RIH ex 表示 所 有 界 于 直线 


x=xo-e 和 x = xo +e’ 
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图 19.17 
之 间 的 带 域内 的 垂直 线段 的 最 大 长 度 ,e” < e. h L 上 适合 条 件 
xo- E <X<Xxot+e 
O<sy<e” 
的 点 所 构成 的 开 集 包含 xo 点 ,而 其 本 身 包含 在 xo 点 的 s - 邻 域 中 ;其 边界 是 由 
横 线 段 上 具有 横 坐 标 xo- e' 和 xo + e' 的 两 点 所 构成 . 


如 果 x = 是 横 线段 上 的 一 个 有 理 点 ,那么 曲线 也 在 xo 点 的 支 指数 等 于 


3. 事 实 上 ,如 果 。 小 于 读数 4 1 -A 和 中 的 每 一 个 数 ,那么 所 有 直径 小 于 
而 包含 xo 点 的 开 集 之 边界 丝 与 引 自 xo 点 的 三 线段 相交 ,所 以 曲线 工 在 xo 点 的 
支 指数 大 于 等 于 3. 另 一 方面 , 作 同上 之 推论 ,总 可 以 找到 这 样 的 开 集 , 它 包含 
x0 点 而 包含 在 此 点 的 。 - 邻 域 之 中 ,并 且 其 边界 是 由 引 自 r 点 ,的 线段 上 的 三 
点 所 构成 .由 此 推出 :曲线 工 在 xo 点 的 支 指数 小 于 等 于 3. 比较 所 获得 的 二 不 等 
st, BAR, HAR LTE xo 点 的 支 指数 等 于 3. 

例 11 曲线 C 建 立 如 下 :在 边 长 等 于 1 的 等 边 三 角形 内 , 引 三 条 中 线 (这 里 
的 中 线 是 指 三 角形 三 边 中 点 之 连 线 而 言 , 与 通常 的 所 谓 中 线 不 同 , WOR 
淆 — 原 译 者 ), 挖 掉 这 三 中 线 所 围 成 的 三 角形 的 内 点 . 剩 下 的 集合 是 由 三 个 
三 角形 所 构成 ,我 们 称 这 些 三 角形 为 一 级 三 角形 .对 于 每 个 一 级 三 角形 ,施行 同 
样 的 手续 : 即 引 它 们 的 中 线 , 且 挖 掉 这 些 中 线 所 围 成 的 三 角形 之 内 点 .以 同样 的 
方式 来 处 理 这 所 得 的 9 个 二 级 三 角形 , 便 得 到 27 个 三 级 三 角形 .继续 这 样 处 理 
下 去 ,于 是 对 于 每 个 自然 数 ,我 们 就 得 到 由 3" 个 n 级 三 角形 所 构成 的 集合 . 
(图 19.18) 

完成 了 所 有 这 些 手续 以 后 ,所 剩 下 的 集合 C 是 一 个 连续 统 .事实 上 ,这 集 
合 C 可 以 表示 为 许多 连续 统 的 公共 部 分 ,这 些 连续 统 中 的 第 一 个 是 由 三 个 一 
级 三 角形 所 构成 ,第 二 个 是 由 9 个 二 级 三 角形 所 构成 ,第 三 个 是 由 27 个 三 级 三 
角形 所 构成 ,如 此 等 等 ;这 些 连 续 统 中 的 每 一 个 都 包含 在 前 一 个 之 中 .所 以 ( 按 
2.6 定理 1) ,这 些 连续 统 的 公共 部 分 仍 为 连续 统 . 

这 连续 统 C 是 曲线 . 欲 证 明 这 一 点 ,我 们 验 明 连 续 统 C 的 点 具有 支 指数 2， 
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3, 或 4. 
在 基本 三 角形 的 顶点 ,连续 统 C 具 有 支 指 数 2. 诚 然 , 一 方面 对 于 所 有 n, TH 


EIN, — 邻 域 的 边界 是 由 两 点 所 构成 ,因此 ,在 基本 三 角形 的 顶点 ,连续 统 C 


的 支 指数 小 于 等 于 2. 另 一 方面 ,所 有 包含 基本 三 角形 顶点 的 充分 小 的 开 集 之 

边界 ,必定 和 引 自 此 顶点 的 两 边 相 交 , 由 此 推出 连续 统 C 的 支 指数 大 于 等 于 2. 

比较 这 两 不 等 式 ,我 们 发 觉 ,连续 统 C 在 基本 三 角形 的 顶点 的 支 指数 等 于 2. 
在 分 割 基 本 三 角形 时 所 得 到 的 各 级 三 角形 的 顶点 ,连续 统 C 的 支 指 数 等 


于 4. 命 是 这 样 的 一 个 顶点 .于 是 ,一 方面 对 于 所 有 ,点 x 的 zx - 邻 域 之 边界 


是 由 四 点 所 构成 ,这 四 点 就 是 以 x 点 为 其 公共 项 点 的 那 两 个 级 三 角形 的 顶 
点 .因此 ,连续 统 C 在 x 点 的 支 指数 小 于 等 于 4. 

另 一 方面 , 设 左 是 能 使 为 级 三 角形 项 点 的 最 小 的 一 个 数 ,那么 仍 有 一 
级 三 角形 存在 ,x 点 为 其 顶点 . 因此 ,有 四 个 线段 由 x 点 发 出 ,这 四 个 线段 就 是 
以 x 点 为 其 公共 点 的 上 级 三 角形 的 边 .所 有 包含 x 点 的 充分 小 的 开 集 的 边界 应 
该 和 这 些 边 相交 ,因此 连续 统 C 的 支 指数 大 于 等 于 4. 比较 二 不 等 式 ,我 们 便 得 


最 后 ,如 果 x 是 连续 统 C 的 任 一 点 , 它 既 不 是 基本 三 角形 的 顶点 ,也 不 是 部 
分 三 角形 的 顶点 ,那么 在 所 有 这 样 的 点 ,连续 统 C 的 支 指数 等 于 3. 当然 ,对 于 
所 有 n, 可 以 找到 一 个 n 级 的 三 角形 ,点 x 在 此 三 角形 的 内 部 或 在 它 的 边 上 .在 
所 说 的 包含 着 x 点 的 nn 级 三 角形 的 外 接 圆 之 内 部 ,连续 统 C 的 点 所 构成 的 开 集 
之 边界 是 由 三 点 所 构成 ,这 三 点 就 是 所 说 的 三 角形 的 顶点 . 因为 借 适 当地 选取 
n, 而 可 以 使 得 这 开 集 的 直径 任意 小 ,所 以 由 此 推出 ,连续 统 C 在 x 点 的 支 指数 
不 大 于 3. 

另 一 方面 ,对 于 每 一 点 x, 总 可 以 指出 一 个 包含 着 x 点 的 三 角形 的 序列 ,在 
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这 序列 中 ,每 后 一 三 角形 都 包含 在 前 一 三 角形 中 . 点 x 是 这 序列 三 角形 顶点 的 
极限 点 .序列 中 每 两 个 相 邻 的 三 角形 仅 有 一 个 公共 顶点 ,而 后 一 三 角形 的 其 他 
一 顶点 是 在 前 一 三 角形 的 边 上 .这 些 三 角形 的 交集 是 x 点 .用 这 些 三 角形 的 边 
的 线段 .我 们 可 以 作成 三 个 无 穷 节 的 折线 ,点 x 是 这 三 折线 的 极限 点 .这 些 折线 
是 由 前 一 三 角形 的 顶点 到 后 一 三 角形 顶点 的 边 的 线段 所 构成 .如 此 所 得 到 的 这 
些 折线 没有 任何 公共 点 ,更 因为 点 x 是 其 每 个 的 极限 点 ,所 以 任意 包含 着 * 点 
的 开 集 的 边界 应 该 和 这 些 折线 每 一 个 相交 . 因此 ,连续 统 C 在 x 点 具有 支 指数 
大 于 等 于 3. 比较 二 不 等 式 ,我们 得 到 结论 :连续 统 C 在 x 点 具有 支 指数 3. 

按 语 1 ”如 果 我 们 考虑 由 二 连续 统 C! 和 C 所 构成 的 集合 ,这 二 连续 统 每 
一 个 名 和 例 11 中 的 连续 统 同 胚 ,而 且 除了 对 应 于 连续 统 C 的 基本 三 角形 顶点 
的 那些 点 以 外 ,这 二 连续 统 C 和 Cy 没有 
其 他 的 公共 点 ,那么 我 们 便 得 到 具有 支 
指数 3 和 4 的 点 所 构成 的 曲线 的 实例 . 

按 语 2 ”只 要 把 上 例 稍微 变化 一 下 ， 
就 可 以 使 得 曲线 C 只 有 支 指数 等 于 2 或 
3 的 点 . 

要 达到 这 个 目的 , 不 要 取 三 角形 的 
He ,而 连接 三 角形 各 边 上 离 顶点 距离 
为 边 长 三 分 之 一 的 各 点 ,然后 挖 掉 这 些 
连 线 所 围 成 的 正六 边 形 的 内 点 (图 Bi 19.19 
19.19). 


4.3 ”有 穷 支 的 曲线 


曲线 上 , 支 指数 大 于 2 的 点 (具有 无 界 的 和 无 穷 的 支 指数 的 点 也 算 在 内 )， 
称 为 这 曲线 的 分 歧 点 (Touka BerareHas) ,而 支 指数 等 于 1 的 点 叫做 这 曲线 的 端 
点 (KoureBag TouKa) . 

上 面 的 例子 说 明 :曲线 可 以 随 其 各 式 各 样 的 分 歧 点 的 存在 而 呈 各 种 不 同 的 
形式 .在 这 里 不 可 能 停留 在 曲线 牵涉 它 的 分 歧 点 的 所 有 各 种 各 样 的 性 质 , 我 们 
只 限于 考虑 仅 有 有 穷 个 分 歧 点 的 那 种 曲线 ,而 且 在 它 每 个 分 歧 点 的 支 指数 为 有 
穷 .这 样 的 曲线 ,我 们 将 称 之 为 有 穷 支 的 曲线 . 

在 这 里 ,我 们 要 建立 许多 事实 ,这 些 事实 将 指出 : 支 指数 的 概念 何等 深刻 地 
描述 着 曲线 的 特征 . 

如 果 曲 线 完 全 没有 分 歧 点 , 即 曲线 在 每 点 的 支 指数 等 于 1 或 2, 那 么 这 曲线 


或 者 是 单 弧 线段 的 拓扑 影 象 ,或 者 是 单 闭 曲线 一 一 圆周 的 拓扑 影 象 .于 
是 ,如 果 曲 线 在 所 有 点 的 支 指 数 等 于 2, 那么 曲线 是 圆周 的 拓扑 影 象 ( 单 闭 曲 
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线 ) ;如果 曲 线 的 端点 (可 以 证 明 ,端点 必定 是 两 个 ) ,那么 这 曲线 便 是 单 弧 . 

如 果 曲 线 只 有 有 穷 个 分 歧 点 ,而 且 每 个 分 歧 点 的 支 指数 也 都 是 有 穷 ,那么 
这 样 的 曲线 可 以 分 割 为 有 穷 个 单 弧 , 除 其 端点 外 ,这 些 单 曲 线 互相 没有 其 他 的 
公共 点 . 

所 有 这 些 论断 的 证 明 都 基于 以 下 的 事实 :有 穷 支 的 曲线 的 任意 两 点 , 缘 可 . 
用 单 弧 连 接 之 .而 最 后 的 这 个 论断 又 可 以 (由 于 2.6 定 理 3) 从 下 面 的 事实 推出 
来 :有 穷 支 的 曲线 是 局 部 连通 的 连续 统 .从 这 个 命题 的 说 明 开 始 , 我 们 阐明 所 有 
上 述 断 言 的 正确 性 . 

定理 1 如 果 连 通 集 在 其 每 点 都 具有 有 穷 的 支 指数 ,那么 此 集合 便 是 局 部 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 下 面 一 个 简单 的 引 理 : 

引 理 1 “如果 集合 M 不 可 能 表示 为 n 个 连续 集 的 和 集 的 形式 (也 就 是 说 ， 
无 论 集合 必 怎 样 表示 成 个 集合 的 和 集 的 形式 ,这 个 集合 中 至 少 有 一 个 不 是 
连通 集 ) ,那么 集合 M 就 可 以 表示 为 n + 1 个 互 无 公共 点 的 闭 集 (关于 M) 的 和 
集 的 形式 . 

事实 上 ,如 果 集 合 M 不 是 连通 集 ,那么 按 定义 , 它 就 可 以 表示 为 两 个 无 公 
共 点 的 闭 集 (关于 M) 的 和 和 集 形式 .因此 我 们 的 引 理 对 于 n = 1 是 正确 的 .假设 
对 于 从 1 到 -1 的 一 切 数 ,我 们 的 引 理 都 已 经 证 明了 ,我 们 来 证 明 对 于 数 n 的 

如 此 ,我 们 假设 集合 M 不 可 能 表示 成 n 个 连通 集 的 和 集 形式 .在 这 种 情形 ， 
它 就 更 不 能 表示 为 n- 1 个 连通 集 的 和 集 形式 .但 此 时 由 于 归纳 法 的 假定 ,集合 
M 是 

(n-1)+l=n 
个 互 不 相交 的 闭 集 
Ai, A,,*…, A, 
的 和 集 . 因为 集合 M 不 能 表示 为 n 个 连通 集 的 和 集 形式 ,所 以 在 这 些 集合 A, 
Az," A, 中 ,至 少 有 一 个 不 是 连通 集 .假如 命 这 个 是 集合 4, ,于 是 它 就 可 以 表 
示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空间 集 AT 和 4,,1 的 和 集 形式 ,这 两 个 集合 A* ALA, 
是 关于 A, HAR, 因而 关于 M 亦 为 闭 集 . 这 样 一 来 ,整个 集合 M 便 可 以 表 为 
n + 工 个 互 无 公共 点 的 闭 集 
A1, A23, An »Anst 

的 和 集 形式 . 

我 们 的 引 理 就 被 证 明了 . 

现在 我 们 来 证 明定 理 1. 我们 需要 证 明 : 无 论 集 合 R 的 点 x 以 及 包含 此 点 x 
的 开 集 U 如 何 ,总 存在 一 个 连通 开 集 V, 这 开 集 V 包 含 着 x 点 而 其 本 身 包 含 在 U 
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ZA. 
因为 集合 RR 在 它 每 点 都 具有 有 穷 支 指数 ,所 以 存在 一 个 包含 x 点 而 其 本 身 
包含 在 集合 U 中 的 开 集 G, 此 开 集 的 边界 是 由 有 穷 个 点 
ee a seik 
所 构成 . 
首先 ,我们 证 明 集合 
G=CUaa UaU Ua 
可 以 表示 为 ”个 连通 集 的 和 集 形 式 . 我 们 假设 不 是 如 此 ,于 是 根据 刚才 证 明了 
的 引 理 ,集合 G 可 以 表 为 n + 1 个 互 不 相交 的 非 空 闭 集 ( 关 于 G 因而 亦 关于 R) 
By, B25, Bast 
的 和 集 形 式 . 
在 闭 集 
By, Bay) Bast 
中 没有 任何 一 个 可 以 完全 包含 在 开 集 G 中 , 因为 , 璧 如 倘若 集合 B 包含 在 C 
中 ,那么 整个 集合 R 就 可 以 表示 为 两 个 不 相交 的 非 空 闭 集 B; 和 
B, U B3 U + U Bii U Bit Uo U Basi U (CR\ G) 
的 和 集 形式 . 这 与 集合 R 的 连通 性 相 违背 .但 是 既然 构成 和 集 G 的 诸 集合 
By, B25, Basi 
中 没有 一 个 是 完全 包含 在 G 中 的 ,那么 它们 每 个 至 少 包含 集合 C 的 边界 的 一 
个 点 , 即 诸 点 
Q1，Q2，…，Qn 
之 一 .但 是 因为 我 们 一 共有 n+ 1 MER B, MRA 个 点 ac, 并且 没 有 两 个 集合 
B 是 有 公共 点 的 ,所 以 那 是 不 可 能 的 . 
这 个 矛盾 使 我 们 不 得 不 作出 结论 说 :集合 G 不 可 能 表示 为 n + 1 个 互 无 公 
共 点 的 非 空 闭 集 的 和 集 的 形式 . 由 于 前 面 的 引 理 , 由 此 也 就 推出 :集合 6 可 以 
表示 为 不 多 于 n 个 连通 集 的 和 和 集 的 形式 .假定 这 些 加 项 的 数目 等 于 %. 取 这 些 加 
项 的 每 个 集合 的 闭 包 ,我 们 便 把 闭 集 G 表示 为 & 个 连通 闭 集 
Fi, Foye") Fi ® 
的 和 集 形式 .我 们 用 C, 来 表示 组 中 包含 着 x 点 的 那些 闭 集 的 和 和 集 .点 x 属于 
集合 6. 因此 ,如 果 我 们 从 G PRE 中 不 包含 x 点 的 那些 闭 集 ,那么 我 们 
就 得 到 包含 着 x 点 而 其 本 身 包含 在 C. 中 的 开 集 H(x). 
这 样 ,我 们 就 证 明了 :无论 集 合 RR 的 点 x 以 及 包含 着 它 的 开 集 U 如 何 , 总 可 
以 找到 这 样 的 连通 集 C 以 及 这 样 的 开 集 及 (x) ,使 得 
x%EH(x)CCCU 
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我 们 用 了 表示 包含 着 x 点 而 其 本 身 包含 在 U 内 的 最 大 连通 集 D. 首先 ,我 们 有 
CCTFCV 
我 们 证 明 集合 VEE. 
命 y 是 集合 V 的 任意 点 .于 是 按照 以 前 的 道理 ,对 于 此 点 y 可 以 找到 这 样 
的 连通 集 C, 以 及 这 样 的 开 集 太 (y) ,使 得 
y€EH(yY)cCcU 
因为 V 和 C, 具有 公共 点 y 并 且 是 包含 在 U 中 的 连通 集 ,所 以 它们 的 和 集 
VUG 
也 是 包含 在 U 中 的 连通 集 .但 是 ,V 是 包含 着 x 点 而 其 本 身 包 含 在 U 中 的 最 大 的 
连通 集 . 因此 
CCV 
因此 ,对 于 连通 集合 V 的 所 有 点 y, 总 可 以 找到 这 样 的 开 集 Hy) ,使 得 
yE Er) CT 
因此 ,集合 V 可 以 表示 为 安全 包含 在 V 中 的 开 集 HH(y) 的 和 集 , 所 以 集合 了 本 身 
也 是 开 集 . 

这 样 一 来 ,对 于 一 切 点 % 以 及 包含 着 它 的 开 集 U ,我 们 找到 了 包含 着 x 点 而 
其 本 身 包含 在 U 中 的 连通 开 集 V, 这 就 证 明了 集合 R 的 局 部 连通 性 . 

定理 2 如果 连续 统 C 在 它 的 两 点 a 和 4b 具有 支 指数 1, 而 在 这 连续 统 其 余 
的 所 有 点 , 支 指 数 等 于 2, 那么 连续 统 C 是 单 弧 ab. 

证 明 因为 连续 统 C 在 一 切 点 具有 有 穷 的 支 指数 ,所 以 它 是 局 部 连通 集 . 
因此 , 它 的 每 两 点 可 以 用 单 弧 相 连接 . 命 ab 是 连接 a 点 和 4 点 的 单 弧 . 和 定理 的 
命题 相反 ,我 们 假定 连续 统 C 包含 着 一 个 不 属于 弧 ab 的 点 c. 由 于 连续 统 C 的 
局 部 连通 性 , 故 可 以 用 单 弧 ac 将 c 点 与 a 点 相连 接 . 

我 们 用 d 表示 uc WEIK ac Fil ab 的 最 后 的 (从 a 到 < 的 方向 计算 ) 交点 . 

WRA d 不知 点 a 或 点 b 任 一 点 相 重生 ,那么 在 点 d, 连 续 统 具 有 支 指 数 大 
于 等 于 3. 

事实 上 ,我 们 取 一 个 包含 d 点 的 充分 小 的 开 集 6, 使 得 点 a,b 和 < 都 不 属于 
它 . 有 三 个 互 无 公共 点 的 弧 由 d 点 出 发 : 弧 da 和 db( 合 起 来 构成 弧 ab) RIM 
de. 因为 弧 da, db 及 dc 是 连接 着 开 集 G 的 点 d 和 不 属于 这 开 集 的 点 a,b Ae 的 
连通 集 .那么 这 些 弧 应 该 和 开 集 G 的 边界 相交 .因此 ,所 以 包含 着 4 点 的 充分 小 
的 开 集 的 边界 ,至 少 包含 三 个 点 ,这 与 连续 统 C 的 点 4 具有 支 指数 2 的 假设 相 违 
背 . 如 果 我 们 假设 点 d 和 点 hb ZMES ,那么 我 们 看 到 ;这 点 将 具有 支 指 
数 2. 壁 如 ,我 们 假定 点 d 和 点 a 一致 .于 是 命 C 是 包含 着 点 d 的 充分 小 的 开 集 ， 


D V 是 所 有 包含 x 而 其 本 身 包 含 在 集合 U 中 的 连通 集 的 和 集 . 
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以 至 点 5 和 点 c BRAS TER IBA CMA Mab MAZE Al ac 弧 
相交 ,因此 , 按 假定 和 点 a 相 一 致 的 点 d 将 具有 支 指 数 2, 但 按照 定理 的 条 件 连 
se CHER a 的 支 指数 等 于 1, 因此 和 定理 的 条 件 相 违背 . 

因此 ,假定 连续 统 C 包含 着 一 点 c 不 属于 弧 ob ,在 所 有 情况 终归 与 定理 的 
条 件 相 矛 盾 . 因 此 连续 统 C 与 弧 ab 相 一 致 . 

定理 3 ”如 果 连 续 统 C 的 所 有 点 都 具有 支 指数 2, 那 么 这 连续 统 C 是 单 闭 
曲线 . 

证 明 ”所 有 连续 统 C 至 少 包含 这 样 的 两 个 点 a 和 4, 这 两 点 不 分 割 这 个 连 
续 统 .这 就 是 说 ,集合 C\ a AIC b 每 个 都 是 连通 集 .由 于 定理 所 给 的 条 件 , 连 
续 统 C 的 所 有 点 都 具有 有 穷 的 支 指数 ,所 以 它 是 局 部 连通 集 . 因此 ,这 连续 统 
的 任意 两 个 点 都 可 以 用 单 弧 来 连接 . 我 们 用 单 弧 来 连接 不 分 割 连接 统 C 的 两 
点 a Alb. 

因为 倘若 连续 统 C 和 单 弧 ab 相 一 致 ,那么 这 连续 统 的 点 c 和 点 4 便 具有 支 
指数 1, 这 与 定理 的 条 件 相 违 背 ,因此 在 连续 统 C 内 总 可 以 找到 一 点 c 不 属于 ab 
IR. 

因为 点 a 不 分 割 连续 统 C ,也 就 是 说 , 开 集 C \ a 是 连通 集 ,更 由 于 它 的 所 
有 点 皆 具 有 有 穷 的 支 指数 ,因而 此 集合 为 局 部 连通 集 ,所 以 这 集合 的 点 45 和 c 可 
以 用 一 个 不 包含 点 a 的 单 弧 bc 来 连接 .完全 一 样 ,连通 旦 局 部 连通 的 开 集 C\ b 
的 两 点 a Ale 也 可 以 用 一 个 不 包含 点 的 单 弧 ac KIER. 

首先 我 们 证 明 : 弧 ab, be 和 ca 除 其 端点 以 外 ,不 可 能 有 其 他 的 公共 点 . 璧 
如 ,我 们 来 证 明 绝 ca 和 ch 除 其 端点 < 以 外 ,没有 其 他 任何 公共 点 .假定 不 是 这 
样 , 命 d ÆI ca 上 最 后 的 (从 <。 到 a 计算) 一 个 属于 弧 cb 的 点 . 命 G 是 包含 着 
点 d 的 任 一 开 集 ,此 集 是 如 此 之 小 ,以 至 诸 点 a,b Alc 都 在 这 开 集 之 外 .有 三 个 
IM db, de 和 da 是 从 点 d 出 发 ,其 中 db 和 dc 是 以 点 qd 分割 bc 弧 而 得 来 .这 三 个 
弧 除 去 点 d 以 外 , 互 无 任何 其 他 的 公共 点 . 开 集 G 的 边界 与 这 些 弧 的 每 一 个 皆 
相交 .因此 连续 统 C 的 点 d 具有 支 指数 大 于 等 于 3, 这 与 定理 的 条 件 相 违背 .这 
个 矛盾 证 明了 : 除 点 c 以 外 , 绝 ca 和 cb 没有 任何 其 他 的 公共 点 . 

我 们 证 明了 除去 它们 的 端点 以 外 , 弧 ab, be 和 ca 没有 任何 其 他 的 公共 点 ， 
因此 ,这 三 个 弧 的 和 和 集 是 一 单 闭 曲 线 工 .我 们 现在 应 该 证 明 : 除 去 曲线 工 的 点 以 
外 ,连续 统 C 不 包含 任何 其 他 的 点 .假定 相反 , 命 4 是 连续 统 C 不 属于 曲线 二 的 
一 点 .我 们 把 点 d 和 曲线 的 某 一 点 相连 接 , 壁 如 ,用 单 弧 ad 将 点 d 和 点 a 相连 
接 , 我 们 用 e 表示 ad MLE SHMAL BRM M a Ald 计算 ) 交点 .运用 上 面 累 
次 采用 的 方法 ,我 们 证 明 点 e 将 具有 支 指数 大 于 等 于 3, 这 与 定理 的 条 件 相 予 
盾 . 因 此 ,连续 统 C 没 有 任何 一 点 d 不 属于 曲线 L. 因此 ,连续 统 C 和 单 闭 曲线 工 
相 一 致 . 
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定理 4 “如果 曲线 不 包含 分 歧 点 ,这 就 是 说 ,此 曲线 的 所 有 点 的 支 指数 小 
于 等 于 2, 那 么 这 曲线 或 者 是 单 弧 ,或 者 是 单 闭 曲线 . 

证 明 ”如 果 不 含 分 歧 点 的 曲线 工 没有 端点 , 即 在 曲线 的 所 有 点 , 支 指数 等 
于 2, 那么 根据 定理 3, 曲线 L 是 单 闭 曲线 . 

如 果 不 含 分 歧 点 的 曲线 L 具有 两 个 端点 , 则 根据 定理 2, 这 曲线 是 单 弧 . 因 
此 和 欲 完 成 这 个 定理 的 证 明 ,我 们 必须 证 明 : 如 果 曲 线 工 不 含 分 歧 点 ,那么 它 或 者 
安全 没有 端点 ,或 者 仅 有 两 个 端点 . 

欲 验 明 这 一 点 ,我们 应 该 证 明 下 列 二 命题 : 

(1) 如 果 曲 线 L 只 有 一 个 端点 ,那么 它 至 少 具有 一 个 分 歧 点 . 

(2) WEHE 工 的 端点 的 个 数 大 于 2, 那么 在 曲线 上 必 至 少 有 一 个 分 歧 点 . 

我 们 来 证 明 命题 (1) .假定 曲线 工 只 有 一 个 端点 a. 因 为 工 是 连续 统 , 那 么 按 
照 已 经 证 明了 的 事实 O ,在 这 连续 统 上 上 至 少 有 两 点 不 分 割 此 连续 统 工 . 

我 们 用 6 来 表示 曲线 L 上 异 于 点 a 而 不 分 割 曲 线 世 的 一 个 点 .与 命题 (1) 相 
反 ,我 们 假设 曲线 了 没有 分 歧 点 , 即 曲线 工 在 它 所 有 点 的 支 指数 小 于 等 于 2. 于 
是 曲线 工 将 是 局 部 连通 集 ,因此 它 的 所 有 两 点 丝 可 以 用 单 弧 来 连接 . 

我 们 用 单 弧 ab 来 连接 点 a AAS. AN, WR LAM ab 相 一 致 ,那么 曲 
线 工 将 有 两 个 端点 a 和 6, 这 与 假设 相 矛 盾 , 因 此 在 曲线 L 上 有 一 点 不 属于 弧 
ab. 

命 c 是 曲线 LK 上 不 属于 ab 弧 的 一 点 .因为 点 不 分 割 曲线 工 , 即 集合 二 \ 4 
是 连通 ( 且 局 部 连通 ) 集 , 故 可 以 用 单 弧 将 点 a 与 点 c 相连 接 , 而 此 单 弧 安 全 是 
EFE L\ b 内 ,因而 不 包含 点 5. 我 们 用 d 来 表示 ac 弧 上 最 后 的 (从 a Bc HF 
算 ) 一 个 它 与 弧 ab 相交 之 点 . 

点 d 不 可 能 与 点 a 相 一 致 ,因为 在 此 情形 下 点 a 的 支 指 数 将 等 于 2, 这 与 点 
a 是 端点 的 假定 相抵 触 ,因此 ,点 d 蜡 于 点 a. 在 这 个 情况 下 ,曲线 工 在 点 d 将 具 
有 支 指数 大 于 等 于 3, 因 为 ,任何 包含 点 d 的 充分 小 的 开 集 的 边界 , 至少 与 曲线 
L 有 三 个 公共 点 :其 中 两 点 是 在 da MA db 弧 上 (此 二 弧 合 起 来 构成 ab M) ,第 
三 点 是 在 dc 弧 上 .所 以 d 是 曲线 工 的 分 歧 点 . 这 个 矛盾 就 证 明了 我 们 的 命题 
(1). 

为 了 证 明 命 题 (2) ,我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

引 理 2 ”端点 不 分 割 曲线 , 这 就 是 说 , 由 曲线 去 掉 它 的 端点 而 得 到 的 集合 

命 a 是 曲线 的 一 个 端点 .假设 开 集 (关于 L)L \ a 不 是 连通 集 , 于 是 它 就 
可 以 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空间 集 G 与 有 的 和 和 集 形式 . 
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闭 集 
G=GUa 
和 H=H Ua 
每 个 都 是 连通 集 .诚然 , 壁 如 倘若 我 们 假设 集合 G = CU a 不 是 连通 集 , 那 么 它 
可 以 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空 逆 集 P 和 0 的 和 集 形 式 .我 们 假定 点 a 属于 集 
合 OAR PAE U 万 没有 公共 点 , 且 其 和 集 构 成 二. 而 这 与 L 的 连通 性 相 矛 
盾 , 因 此 集合 G 是 连通 集 .完全 一 样 ,可 以 证 明 集 合 互 的 连通 性 . 

命 U 是 任何 包含 着 点 a 的 一 个 开 集 ,此 开 集 如 此 之 小 ,以 至 在 它 之 外 既 有 
集合 C 的 点 ,也 有 集合 五 的 点 .因为 集合 和 志 都 是 连通 集 ,而 且 除 点 a 以 外 
没有 其 他 的 公共 点 ,所 以 开 集 U 的 边界 应 该 既 与 G6 有 公共 点 ,也 与 互 有 公共 点 . 
但 是 这 二 集合 只 有 一 个 公共 点 a, 因 此 集合 U 的 边界 与 集合 G 和 互相 交 于 两 个 
不 同 的 点 .因为 按照 假定 曲线 工 在 点 a 的 支 指数 是 等 于 1, 因此 我 们 就 得 到 了 了 巴 
盾 . 由 此 推出 :集合 L \ a 是 连通 集 . 我 们 的 引 理 就 证 明了 . 

现在 我 们 来 证 明 命题 (2). 

B a,b,c 是 曲线 过 的 三 个 端点 .其 中 没有 一 个 分 割 曲 线 二 ,这 就 是 说 ,集合 

L\a,L\6b,L\c 
的 每 一 个 都 是 连通 集 . 

如 果 我 们 假定 曲线 工 没有 分 歧 点 ,那么 工 便 是 局 部 连通 集 , 因 此 a,b Me 
中 的 每 两 点 都 可 以 用 一 个 不 含 第 三 点 的 单 弧 来 连接 .在 三 个 弧 ab, ac 和 be 中 ， 
每 两 个 篆 有 异 于 其 端点 的 公共 点 ,因为 璧 如 倘若 弧 ab 和 be 只 有 一 个 公共 点 b, 
那么 曲线 L FELL ROA SHB 2, 这 与 点 5 是 端点 的 假定 相 了 矛盾 . 因此 弧 ab 和 
bc RAR FT rb 的 公共 点 . 设 d 是 bc 弧 上 最 后 一 个 属于 弧 ab 的 点 . 于 是 ,和 以 
前 一 样 ,我 们 证 明 曲 线 世 在 点 4 将 有 支 指数 大 于 等 于 3, 这 就 是 说 , d 是 分 歧 点 . 
这 个 矛盾 就 证 明了 命题 (2). 

在 支 指数 是 有 穷 的 情形 ,下 面 的 定理 说 明了 支 指数 的 几何 意义 . 

定理 5 ”如果 曲线 工具 有 有 穷 个 分 歧 点 ,而 且 每 个 这 种 点 的 支 指数 为 有 
穷 ,那么 从 支 指数 为 n 的 分 歧 点 。 有 nn 个 单 弧 引 出 , 除 点 o Ah X n AIE 
无 其 他 公共 点 ,而 且 点 o 的 所 有 邻 域 ,只 要 它 除 点 o 以 外 不 包含 任何 其 他 分 歧 
点 ,那么 此 邻 域 是 由 这 n 个 弧 的 点 所 构成 . 

证 明 ”由 于 定理 1, 曲线 二 是 局 部 连通 集 ,而 且 因 为 在 点 。 RAKE, 
所 以 有 这 样 的 连通 开 集 G 存在 ,此 开 集 G 的 闭 包 除 点 o 以 外 不 含 任何 其 他 的 分 
歧 点 ,而 其 边界 包含 着 不 少 于 n 个 点 . 


命 
Ql1,42,°"° ,an 
是 集合 6 的 边界 点 . 
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把 它 的 边界 添 人 集合 C ,我 们 就 得 到 局 部 连通 的 连续 统 G( 参 看 定理 1). 此 
G 包含 点 o, 对 于 这 连续 统 G 而 言 ,所 有 形状 如 

U; = GC\(aUVUoaU U aii U ani Uo U a),i= 1,2,,n 
的 集合 皆 为 连通 开 集 . 由 于 连续 统 G 的 局 部 连通 性 ,总 可 以 用 单 弧 oa; 将 点 o 和 
每 个 点 ali = 1,2,…,n) 相连 接 , 而 这 些 单 弧 oa; 完全 包含 在 开 集 ( 对 于 C) U; 
之 内 ,因此 不 含 

CQ102 Qi_1 Qil’, anl = 有 

中 的 任何 一 点 . 

除去 点 o 以 外 , 设 弧 oa;(i = 1,2,…,n) 互 无 其 他 的 公共 点 .事实 上 ,如 设 
JM oa, 和 oa, RAFT A o 的 公共 点 ,那么 这 不 可 能 是 点 ai ,也 不 可 能 是 点 a. 
如 果 用 b KER oa, 弧 上 同时 属于 oa, 弧 的 最 后 的 (从 o Za, 算 起 ) 一 个 点 , 那 
么 此 点 将 具有 支 指数 3, 因为 从 这 一 点 有 三 个 互 无 公共 点 的 弧 引 出 : 弧 bo, baz 
KIR ba, ,其 中 弧 bo Fl bay 合 起 来 构成 弧 oaz. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 点 2 属于 集 
E 6, 而 按照 假定 ,集合 G 没有 任何 异 于 点 o 的 分 歧 点 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 至 少 有 nn 个 单 弧 从 点 o HA, ARIER T A o A 
外 , 互 无 任何 其 他 的 公共 点 . 现在 我 们 来 证 明 : 开 集 G 的 每 一 点 属于 这 些 单 弧 
之 一 .假定 相反 , 即 有 一 点 c 属于 集合 C 而 不 在 

0a1, 002,°**, OG, 

中 的 任 一 弧 上 .于 是 可 以 用 单 弧 oc 将 点 e 与 点 o 相连 接 . 和 上 面 一 样 ,可 以 证 明 
除去 点 o 以 外 ,oc 弧 与 o41,o0as,… , oan 中 的 任 一 弧 没 有 其 他 的 公共 点 . 

我 们 取 点 o We - 邻 域 ,这 样 地 来 选取 ,使 得 此 数 小 于 从 点 o 到 各 点 ol， 
a, an c 的 距离 .于 是 每 个 包含 点 o 而 其 本 身 包含 在 这 点 的 上 述 e - 邻 域内 
的 开 集 的 边界 ,至 少 包含 n + 1 个 点 ,这 是 因为 每 个 弧 

0a1,002,."*, OA, , OC 

有 一 点 在 开 集 G 之 内 ,而 有 一 点 在 G 之 外 ,因此 皆 与 此 集合 的 边界 相交 .但 这 
是 不 可 能 的 ,因为 曲线 工 在 点 o。 具有 支 指数 n. 所 得 到 的 这 个 矛盾 证 明 开 和 集 C 的 
一 切 点 c 属于 各 弧 0a), oas,…, oan 之 一 .我 们 的 定理 就 完全 证 明了 . 

按 语 “特别 ,从 这 被 证 明了 的 定理 推出 :如 果 点 。 具 有 支 指数 2, 那么 就 有 
两 个 除 点 o 以 外 无 任何 其 他 公共 点 的 单 弧 由 此 点 出 发 ,并 且 点 o 的 充分 小 的 邻 
域 是 一 开 弧 (无 端点 ) ,而 点 o 为 其 内 点 . 

如 果 o 是 端点 ,那么 有 唯一 的 单 弧 从 o 出 发 ,此 单 弧 以 点 o 为 其 端点 ,并且 
点 o 的 充分 小 的 邻 域 是 一 “ 半 开 ” 弧 , 点 o 是 这 弧 的 端点 之 一 . 

一 切 有 穷 支 的 曲线 的 结构 被 以 下 的 定理 所 阐明 : 

定理 6 ”和 欲 使 曲线 世 可 以 表示 为 有 穷 个 单 弧 的 和 集 形式 ,而 这 些 单 弧 除 其 
端点 以 外 , 互 无 其 他 任何 公共 点 ,其 充分 且 必 要 的 条 件 是 :这 曲线 仅 有 有 穷 个 分 
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歧 点 ,而 且 每 个 这 种 分 歧 点 的 支 指数 应 该 是 有 穷 的 . 
或 者 自己 去 证 明 条 件 的 必要 性 ,我 们 只 来 证 明 它 的 充分 性 ,而 这 个 证 明 是 
以 下 面 的 引 理 为 依据 的 . 
引 理 3 ”如 果 曲 线 工 只 有 有 穷 个 分 歧 点 .而 每 个 分 歧 点 的 支 指数 又 是 有 穷 
的 ,那么 曲线 端点 的 集合 是 有 穷 的 . 
假定 相反 , 即 端点 的 集合 是 无 穷 集 . 因为 曲线 工 是 局 部 连通 集 , 所 以 它 的 所 
有 点 。 尼 可 以 用 单 弧 与 诸 端 点 相连 接 . 如果 在 这 些 弧 中 ,有 无 穷 个 除 点 。 无 其 
他 任何 公共 点 的 单 弧 , 那 么 点 。 的 支 指数 将 为 无 穷 或 无 限 .倘若 我 们 假设 ,有 无 
穷 个 除 点 。 还 有 另外 公共 点 的 缴 偶 存在 ,由 此 将 推出 :在 这 些 弧 的 每 个 上 至 少 
有 一 个 分 歧 点 ,于 是 在 曲线 上 上 将 有 无 穷 个 分 歧 点 ,这 与 引 理 的 条 件 相 违 背 . 
我 们 现在 来 证 明定 理 6. 首 先 我 们 证 明 ; 从 每 个 支 2 
指数 等 于 2 的 点 。 有 两 个 弧 引 出 ,这 二 弧 除 点 。 以 外 
无 其 他 任何 公共 点 ,而 其 端点 或 者 是 曲线 的 端点 ， 
或 者 是 它 的 分 歧 点 .在 后 一 情况 ,从 点 。 引 出 的 二 弧 
的 端点 可 以 是 同一 个 分 歧 点 . 在 这 种 情况 下 ,这 两 个 
弧 合 起 来 便 构 成 一 个 单 闭 曲线 (图 19.20). a 
根据 前 一 定理 未 尾 所 作 的 按 语 , 从 支 指数 等 于 2 
的 点 。 引出 二 个 缴 , 此 二 弧 除 点 。 以 外 无 其 他 公共 
点 ,并 且 不 含 曲线 了 的 分 歧 点 在 其 内 部 . 命 oa 和 ob 是 
具有 这 种 性 质 的 最 大 弧 .于 是 这 些 弧 的 端点 不 可 能 是 


内 ,此 开 弧 便 是 点 a 的 不 含 分 歧 点 的 邻 域 .此 绝 端 点 之 一 ,如 点 c, 将 属于 oa 绝 ， 
而 另 一 端点 d 便 不 属于 oa. 除 去 点 a 以 外 , 弧 oa 和 ad 没有 其 他 任何 公共 点 . 因 
此 od 也 是 一 个 单 弧 , 它 不 含 曲 线 工 的 分 歧 点 在 其 内 部 .这 样 一 来 , 弧 oa 便 构成 
弧 od 的 一 部 分 ,因此 oa 弧 不 是 不 含 分 歧 点 在 其 内 部 的 最 大 弧 .由 这 矛盾 ,我 们 
应 该 断定 :曲线 工 在 点 a 的 支 指数 不 可 能 等 于 2, 这 就 是 说 ,a 或 者 是 端点 ,或 者 
是 分 歧 点 . 
如 果 我 们 假设 ,从 点 o 出 发 而 不 含 分 歧 点 在 其 内 部 的 最 大 弧 的 二 端点 a 和 
b 是 曲线 工 的 端点 ,那么 在 这 情形 ,曲线 工 便 是 单 弧 ab. 
事实 上 ,如 果 和 集合 L\ ab 不 是 空 集 ,那么 和 弧 ob 一 样 , 它 也 是 闭 集 ,因为 
ab 弧 中 任意 点 的 充分 小 的 邻 域 仅 包含 这 个 弧 的 点 .所 以 在 这 种 情况 下 ,曲线 L 
可 以 表示 为 两 个 无 公共 点 的 非 空 逆 集 ab FLL \ ob 的 和 集 形式 ,所 以 不 是 连通 
集 . 
这 样 一 来 我 们 就 证 明了 曲线 L 的 所 有 点 o 皆 属 于 一 个 单 弧 , 这 单 弧 的 两 端 
或 者 是 分 歧 点 (这 两 分 歧 点 可 能 重合 ) ,或 者 是 一 个 分 此 点 和 一 个 端点 .但 是 这 
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样 的 弧 只 可 能 有 有 穷 个 ,因为 按照 我 们 的 假定 ,曲线 工 只 可 能 有 有 穷 个 分 歧 点 ， 
而 按照 刚才 证 明 的 引 理 ,曲线 L 只 可 能 有 有 穷 个 端点 .但 是 根据 定理 5, 只 有 有 
穷 个 弧 从 每 个 分 歧 点 引出 ,而 从 一 个 端点 只 有 一 个 弧 引 出 , 因此 所 有 弧 的 个 数 
是 有 穷 的 .因为 每 个 这 种 弧 的 内 点 的 支 指数 等 于 2, 所 以 除 其 端点 以 外 ,这 些 弧 
中 没有 两 个 弧 能 有 其 他 的 公共 点 . 

我 们 已 经 看 到 ,圆周 (一 般 所 有 单 闭 曲线 也 是 一 样 ) 具有 这 样 的 性 质 , 即 在 
它 的 一 切 点 , 支 指数 取 同 一 数值 (等 于 2) .问题 就 发 生 了 ,是否 有 另 一 种 曲线 存 
在 ,其 所 有 点 的 支 指数 都 取 同一 数值 (不 等 于 2) 呢 ? 哪 知道 无 论 对 于 任何 有 穷 
数 n, 这 都 不 行 , 因 为 下 列 的 定理 成 立 . 

定理 7 如 果 曲 线 工 的 一 切 点 具有 支 指数 大 于 等 于 n ,那么 在 曲线 上 可 以 
找到 一 点 ,其 支 指数 大 于 等 于 2n - 2. 

我 们 将 证 明 下 列 形式 的 定理 :如 果 曲 线 L 的 一 切 点 具有 支 指数 小 于 2n - 
2, 那 么 在 曲线 上 就 有 一 点 ,其 支 指数 小 于 n. 

证 明 i ho 是 曲线 工 的 任 一 开 集 ,其 直径 小 于 60. 因 为 曲线 在 每 点 的 支 
指数 小 于 2n - 2, 那 么 有 一 开 集 G 存在 ,此 开 集 及 其 闭 包 和 丝 包 含 于 A 内 ,而 其 
边界 是 由 少 于 2n - 2 个 点 所 构成 . 命 ao 是 集合 G 的 边界 点 之 一 . 

集合 G 及 其 闭 包 都 在 4o 内 .因此 集合 G 的 边界 ,特别 是 点 co, 便 属于 集合 
Ags AA Ay 是 开 集合 ,所 以 有 这 样 的 正 数 © 存在 ,使 点 wo 的 es - 邻 域 安全 包含 


在 集合 Ag 中 .此 外 ,我 们 假设 数 。 既 小 于 广 60( 这 里 50 是 集合 4 的 直径 ) ,也 小 
于 点 ao 到 集合 C 的 其 余 边界 距离 之 半 ， 

因为 曲线 了 在 它 的 所 有 点 具有 支 指数 小 于 2n - 2, 特 别 它 在 点 oo 的 支 指数 
也 小 于 2n - 2, 那 么 有 开 集 U 存在 ,此 开 集 U 包含 着 点 a 而 其 本 身 包含 于 此 点 


的 — 邻 域内 (此 处 的 。 是 按照 上 述 的 条 件 所 选择 的 ), 而 它 的 边界 包含 少 于 


2n -2 NR. M k EE U 的 边界 点 的 个 数 ,于 是 
k<2n-2 
集合 U 及 其 闭 包租 包含 在 Ao 中 .诚然 ,无 论 集合 0 的 x 点 如 何 


plao x) < a <e 
因此 点 * 属 于 点 ao 的 e - 邻 域 ,这 就 是 说 , 它 属于 集合 Ao, 
集合 U 的 直径 小 于 .事实 上 ,如 果 x 和 y 是 集合 0 的 两 点 ,那么 
plxsy) < plao) +p(aoy) < $+$ = e< tò 
由 此 推出 集合 U 的 直径 
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lU) 三 s < La 
除去 点 ao 以 外 ,集合 U 的 闭 包 U 不 含 集合 6G 任 一 边界 点 ,这 是 因为 ,如 果 
x 是 集合 U 的 一 点 ,那么 
plao x) < € 
而 e 选取 得 使 它 小 于 点 ao 到 集合 6 的 其 余 边界 点 距离 之 半 . 
我 们 用 五 表示 集合 G 的 补 集 ( 它 是 一 开 集 ) 


H=L\G 
我 们 考虑 开 集 
UN GMUN A 
我 们 有 
U=(UNGUL[UNTp(C)] U (UN R) 
但 是 UNTp(G)= a 
由 此 U=(UlM G)UaU (UN A) 


我 们 考虑 开 集 U 门 6 的 边界 . 它 包 含 在 集合 和 G 的 边界 的 和 集中 
Ip(U N G) c Ip(U) U Tp(G) 
但 在 集合 6 的 边界 点 之 中 ,只 有 点 ao 可 以 加 入 到 集合 U 门 6 的 边界 内 ,而 在 U 
的 边界 点 之 中 ,只 有 属于 集合 CHAMABIUN 6 的 边界 .因此 
Tp(U N G) c [Tp(U) N C] U a 
完全 一 样 ,我 们 也 可 以 得 到 
Tp(U N G) CLT p(U) N H] U ao 
因为 集合 U 的 边界 是 由 个 点 所 构成 ,所 以 是 有 穷 集 ,那么 集合 
GNTp(V) 和 HN Tp(U) 
也 是 有 穷 的 ,这 意思 是 说 ,集合 
Tpo(U N G) 和 Tp(U N H) 

更 加 是 有 穷 的 . 

我 们 假定 集合 (U N C) 的 边界 是 由 p 个 点 所 构成 ,而 集合 UV 门 有 的 边界 
是 由 9 个 点 所 构成 . 

于 是 集合 Tp(U) N 6 将 包含 不 少 于 p - 1 个 点 ,而 集合 pU) N WH 
含 不 少 于 9 - 1 个 点 . 

因为 曲线 LW ARTEACH Ip G) 之 一 ,而 集合 UAC 的 边界 
没有 公共 点 ,那么 由 此 推出 :集合 U0 的 每 个 边界 点 或 者 属于 集合 6, 或 者 属于 集 
AH. MARA U 边 界 的 点 的 数目 等 于 k; 加 入 到 集合 G 的 集合 U 边 界 点 的 个 
数 大 于 等 于 p - 1; 属 于 集合 H 的 集合 U 边界 点 的 个 数 大 于 等 于 gq - 1, 所 以 

(p-1)+(g-1)<k<2n-2 
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由 此 p+q<2n 
由 这 个 不 等 式 推出 : 数 p 或 g 至 少 有 一 个 小 于 n. 

因此 ,我 们 看 到 : 开 集 U 门 G 和 U 门 之 一 ,其 边界 是 由 少 于 nn 个 点 所 构 
成 ,我 们 用 A, 来 表示 开 集 U 门 CMU 门 8 中 其 边界 包含 少 于 nn 个 点 的 那个 开 
集 .因为 

ACUcUcA 
所 以 Ai C Ao 
更 由 于 集合 的 直径 小 于 ,那么 集合 A, 的 直径 就 更 加 小 于 3 
0 < La 
最 后 ,集合 A 的 边界 是 由 少 于 n 个 点 所 构成 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 :如 果 曲 线 在 其 每 点 具有 支 指数 小 于 2n - 2, 那 么 
无 论 曲 线 工 的 开 集 46 如 何 ,总 可 以 找到 这 样 的 一 个 开 集 41, 此 开 集 以 及 其 闭 包 
BEF Ao 内 ,其 直径 小 于 方 60, 而 其 边界 包含 少 于 n 个 点 . 

将 此 结果 运用 于 集合 41, 我 们 便 找到 一 个 集合 4, 此 集合 以 及 其 闭 包 皆 包 
含 在 集合 A 中 ,其 直径 小 于 才 60, 而 其 边界 是 由 少许 n 个 点 所 构成 . 继续 作 同 
样 的 推论 ,我 们 便 得 到 一 个 开 集 降序 列 

ss bs Ay We © 
其 中 每 后 一 集合 An 及 其 闭 包 和 丝 包 含 在 前 一 集合 An 之 中 


An+1 C An 
集合 An 的 直径 小 于 2 ,而 每 个 集合 Ay, 的 边界 是 由 少 于 个 点 所 构成 . 由 此 扒 
出 :集合 A, 的 直径 ( 即 A, 的 直径 ) BE m 增 大 而 趋 于 零 .因此 集合 
Ay > A, 5° > An 5" 
形成 一 个 降序 列 , 此 降序 列 具 有 唯一 的 公共 点 ro. 
我 们 来 证 明 曲 线 在 点 xo 具有 支 指数 小 于 n. EWER e 如 何 ,总 可 以 找到 


自然 数 m, 使 得 
8 
pm < E 

序列 © 的 开 集 An 具有 直径 小 于 58 < e .集合 An 的 边界 包含 少 于 n 个 点 . 


这 样 一 来 ,曲线 工 在 点 xo 具有 支 指数 小 于 n. 定 理 7 就 完全 被 证 明了 . 
由 所 证 明了 的 定理 立刻 推出 :除了 圆周 以 外 ,无 论 什 么 曲线 也 不 能 在 它 所 
有 点 具有 同一 有 穷 的 支 指数 ,因为 如 果 在 曲线 工 的 所 有 点 , 支 指数 都 等 于 m, 那 
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么 在 这 曲线 上 就 有 一 点 ,其 支 指数 大 于 等 于 2n - 2, 而 当 n > 3 时 
2n-2>n 

T+ C+ 乌 利 松 曾 证 明 , 对 于 所 有 n ,都 存在 仅 由 支 指数 n 和 2n - 2 的 点 所 
构成 的 曲线 .特别 , 当 n = 3, 我 们 有 2m - 2 = 4. 仅 由 支 指数 3 和 4 的 点 所 构成 
的 曲线 的 实例 已 在 前 面 例 11 的 按 语 中 证 明了 . 

马 利 松 也 证 明了 有 那样 的 曲线 存在 , 即 在 其 所 有 点 皆 具 有 无 限 的 支 指数 ， 
可 列 的 支 指数 及 连续 统 的 支 指数 . 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 可 以 作为 在 一 切 点 具有 连续 
统 的 支 指数 的 曲线 实例 . 


4.4 曲线 的 某 些 一 般 性 质 


在 这 一 节 中 ,我们 将 引入 许多 事实 ,这 些 事实 深刻 地 揭示 着 曲线 概念 的 本 
质 ,并 且 联系 着 曲线 的 一 般 定义 和 我 们 在 具体 曲线 的 考察 中 所 作出 的 概念 .在 
这 里 我 们 只 限于 定理 的 陈述 ,而 不 作 定理 的 证 明 . 

我 们 已 经 说 过 , 乌 利 松 所 给 出 的 曲线 定义 不 仅 包括 平面 曲线 , 而 且 也 包括 
空间 曲线 .并 且 这 定义 可 以 逐 字 地 搬 到 n 维 空间 里 去 @. 

但 在 这 里 要 揭示 出 下 面 的 一 个 重要 事实 , 那 就 是 ,无 论 在 什么 样 的 空间 里 
作 了 一 曲线 C, 则 在 普通 三 度 空 间 里 总 有 一 曲线 C 与 曲线 C 同 胚 ,就 是 说 ,用 
拓扑 的 观点 来 看 ,此 二 曲线 是 同一 曲线 .而 且 , 不 必 在 全 三 度 空间 的 子 集 中 间 来 
寻找 这 些 曲 线 ,只 消 在 三 度 空间 的 某 个 (其 本 身 为 曲线 的 ) 连续 统 的 子 集中 间 
来 寻找 这 些 曲 线 . 换 句 说 话 ,在 三 度 空间 中 有 这 样 的 “万 有 ”曲线 存在 ， 它 不 仅 
包含 三 度 空 间 的 所 有 曲线 的 拓扑 影像 ,而 且 包 含 n 维 空间 的 所 有 曲线 的 拓扑 影 
像 @. 

因为 太 繁 难 ,不 能 来 证 明 这 一 件 事实 ,我们 只 描述 这 种 万 有 曲线 的 构造 ,此 
为 奥地利 数学 家 门 格 尔 (K.Menger) 所 作 . 

把 立方 体 分 割 为 27 个 相等 的 立方 体 , 挖 掉 它 “中 心 立方 体 ”及 其 毗连 的 6 
个 立方 体 .结果 便 得 到 由 20 个 一 级 闭 立方 体 所 构成 的 集合 Vi. 对 于 剩 下 的 每 个 
一 级 立方 体 施行 同样 的 手续 , 那 就 是 说 ,把 每 个 这 样 的 立方 体 分 为 27 个 相等 的 
立方 体 , 且 从 每 个 一 级 立方 体 中 挖 去 它 中 心 立方 体 以 及 与 之 毗连 的 6 个 立方 
体 . 剩 下 的 集合 V 是 由 400 个 二 级 立方 体 所 构成 .再 对 每 个 二 级 立方 体 作 同 样 
的 处 理 ,结果 便 得 到 闭 集 V5, EPS V 是 由 20° = 8 000( 个 ) 三 级 立方 体 所 构 
成 .此 手续 可 以 无 限制 地 进行 下 去 ,至 于 任意 自然 数 n. 

完成 了 所 有 这 些 手续 以 后 ,立方体 Vo 中 所 剩 下 的 点 集 便 是 所 求 的 “万 有 ” 
曲线 .作为 连续 统 的 下 降 无 穷 序 列 的 公共 部 分 ,其 本 身 为 一 连续 统 . 


一 般 地 说 ,此 定义 可 以 逐 字 地 到 其 中 界定 了 距离 概念 的 任意 集合 , 即 任意 度量 空间 里 . 
© ”甚至 是 任意 度量 空间 的 所 有 曲线 的 拓扑 影像 
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证 明 这 连续 统 是 一 样 的 , 即 证 明 这 连续 统 确实 是 一 曲线 , 那 是 非常 困难 的 . 

我 们 已 经 看 到 : 希 尔 宾 斯 基 覆 盖 起 着 平面 曲线 的 “万 有 ”曲线 的 作用 .问题 
就 发 生 了 :为 什么 它 不 是 所 有 一 般 空间 曲线 的 “万 有 ”曲线 呢 ? 原 因 就 在 于 :在 
空间 有 这 样 的 曲线 存在 ,这 曲线 根本 不 可 能 拓扑 地 映 象 到 任何 平面 曲线 上 . 倘 
若 我 们 考虑 由 四 面体 的 六 个 棱 边 以 及 连接 空间 任 一 点 和 这 四 面体 四 顶点 的 四 
线段 所 构成 的 曲线 , 便 得 到 这 种 曲线 最 简单 的 实例 (图 19.21). 


EN 
Lo 
图 19.21 

但 如 ,四 度 空间 的 所 有 曲线 都 可 以 拓扑 映 象 到 三 度 空间 的 某 曲线 . 当然 并 
不 能 由 此 推出 :一 般 三 度 空 间 的 曲线 具有 那 四 度 空间 的 指定 曲线 的 所 有 性 质 . 
但 是 经 拓扑 映 象 而 不 损坏 的 那些 性 质 是 这 二 曲线 的 公共 性 质 . 

我 们 把 曲线 概念 界定 得 很 一 般 化 ,这 就 自然 地 引起 一 个 问题 :被 我 们 定义 
做 曲线 的 那些 对 象 是 否 过 于 广泛 了 呢 ? 现 在 援引 曲线 的 两 个 性 质 以 说 明 : 称 之 
为 曲线 的 那些 集合 是 多 么 适合 寻常 的 曲线 概念 ,这 个 概念 首先 与 直线 和 圆周 有 
所 联系 . 

直线 线段 可 以 表示 为 有 穷 个 任意 小 的 部 分 线段 之 和 , 且 曲 线 的 任何 点 不 属 
于 两 个 以 上 的 部 分 线段 .任意 曲线 都 具有 类 似 的 性 质 ,甚至 以 此 性 质 为 曲线 的 
特征 .就 是 : 欲 使 连续 统 C 成 为 一 曲线 ,其 充分 且 必 要 的 条 件 乃 是 :对 于 任意 小 
WES e ,连续 统 C 总 可 以 表示 为 有 穷 个 闭 集 之 和 ,这 些 闭 集 的 直径 皆 小 于 e, 
且 连 续 统 C 的 任何 点 不 属于 两 个 以 上 的 这 样 的 闭 集 .本 :CC. 乌 利 松 以 更 广泛 的 
形式 证 明了 这 个 定理 ,此 定理 特别 断言 :不 成 为 曲线 的 连续 统 就 不 具有 这 种 性 
质 . 比方 说 ,如 果 取 正方 形 并 且 把 它 分 为 相当 小 的 闭 集 ,那么 总 可 以 找到 正方 形 
的 一 点 至 少 属于 三 个 这 样 的 闭 集 . 然而 总 可 以 找到 正方 形 的 任意 小 分 割 ,把 正 
方形 分 为 许多 闭 集 , 而 使 这 正方 形 的 任意 点 不 属于 三 个 以 上 的 这 些 闭 集 (图 
19.22). 

重新 回 到 曲线 上 来 ,我 们 看 到 在 分 割 定理 中 闭 集 也 可 以 不 是 连通 的 . 欲 使 
它们 成 为 连续 统 , 充 分 且 必 要 的 条 件 力 是 :曲线 是 线段 的 连续 影像 . 

使 我 们 所 引入 的 曲线 概念 和 通常 关于 这 对 象 的 观念 更 加 接近 的 另 一 性 质 
是 :曲线 各 点 作 任 意 小 的 移动 , 便 可 以 使 所 有 曲线 变 成 折线 .这 一 事实 为 苏联 数 
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图 19.22 

FZI: C+ 亚历山大 洛 夫 所 揭示 ,在 更 一 般 的 假设 之 下 ,此 事实 可 以 更 确切 地 
陈述 如 下 : REIN AR C 成 为 一 曲线 , 必要 且 充 分 的 条 件 是 :对 于 所 有 任意 小 
的 正 数 e ,可 以 把 列 紧 集 C 映 象 到 一 个 折线 上 ,使 这 折线 的 每 一 点 离 集合 C 的 
相应 点 的 距离 小 于 es. 

对 于 圆周 来 说 ,最 简单 的 是 在 这 圆周 内 作 一 正 多 边 形 ,其 边 数 充分 大 , 且 把 
每 支 圆 弧 (垂直 地 ) 投影 到 多 边 形 的 对 应 边 上 , 便 得 到 了 这 种 映 象 .在 一 般 情况 
下 ,也 可 以 类 似 地 来 解决 这 个 问题 .其 余 前 面 的 定理 ,把 曲线 分 割 为 有 穷 个 相当 
小 的 部 分 ,使 曲线 的 任何 点 不 属于 两 个 以 上 的 部 分 . 在 这 些 部 分 的 每 个 中 取 定 
一 点 . 当 两 点 所 属 部 分 有 公共 点 时 , 便 用 直线 线段 连接 之 . 这 样 一 来 ,我 们 便 得 
到 一 折线 .把 我 们 的 曲线 映 象 到 这 折线 上 ,只 要 把 曲线 的 分 割 取得 相当 小 , 便 可 
以 使 得 曲线 的 每 一 点 借 微小 的 移动 而 移 到 折线 上 的 对 应 点 . 


5 关于 维度 的 概念 

曲线 所 有 异 于 曲面 体力 至 一 般 地 异 于 任意 连续 统 ,主要 是 在 于 :曲线 是 一 
维 的 连续 统 (我 们 也 说 是 一 度 ) .我 们 已 经 解释 了 这 概念 用 于 连续 统 的 意义 . 

在 这 个 补充 里 ,我 们 要 给 出 对 于 任意 集合 的 维度 的 一 般 定 义 , 此 定义 应 该 
FI: C: 乌 利 松 , 我 们 将 用 许多 例子 来 说 明 这 个 概念 .为 此 ,我 们 将 假定 集合 R 
是 在 直线 上 ,在 平面 上 或 在 空间 里 (或 甚至 是 在 任意 n EZE). 我们 不 除去 
集合 R 和 全 空间 一 致 的 情形 ,因为 下 面 所 指引 的 维 数 的 定义 ,不 仅 适 用 于 指定 
空间 的 任何 集合 ,而 且 也 适用 于 全 空间 .维度 的 一 般 定 义 是 按 归纳 法 而 引入 的 . 

为 了 使 它 更 明白 ,我 们 先 研究 维度 . 和 维度 1 的 个 别 情况 ,然后 再 界 说 一 般 
的 定义 .我 们 说 :集合 RR 在 点 x 具有 维度 0, 如 果 无 论 正 数 s 多 么 小 ,总 可 以 找到 
一 个 包含 着 点 x 的 开 集 G, 此 开 集 G 具有 直径 小 于 e ,而 其 边界 不 含 任 一 点 ( 即 
空 集 ). 


O 在 界 说 一 般 的 定义 和 定理 时 ,实质 上 我 们 将 用 到 R 为 度量 空间 这 一 事实 . 
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如 果 集 合 R 在 它 的 每 一 个 点 皆 具 有 维度 0, 那么 我 们 就 说 集合 R 具有 维度 
0. 

简单 地 界 说 了 上 述 的 定义 ,我 们 说 集合 R 具有 维度 0, 如 果 其 每 一 点 包含 
在 任意 小 (就 其 直径 而 言 ) 的 开 集 内 ,这 开 集 的 边界 不 包含 任何 一 个 点 . 回忆 : 
开 集 不 属于 集合 本 身 的 那些 极限 点 的 总 体 叫做 此 开 集 之 边界 . 我 们 也 就 可 以 
说 :如 果 集合 R 的 每 个 点 丝 包 含 在 任意 小 的 开 集中 ,而 此 开 集 同时 也 是 闭 集 ， 
那么 集合 R 便 具有 维度 0. 

我 们 援引 几 个 例子 ,集合 R 是 由 一 个 点 所 构成 ,或 是 由 有 穷 个 点 所 构成 ， 
则 集合 R 恒 具有 维度 0, 因为 在 这 个 情况 下 ,每 个 点 既是 开 集 ,同时 也 是 闭 集 
(具有 直径 0). 

任意 可 列 点 集 具有 维度 0. 事实 上 , 设 x 是 集合 R 的 任 一 点 ,e 是 任意 正 数 . 


我 们 用 7 来 表示 一 个 小 于 的 正 数 , 且 此 正 数 异 于 从 点 x 到 集合 RR 的 各 点 之 距 


离 . 因 为 集合 R 是 可 列 的 ,而 界 于 0 和 地 之 间 的 正 数 集合 具有 连续 统 的 势 , 所 以 
这 样 的 正 数 是 存在 的 .集合 RR 中 所 有 与 点 x 的 距离 小 于 r 的 点 的 全 体 是 一 开 集 ， 
它 包含 点 x 而 其 直径 小 于 e ,并 且 其 边界 不 包含 集合 RR 的 任 一 点 ,因为 边界 的 所 
有 点 是 在 与 点 x 的 距离 等 于 r 的 地 方 ,而 在 R 中 没有 这 样 的 点 . 

由 此 推出 :在 任意 度数 的 空间 中 , 其 所 有 坐标 为 有 理 数 的 一 切 点 的 集合 将 
是 0 维度 的 ,因为 这 样 的 集合 恒 为 可 列 集 . 

特别 ,直线 上 一 切 有 理 点 的 集合 具有 维度 0. 直线 上 所 有 无 理 点 的 集合 也 
具有 维度 0, 因 为 我 们 无 论 取 怎 样 的 无 理 点 x 且 无 论 选取 什么 正 数 e ,总 可 以 找 
到 两 个 这 样 的 有 理 数 a 和 >, 使 得 下 面 的 不 等 式 成 立 


x E ecacncbexntt 
2 2 


界 于 两 点 a lb 之 间 的 无 理 点 的 集合 C, 是 关于 R 的 开 集 . 

其 边界 不 含 任 一 点 ,因为 不 在 G 中 的 任何 无 理 点 皆 不 是 5 的 极限 点 .集合 
G 的 直径 小 于 e. 

在 关于 0 维度 的 集合 的 定理 中 ,我 们 提 一 提 下 面 的 定理 ,今后 我 们 需要 它 . 

欲 使 一 列 紧 集 具有 维度 0, 必要 且 充 分 的 条 件 是 :此 列 紧 集 不 包含 任何 连 

欲 界定 1 维度 集合 的 概念 ,我 们 需要 刚才 引进 的 0 维度 集合 的 概念 ,这 是 说 
明 维 度 定义 的 归纳 法 的 特点 . 

我 们 说 集合 R 在 它 的 一 点 x 具有 维度 1, 如 果 下 列 两 个 性 质 同时 成 立 . 

(1) 无 论 正 数 e 怎样 ,总 可 以 找到 直径 小 于 s 的 开 集 G, 此 开 集 G 包 含 点 x， 
而 其 边界 或 者 是 空 集 ,或 者 是 0 维度 集 . 
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(2) 存在 这 样 的 数 $ ,在 所 有 包含 点 x 而 直径 小 于 6 的 开 集 的 边界 上 ,至 少 
有 一 个 点 . 

如 果 只 限于 条 件 (1) ,那么 0 维度 的 集合 以 及 1 维度 的 集合 都 适合 它 ; 因此 
它 表示 出 使 集合 R 在 点 x 具有 维度 小 于 或 等 于 1 的 条 件 .条 件 (2) 是 说 集合 R 
在 点 x 的 维度 异 于 零 . 

我 们 说 :集合 R 具有 维度 1. 如 果 集合 R 在 其 每 一 点 的 维度 小 于 等 于 1, 即 
使 在 一 点 集合 R 的 维度 等 于 1. 

直线 在 其 每 一 点 具有 维度 1. 事实 上 ,如 果 * 是 直线 上 的 任意 一 点 ,而 s 是 
任意 正 数 ,那么 任意 包含 着 点 x 而 长 度 是 e 的 区 间 , 都 是 合 于 1 维度 集合 定义 的 
条 件 (1) 的 开 集 , 这 因为 它 的 边界 是 由 两 个 点 (区 间 之 端点 ) 所 构成 , 故 具有 维 
度 0. 另 一 方面 ,直线 上 的 所 有 开 集 都 是 由 一 个 或 若干 个 区 间 所 构成 .因此 它 
的 边界 至 少 包含 两 个 点 ,这 意思 是 说 ,R 不 是 0 维度 集合 .因此 ,1 维度 集合 定义 
的 条 件 (2) 亦 满 足 .所 以 ,直线 在 它 的 每 点 具有 维度 1. 

用 类 似 的 方式 ,可 以 证 明 : 圆 周 在 它 的 每 一 点 具有 维度 1. 

事实 上 , 设 x 是 圆周 的 任 一 点 ,se 是 任 一 正 数 .包含 点 x 而 弦 长 小 于 es WA 
周 之 弧 段 ,对 于 圆周 而 言 是 开 集 , 其 直径 小 于 e, 而 包含 点 x, 并 且 其 边界 由 两 
点 一 一 弧 之 端点 所 构成 ,因此 具有 维度 0. 男 一 方面 ,因为 圆周 上 的 所 有 开 集 此 
由 一 个 或 若干 个 弧 段 (无 端点 的 ) 所 构成 ,所 以 圆周 上 任意 开 集 的 边界 至 少 包 
含 两 点 .由 这 些 论证 推出 圆周 在 点 x 具有 维度 1. 

上 面 提 到 过 : 列 紧 集 具有 维度 0 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 , 它 不 包含 任何 连 
续 统 ,根据 这 个 定理 ,现在 我 们 可 以 说 :在 刚才 所 援引 的 定义 的 意义 之 下 ,曲线 
是 具有 维度 1 的 连续 统 . 

我 们 现在 来 谈 维 数 概念 的 一 般 定义 . 

我 们 已 经 说 过 维 数 概念 是 按 归纳 法 而 引进 来 的 , 在 这 里 归纳 法 宜 于 从 数 
- 1 开始 @. 因 而 我 们 引入 维度 - 1 仅仅 是 为 了 令 述 的 方便 ,维度 - 1 是 加 诸 那 
种 不 含 任何 点 的 “集合 ”. 

在 归纳 法 的 定义 的 情况 中 总 是 这 样 做 的 ,我 们 假定 已 经 知道 了 维度 0,1， 
2,…, -1 是 加 于 什么 样 的 集合 ,运用 这 些 我 们 来 确定 维度 n 应 该 加 于 什么 样 
的 集合 . 

我 们 说 :集合 REA x 具有 维度 nn, 倘 若 : 

(1) 对 于 任意 s, 可 以 找到 一 个 直径 小 于 es 的 开 集 ,此 开 集 之 边界 或 是 0 维 
度 的 集合 ,或 是 1 维度 的 集合 ,……… ,最 后 ,或 者 是 n - 1 维度 的 集合 . 

(2) 有 这 样 的 6 存在 ,使 得 所 有 包含 x 点 而 直径 小 于 6 的 开 集 的 边界 , 既 不 


O ”构成 直线 上 开 集 的 区 间 集 合 , 可 能 是 有 穷 的 ,也 可 能 是 无 穷 的 
© 在 以 下 的 定义 中 ,实际 上 并 不 是 从 - 1 维度 开始 的 ,而 是 从 0 维度 开始 的 
471 “at = -2Ry 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


是 0 维度 的 集合 ,也 不 是 1 维度 的 集合 ,…… ,也 不 是 n - 2 维度 的 集合 . 

条 件 (1) 的 意思 是 说 :集合 R 在 点 x 或 具有 维度 0, 或 具有 维度 1,……, 最 
后 ,或 具有 维度 n, 因 此 , 它 表示 出 集合 RR 在 x 点 具有 维度 小 于 等 于 n 的 条 件 . 条 
件 (2) 的 意思 是 说 :集合 RR 在 x 点 的 维度 不 等 于 诸 数 0,1,…,n - 1 中 的 任意 一 
aps 

我 们 说 :集合 R 具有 维度 ,如果 在 其 每 个 点 它 具 有 维度 小 于 等 于 n, 而 至 
少 在 一 个 点 它 的 维度 等 于 n. 

将 这 个 定义 用 于 1 维度 的 集合 .条 件 (1) 在 这 里 是 说 :对 于 任意 s, 可 以 找到 
一 个 包含 点 x 而 直径 小 于 e 的 开 集 ,其 边界 具有 维度 - 1 或 0; 条 件 (2) 在 这 里 的 
意思 是 :如 果 我 们 把 $ 取 得 充分 小 ,那么 所 有 包含 点 * 而 直径 小 于 $ 的 开 集 的 边 
界 不 应 该 具有 维度 - 1, 即 不 应 该 是 空 集 . 

在 维度 2 的 情形 ,对 于 任意 。 ,集合 的 每 一 点 应 该 包含 在 直径 小 于 e WIR 
中 ,此 开 集 之 边界 具有 维度 - 1,0 或 1; 但 是 有 这 样 的 9 存在 ,使 得 所 有 包含 点 x 
而 直径 小 于 6 的 开 集 的 边界 , 即 不 是 - 1 维度 的 集合 ,也 不 是 0 维度 的 集合 . 

比如 ,我 们 取 平 面 .因为 它 的 每 个 点 是 直径 任意 小 的 圆 的 中 心 ,所 以 可 以 
说 :平面 的 所 有 点 丝 包 含 在 任意 小 的 一 个 开 集 中 ,此 开 集 的 边界 具有 维度 1. 因 
此 平面 在 它 的 每 一 个 点 具有 维度 小 于 等 于 2. 

欲 证 明 平 面 在 它 的 每 一 点 的 维度 恰巧 等 于 2, 只 要 证 明 : 平 面 上 的 每 个 有 
界 开 集 的 边界 既 不 是 维度 - 1 的 集合 ,也 不 是 0 维度 的 集合 . 

倘 奉 平面 上 的 开 集 的 边界 是 空 集 ,这 意思 是 说 :这 开 集 同时 是 闭 集 ,于 是 它 
的 余 集 也 将 是 开 集 同时 是 闭 集 ,因此 ,全 平面 便 分 割 为 两 个 无 公共 点 的 闭 集 .但 
这 是 不 可 能 的 ,因为 平面 是 连通 的 集合 . 

平面 上 的 有 界 开 集 的 边界 不 可 能 是 0 维度 的 集合 ,这 也 是 正确 的 . 

事实 上 ,平面 上 所 有 有 界 开 集 的 边界 是 有 界 闭 集 , 故 具有 列 紧 性 .如 果 假 定 
CRA ER 0, 那 么 根据 上 面 提 到 的 关于 零 维度 集合 的 定理 , 它 不 可 能 包含 任 
何 连续 统 . 

但 在 以 前 我 们 说 过 ,倘若 平面 上 的 列 紧 集 不 包含 任何 连续 统 ,那么 它 就 不 
分 割 平面 ,但 平面 上 一 切 开 集 G 的 边界 分 割 平面 为 两 个 无 公共 点 的 开 集 C 和 
R\G 


R\Tp(G) = GU(R\G) 
GU(R\G) =0 
因此 平面 上 有 界 开 集 的 边界 不 可 能 是 0 维度 的 集合 . 如 果 我 们 想 要 证 明 空 间 在 
它 的 每 一 点 具有 维度 3, 那 问题 是 极其 复杂 的 .于 是 ,在 三 维 空间 的 情形 和 n 维 
空间 的 情形 之 间 没 有 本 质 的 区 别 . 因此 我 们 立刻 转向 n 维 的 情形 . 
为 了 验 明 n 度 空 间 在 乌 利 松 的 意义 下 具有 维度 n 而 必须 遵循 的 方法 ,在 这 
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里 不 可 能 描述 ,我 们 只 列举 出 维度 理论 中 的 一 些 定 理 , 从 这 些 定理 可 以 得 到 这 
个 基本 结果 ,顺便 认识 一 下 拓扑 学 的 这 个 分 支 中 的 最 重要 的 事实 . 

下 列 二 定理 很 简单 地 就 可 以 得 到 证 明 : 

定理 1 如 果 集 合 R 的 维度 等 于 n ,那么 集合 R 的 一 切 子 集 R' 的 维度 可 能 
小 于 n 或 者 等 于 n. 

定理 2 两 个 彼此 同 胚 的 集合 具有 相同 的 维度 . 

特别 ,如 果 集 合 R 在 x 点 具有 维度 nn, 在 指定 的 同 胚 映 象 之 下 ,和 集合 R 同 
ERRE S 在 对 应 于 点 x 的 点 y, 也 具有 维度 n. 

定理 1 和 定理 2 可 以 用 归纳 法 证 明 . 运 用 这 两 个 定理 并 且 按 归纳 法 进行 推 
论 , 不 难 证 明 下 面 的 定理 3 成 立 : 

定理 3 革 度 空间 在 它 的 每 一 点 具有 维度 小 于 等 于 ”( 在 乌 利 松 的 意义 之 
“Foe 

困难 在 于 证 明 n 度 空 间 的 维度 确切 地 等 于 n. 有 许多 不 同 的 方法 来 证 明 这 
个 事实 .我 们 拟定 其 中 的 一 个 方法 如 下 : 

首先 证 明 这 样 的 一 个 一 般 定理 : 

定理 4 ”如 果 列 紧 集 R 在 它 的 每 一 点 具有 维度 小 于 等 于 n, 那 么 对 于 任意 
e, 它 总 可 以 用 闭 集 的 一 个 有 穷 组 来 遮盖 ,这 个 组 中 每 个 闭 集 具有 直径 小 于 e, 
而 集合 R 中 没有 一 点 属于 这 个 组 的 多 于 n+ 1 个 集合 . 

我 们 不 证 明 这 个 定理 了 ,只 援引 一 些 例子 来 说 明 这 个 定理 . 

首先 我 们 取 直 线 线段 为 集合 R, 它 在 其 每 一 点 具有 维度 1. 将 它 分 成 相等 的 
子 线段 ,使 每 个 子 线段 的 长 度 小 于 指定 的 正 数 s; 于 是 线段 的 每 一 点 或 是 小 线 
段 的 内 点 ,或 是 两 个 这 种 线段 的 公共 端点 . 

现在 我 们 取 正 方形 ,和 全 平面 一 样 , 它 在 其 每 一 点 具有 维度 2. 对 于 任意 e, 
总 可 以 把 它 分 成 许多 长 方形 ,这 些 长 方形 的 边 平行 于 正方 形 的 边 , 而 其 对 角 线 
的 长 度 小 于 .于 是 ,正方 形 没有 一 点 关于 三 个 以 上 的 这 种 长 方形 (图 19.22). 

最 后 ,如 果 我 们 取 正 方 体 为 集合 R, 那 么 可 以 把 它 分 成 长 方 体 ,其 边 平行 于 
正方 体 的 各 边 ,而 对 角 线 的 长 度 小 于 se ,并 使 正方 体 没 有 一 点 属于 四 个 以 上 的 
长 方 体 . 

定理 4 的 道 定 理 成 立 : 

定理 5 如果 对 于 任意 s, 列 紧 集 尺 可 以 分 割 为 直径 小 于 s 的 开 集 ,而 使 得 
集合 R 中 没有 一 点 属于 多 于 n + 1 个 这 种 闭 集 ,那么 整个 集合 R 具有 维度 小 于 
等 于 n. 

比较 正定 理 和 逆 定 理 的 论断 ,我 们 便 得 到 下 面 的 结论 ; 

定理 6 MEIKE R 具有 维度 nn, 必 要 且 充 分 的 条 件 是 :对 于 任意 cE 
合 R 可 用 直径 小 于 e 的 闭 集 组 来 迹 盖 ,而 使 得 集合 R 没有 一 点 属于 这 个 组 中 
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n + 1 个 以 上 的 集合 ;但 是 有 这 样 的 6 存在 ,使 得 如 果 组 的 所 有 和 集合 丝 具 有 直 
径 小 于 8, 那么 这 些 集合 中 有 某 n + 1 个 具有 公共 点 . 

对 于 整个 维度 理论 而 言 ,这 个 性 质 具 有 很 重要 的 价值 ,因而 人 们 常常 把 它 
取 作 列 紧 集 维度 的 定义 .如 果 对 于 任意 e, 列 紧 集 RR 可 以 用 直径 小 于 e 的 闭 集 组 
来 遮盖 ,而 使 得 集合 R 没 有 一 点 属于 这 个 组 中 n + 1 个 以 上 的 集合 ,但 如 果 把 e 
取得 充分 小 , 则 在 RR 中 恒 有 一 点 属于 这 个 组 的 n + 1 个 集合 ,就 说 列 紧 集 RR 具有 
维度 n. 

在 确定 了 维度 n 的 集合 的 一 般 性 质 以 后 , 便 证 明 一 切 n 维 单纯 形 
(cHmnekc)D 丝 具有 这 个 性 质 . 十 分 容易 证 明 : 对 于 任意 s, 可 以 把 单纯 形 分 成 
有 穷 个 直径 小 于 e 的 闭 集 , 而 使 得 单纯 形 没 有 一 点 属于 此 分 割 中 n+ 1 个 以 上 
的 集合 .为 此 ,只 要 把 单纯 形 包 含 在 一 个 n 维 正 方 体 中 ,并 且 将 这 正方 体 分 割 为 
许多 长 方 体 , 使 这 些 长 方 体 对 角 线 的 长 度 小 于 e ,而 这 些 长 方 体 中 没有 n + 2 个 
是 具有 公共 点 的 ,并 且 取 单纯 形 和 每 个 长 方 体 的 公共 部 分 作为 单纯 形 的 分 割 的 
元 素 . 

最 困难 的 部 分 是 证 明 下 面 的 一 个 事实 . 就 是 有 这 样 的 6 存在 ,如 果 单 纯 形 
所 分 割 成 的 那些 闭 集 的 直径 小 于 $ ,那么 在 这 些 闭 集中 就 可 以 找到 具有 公共 点 
的 n + 1 个 闭 集 . 

因为 单纯 形 是 列 紧 集 ,所 以 参照 一 般 的 定理 6 及 单纯 形 的 这 个 性 质 , 便 推 
出 :n 维 单纯 形 至 少 在 其 一 点 具有 维度 m( 在 乌 利 松 的 意义 下 ). 命 这 一 点 是 x; 
那么 不 仅 单纯 形 ,而 且 全 空间 在 点 * 也 具有 维度 nn .事实 上 ,我 们 已 经 看 到 ,n 度 

空间 在 其 每 一 点 的 维度 小 于 等 于 n( 定 理 3). 

因为 单纯 形 在 x 点 的 维度 大 于 等 于 nn, 所 以 空间 在 点 x 的 维度 不 可 以 小 于 
n. 由 此 断定 :空间 在 点 x 的 维度 恰好 等 于 n. 

最 后 ,空间 的 所 有 点 x 可 以 借 同 胚 映 象 而 转移 到 另 一 点 y, 在 这 种 意义 之 
下 ,n 度 空 间 是 均匀 的 .这 只 要 考虑 把 点 x 移 到 点 y 的 平行 移动 就 够 了 .然而 空 
间 在 点 x 具有 维度 n, 所 以 按照 定理 2, 它 在 点 y 也 将 具有 维度 n. 因 为 点 y 是 任 
意 选 取 的 ,所 以 由 此 推出 :n 度 空 间 在 其 每 一 点 组 具 有 维度 n( 在 乌 利 松 的 意义 
之 下 ). 

我 们 已 经 考虑 了 一 个 进行 证 明 下 列 事实 的 方法 ,这 事实 是 n 度 空间 在 其 每 
RERA ER n( 在 乌 利 松 意义 之 下 ). 还 有 许多 证 明 这 个 定理 的 其 他 方法 ， 
但 所 有 的 这 些 方法 ,如 我 们 所 说 ,和 丝 具 有 困难 的 成 分 . 试问, 如果 只 是 为 了 证 明 
空间 具有 维度 3( 而 这 情形 丝毫 也 不 比 n 度 空间 的 一 般 情 况 更 简单 一 些 ), 值 不 


O 点 是 零 维 单纯 形 ,线段 是 一 维 单纯 形 ,三 角形 是 二 维 单纯 形 ,四 面体 是 三 维 单纯 形 .m 维 单纯 形 
可 以 定义 为 nn 度 空间 中 其 坐标 适合 下 列 不 等 式 给 的 点 的 集合 
x, >0,x%. >0,°',x, > 0 
akae er ae l 
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值得 引进 这 样 的 维度 的 定义 ,而 必须 建立 起 一 整套 理论 呢 ! 

可 以 用 下 面 的 几 个 事实 来 说 明 这 个 定义 是 恰当 的 .首先 ,借助 于 这 个 定义 ， 
可 以 按 其 维度 的 观点 而 来 描述 4 度 空间 的 任意 集合 的 特征 (在 曲线 的 例子 上 我 
们 已 经 看 到 了 这 一 点 ); 其 次 ,只 要 运用 这 个 维度 定义 ,我 们 就 可 以 证 明 : 具 有 不 
同 维 数 的 两 个 空间 不 可 能 互相 单 值 互 相连 续 地 由 一 个 映 象 到 另 一 个 上 @, 至 少 
这 一 点 是 重要 的 .参照 以 下 的 两 个 事实 ,很 简单 地 就 推出 这 个 命题 .在 乌 利 松 的 
意义 之 下 ,n 度 空间 具有 维度 n; 互 相同 胚 的 两 个 集合 具有 同一 个 维度 .特别 ,如 
果 布 望 空间 的 点 连续 地 依赖 于 它 的 坐标 , 而 坐标 又 连续 地 依赖 于 点 ,那么 空间 
的 每 一 点 应 该 用 三 个 坐标 给 出 . 欲 证 明 这 一 件 事实 ,我 们 所 引进 的 定义 是 必要 
的 . 


中 ”这 个 命题 叫做 维 数 的 不 变性 定理 , 它 对 整个 数学 而 言 , 具 有 很 重要 的 意义 . 
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1 拓扑 学 的 主要 问题 


eee 


FEL 41% (ropologe) 所 讨论 的 对 象 , 是 几何 图 形 的 ,经 过 
拓扑 变换 (topologische abbildung) 正道 两 方面 都 单 值 
a (Eindeutig) 而 又 都 继续 的 变换 而 不 改变 的 性 质 . 我 们 暂 
时 先 把 几何 图 形 就 当做 是 三 维 空间 (或 更 高 维 的 空间 ) 中 的 点 
集 . 在 空间 的 一 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,连续 函数 所 表 出 的 变换 叫做 
连续 变换 .这 些 变换 函数 表 出 变换 的 函数 一 一 只 要 在 这 
+ 图 形 的 点 集 上 有 定义 (不 必 在 全 个 的 空间 中 都 有 定义 ) .图 形 的 
性 质 , 经 过 拓扑 变换 而 不 改变 的 ,叫做 拓扑 性 质 .两 个 图 形 间 若 
是 有 拓扑 对 应 , 那 就 是 说 , 若 有 一 拓扑 变换 存在 ,把 两 个 图 形 中 
的 一 个 换 成 另 一 个 ， 这 两 个 图 形 就 叫做 同 胚 的 (Hom5omorph) 
图 形 . 
a 例如 半 个 球面 与 圆 域 (Kreisscheibe) 同 胚 , 因为 直角 投影 
时 (Orthogonalprojektion) 就 是 把 半 个 球面 换 成 (图 20.1 FARR 
表示 的 ) 圆 域 的 一 个 拓扑 变换 .更 普遍 地 说 ,若是 一 曲面 能 弯 
扭 成 男 一 曲面 ,它们 就 同 胚 .例如 球面 立方 形 , 与 椭圆 面 同 胚 ; 
平 环 (Kreisring) 与 有 限 高 的 圆柱 面 也 同 胚 . 


O 本 文 节选 自 H: 赛 费 特 和 W. 特 雷 法 尔 合 著 的 anes der To, ologie 
EOS Seifen, Herbert-K. 1.1907), ERICA HE 1g, EE ater 人 学 方面 . 
和 


J 8 ya -REAR T William R. 1888—1 toad) AG 德 累 斯 顿 (Dresden) . 主要 贡献 在 拓 
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图 20.1 

同 胚 图 形 的 例子 多 而 易 见 .但 是 也 有 图 形 , 例 如 欧 几 里 得 平面 与 刺 破 了 一 
个 点 的 球面 ( 减 去 了 一 个 点 的 球面 ) ,不 是 一 见 就 可 以 断定 它们 同 胚 的 . 这 两 个 
图 形 间 的 画 形 投 影 (stereographische projektion) 就 是 一 个 拓扑 变换 ,而 且 它 们 也 
与 圆 域 的 内 域 同 胚 . 

要 证 明 两 个 点 集 不 同 胚 ,通常 比较 困难 .点 与 线段 显然 不 同 胚 ,因为 这 两 个 
点 集 不 能 成 一 一 对 应 .我 们 也 容易 看 出 线段 与 圆 域 不 同 胚 . 设 4,B,C 是 圆 域 中 
的 任意 三 点 .从 点 4 出 发 ,能 绵 续 地 在 圆 域 中 走 到 点 B, 而 不 通过 点 C. 圆 域 的 
这 个 性 质 是 拓扑 性 质 ,线段 却 没有 这 个 性 质 : 若 要 从 线段 的 一 端 绵 续 地 走 到 另 
一 端 , 就 必须 通过 线段 的 中 点 . 若 更 进一步 比较 圆 域 与 球体 ,我 们 就 不 能 如 此 简 
单 地 得 着 结论 . 圆 域 中 有 分 开 圆 域 的 闭 曲 线 ;若是 我 们 要 想 利 用 圆 域 的 这 个 特 
征 , 我 们 就 必须 证 明 一 条 闭 曲线 不 能 分 开 球体 .但 是 为 什么 一 条 闭 曲线 不 能 装 
满 一 个 分 开 球 体 的 曲面 呢 ? 我 们 要 证 明 圆 域 球 体 ,与 更 高 维 的 相当 的 图 形 不 同 
胚 ,已 经 与 证 明 线段 与 圆 域 不 同 胚 的 情形 不 同 , 不 能 有 那么 简易 的 方法 了 . 

同 胚 的 概念 在 拓扑 学 中 的 地 位 ,与 全 合 的 概念 (Kongruenzbegriff) 在 初等 几 
何 学 中 的 地 位 一 样 .在 初等 几何 学 中 ,两 个 全 合 的 图 形 本 质 上 无 区 别 ;同样 的 ， 
在 拓扑 学 中 ,两 个 同 胚 的 或 拓扑 对 应 的 图 形 本 质 上 也 无 区 别 .但 是 我 们 应 当 注 
意 下 述 不 同 之 处 :两 个 图 形 若是 全 合 ,全 个 的 空间 就 有 一 个 刚体 运动 ,使 其 中 的 
一 个 图 形 移 到 另 一 个 ;两 个 图 形 若是 同 胚 ,全 个 的 空间 却 不 上 必 有 一 个 拓扑 变换 ， 
使 其 中 的 一 个 图 形 换 成 另 一 个 . 

例如 全 个 的 空间 的 任 一 拓扑 变换 都 不 能 ( 任 一 变 状 (Deformation) 当然 更 不 
RE) 把 圆周 (Kreislinie) 换 成 一 个 扭 成 结 的 (Verknotet) 曲线 例如 三 又 扭 结 
(Kleeblattschlinge)( 图 20.2) .但 是 圆周 与 扭 结 (Knoten) 同 胚 ， 因为 它们 的 点 间 
有 一 个 正 逆 两 方面 都 单 值 而 又 都 绵 续 的 变换 ,而且 同 胚 这 种 关系 只 依赖 于 这 两 
个 点 集 , 与 那 包含 它们 的 空间 无 干 .同样 的 ,全 个 的 空间 没有 一 个 拓扑 的 自身 变 
换 (Selbstabbildung), 把 一 个 扭转 了 2x 的 倍数 的 弧度 的 环 带 (geschlossenes 
band) (ÆI 20.3) 换 成 一 个 未 扭转 的 环 带 .但 是 把 这 两 个 环 带 割 开 成 两 个 全 合 的 
长 方 条 ,使 条 上 相当 的 点 成 对 应 ,就 可 知 这 两 个 环 带 同 胚 . 
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图 20.2 图 20.3 


在 拓扑 学 中 , 扭 结 与 圆周 ,或 如 此 扭转 了 的 环 带 与 未 扭转 的 环 带 ,都 是 相 
同 的 图 形 . 只 有 把 它 安置 在 三 维 空间 中 的 时 候 , 它 们 才 有 区 别 ; 而 且 若 是 把 那 包 
含 它 的 三 维 空间 又 当做 是 四 维 空间 的 子 空间 ,因而 可 以 引用 四 维 空间 的 变 状 ， 
这 种 区 别 可 又 消失 了 .这 是 因为 经 过 四 维 空间 的 一 个 变 状 ,圆周 可 以 换 成 扭 结 ， 
而 且 在 变 状 的 历程 中 曲线 还 不 自 相 穿 割 (Selbstdurchdringung); 就 如 同 经 过 三 
维 空间 的 一 个 变 状 ,圆周 可 换 成 椭圆. 

由 此 看 来 ,此 后 我 们 要 把 一 个 图 形 的 拓扑 性 质 分 成 两 种 :一 种 是 “内 在 的 ”， 
是 经 过 这 个 图 形 的 所 有 的 拓扑 变换 都 不 改变 的 性 质 ; 另 一 种 是 依赖 于 包含 这 图 
形 的 空间 的 ,是 经 过 这 全 个 空间 的 所 有 拓扑 变换 都 不 改变 的 性 质 . 

我 们 再 举 一 例 来 说 明 这 种 区 别 . 设 空间 中 有 一 圆周 与 一 直线 , 同 在 一 平面 
上 ,但 无 共 点 .圆周 绕 直 线 旋转 ,产生 一 个 环 面 (Ringflache 或 Torus). 通过 环 面 
的 任 一 点 O 有 一 母 圆 a ;我 们 把 它 叫做 环 面 的 经 圆 (Meridiankreis). 在 旋转 时 ， 
点 0 也 产生 一 圆 5; 我 们 把 它 叫做 纬 圆 (Breitenkreis)( 图 20. 4) .我 们 能 不 用 空间 
的 拓扑 的 自身 变换 , 表 出 经 纬 圆 的 区 别 如 下 :经 圆 能 在 环 体 (Vollring, 环 面 所 包 
的 立体 ) 中 缩 成 (Zusammenziehen) 一 点 ,而 纬 圆 不 能 ,所 以 全 个 的 空间 的 任 一 拓 
扑 的 自身 变换 ,都 不 能 把 由 环 面 与 一 个 经 圆 所 构成 的 图 形 , 换 成 由 环 面 与 一 个 
纬 圆 所 构成 的 图 形 ,但 是 经 纬 圆 间 的 这 区 别 并 非 环 面 的 内 在 性 质 .空间 虽然 没 
有 一 个 变 状 ,把 环 面 换 成 它 自己 ,使 经 纬 圆 的 地 位 交换 ; 环 面 却 有 如 此 的 一 个 拓 
扑 变换 .要 想 求 得 如 此 的 一 个 拓扑 变换 ,我 们 设想 这 环 面 是 用 有 弹性 的 薄膜 做 
成 的 .把 它 沿 着 a 与 5 割 开 (图 20.5), 弯 扭 成 一 个 正方 形 ; 再 把 正方 形 沿 着 对 角 
线 折 又 起 来 ,使 正方 形 上 原来 的 两 点 ,折合 成 一 点 的 ,成 对 应 .这 对 应 就 是 正方 
形 的 一 个 拓扑 的 自身 变换 ,使 a 与 上 交换 ,而 且 相 当 于 环 面 的 一 个 同样 的 自身 
变换 .一 一 将 来 在 下 节 中 ,我 们 要 提出 曲面 的 能 定向 性 (Orientierbarkeit) 与 双 
侧 性 (Zweiseitigkeit) .这 个 性 质 供给 我 们 另 一 个 特征 ,表明 内 在 的 拓扑 性 质 与 浸 
没 的 拓扑 性 质 ( Einbettungseigenschaft) 的 区 别 . 

拓扑 性 质 间 的 这 种 区 别 ,与 微分 几何 学 中 的 度量 (Metrisch) 性 质 间 的 区 别 
相同 .微分 几何 学 中 的 度量 性 质 的 一 种 是 内 在 的 ,不 依赖 于 曲面 在 空间 中 的 位 
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图 20.5 

置 ,由 第 一 个 度量 的 基本 式 (Grundform) 断定 ; 另 一 种 是 由 曲面 与 空间 所 组 成 的 
图 形 的 度量 性 质 ,由 第 二 个 基本 式 断 定 . 

拓扑 学 的 主要 问题 ,就 是 要 判断 给 定 的 两 个 图 形 是 否 同 胚 ,而 且 在 可 能 的 
时 候 , 列 举 所 有 不 同 胚 的 图 形 .我 们 起 始 时 就 把 图 形 看 做 是 欧 几 里 得 空间 中 的 
点 集 .虽然 关于 欧 几 里 得 空间 中 的 任意 子 集 已 经 有 很 深 博 的 理论 ,为 避免 引起 
不 愿意 引起 的 集合 论 中 的 困难 起 见 ,我 们 将 不 再 采用 如 此 广义 的 图 形 概 念 了 . 
我 们 将 要 采用 的 ,只 是 L.E.J. Brouwer 所 创始 的 复合 形 (Komplex) 的 概念 . 复合 
形 在 本 书 讨论 的 历程 中 再 加 以 限制 ,使 成 为 流 形 (Mannigtaltigkeit) .这 种 概念 不 
过 于 宽泛 ,因而 可 以 避免 所 不 愿 引 起 的 集合 论 中 的 困难 ;也 不 过 于 狭 窗 ,因而 可 
以 包含 差不多 所 有 的 有 趣 的 图 形 . 所 以 我 们 现在 要 研究 的 拓扑 学 ,不 是 集合 论 
的 ,只 是 复合 形 与 流 形 的 拓扑 学 . 

复合 形 的 特征 , 使 它 有 别 于 任意 点 集 的 , 是 它 的 能 前 分 为 三 边 形 的 性 质 
(Triangulierbarkeit) : 复合 形 是 由 有 限 个 或 可 数 的 无 穷 多 的 ， 不 必 平 直 的 
(Geradlinig) ,线段 .三 边 形 、 四 面体 与 高 维 的 相当 的 图 形 连 接 而 成 的 .这 种 三 边 
形 等 的 连接 ,并 不 限于 在 同一 空间 中 ,而 且 有 时 候 还 不 要 包含 它们 的 空间 .因为 
这 特征 ,大 部 分 所 谓 病 态 的 点 集 都 被 划分 在 我 们 讨论 的 范围 之 外 ,而 且 我 们 的 
讨论 才 与 几何 的 直觉 更 为 接近 .因此 也 有 人 把 复合 形 的 拓扑 学 叫做 弹性 橡皮 的 
拓扑 学 .复合 形 的 例子 :所 有 的 Riemann 曲面 ,任何 维 的 欧 几 里 得 空间 ,投影 平 
面 与 投影 空间 ,所 有 的 欧 几 里 得 与 非 欧 几 里 得 的 空间 型 (Raumform) ,度量 的 运 
动 群 的 间断 域 (Diskontinuitaitsbereich ) , 与 力学 系统 (mechanischer System) 的 位 
置 空 间 (Lagenraum) 与 相 空 间 (Phasenraum) . 
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我 们 要 想 向 着 我 们 的 目的 — 主要 的 问题 的 解决 一 一 进展 ,我 们 必须 探 
求 复 合 形 的 拓扑 不 变 的 ,能 计算 的 ,而 且 能 作为 分 类 的 标志 的 性 质 .复合 形 的 同 
调 群 (Homologiegruppe) 与 基本 和 群 (Fundamental-gruppe) 是 这 种 性 质 中 最 重要 
的 ,而 且 在 我 们 讨论 中 占 中 心地 位 . 

同时 我 们 要 看 看 ,不 用 这 些 不 变性 的 帮助 ,我 们 能 进展 到 如 何 程度 .所 以 我 
们 不 再 从 事 预 备 ,立即 直觉 地 讨论 主要 问题 的 一 部 分 ,看 看 有 些 什么 不 同 胚 的 
闭 曲面 . 


Re nnn 


在 前 一 节 中 ,我 们 已 经 说 过 , 环 面 沿 着 经 纬 圆 切 开 之 后 , 变 成 一 个 正方 形 . 
反之 ,若是 倒 合 一 个 正方 形 的 每 两 条 相对 的 边 ,我 们 又 重 得 着 环 面 .所 以 一 个 正 
方形 的 每 两 条 相对 的 边 当 做 是 同一 条 线段 的 时 候 , 这 正方 形 就 叫 着 环 面 的 庞 加 
莱 基 本 多 边 形 . 至 少 对 于 内 在 的 拓扑 性 质 说 ,这 基本 多 边 形 就 可 以 完全 代表 环 
面 .至 于 环 面 的 面积 ,空间 中 的 位 置 等 特别 的 度量 性 质 与 浸没 性 质 ,基本 多 边 形 
却 不 能 表 出 ;不 过 这 些 性 质 与 曲面 拓扑 学 是 毫 无 关系 的 .所 以 从 曲面 的 拓扑 学 
的 立场 说 , 所 有 的 环 面 , 由 合 合 基本 多 边 形 的 对 应 边 而 得 着 的 , 都 等 价 
(gleich wertig) , 例如 旋转 环 面 与 扭 成 结 的 皮 管子 的 表面 就 没有 区 别 . 其 实 任 一 
曲面 都 能 够 切 开 成 一 个 或 数 个 多 边 形 .我 们 要 直接 利用 这 事实 ,来 下 闭 曲面 的 
定义 :一 个 闭 曲 面 是 由 一 对 一 对 的 连接 有 限 个 多 边 形 的 边 而 成 的 . 这 定义 才 使 
闭 曲面 的 图 形 脱 离 了 那 包含 它 的 空间 , 才 使 它 成 为 不 依赖 于 那 包含 它 的 空间 而 
存在 的 二 维 流 形 二 维 流 形 的 概念 ,将 来 有 正确 的 定义 . 

根据 环 面 切 开 成 正方 形 的 方法 ,我们 能 用 若干 个 多 边 形 , 设想 它们 的 边 成 
对 的 对 应 , 表 出 一 个 闭 曲 面 , 因而 得 着 一 组 无 限 多 个 闭 曲面 . 为 达到 这 目的 起 
见 ,我 们 先 在 环 面 上 穿 一 个 大 致 是 圆 形 的 洞 (Loch) .假使 洞 边 缘 (Lochrand) | 通 
过 0 这 个 点 .经 过 变 状 之 后 ,我 们 得 着 一 个 环 柄 (Henkel)( 图 20.6) .我 们 也 能 先 
在 环 面 切 开 成 的 正方 形 中 表 出 这 个 圆 洞 (图 20.7) ,然后 把 洞 边缘 1 在 点 0 处 切 
断 .这 就 等 于 把 环 柄 沿 着 曲线 a 与 5 切 开 成 五 边 形 ( 图 20.8). 这 五 边 形 的 1 这 边 
不 与 别 个 边 成 对 应 ,其 余 的 都 间隔 的 ,成 对 的 对 应 . 


图 20.8 

若是 取 两 个 切 开 成 五 边 形 的 环 柄 ,连接 它们 的 洞 边缘 (图 20.9) ,然后 消去 
公共 洞 边缘 1 ,结果 是 一 个 八 边 形 , 它 的 边 成 对 的 对 应 (图 20. 10). eT HI, 
因而 秋 合 8 个 顶点 成 一 点 ,这 八 边 形 就 包 成 一 个 双环 面 (Doppelringflaiche) . 与 从 
前 讨论 环 面 时 一 样 ,我 们 要 在 图 中 表 出 成 对 的 边 的 对 应 关系 :每 对 对 应 边 我 们 
用 同一 个 字母 表示 ;而 且 用 箭头 附 在 边 上 ,表明 在 私 合 对 应 边 时 ,箭头 指 着 的 方 
向 应 该 符合 .我 们 只 要 任意 地 选 定 多 边 形 的 边缘 的 一 个 方向 ,然后 按照 每 一 边 
上 的 箭头 是 否 指 着 这 个 方向 ,规定 这 边 附 带 一 个 指数 + 1(+ 1 这 指数 常 省 去 ) 
或 - 1. 边 的 对 应 关系 ,以 及 这 闭 曲面 ,都 能 用 一 个 式 子 表 出 .例如 一 个 双环 面 ， 
若 用 图 20.10 中 所 表 出 的 边 的 对 应 关系 ,而 且 选 定 那 八 边 形 的 边缘 的 一 个 适当 
方向 , 它 就 可 以 写成 下 式 
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图 20. 10 
aibiaj'bī'azbzaz' bz! 
再 在 双环 面 上 穿 一 个 圆 洞 ,使 洞 边 缘 通过 点 0 , 沿 着 这 个 洞 边缘 ,还 可 以 连 
接 上 另 一 个 环 柄 . 消去 洞 边缘 之 后 ,我们 得 着 一 个 十 二 边 形 .如 同 双环 面 可 以 恋 
状 ( 变 状 不 毁坏 拓扑 性 质 ) 成 一 个 安装 上 了 两 个 环 柄 的 球面 ,这 十 二 边 形 包 成 
一 个 安装 上 了 三 个 环 柄 的 球面 .我 们 能 如 是 得 着 的 曲面 ,是 能 切 开 成 4h 边 形 
的 ,安装 上 了 hh 个 环 柄 的 球面 . 因为 能 任意 变 状 ,这 曲面 也 可 以 说 是 安装 上 了 
h -1 个 环 柄 的 环 面 .下 式 
1b, aj! bil anbnarlbi! (h) 
确定 它 的 基本 多 边 形 4h 边 形 的 边 的 对 应 关系 .若是 沿 着 多 边 形 的 一 
条 对 角 线 1 把 wbia; 马 了 1 四 条 边 切 下 ,我 们 就 得 着 一 个 环 柄 切 开 成 的 五 边 形 . 所 
以 每 一 段 a;ba;'b7! 相当 于 一 个 环 柄 . 
球面 也 有 一 个 确定 的 基本 多 边 形 ; 沿 着 球面 上 连接 0 与 P 两 点 的 弧 a 把 球 
面 制 开 . 结 果 是 一 个 二 边 形 , 它 的 边缘 圆 (Randkreis) 是 
aa”! (0) 
REARS OE LAAT AAA, IEA HOTU 0 与 P( 图 20.11), 别 个 基 
本 多 边 形 都 不 如 此 . 苹 合 这 二 边 形 的 两 边 , 使 圆 域 再 变 成 球面 ,就 如 同 把 张 开 的 
钱包 在 0 与 PP 两 个 贸 链 间 的 口子 合拢 起 来 ,使 它 变 成 球形 袋 . 


P 
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安装 上 了 h 个 环 柄 (h = 0,1,2,…) 的 球面 只 是 所 有 的 不 同 胚 的 闭 曲 面 的 
半数 . 从 球 柄 着 手 ， 我 们 得 着 这 半数 的 闭 曲面 ; 同样 的 ， 从 Mobius 
( 带 Mibiusband) 着 手 ,我 们 才 可 以 得 着 其 余 的 半数 .Mabius 带 是 一 个 扭转 了 n 
弧度 的 环 带 .图 20.12 所 表示 的 Möbius 带 , 可 说 明 如 下 : 设 O, P, M 分 别 是 线段 
c 的 起 点 ,终点 与 中 点 ; 设 另 有 一 轴 与 c 无 共 点 .使 c 绕 轴 旋 转 , 适 合 下 列 二 条 
件 : 第 一 ,c 与 轴 同 在 一 平面 上 ;第 二 , 当 这 平面 旋转 一 周 的 时 候 ,e 在 旋转 平面 
PEE M 旋转 的 弧度 恰 等 于 x. 


图 20.12 


若是 把 Mobius 带 沿 着 线段 切 开 ,结果 是 一 个 矩形 . 它 的 边缘 圆 是 


cr'cr" =! 


而 且 它 们 有 两 个 不 相同 (不 相去 合 ) 的 顶点 0 4 P(A 20.13). r 与 "二 自由 边 
连 成 一 闭 曲线 或 拓扑 圆 ,是 Möbius 带 的 边缘 .其 余 两 边 与 e 的 指数 并 非 相反 ， 
与 从 前 讨论 的 基本 多 边 形 的 边 不 同 ;两 边 与 c 的 指数 相同 ;表示 它们 的 箭头 指 
着 边缘 的 同一 方向 .两 边 的 这 种 对 应 叫做 反对 应 或 第 二 种 对 应 ,而 从 前 的 那 种 
叫做 正 对 应 或 第 一 种 对 应 . 
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图 20. 13 
环 柄 与 Mibius 带 的 边缘 都 是 一 个 拓扑 圆 .但 是 它们 有 一 个 重要 的 区 别 : 环 
柄 在 欧 几 里 得 空间 中 是 双 侧 的 (Zweiseitig) , Möbius 带 却 是 单 侧 的 (Einseitig) . 双 
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侧 与 单 侧 的 意义 如 下 : 设 Möbius 带 上 有 一 只 小 虫 沿 着 带 的 中 线 候 行 , 它 就 可 以 
不 越过 带 的 边缘 爬 到 它 的 起 点 的 反面 . 环 柄 的 边缘 隔 开 环 柄 的 两 面 ;我 们 能 把 
一 面 涂 成 白色 , 另 一 面 涂 成 黑色 ,而 且 使 黑白 两 色 只 在 沿边 缘 处 衔接 .Mabius 带 
却 非 如 此 , 它 只 有 一 侧 . 

这 单 侧 性 还 不 定 是 曲面 的 内 在 性 质 , 所 以 还 不 能 根据 单 侧 性 ,以 为 一 个 扭 
HET n 弧度 的 环 带 不 能 与 一 个 没有 扭转 的 环 带 同 胚 . 这么 抗议 是 很 理 的 .不 过 
根据 另 一 内 在 的 性 质 ,这 两 种 环 带 确实 不 同 胚 .这 性 质 可 说 明 如 下 .设想 不 是 一 
只 小 虫 在 曲面 上 扑 行 , 却 是 一 个 带 有 箭头 的 , 带 有 1,2,3 三 个 点 的 ,小 圆 在 曲面 
中 称 动 . 若是 我 们 的 曲面 是 Mobius 带 , 而且 毫 无 厚度 ,我 们 就 可 以 移动 小 圆 ,使 
ES RADA BA, 但 箭头 相反 ,1,2,3 三 点 与 3,2,1 三 点 分 别 相合 
(图 20.13). 若是 在 一 曲面 中 能 如 此 移动 一 个 小 圆 ,我 们 就 说 这 曲面 不 能 定向 
(Nichtorientierbar) ;否则 说 这 曲面 能 定向 (Orientierbar) .在 能 定向 的 曲面 中 ,一 
个 带 有 箭头 的 小 圆 ,不 但 表明 一 个 点 的 邻 域 的 定向 (Orientierung) , 而 且 这 一 点 
处 的 定向 可 以 确定 地 移 到 每 一 点 处 去 ,能 定向 性 是 曲面 的 一 个 内 在 性 质 .反之 ， 
只 有 曲面 浸没 在 三 维 空间 中 的 时 候 ,曲面 的 双 侧 性 才 有 定义 ;所 以 双 侧 性 是 依 
赖 于 浸没 的 情形 的 ,不容 与 能 定向 性 相 混乱 .其实 将 来 还 要 证 明 ,能 定向 的 曲面 
虽然 永 不 会 是 一 个 浸没 在 欧 几 里 得 空间 中 的 单 侧 曲面 ,但 还 可 以 是 一 个 浸没 的 
别 个 三 维 空间 中 的 单 侧 曲面 . 

若是 环 柄 上 的 圆 洞 用 一 个 圆 域 盖 上 ,或 者 换个 说 法 .把 环 柄 上 的 洞 边缘 连 
接 到 一 个 穿 了 洞 的 球面 的 边缘 上 去 ,我 们 就 从 环 柄 得 着 一 个 环 面 .同样 的 ,也 把 
Möbius 带 的 边缘 用 一 个 圆 域 盖 上 , 那 就 是 说 ,把 Mobius 带 的 边缘 连接 到 一 个 穿 
了 洞 的 球面 的 边缘 上 去 ,我 们 就 从 有 边缘 的 Möbius 带 得 着 一 个 闭 曲 面 .在 三 维 
空间 中 ,只 有 听任 曲面 自 相 穿 割 的 时 候 ,才能 如 此 连接 Mobius 带 与 穿 了 洞 的 球 
面 ,否则 ,是 断然 不 能 实现 的 .不 过 我 们 能 证 明 , 在 四 维 空间 中 ,即使 不 听任 曲面 
自 相 穿 割 ,也 能 使 这 种 连接 实现 .所 以 闭 Möbius 带 是 四 维 空 间 中 的 一 个 曲面 . 
但 是 对 于 这 曲面 的 内 在 性 质 说 , 它 能 否 浸没 在 空间 中 完全 无 关 重 要 ;我 们 只 要 
在 Mobius 带 的 边缘 与 穿 了 洞 的 球面 的 边缘 间 建 立 了 一 个 拓扑 对 应 , 把 每 对 对 
应 点 看 做 是 同一 点 , 闭 Mobius 带 的 内 在 性 质 就 能 完全 断定 了 ,而且 在 每 一 点 的 
邻近 处 , 闭 Mibius 带 与 平面 的 面 片 (Flichenstiick) 并 无 区 别 . 至 于 如 此 界 说 的 曲 
面 能 否 全 个 地 在 空间 中 浸没 ,与 能 否 在 空间 中 把 两 个 曲面 沿 着 边缘 连接 起 来 等 
问题 ,我们 并 不 加 以 讨论 . 

如 此 封闭 了 的 Mobius 带 就 是 投影 平面 (projektive ebene). 算 学 中 所 讨论 的 
闭 曲面 中 ,投影 平面 的 重要 , 仅 次 于 球面 .投影 几何 学 中 介绍 投影 平面 的 时 候 ， 
并 不 说 这 是 闭 Mobius 带 ,却说 它 是 用 一 条 假 (Uneigentlich) 直线 封闭 了 的 欧 几 
里 得 平面 .根据 后 一 种 说 法 ,在 一 个 投影 坐标 系 中 ,投影 平面 的 点 与 三 个 实数 的 
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比 x1 + %2: x3(0 :0:0 除外 ) 成 一 一 对 应 .若是 Xis X2, NX3 当做 齐 次 的 笛 卡 儿 坐 
标 O,x = ai z T EWL P PER ELR ESL x3 = 0 就 


代表 那 封 闭 欧 几 里 得 平面 而 成 投影 平面 的 假 (无 穷 远 ) 直线 . 若是 把 x, xz, x3 
当做 三 维 空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 ,投影 点 就 与 通过 原点 的 直线 成 一 一 对 应 . 

我 们 现在 要 证 明 这 线 集 与 那 组 成 闭 Mobius 带 的 点 集 , 在 拓扑 性 质 方面 , 完 
全 没有 区 别 . 取 一 个 用 原点 做 中 心 ,半径 等 于 1 的 球面 .这 锥 线 集 (Biischel) 中 的 
每 一 直线 交 球 面 于 两 个 径 点 .这 就 把 投影 平面 的 点 拓扑 地 换 成 了 单位 球面 上 的 
径 点 耦 .所 以 只 要 把 球面 上 的 每 两 个 径 点 当做 是 同一 个 点 ,就 得 着 投影 平面 . 投 
影 平面 因此 可 以 表 出 如 下 :用 下 半 个 球面 的 点 做 投影 点 的 代表 ,而 且 设想 在 越 
过 下 半 个 球面 的 边界 赤道 圆 一 一 的 时 候 ,能 从 这 圆 上 的 一 点 跳 到 它 的 径 
点 . 设 平面 是 球面 的 南极 5 处 的 切面 . 现 把 下 半 个 球面 直角 的 投影 到 平面 
E( 图 20. 14) ,把 它 换 成 单位 圆 域 . 所 以 单位 圆 域 的 边缘 上 每 两 个 径 点 合 合 之 
后 ,这 单位 圆 域 变 成 的 闭 域 就 代表 投影 平面 . 


图 20.14 

根据 这 个 变换 ,我 们 可 以 得 着 两 个 结果 .第 一 ,投影 平面 与 闭 Mobius 带 相 
同 . 设 r 与 是 圆 域 中 与 圆心 等 距 的 二 平行 线段 . 沿 着 这 二 线段 把 圆 域 切 开 成 
下 列 三 部 分 ,两 个 弓形 与 其 间 的 一 个 面 片 (图 20.15). 释 合 单位 圆 域 的 边缘 上 的 
径 点 , 恰 使 这 面 片 变 成 一 条 Mobius 带 , 而 且 使 这 两 个 弓形 沿 着 b 边 连接 而 成 一 
个 圆 域 . 这 Mobius 带 与 这 圆 域 的 边缘 都 是 rr; 所 以 后 者 就 是 封闭 Mobius 带 的 
圆 域 (图 20. 16). 

闭 Mobius 带 既 然 是 投影 平面 的 拓扑 的 代表 ,Mabius 带 也 可 以 从 当做 一 个 


© _ G.Kowalewski, Analytische Geometrie(Leipzig 1923), § 14,p.32. 此 处 所 需要 的 投影 几何 学 中 的 基 
本 事实 ,在 下 列 各 书 中 都 有 喧 当 的 叙述 ,读者 可 以 参考 :F. Klein, Nichteuklidische Geometrie( Berlin 1928 , 
章 工 ;L.Bieberbach，Projektive Geometrie( Leipzig 1931 ) ; Hilbert Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie( Berlin 
1982) ;H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fläche( Leipzig 1923) . 
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穿 了 洞 的 投影 平面 .这 是 Mobius 带 的 一 个 新 表示 法 . 洞 不 管 在 何 处 ,结果 所 得 
的 有 边缘 的 曲面 在 拓扑 学 中 都 等 价 . 所 以 若是 全 合 径 点 的 一 个 圆 域 表示 投影 平 
面 ,我 们 就 可 以 在 圆 域 的 中 心 穿 一 个 圆 洞 ,得 着 如 图 20.17 中 所 表示 的 Mobius 
带 .图 20.17 中 的 平 环 的 外 边缘 的 径 点 全 合 , 内 边缘 是 Mibius 带 的 边缘 .若是 再 
把 这 平 环 沿 着 虚线 切 开 ,然后 至 合 外 边缘 上 的 两 个 半圆 ,就 重 回 到 Mobius 带 的 
原来 表示 法 了 . 


EN 
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图 20. 15 图 20. 16 图 20. 17 


第 二 ,投影 平面 换 成 圆 域 的 交换 立刻 使 我 们 求 得 投影 平面 的 基本 多 边 形 . 
我 们 只 要 把 单位 圆 域 看 做 是 一 个 二 边 形 ,两 条 边 都 是 a 的 二 边 形 .边缘 上 径 点 
WEA A A Pst 

aa 

表 出 . a 边 的 起 点 与 终点 又 合 而 成 投影 平面 上 的 点 9 
0( 图 20.18) ,而 a 就 是 一 条 投影 直线 的 象 (Bild) 线 . 
把 投影 平面 沿 着 这 条 投影 直线 割 开 ,我 们 就 得 着 投影 
平面 的 基本 多 边 形 . 

因此 投影 平面 也 是 能 用 一 个 基本 多 边 形 代表 的 
这 一 组 闭 曲 面 中 的 一 个 . 它 与 这 一 组 中 的 环 面 不 同 ; 6 
环 面 是 欧 几 里 得 空间 中 的 闭 曲面 ;但 是 ,若是 不 准 自 
相 穿 割 , 投影 平面 一 一 其 实 所 有 的 不 能 定向 的 闭 曲 
面 却 不 能 浸没 在 欧 几 里 得 空间 中 . 

因为 Möbius 带 , 穿 了 洞 的 投影 平面 ,与 外 (或 内 ) 边缘 圆 上 径 点 倒 合 之 后 的 
平 环 ,这 三 个 曲面 同 胚 ,所 以 在 任 一 穿 了 洞 的 闭 曲 面 上 , 沿 着 这 个 洞 边缘 连接 上 
一 条 Mobius 带 或 连接 上 一 个 穿 了 洞 的 投影 平面 ,或 个 合 洞 边缘 上 每 对 的 径 点 ， 
我 们 都 得 着 同一 个 新 曲面 ,这 安装 在 圆 形 洞 上 的 Mobius 带 有 时 候 也 叫做 交叉 
帽 (Kreuzhaube). 


图 20.18 
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现在 只 要 在 球面 上 安装 上 若干 Mibius 带 , 我 们 剩 下 而 还 未 讨论 的 闭 曲面 
就 能 全 体 得 着 了 .安装 Mobius 带 的 历程 与 安装 环 柄 的 一 样 :在 投影 平面 中 穿 一 
个 洞 ( 图 20. 18) ,使 洞 边缘 1 通过 点 0. 若 是 在 点 0 处 把 ! 切断 ,从 投影 平面 的 基 
本 多 边 形 就 得 一 个 三 边 形 ,它们 的 边缘 圆 是 aal .设想 有 两 个 三 边 形 ,它们 的 边 
缘分 别 是 a1a1l 与 a2a2171. 把 它们 沿 着 洞 边缘 连接 起 来 ,再 把 连接 的 线 痕 消去 ， 
我 们 就 得 一 个 四 边 形 , 它 的 边缘 圆 是 

Q1Q1Q202 

(图 20.19). 这 就 是 安装 上 了 两 条 Mobius 带 的 球面 的 基本 多 边 形 . 

这 曲面 也 叫做 单 侧 的 环 管 或 不 能 定向 的 球面 . 若是 不 沿 着 连接 的 线 痕 L, 
却 沿 着 另 一 条 对 角 线 m ,把 基本 多 边 形 切 开 成 两 个 三 角形 ,再 沿 着 a 边 把 它们 
连接 起 来 ,我 们 就 得 一 个 新 的 四 边 形 (图 20.20) , 它 的 边缘 圆 是 ajmai!m. 这 四 
边 形 所 包 成 的 当然 是 同一 个 曲面 .我 们 先 释 合 a 这 条 边 ,使 这 四 边 形变 成 圆柱 
面 (图 20.21). 要 得 着 我 们 的 曲面 ,圆柱 面 的 两 个 界 圆 m 上 的 点 必须 成 对 地 竺 
合 .但 是 我 们 不 能 释 合 每 一 条 母线 上 的 两 个 端点 ,因为 如 此 又 合 而 成 的 是 能 定 
向 的 环 面 . 设 x 是 圆柱 面 的 轴 的 平分 垂 线 .我 们 必须 释 合 两 个 界 圆 上 的 ,对 于 x 
对 称 的 每 两 个 点 , 才 得 着 我 们 的 不 能 定向 的 环 面 . 


m 
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图 20. 19 图 20.20 图 20.21 
若是 听任 圆柱 面 自 相 穿 割 , 这 两 个 界 圆 的 这 种 春 合 也 可 以 在 欧 几 里 得 空 
间 中 实现 (图 20.22). 如 此 得 着 的 单 侧 的 环 管 从 顶 到 底 的 切 开 , 结果 是 两 条 
Mobius 带 .图 20.23 表 出 其 中 的 一 个 . 
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图 20.22 图 20.23 
球面 上 安装 个 Mobius 带 所 成 的 闭 曲 面 ,可 以 展开 成 一 个 基本 多 边 形 , 它 
的 边缘 圆 是 


QI1Q10202… Aak (k) 
我 们 现在 既 不 知道 ,我 们 如 此 得 着 的 这 些 闭 曲面 是 否 是 所 有 的 闭 曲面 ,也 
还 没有 证 明 这 些 闭 曲面 中 没有 两 个 同 胚 .第 一 个 疑问 很 容易 解答 . 要 证 明 这 些 
曲面 中 每 两 个 不 同 胚 , 那 就 需要 用 同调 群 的 概念 与 它 的 拓扑 不 变性 了 . 
上 面 所 列举 的 曲面 还 不 能 包括 所 有 的 曲面 .我 们 所 得 着 的 ,到 现在 为 止 ,只 
是 无 边缘 的 而 且 由 有 限 个 多 边 形 所 连接 成 的 闭 曲面 . 此 外 还 有 无穷 的 曲面 , 需 
要 无 穷 多 个 多 边 形 拼 艇 而 成 .例如 欧 几 里 得 平面 与 欧 几 里 得 空间 中 的 单 叶 双 曲 
面 . 


3 Am, AA, AA 

闭 曲面 是 流 形 的 特 款 . 流 形 的 不 同 胚 的 证 法 ,粗浅 地 说 ,是 根据 流 形 上 的 低 
维 域 的 一 种 分 类 .现在 我 们 用 曲面 上 的 曲线 这 个 最 简单 的 例子 来 说 明 . 

我 们 先 研究 无 重点 的 而 且 有 确定 的 流向 (Durchlaufungssinn) 的 闭 曲 
线 一 一 定向 圆 的 拓扑 象 .要 达到 一 个 曲面 上 的 这 种 曲线 的 分 类 的 目的 ,我 们 必 
须 先 规定 这 种 的 两 条 曲线 何 时 等 价 .我 们 说 :者 是 两 条 曲线 a 与 b 中 的 一 条 能 
在 这 曲面 上 绵 续 的 变 状 成 另 一 条 ,这 两 条 曲线 就 等 价 . 若是 在 把 a 绵 续 的 变 状 
成 b 的 任 一 瞬间 ,ac 所 变 成 的 曲线 都 无 重点 ,这 变 状 就 是 所 谓 同 痕 (Isotop) 变 状 ， 
而 且 a 与 b 就 说 是 同 痕 . 例如 环 面 上 的 两 个 同样 定向 的 经 圆 同 痕 ,图 20.24 中 的 
曲线 LST AR, 工 与 焉 却 不 同 痕 . 同 痕 变 状 难以 用 算 学 的 方式 处 置 ;所 以 与 
同 伦 (Homotop) 变 状 比较 , 同 痕 变 状 将 来 不 占 重 要 的 地 位 . 

在 a 经 过 同 伦 变 状 变 成 b 的 历程 中 ,a 所 变 成 的 曲线 无 须 都 无 重点 ,其 实 ， 
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图 20.24 

还 可 以 任意 自 相 变 切 .我们 也 无 须 假设 a 与 5 
都 无 重点 .若是 a 经 过 同 伦 变 状 变 成 5 ,我们 就 
说 它们 同 伦 ,或 者 更 正确 地 说 , 自由 同 伦 . 同 痕 
的 曲线 当然 也 同 伦 . 图 20.24 中 的 四 条 曲线 的 
每 一 条 都 能 在 平面 上 缩 成 一 点 ,都 是 所 谓 零 伦 
(Nullhomotop) 的 曲线 ,所 以 它们 在 平面 上 都 同 
伦 . 环 面 上 的 一 个 有 确定 的 流向 的 经 圆 与 流向 
相反 的 经 圆 不 同 伦 ,一 个 经 圆 与 一 个 纬 圆 不 同 图 20. 25 

伦 , 所 有 的 经 纬 圆 都 不 同 伦 .一 一 我 们 也 能 不 引用 变 状 , 界 说 同 伦 的 曲线 如 下 : 


设 a 与 5 是 曲面 8$ 上 的 二 曲线 .若是 平 环 (图 20.25) 能 绵 续 地 (无 须 拓扑 地 ) 换 


成 5 上 的 一 个 点 集 ,而 它 的 定向 的 边缘 圆 a 与 5 分 别 换 成 a 与 5,a 与 就 说 是 
同 伦 地 曲线 .在 这 种 情形 下 ,a 经 历 同心 圆 变 成 5 ,就 相当 于 a 同 伦 的 变 状 成 4; 
而 且 , 反 之 ,在 a 同 伦 地 变 状 成 5b 的 时 候 , a 经 过 一 个 “广义 的 ”(Singulir) 平 环 ， 
即 平 环 的 绵 续 象 . 

这 种 变 状 很 自然 地 引出 一 种 推广 , 即 引 出 闭 曲线 的 一 种 极 粗浅 的 但 极 重 要 
的 分 类 法 ,把 闭 曲 线 分 成 同调 类 (Homologieklasse). 我 们 不 用 平 环 一 一 在 拓扑 
学 中 ,等 于 穿 了 两 个 洞 的 球面 一 一 却 用 穿 了 两 个 洞 的 亏 格 (Geschlecht)h 的 能 
定向 的 曲面 (图 20.26 PRH h = 1 的 专款 ) 替代 ,把 它 绵 续 地 ( 正 变换 单 值 , 逆 


变换 无 须 单 值 ) 换 成 5 上 的 一 个 点 集 .若是 这 种 变换 存在 ,使 洞 边缘 a 与 5( 如 图 
中 所 确定 了 的 方向 ) 换 成 给 定 的 二 曲线 a 与 5,a 与 5 就 说 是 互相 同调 


(Homolog) .例如 图 20.27 中 所 表 出 的 曲面 (安装 上 了 三 个 环 柄 的 球面 ) 上 的 曲 
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线 a 与 就 同调 ;因为 它们 把 5 分 成 两 个 穿 了 两 个 洞 的 环 面 ,而 且 组 成 这 样 的 每 
一 环 面 的 边缘 .我 们 将 来 证 明 , 同 调 类 组 成 一 Abel 群 , 即 一 维 的 同调 群 .一 维 同 


调 群 是 曲面 Ò 的 拓扑 不 变性 .利用 它 , 我 们 才能 证 明 前 节 中 所 列举 的 曲面 都 不 
同 胚 .例如 ,球面 只 有 一 个 同调 类 ,投影 平面 有 两 个 ,而 其 他 闭 曲面 的 同调 群 都 
是 无 穷 群 .我 们 如 此 粗略 地 所 指出 的 概念 ,当然 还 需要 正确 的 定义 ;所 叙述 的 定 
理 ,也 当然 需要 证 明 . 


图 20.26 图 20.27 


~—~~~~~~—~~—~~~ 


曲面 的 不 同 胚 的 问题 虽 已 能 完满 解答 ,三 维 的 与 更 高 维 的 同样 的 问题 却 还 
未 解决 .不 同 胚 的 三 维 空间 ,我 们 已 不 能 完全 列举 ,更 不 必 说 更 高 维 的 了 . 多 维 
SAMAR RAM, 自然 与 直觉 离 开 更 远 .但 这 问题 不 仅 自身 很 有 兴趣 ， 
它 还 在 微分 方程 式 论 与 两 个 复 变 的 函数 论 中 出 现 .虽然 所 有 的 能 定向 的 闭 曲 面 
都 是 函数 论 中 的 Riemann 曲面 ,三维 空 间 中 也 有 两 个 一 一 投影 空间 与 球 式 空间 
(sphiirische raum) 在 拓扑 学 以 外 的 算 学 中 , 占 重要 的 地 位 . 

〈 实 素 的 ) 投影 空间 的 产生 ,是 由 于 要 用 新 点 补充 欧 几 里 得 空间 ,使 投影 变 
换 在 新 点 集中 成 为 一 一 对 应 的 变换 .我 们 所 习 用 的 方法 ,是 用 一 个 假 平面 —— 
在 投影 变换 下 , 欧 几 里 得 空间 中 的 没 影 平面 (Fluchtebene) 的 像 平 面 一 把 欧 
几 里 得 空间 封闭 成 投影 空间 .投影 空间 与 欧 几 里 得 空间 不 同 :投影 空间 是 闭 空 
间 , 能 由 有 限 个 四 面体 拼 拨 而 成 . 

球 式 空间 也 是 用 新 点 封闭 欧 几 里 得 空间 而 成 的 . 不 过 此 处 加 入 新 点 的 目 
的 ,是 要 使 等 角 变 换 (konforme abbildung) 欧 几 里 得 空间 中 的 球 变换 
在 球 式 空间 中 成 为 一 一 对 应 的 变换 @. 球 变换 中 之 一 


(Kugelverwandtschaft) 


© F.Klein, Höhere Geometrie( Berlin 1926)50;W. Blaschke, Differentialgeometrie I( Berlin 1921)40. 
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是 倒 半径 变换 (abbildung durch reziproke radien) ,而且 欧 几 里 得 空间 经 过 这 变 
换 时 ,单位 球 ( 反 演 球 Inversionskugel) 的 中 心 无 象 点 .我 们 只 要 用 这 中 心 的 象 点 
(不 用 一 个 假 平 面 的 所 有 的 点 ) 封闭 欧 几 里 得 空间 就 得 着 这 球 式 空间 . 这 与 封 
闭 实 数 平面 成 实数 球面 相同 . 

其 他 多 维 的 流体 ,在 算 学 中 出 现 的 ,常常 不 是 点 
流体 ,而 是 另 一 类 的 元 素 所 组 成 的 . 我们 已 经 知道 一 
个 非 点 所 组 成 的 二 维 的 流体 :三 维 的 欧 几 里 得 空间 中 
所 有 通过 一 点 的 ,未 定向 的 直线 所 组 成 的 集合 . 我们 
能 把 这 流体 换 成 投影 平面 ,使 邻近 的 直线 换 成 邻近 的 
点 .一 机 械 系统 的 所 有 位 置 组 成 另 一 类 流体 ,我 们 举 
平面 双 摆 (ebene doppelpendel) 这 最 简单 的 机 械 系统 
为 例 . 平 面 双 摆 由 两 条 刚体 杠杆 L5 LAR: 的 一 
个 端点 悬 在 点 4 处 , 它 的 另 一 端点 五 与 2 的 一 端点 用 图 20.28 
一 个 圆 关 节 (Gelenk) 相连 (图 20.28) ;它们 在 平面 中 自由 运动 ,不 受 别 种 限制 . 
这 两 条 杠杆 与 垂 线 所 成 的 两 个 角 gp 与 y, 可 以 用 来 确定 这 双 摆 所 有 能 占有 的 位 
E; mE, AE m 与 n 都 是 整数 ,(g,y) 与 (p + m2r,y + n2r) 确定 它 的 同一 位 
置 . 所 以 要 表 出 这 双 摆 的 所 有 位 置 ,我 们 可 以 用 gy 平面 中 边 长 2x 的 一 个 正方 
形 ,而 且 春 合 这 正方 形 的 每 两 条 相对 边 . 因为 这 样 的 正方 形 也 代表 环 面 , 我 们 能 
说 这 双 摆 的 位 置 与 环 面 中 的 点 成 对 应 ,而且 环 面 上 邻近 的 点 相当 于 双 摆 的 邻近 
位 置 . 双 摆 的 一 循环 运动 — 回 到 起 点 的 运动 所 以 相当 于 环 面 上 的 一 条 
闭 曲 线 . 

若是 用 球 关节 代替 圆 关节 ， 我 们 便 得 着 球面 双 摆 (sphirisches 
doppelpendel) 它 的 所 有 位 置 与 两 个 球面 上 的 点 耦 成 对 应 ,而且 邻 近 的 位 置 与 邻 
近 的 点 耦 成 对 应 .我 们 可 以 用 四 个 参数 ,例如 两 个 球面 的 经 纬度 ,来 确定 这 双 择 
”的 每 一 位 置 ,所 以 球面 双 摆 的 “位 置 空间 ”是 一 个 四 维 流体 . 

我 们 现在 要 说 明 三 维 的 ( 实 素 ) 投影 空间 中 所 有 的 定向 直线 ,也 组 成 一 个 
四 维 流 形 ,而 且 它 同 前 一 个 例子 一 样 , 可 能 看 做 是 由 两 个 球面 的 点 耦 组 成 的 ,所 
以 与 前 一 个 流 形 同 胚 .设想 这 实 素 投 影 空间 浸没 在 复 素 投影 空间 ( 它 的 点 坐标 
是 四 个 不 全 等 于 零 的 复数 的 比 :xi : x: x3 : x4) 之 中 .第 一 步 我 们 证 明定 向 的 
实 直线 的 集合 与 零件 


xi + 03 + eh 4+ 03 = 0 
( 它 的 点 全 是 复数 , 那 就 是 说 , 它 的 点 的 坐标 是 复数 ) 的 点 成 拓扑 对 应 如 下 :每 
一 条 实 直线 与 零 球 相交 于 两 个 不 同 的 相配 复 点 已 与 互 ;而且 ,反之 , 零 球 上 的 每 
两 个 相配 复 点 确定 一 条 连接 实数 g. 设 P, Pr, Ps 是 g 的 三 个 实 点 . g 的 一 个 定 
向 确定 这 三 点 的 一 个 循环 次 序 ;假设 P, Pa, Ps 代表 这 次 序 . 因为 
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(PP, P,P3) = 1 与 (PPIP2P3) = À 
是 相配 复数 ,不 是 实数 ,其 中 恰 有 一 个 ,其 虚数 部 分 是 正 数 ;假设 就 是 .又 因为 


(PPyP3P1) = 7 5(PPsPiP,) = A= 
A 的 这 性 质 不 因 Pi, P2, P3 的 循环 置换 (Vertauschung) 而 改变 ,所 以 这 定向 的 直 
线 g 唯一 地 确定 P 这 个 点 .又 因为 


(PP|P3P2) = + 


的 虚数 部 分 是 负 的 ,相反 定向 的 直线 g 确定 点 P. 定向 实 线 与 零 球 的 点 间 因 此 
建立 了 一 个 一 一 对 应 的 关系 . 

现在 第 二 步 , 再 用 “ 左 “ 右 ”两 个 二 次 列 线 (Schar) 的 复 直 线 产 生 这 零 球 0. 
设 1 是 左 二 次 列 线 中 的 一 条 直线 ,r 是 右 二 次 列 线 中 的 一 条 直线 .给 定 了 零 球 的 
一 点 P, EE) 列 线 中 恰 有 一 条 直线 通过 已 ,与 rll] 交 于 一 点 P,[ Pi], 所 以 每 
一 点 已 恰 唯 一 地 确定 两 个 点 ,一 点 在 r 上 ,一 点 在 ! 上 ;反之 亦 然 . 

所 以 要 证 明 投 影 空间 中 的 定向 直线 与 两 个 球面 的 点 耦 成 一 一 对 应 ,只 要 证 
AA rll) 的 所 有 点 , 那 就 是 说 ,一 条 投影 直线 的 所 有 ( 复 ) 点 ,组 成 一 个 实数 球面 . 
这 是 很 显然 的 .假设 投影 直线 上 有 一 投影 坐标 系 Ai : py. 直线 的 点 相当 于 Ai : 
po 所 经 历 的 所 有 可 能 的 复数 (包含 % 在 内 ) ,所 以 恰 组 成 一 个 实数 球面 . 

如 同 球面 双 摆 的 位 置 空间 一 样 , 实 素 投影 空间 中 所 有 的 定向 直线 的 流 形 也 
与 两 个 球面 的 点 耦 成 对 应 ,邻近 的 直线 相当 于 邻近 的 点 . 

不 只 是 力学 系统 的 位 置 组 成 多 维 流 形 , 它 的 运动 状态 (Bewegungszustand) 
也 组 成 叫做 相 空 间 的 多 维 流 形 .所 谓 一 个 质点 的 运动 状态 ,就 是 这 质点 在 空间 
中 的 位 置 ,速度 的 量 与 方向 .我 们 举 下 列 的 例子 . 设 重 力 场 中 有 一 个 质点 ,被 限 
制 在 一 个 固定 的 球面 上 运动 ;而 且 它 的 能 量 一 一 动能 与 位 能 的 总 和 在 任 
何 时 间 都 等 于 一 常数 ;而 且 这 常数 又 如 此 之 大 ,使 它 在 运动 历程 中 能 走 到 球面 
的 最 高 点 .这 质点 的 每 一 运动 状态 可 以 由 它 的 球面 上 的 位 置 (这 需要 两 个 标志 
与 它 的 速度 的 方向 (这 是 第 三 个 标志 ) 确定 . 速度 的 量 已 可 以 从 预先 给 定 的 能 
量 与 位 置 断 定 , 所 以 并 不 必要 . 所 以 运动 状态 与 球面 上 的 定向 的 线 素 
(Linienelement) 成 一 一 对 应 : 相 空间 所 以 是 一 个 三 维 空间 ,而且 可 以 变 成 三 维 
的 投影 空间 .运动 状态 因此 相当 于 投影 空间 中 的 点 ,邻近 的 运动 状态 相当 于 邻 

邻 域 , 我 们 起 初 把 图 形 看 做 是 欧 几 里 得 空间 中 的 点 集 . 后 来 把 Mobius 带 封 
闭 成 投影 平面 时 ,我 们 已 经 委 开 了 这 种 朴 质 的 概念 ,而 且 还 另 下 了 曲面 的 定义 ， 


@ F.Klein, Höhere Geometrie(Berlin 1926) §45, 或 E. Study, Geometrie der Kreise und Kugeln, Math. 
Ann. 86(1922) ,或 L. Bieberbach, Höhere Geometrie( Leipzig 1933) . 
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BENE SE PHT BRAY. 其实, 把 二 维 流 形 浸没 在 空间 中 , 虽 有 时 还 可 以 
说 有 直觉 作 根 据 ; 但 是 那些 不 由 点 组 成 的 更 高 维 的 流 形 也 要 用 点 集 代表 ,也 要 
把 它们 浸没 在 多 维 的 欧 几 里 得 空间 中 ,在 一 般 情形 下 , 反 是 既 不 自然 又 不 适当 
的 办 法 .所 以 讨论 到 这 种 流 形 的 时 候 , 我 们 更 应 该 丢 开 那 包含 的 空间 .我 们 还 应 
该 注意 ,我们 此 前 说 明 拓 扑 变 换 与 同 胚 这 两 个 概念 ,还 是 根据 于 图 形 浸没 在 空 
间 中 这 种 看 法 .这 是 因为 在 本 书 起 始 的 时 候 ,我 们 还 是 在 空间 中 取 一 坐标 系 ,用 
表示 变换 的 坐标 函数 (Koordinatenfunktion) 的 绵 续 来 界 说 变换 是 绵 续 的 . 但 是 
我 们 在 讨论 双 摆 位 置 的 流 形 的 时 候 , 我 们 并 没有 用 坐标 函数 , 却 也 说 明了 这 个 
流 形 与 环 面相 同 .所 以 我 们 必须 另 想 办 法 ,把 握 着 绵 续 的 要 素 ,不 再 利用 空间 中 
的 坐标 与 坐标 函数 . 

现在 ,我 们 试想 一 想 , 位 置 空间 或 相 空 间 与 欧 几 里 得 空间 中 的 点 集 究 竞 具 
有 什么 共同 的 性 质 , 使 它们 间 能 有 连续 变换 存在 ?在 位 置 空间 或 相 空间 中 ,我 们 
直觉 地 知道 什么 元 素 ( 位 置 或 运动 状态 ) 与 某 一 元 素 邻近 ,什么 子 集 当然 
有 各 种 不 同 的 选择 组 成 某 一 元 素 的 邻 域 (Umgebung) .一 个 换 邻 域 成 邻 域 
的 变换 才 叫 做 绵 续 的 变换 . 球面 的 点 集 与 环 面 的 点 集 的 纯 数 (Michtigkeit) 相 
等 ,所 以 这 两 个 点 集成 一 一 对 应 .但 是 它们 不 同 胚 , 那 就 是 说 ,它们 间 没 有 一 个 
一 一 对 应 的 变换 ,使 邻近 点 换 成 邻近 点 .所 以 邻 域 的 规定 ,是 使 算 学 的 集合 能 成 
为 拓扑 学 所 研究 的 对 象 的 ,或 者 说 ,使 算 学 的 集合 能 有 空间 性 的 最 低 的 条 件 .如 
何 规定 邻 域 ,我 们 可 举 下 列 的 空间 为 例 . 在 欧 几 里 得 的 空间 中 ,一 点 的 每 一 邻 
域 ,必须 包含 那 围绕 这 点 的 一 个 球体 中 所 有 的 点 ; 邻 域 的 大 小 , 视 选 择 的 球体 的 
大 小 而 定 .在 球 式 空 间 中 ,一 个 点 集 必须 包含 有 一 个 够 大 的 球面 外 所 有 的 点 , 才 
是 这 新 加 入 的 假 点 的 邻 域 .在 投影 空间 中 ,给 定 了 一 条 直线 ,可 以 取 一 个 细 狭 的 
单 叶 双 曲 体 围绕 这 直线 ,以 这 直线 为 轴 . 一 投影 直线 的 邻 域 必须 包含 以 它 为 轴 
的 , 够 细 狭 的 一 个 单 叶 双 曲 体 之 内 的 所 有 直线 . 

我 们 用 邻 域 概念 做 绵 续 性 与 拓扑 变换 的 基础 ,然后 我 们 所 要 讨论 的 图 形 才 
脱离 了 那 包含 的 直觉 空间 ,因而 才能 与 其 他 有 空间 性 的 对 象 , 例如 曲面 等 的 地 
位 .我 们 从 此 就 要 把 空间 看 做 是 几何 学 中 的 绵 续 点 集 . 邻 域 概念 对 于 空间 之 成 
为 空间 的 关系 的 密切 ,因此 也 更 为 明显 .我 们 将 要 认识 的 许多 有 意义 的 概念 与 
定理 ,就 都 与 距离 (Entfemung) . 平 直线 (Geradlinigkeit) ,甚至 于 空间 的 维 数 都 不 
发 生 关系 .若是 要 把 一 个 点 集 当 做 空间 ,我 们 必须 规定 其 中 每 一 点 的 邻 点 .一 个 
点 集 只 要 有 了 邻 域 的 规定 ,无 须 别 种 限制 ,就 叫做 邻 域 空间 (Umgebungsraum). 

有 了 邻 域 概念 ,我 们 才能 建立 最 广义 的 空间 概念 的 界 说 , 那 就 是 说 ,才能 把 
最 广义 的 空间 概念 建立 在 集合 论 的 基本 概念 之 上 ,使 这 不 依赖 于 模糊 的 直觉 . 
而 且 如 此 得 着 的 概念 的 普遍 性 最 可 以 发 挥 广大 的 作用 :只 要 一 个 算 学 的 集合 能 
作 一 种 邻 域 的 规定 ,使 邻 域 适合 某 些 公理 ,我 们 就 能 把 这 集合 当做 一 个 空间 (最 
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广义 的 ) ,而 且 能 在 这 一 空间 中 运用 对 于 任意 的 邻 域 空间 所 推出 的 概念 与 定理 . 

我 们 现在 要 用 综合 几何 学 做 模范 ,要 采用 一 种 邻 域 理 论 , 把 这 章 中 所 略 述 
的 概念 与 定理 严密 地 建筑 起 来 ;因此 我 们 必须 从 新 起 始 ,完全 脱离 直接 的 直觉 . 
在 开始 数 章 中 ,只 偶然 有 些 例 子 表明 普遍 的 讨论 与 几何 问题 间 的 关系 .虽然 如 
此 ,下 一 章 却 也 不 是 完全 讨论 最 广义 的 邻 域 空间 . 其实 我 们 所 注意 的 ,差不多 都 
是 十 分 特殊 的 邻 域 空间 , 即 我 们 已 提起 过 的 复合 形 . 至 于 介 平 我 们 所 采用 的 最 
广义 的 邻 域 空间 概念 与 复合 形 概念 之 间 的 ,还 有 和 集合 论 的 拓扑 学 ,包括 拓扑 空 
间 , 它 的 点 集 与 维 数论 ,我 们 都 不 加 以 讨论 . 
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希 尔 伯 特 谈 拓 扑 ” 


在 研究 投影 几何 学 时 ,我 们 已 经 看 到 了 不 用 比较 长 度 
和 角 仍 能 描写 具有 明确 的 几何 特征 的 现象 . 拓扑 学 所 研究 的 几 
— | 何事 实 ,甚至 不 包括 直线 和 平面 的 概念 ,只 包括 图 形 各 点 之 间 
的 连续 连通 性 . 设想 有 一 个 用 可 随意 变形 但 不 得 撕 破 或 粘连 的 
某 种 材料 制 成 的 图 形 . 我 们 将 探讨 经 过 这 种 变形 而 不 变 的 属于 
图 形 的 性 质 .举例 来 说 ,球面 的 拓扑 性 质 就 和 椭 球 面 、 立 方 体 、 
+ 四 面体 的 相同 , 另 一 方面 ,球面 和 环 面 的 拓扑 性 质 不 同 ,因为 显 

而 易 见 ,一 球面 若 不 许 白 破 也 不 许 粘连 ,不 会 变 成 环 面 . 

在 几何 学 的 发 展 史上 ,拓扑 学 问题 的 出 现 比 投影 几何 学 还 
要 迟 ,这 是 自然 的 .拓扑 学 的 问题 直到 18 世纪 才 开 始 研究 . Me 
些 发 现 ,拓扑 学 的 一 些 定理 ,纵然 在 外 表 上 有 不 确定 性 , 却 同 许 
多 最 精确 的 定量 的 数学 结果 发 生 联系 .这 里 是 指 代数 学 、 复 变 
数 函 数论 和 群 论 . 时 至 今日 ,在 数学 各 分 支 中 ,拓扑 学 的 研究 是 
最 为 丰富 多 彩 .最 有 收获 的 一 种 . 

a 今后 我 们 限于 研究 关于 三 维 空间 中 的 曲面 的 几 个 问题 @. 
E | 首先 从 拓扑 学 上 最 容易 探讨 的 曲面 一 多 面体 入 手 . 


自 : 希 尔 伯 特 D, 康 福 森 DD. 直观 几何 下 册 [M]. 王 联 芳 , 译 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1964. 
一 步 拓扑 学 的 基本 概念 , 可 参考 II. Anekcanapoes, Einfachste Grundbegriffe der 
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所 谓 多 面体 ,是 说 任意 多 个 多 边 ( 角 ) 形 的 组 合 ,这 种 组 合适 合 两 个 条 件 : 
(1) 在 任 一 棱 相 遇 的 多 边 形 恰恰 有 两 个 (作成 二 面 角 );(2) 从 任 一 多 边 形 出 发 ， 
跨 过 一 些 棱 ,能 到 任 一 别 的 多 边 形 上 去 . 

最 简单 而 又 最 重要 的 多 面体 要 算 简单 多 面体 . 所 谓 简单 多 面体 ,是 说 经 过 
连续 变形 能 变 作 球 面 的 多 面体 . 正 多 面体 就 是 简单 多 面体 的 例子 .不 久 我 们 会 
看 到 ,也 有 好 多 多 面体 不 是 简单 多 面体 ;也 就 是 说 ,有 不 能 变 作 球面 的 多 面体 . 

我 们 知道 , 正 多 面体 有 一 特性 :没有 止 进 的 楼 . 由 此 引申 得 到 , 正 多 面体 是 
上 吓 的 .“ 凸 ”的 意思 是 说 整个 多 面体 居于 每 一 面 的 同一 侧 , 因 而 我 们 可 以 拿 任 一 
面 作 底 把 它 放 在 桌面 上 . 凸 性 不 是 拓扑 性 质 ,因为 多 面体 经 过 按照 拓扑 观点 是 
非 本 质 的 交换 能 变 为 非 凸 的 多 面体 . 虽然 如 此 ,多 面体 的 凸 性 却 草 涵 着 一 个 拓 
扑 性 质 .因为 , 稍 加 思索 即 可 明白 : 任 一 凸 多 面体 一 定 是 简单 多 面体 @. 

简单 多 面体 的 项 点数 \ 棱 数 和 面 数 之 间 有 一 个 很 重要 的 关系 . 这 个 关系 是 
欧 拉 发 现 的 ,因而 叫做 多 面体 的 欧 拉 定理 (公式 ). 设 是 多 面体 的 顶点 数 ,K 是 
棱 数 ,下 是 面 数 , 欧 拉 定理 断言 ,在 所 有 的 简单 多 面体 中 


E-K+F=2 
姑 以 下 面 举 出 的 几 个 多 面体 为 例 来 验证 这 个 奇妙 的 定理 . 
四 面体 : E-K+F=4-6+4=2 
立方 体 : 8-12+6=2 
八 面体 : 6-12+8=2 


为 了 证 明 欧 拉 定理 ,我 们 在 一 平面 上 作 一 简单 多 面体 的 象 , 即 所 谓 多 面体 
的 平面 网 ,其 法 如 下 :从 多 面体 中 任意 挖 掉 一 个 面 ,把 其 余 的 各 面 一 齐 挤 压 到 这 
个 面 上 来 .在 这 样 变 形 时 ,还 能 办 到 使 各 个 面 依然 是 以 直线 段 为 边缘 并 且 顶 点 
的 总 数 也 不 变 的 多 边 形 (但 是 当然 不 能 作 到 使 每 个 平面 多 边 形 都 与 原 多 边 形 合 
同 ) .这 个 多 边 形 组 称 为 多 面体 的 平面 网 . 

平面 网 所 含 的 顶点 数 和 棱 数 跟 多 面体 的 相同 ,只 是 面 数 少 了 一 个 . 现在 让 
我 们 对 平面 网 作 一 系列 的 变换 ,使 网 的 构造 简化 ,但 不 变更 已 - K + 下 这 个 数 ， 

首先 , 凡 遇 到 在 平面 网 中 边 数 大 于 3 的 多 边 形 ,就 联 一 对 角 线 .这 样 将 多 出 


Tr 


和 非 凸 的 多 面体 有 一 个 突出 的 差别 :一 方面 任 一 凸 闭 多 面体 都 是 刚性 的 , 另 peaks 有 的 
Hi Dalal NE, :但 一 PRELA AENEON 的 刚性 直接 推 
Se a A Sean Be MR 近 几 年 来 已 为 A. M- 亚历山大 洛 夫 所 
人 ee 


出 
发 
学 》, TocrexrsaT,1948) .A.B. Tioropence BURL REE 不 用 解析 方法 
几何 方法 证 明 曲 TAO IIHE( 参考 他 的 : “OrosHadHag pemertbHocTP Bpmyknprx noBepxHocTei”, 
Tpyapt MareMaTHdecKkoro HHCTHTYTa nM. B.A. Crexnosa AH CCCP, Bemyck XX IX, 1949). 
“UEC HA MEI PEA 科学 出 版 社 出 版 . 
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一 个 面 和 一 个 棱 , 但 顶点 数 未 变 ,因此 无 - K+ FRE 21.1). ARSE FG Op 
法 ,一 直到 各 面 都 成 为 三 角形 为 止 . 


图 21.1 
如 果 沿 着 作 好 的 三 角形 网 的 某 一 个 棱 添 上 一 个 三 角形 ,使 新 三 角形 有 一 楼 
是 原 三 角形 网 中 的 一 棱 ( 图 21.2). 这 样 顶点 数 和 面 数 各 多 了 一 个 , 棱 数 多 了 两 
个 ,因而 一 -天 + 下 仍 不 变 .此 外 , 若 在 边缘 陷 人 的 部 分 过 二 顶点 联 一 线段 (图 
21.3) ,这 样 虽 然 多 出 一 个 三 角形 ,因而 多 出 一 个 面 ,但 棱 数 多 一 而 顶点 未 变 , 因 
m E- K+ FGA. 


图 21.2 图 21.3 


容易 看 出 , 任 一 三 角形 网 都 可 以 经 过 多 次 重复 上 述 两 种 手续 从 一 个 单独 
的 三 角形 产生 出 来 ,所 以 已 - K+ 下 之 值 对 于 任 一 三 角形 网 ,从 而 对 于 任 一 平 
面 网 ,和 一 个 三 角形 的 相同 :EE- K+ =3-3+1= 1. 不 过 ,平面 网 的 顶点 数 
和 棱 数 和 简单 多 面体 的 相同 , 仅 面 数 少 一 ;因此 对 简单 多 面体 必 有 
E-K+F=20 
欧 拉 定理 提供 了 正 多 面体 只 有 5 种 类 型 这 一 事实 的 一 个 新 颖 而 简单 的 证 


中 庞 加 莱 将 欧 拉 定 理 推广 到 n 维 空间 .代替 顶点 棱 和 1 维 的 形象 . 设 这 些 形 
象 的 个 数 分 别 用 No, Ni, Nast, Na Poe 则 ee EAR WEA FIRRA 


-NM+M-'=1-(- Pi 
4n = 3 时 ,这 就 归结 re 


497 Ot _ _op,, 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


明 在 我 们 所 考虑 的 正 多 面体 中 , 遇 于 一 顶点 的 面 数 设 为 n, 因 而 在 这 点 相遇 的 
棱 数 也 是 ”. 又 假定 瓦 ,天 ,下 的 意义 同上 ,那么 通过 所 有 顶点 的 棱 数 等 于 nE. 18 
每 一 棱 已 计算 了 两 次 ,因为 每 一 棱 连 接 二 顶 点 .所 以 
nE = 2K 
假定 多 面体 的 每 一 面 由 r 个 楼 所 围 成 , 则 rF FE BT KS ANE 
XB — RITE IK, AS — Beh FIA, LA 
rF = 2K 
将 上 二 式 代 入 欧 拉 公式 ,得 


此 式 又 可 以 写作 


n A 
按 n 和 7r 的 含义 ,每 个 数 至 少 要 等 于 3. 但 它们 不 能 同时 大 于 3. 假 定 n 和 7 都 大 
于 3, 则 应 有 


这 是 不 可 能 的 . 今 设 n = 3, 则 得 
1 


x r A 
由 此 可 见 ,对 于 n = 3,r 只 能 取 3,4,5 三 个 值 ,从 此 得 出 天 的 值 等 于 6,12,30. 因 
为 方程 对 于 n 和 7 对称 , 故 当 r+ = 3 时 立即 得 出 n 的 对 应 值 .这 样 说 来 ,我 们 一 
共 得 出 六 种 可 能 的 情形 ,其 中 有 两 种 是 相同 的 , 即 n = 3,r = 3. 所 以 只 剩 下 5 种 
不 同类 型 的 多 面体 ,并 且 它 们 确实 在 正 多 面体 中 实现 0. 
现在 转向 非 简单 多 面体 . 今 以 棱柱 块 为 例 ( 图 21.4). 这 个 棱柱 块 乃 是 一 个 
四 棱柱 ,中 间 控 去 一 个 洞 , 洞 的 形状 仍 是 一 个 四 棱柱 ,这 两 个 四 棱柱 的 边 分 别 平 
行 .又 ,二 棱柱 所 共有 的 底面 向 外 倾斜 ,如 图 所 示 . 这 个 棱柱 块 是 不 能 变形 成 球 
面 但 可 以 变形 成 环 面 的 多 面体 @. 若 在 棱柱 块 上 仿照 上 述 方法 控 几 个 洞 , 可 得 
出 其 他 类 型 的 多 面体 (图 21.5). 


地 , 欧 拉 定理 的 庞 加 莱 推 广 提供 了 决定 高 维 空间 的 正则 胞 腔 的 一 种 方法 . 
块 也 是 拓扑 正则 的 . 
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图 21.4 图 21.5 

要 想 统 观 种 类 繁多 的 多 面体 的 全 貌 ,我 们 给 每 一 多 面体 一 个 确定 的 数 h， 
所 谓 多 面体 的 连通 度 . 今 考虑 由 一 个 多 面体 的 棱 组 成 的 闭合 而 不 自 交 的 折线 
(HERIR). 如 果 每 条 这 样 的 闭 棱 折线 都 把 多 面体 的 表面 部 分 为 分 离 的 两 片 ， 
则 命 此 多 面体 的 连通 度 h = 1. 显 然 ,所 有 简单 多 面体 的 连通 度 都 等 于 1, 因为 
球面 被 自身 上 的 任 一 闭 曲 线 前 分 为 两 片 .反之 ,也 容易 看 出 ,连通 度 等 于 1 的 多 
面体 总 可 加 以 连续 变形 ,使 之 成 为 球面 .由 于 这 个 缘故 ,简单 多 面体 也 叫做 单 连 
通 的 多 面体 . 

男 一 方面 ,也 有 在 棱柱 块 上 的 一 条 闭 棱 折线 (例如 图 21.4 中 的 正方 形 a) 
不 能 把 棱柱 块 剖 分 为 两 片 的 情形 . 凡 具 有 这 种 性 质 的 多 面体 我 们 给 它 大 于 1 的 
连通 度 . 为 了 确定 它 的 连通 度 ,应 同时 考虑 连接 第 一 次 所 作 的 棱 折 线 上 两 点 的 
所 有 的 棱 折 线 (不 一 定 是 闭合 的 ). 

如 果 任 何 这 样 的 一 对 棱 折 线 剖 分 多 面体 的 表面 为 二 ,我们 就 说 它 的 连通 度 
h = 2. 若 剖 分 不 开 , 再 重复 上 述 步骤 .一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 定义 : 

我 们 说 一 多 面体 的 连通 度 为 h ,如 果 在 该 多 面体 上 可 以 找到 有 一 定 的 顺 次 
的 h -1 条 ,但 不 是 h 条 棱 折 线 , 齐 分 不 开 多 面体 的 表面 0. 此 处 约定 第 一 条 棱 
折线 必须 是 闭合 的 ,而 每 一 后 继 的 棱 折 线 则 连接 前 一 条 楼 折线 上 的 两 点 . 

在 棱柱 块 上 ,从 图 21.4 上 容易 看 出 ,有 两 条 这 样 的 楼 折线 (指正 方形 a 和 
梯形 2 ) ,不 能 把 多 面体 的 表面 剖 分 为 两 片 .所 以 该 多 面体 的 连通 度 至 少 是 3. 下 
面 我 们 要 证 明 , 它 的 连通 度 恰 好 是 3. 

现在 发 生 这 样 的 问题 :能 不 能 把 已 证 明 对 于 单 连通 的 多 面体 成 立 的 欧 拉 定 
理 推 广 到 有 任意 连通 度 h 的 多 面体 上 去 呢 ? 我 们 不 敢 奢 望 定理 一 字 不 改 , 因 为 
那个 定理 的 证 明 原 来 借助 于 “平面 网 ”, 而 平面 网 的 结构 ,显然 只 有 对 单 连通 的 
多 面体 才 有 可 能 .不 过 可 以 证 明 ,一般 地 应 用 

E-K+F=3-h 
Sh = 时 ,这 个 方程 就 是 前 面 证 过 的 欧 拉 公式 . 现 以 上 述 棱柱 块 为 例 , 显 然 它 
有 16 个 顶点 ,32 个 棱 ,16 个 面 ,因此 有 


O ”这 是 说 ,多 面体 上 任意 两 点 总 可 能 连 以 在 多 面体 上 的 ,但 不 同 任 一 棱 折线 相交 的 曲线 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


16 -32+16=3-3=0 
从 而 可 知 ,棱柱 块 的 连通 度 恰好 等 于 3. 这 个 一 般 的 欧 拉 定理 对 于 决定 多 面体 
的 连通 度 其 为 方便 .应 用 这 个 办 法 只 需 数 一 数 顶点 楼 和 面 的 个 数 ,而 不 必 把 楼 
折线 一 条 条 地 检验 . 


anan nen nn 


在 上 一 节 我 们 看 见 过 ,简单 多 面体 可 以 经 过 变形 而 成 球面 ,棱柱 块 可 以 经 
过 变形 而 成 环 面 .相仿 地 ,一 些 更 复杂 的 拓扑 图 形 也 可 以 用 像 多 面体 那样 的 图 
形 来 代替 .用 这 种 方法 ,拓扑 图 形 的 理论 归结 到 由 简单 元 素 组 成 ,而 组 成 的 方式 
易于 描述 的 图 形 的 研究 .这 种 所 谓 “ 组 合 拓扑 学 ”的 研究 方法 有 很 大 的 优点 : 它 
可 以 立刻 推广 到 三 维 以 上 的 空间 去 ; 因为 每 一 多 面体 的 结构 ,用 系统 的 组 合 规 
则 而 不 假借 直观 力 之 助 , 即 可 安全 描写 出 来 . 

话 虽 如 此 ,可 是 直接 拿 曲面 作 基 础 ,更 容易 为 直观 接受 . 例如 ,球面 的 结构 
比 多 面体 的 简单 , 环 面 的 结构 比 棱柱 块 的 简单 . 因此 我 们 想 把 多 面体 连通 度 的 
概念 推广 到 任意 曲面 上 去 . 

对 于 球面 ,连通 度 h 应 该 定 为 1, 对 于 环 面 , 则 h 是 3. 要 得 到 更 高 的 连通 
度 ,可 用 容易 揉 捏 的 物质 做 成 球 , 捏 扁 ,再 开 上 几 个 洞 (图 21.6). 这 种 曲面 我 们 
称 之 为 “ 圈 饼 ”DO. 可 以 证 明 , 有 5p 个 洞 的 圈 饼 ,其 连通 度 h = 2p +1. 图 上 画 出 了 
几 个 连通 度 不 同 的 圈 饼 . 剖 分 不 开 曲 面 的 曲线 的 数目 是 0,2,4,6, 圈 饼 的 连通 度 
则 分 别 是 1,3,5,7. 容易 看 出 ,若是 青 任意 作 一 条 连接 截 口 上 两 点 的 曲线 ,就 能 
把 曲面 分 成 两 片 了 . 


© 的 CE 


图 21.6 
在 一 般 曲 面 上 选择 曲线 比 在 多 面体 上 自由 ,因为 在 多 面体 上 只 能 由 楼 折线 
里 挑选 .因此 我 们 可 给 曲面 的 连通 度 下 不 同 的 定义 ,下 面 的 是 其 中 的 一 个 : 
在 连通 度 为 h 的 曲面 上 ,可 作 A -1 条 闭 曲线 , 剖 分 不 开 曲 面 ;但 任 一 组 h 
条 的 闭 曲 线 至 少 把 曲面 分 成 两 片 . 
图 21.7 上 表示 对 于 h = 1,3,5,7 各 种 情形 的 曲线 组 . 


O 圈 饼 是 德国 一 种 绞 环形 的 脆 饼 干 .一 一 原 译 者 注 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


(a) (b) 
图 21.7 

我 们 还 可 以 加 入 另 一 个 条 件 ,就 是 要 曲线 通过 曲面 上 任意 选 定 的 某 一 点 . 
这 样 就 得 到 曲面 的 “典型 截 口 组 ”, 这 对 于 某 些 目的 甚 为 方便 . 图 21.6,21.7， 
21.8 是 典型 截 口 组 的 例子 . 

另 一 方面 , 若 限 制 闭 曲线 组 互 不 相交 ,上 述 结 果 须 加 修改 .对 于 奇数 连通 度 
的 曲面 可 以 证 明 : 

在 连通 度 h = 2p + 1 的 闭 曲面 上 ,有 一 组 剖 分 不 开 曲 面 的 条 ,但 不 多 于 
条 互 不 相交 的 闭 曲 线 . 

这 个 定理 的 真实 性 可 从 图 21.7 看 出 来 . 

直到 现在 ,我 们 仅仅 研究 了 有 限 闭 曲面 (没有 边缘 ). 其 实 连通 度 的 概念 还 
可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 上 去 .首先 ,让 我 们 假定 曲面 是 有 限 的 ,但 有 若干 个 闭 
边缘 曲线 .假定 这 些 曲线 不 跟 自己 相交 , 也 不 彼此 相交 .图 21.8 上 画 出 一 些 这 
类 的 曲面 片 .还 有 一 些 这 类 的 曲面 可 从 图 21.6 和 21.7 的 一 些 闭 曲面 得 到 ,办 法 
是 把 它们 想象 为 中 空 的 ,并 且 挖 开 几 个 洞 (参考 图 21.9).9 
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图 21.9 
在 有 限 有 边缘 的 曲面 中 , 同 以 前 一 样 , 也 用 一 组 曲线 来 定义 连通 度 , 只 有 一 
点 不 同 : 第 一 条 曲线 不 是 闭合 的 , 而 是 联结 边缘 上 两 点 的 曲线 . 至 于 后 继 的 曲 
线 , 可 以 以 这 组 中 前 面 的 那些 曲线 上 的 两 点 为 起 该 点 ,也 可 以 联结 边缘 上 的 两 
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点 .按照 这 个 定义 , 即 图 21.9 上 各 曲面 的 连通 度 应 该 依次 为 2,3,7,8. 

用 闭 曲 线 来 规定 连通 度 的 办 法 ,不 能 直接 推广 到 有 边缘 的 曲面 上 去 . 

现在 我 们 来 考虑 伸展 到 无 穷 远 的 曲面 ,而且 它 可 以 有 边缘 ,也 可 以 没有 边 
缘 . 这 样 曲 面 的 拓扑 结构 要 看 曲面 是 安装 在 度量 空间 里 或 安装 在 投影 空间 里 而 
Æ. 

在 度量 空间 里 我 们 姑 限 于 讨论 曲面 的 有 限 点 . 这样, 就 可 设想 空间 好 像 被 
包围 在 一 个 非常 庞大 的 球面 内 , 因而 我 们 的 曲面 可 换 成 它 在 球面 内 的 那 部 分 . 
这 正 是 属于 有 限 又 有 边缘 的 曲面 的 问题 ,因而 便 可 应 用 前 面 已 讲 过 的 理论 .人 D 

在 投影 空间 里 ,情形 完全 不 同 .我 们 把 每 一 直线 当做 是 闭 曲 线 ,其 上 有 一 无 
穷 远 点 ,曲线 的 二 支 就 在 这 里 汇合 . 除 此 之 外 ,这 一 无 穷 远 点 认为 同时 属于 前 一 
条 直线 的 所 有 平行 线 .按照 这 些 规定 , 则 作为 一 个 整体 的 投影 空间 也 是 在 它 自 
己 的 诸 无 穷 远 点 处 连通 的 .曲面 包含 一 无 穷 远 点 的 条 件 是 :曲面 上 有 一 路 线 , 此 
路 线 越 来 越 接 近 于 这 个 无 穷 远 点 所 属 的 某 一 直线 .这 里 不 一 定 要 求 曲面 与 此 相 
反 的 方向 上 接近 于 某 一 平行 线 .如 果 曲 面 同时 在 两 个 相反 的 方向 上 接近 二 平行 
线 , 我 们 应 认为 曲面 在 无 穷 远 点 连通 .但 车 曲面 仅 沿 某 一 方向 接近 于 一 直线 ,而 
不 在 相反 的 方向 上 接近 于 它 的 平行 线 , 则 直线 上 的 无 穷 远 点 是 一 边缘 点 .其 次 ， 
假如 曲面 有 一 条 伸展 到 无 穷 远 的 边缘 曲线 , 则 这 条 曲线 必 在 无 穷 远 闭 合 ; 也 就 
是 说 ,曲线 若 不 是 在 相同 的 方向 上 或 相反 的 方向 上 渐 近 地 接近 于 二 平行 直线 ， 
就 是 包含 无 穷 远 线 的 一 部 分 . 因为 一 非 闭 曲 线 不 能 作成 曲面 的 边缘 . 例如 在 投 
影 空 间 里 , 像 图 21. 10 上 标 出 的 介 于 一 直线 和 一 折线 之 间 的 部 分 平面 不 跟 平 面 
的 其 他 部 分 分 开 , 因 为 比如 从 4 到 4' 可 以 取道 无 穷 远 .但 在 度量 空间 里 ,这 一 
部 分 平面 就 好 像 以 一 条 闭 曲 线 为 边缘 似 的 . 
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图 21.10 
相当 的 说 法 也 适用 于 作为 一 个 整体 的 平面 .度量 平面 以 无 穷 远 直线 为 闭 边 
缘 曲 线 ,因此 它 同 圆 面 拓扑 等 价 . 另 一 方面 ,投影 平面 是 闭 曲 面 .我 们 也 可 给 投 
影 平面 作 一 个 简单 的 拓扑 模型 . 在 那里 通过 释 合 半球 面 边缘 上 大 圆 的 每 对 对 径 
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点 而 建立 投影 平面 的 一 对 一 映射 . 当然 也 可 用 圆 面 代替 半球 面 ,因为 圆 面 总 可 
以 连续 变形 而 成 半球 面 .现在 让 我 们 把 圆 面 变 为 正方 形 面 .于 是 投影 平面 同 正 
方形 面 拓扑 等 价 (图 21.11) ,但 此 正方 形 边 缘 上 的 每 对 对 径 点 (如 图 21.11 上 的 
A 和 4' 等 ) 须 视 为 至 合 起 来 的 .在 这 个 模型 中 , 同 投影 平面 闭 曲线 对 应 的 不 仅 
是 正方 形 上 的 闭 曲 线 , 还 有 一 切 连 接 一 对 对 径 点 的 曲线 (如 图 21.11 的 直线 段 
AA’ 等 等 ) 

此 刻 我 们 要 考虑 由 图 21.11 的 办 法 直接 引出 来 的 其 他 类 似 的 做 法 . 首先 我 
们 还 是 从 正方 形 面 或 矩形 面 开 始 , 但 须 按 照 图 21.12 表示 的 那样 迭 合 对 径 点 . 
于 是 我 们 又 得 到 一 个 闭 曲面 的 模型 . 这 一 次 我 们 容易 从 模型 恢复 所 代表 的 曲 
面 .首先 把 矩形 变 曲 成 圆 简 形 (图 21.13,21.14) ,并 将 1,2 两 边 这 样 粘 牢 ,使 得 二 
边 上 每 对 炙 合 点 重合 . 这 时 3,4 两 边 变 成 了 圆周 ,再 把 这 二 圆周 按 同一 规则 粘 
在 一 起 (图 21.15). 最 后 得 到 环 面 ,这 时 原来 的 矩形 面 的 边缘 变 为 环 面 的 “典型 
截 口 组 ”, 其 中 每 一 截 口 相当 于 矩形 面 的 一 边 对 边 (看 图 21.16 和 21.17(b)). 反 
过 来 ,从 环 面 开 始 ,将 环 面 沿 典型 截 口 组 切 开 , 则 得 一 个 图 形 , 它 与 对 边 按 上 述 
规则 又 合 的 矩形 面 拓扑 等 价 .这 一 作 图 方法 也 适用 于 所 有 的 “ 圈 饼 ”. 对 于 连通 
度 为 2p + 1 的 图 饼 , 典 型 截 口 组 由 2p 条 曲线 组 成 ; 沿 这 些 曲线 剖 开 ,得 到 一 个 
有 4p 条 边 的 且 各 边 按 一 定 规则 成 对 地 从 合 的 多 边 形 .图 21.17 和 图 21.18 演 示 . 
h=5 和 hh =7( 即 p = 2,p = 3) 的 情形 的 分 步 做 法 . 
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图 21.15 图 21.16 
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图 21.18 
将 圈 饼 映 成 4p 边 多 边 形 的 映射 ,在 连续 映射 理论 和 函数 论 中 有 重要 的 应 
用 .两 种 应 用 都 依据 这 样 的 事实 :每 - 4p 边 正 多 边 形 都 是 正则 在 覆盖 双 曲 平面 
(E p = 1 则 为 欧 氏 平面 ). 
如 果 把 4p 边 多 边 形 的 各 边 以 不 同 的 方式 释 合 , 则 可 得 到 圈 饼 之 外 的 许多 
曲面 .在 下 一 节 里 我 们 准备 讲 几 个 这 样 的 曲面 . 


~—~~~~~~~~—~~~ 


所 有 以 前 我 们 讨论 过 的 多 面体 和 闭 曲面 的 连通 度 都 是 奇数 .于 是 自然 会 发 
生 这 样 的 问题 :有 没有 连通 度 为 偶数 的 闭 曲 面 呢 ? 换 句 话说 ,有 没有 按 拓扑 性 质 
来 说 , 介 于 球面 和 环 面 之 间或 者 介 于 两 个 “ 圈 饼 ” 之 间 的 曲面 呢 ? 

答案 是 肯定 的 .的 确 ,我 们 可 作出 一 个 多 面体 七 面体 ,其 连通 度 按 多 
面体 的 欧 拉 定理 等 于 2. 这 些 目 的 ,我 们 从 有 8 个 三 角形 面 的 正八 面体 开始 (图 


505 a oon, 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


21.19) ,增添 由 对 角 线 决定 的 三 个 正方 形 面 (例如 图 21.19 的 4BCD). 用 这 种 方 
法 得 出 含 十 一 个 面 的 图 形 , 它 不 符合 从 前 讲 的 多 面体 的 定义 ,因为 交 于 每 个 棱 
的 面 数 是 三 个 而 不 是 两 个 . 现在 我 们 去 掉 四 个 三 角形 :从 图 形 的 前 部 (按照 图 
21.19 的 位 置 ) 去 掉 左 上 角 的 三 角形 和 右 下 角 的 三 角形 ,从 图 形 的 后 部 去 掉 左 
下 角 的 三 角形 和 右上 角 的 三 角形 .这 样 一 来 ,只 剩 下 了 有 阴影 线 的 四 个 三 角形 . 
总 共 我 们 得 出 由 四 个 三 角形 和 三 个 正方 形 组 成 的 图 形 .这 图 形 的 棱 和 顶点 是 八 
面体 的 棱 和 顶点 ,但 八 面体 的 对 角 线 却 不 是 我 们 的 图 形 的 楼 而 是 面 的 自 交 线 . 
显然 在 每 一 棱 上 恰 有 二 面相 遇 ,而 且 我 们 可 从 任 一 面 开 始 走 起 ,越过 若干 个 棱 
而 达到 任 一 别 的 面 .所 以 这 图 形 是 多 面体 . 由 于 它 有 七 个 面 ,所 以 叫做 七 面体 . 
跟 八 面体 一 样 ,七 面体 也 有 十 二 个 棱 和 六 个 顶点 .由 推广 的 欧 拉 多 面体 公式 得 
方程 


E-K+F =6-124+7=3-h 


图 21.19 
由 此 得 出 七 面体 的 连通 度 h = 2. 正 像 简 单 多 面体 经 过 连续 变形 最 后 能 变 
成 球面 一 样 ,七 面体 经 过 连续 变形 也 能 变 成 一 个 简单 而 闭合 的 曲面 .这 种 曲面 
称 为 “罗马 式 曲面 ”, 是 斯 坦 纳 (Steiner) 研究 过 的 . 像 七 面体 一 样 ,这 种 曲面 自 交 
于 三 条 相互 垂直 的 线段 . 它 的 方程 以 直角 坐标 表示 时 是 
yr + 2x + xy? + xyz = 0 
可 见 它 是 四 阶 的 曲面 . 
七 面体 除了 有 偶数 连通 度 和 自 交 线 外 ,还 有 此 前 我 们 未 讨论 过 的 另 一 重要 
性 质 .设想 七 面体 是 用 薄膜 作 的 .有 一 个 会 候 的 小 动物 ,例如 甲虫 ,从 曲面 上 的 
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一 点 P FRIT. ZR AMIE PA A P' 一 一 如 果 薄 膜 换 成 € 
原来 的 几何 曲面 ,那么 P 就 和 P BAT . TERASA, FEE ( 
的 某 处 咬 破 一 个 洞 就 不 能 从 点 P ERLA P' .对 于 我 们 从 前 讲 过 的 球面 和 一 切 

“ 圈 饼 "来 说 ,情形 确实 是 这 样 的 ,可 是 对 于 七 面体 来 说 就 不 对 了 . 在 平行 于 图 

21.20 的 平面 的 正方 形 面 朝 着 观察 者 的 一 侧 上 选择 一 点 P, 作 为 甲虫 的 出 发 点 

(图 21.20). 考 虑 七 面体 上 从 点 P 出 发 越过 1,2,3,4 诸 棱 又 回 到 原来 正方 形 面 

的 一 条 道路 .显然 甲虫 从 正方 形 面向 前 的 一 侧 开 始 , 顺 着 这 条 道路 仆 行 ,越过 标 

号 4 的 楼 到 达 原 正方 形 面 的 背后 .甲虫 当然 要 在 三 个 地 方 穿 过 薄膜 ,但 每 次 被 

钻 穿 的 面 乃 是 在 七 面体 自 交 线 上 阻碍 交通 的 那个 面 ,而 不 是 甲虫 在 其 上 把 行 的 

面 . 
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图 21.20 

由 于 这 种 理由 ,七 面体 称 为 单 侧 曲面 ,而 球面 和 前 面 讲 过 的 各 种 “ 圈 饼 ” 称 
为 双 侧 曲面 .此 种 分 类 法 也 适用 于 有 边缘 曲面 .设想 有 边缘 曲面 也 是 由 薄膜 制 
成 的 , 试 决定 在 薄膜 上 有 没有 从 一 侧 出 发 到 另 一 侧 的 通路 ,中 途 不 许 越过 边缘 ， 
也 不 许 穿 过 薄膜 .如 有 这 种 通路 存在 , 则 曲面 称 为 单 侧 的 ,否则 称 为 双 侧 的 . 前 
面 我 们 讨论 过 的 所 有 有 边缘 曲面 ,例如 圆 面 ,都 是 双 侧 的 .但 是 也 可 以 举 出 一 个 
比 七 面体 更 简单 的 有 边缘 的 单 侧 曲 面 的 例子 ,这 就 是 麦 比 乌 斯 带 . 麦 氏 带 可 用 
一 张 细 长 的 长 方形 纸 条 作成 ,如 图 21.21 所 示 . 把 两 边 AB 和 CD 粘 起 来 ,使 4 和 
C 重合 ,B 和 DD 重合 , 则 得 到 一 圆 简 形 带 ,如 前 所 述 .这 是 双 侧 有 边缘 曲面 , 另 一 
方面 , 若 在 两 端 黏合 之 前 ,把 一 端 相 对 于 另 一 端 扭转 180 ,然后 再 使 4,D 重合 ， 
B,D 重合 , 便 得 到 麦 比 乌 斯 带 的 模型 (图 21.22). 容易 看 出 , 这 种 曲面 是 单 侧 
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的 .因为 ,在 两 端 铬 合 之 前 作 一 条 直线 ,比方 说 是 PP’ ,平行 于 带子 的 长 边 , 则 在 
两 端 黏合 之 后 ,直线 PP' 就 变 为 从 带子 一 侧 到 另 一 侧 的 通路 QQ’. 


图 21.21 
E 
G= 

BI 21.22 


单 侧 曲 面 也 可 以 用 另 一 种 重要 的 拓扑 概念 来 刻画 ,而 不 必 假 借 曲面 是 由 薄 
膜 制 成 的 . 设想 任 一 给 定 曲面 上 的 每 一 点 (边缘 上 的 点 除外 ,如 果 有 的 话 ) 被 完 
全 在 这 曲面 上 的 一 条 小 闭 曲 线 所 包围 .现在 对 所 有 的 这 些 曲 线 如 此 规定 指向 ， 
使 充分 靠近 的 二 曲线 的 指向 相同 . 如 果 规 定 这 样 一 种 行进 的 指向 是 可 能 的 , 则 
称 这 样 的 一 个 规定 为 曲面 的 一 个 定向 ,而 曲面 称 为 可 定向 的 .现在 我 们 证 明 , 单 
侧 曲 面 不 可 定向 .为 了 证 明 , 我 们 考虑 和 曲面 的 单 侧 性 等 价 的 一 条 闭路 . 比如 
说 ,在 麦 比 乌 斯 带 上 选 好 一 条 道路 00' ,其 中 的 0 和 @' 两 点 还 是 当做 胎 合 的 . 
让 我 们 给 0 指定 一 个 指向 .指向 既 经 确定 ,在 整个 道路 00' 上 就 一 直 沿 用 它 . 
这 样 , 当 动 点 又 来 到 0' = 0 时 , 则 伴随 0' 的 指向 必 同 0 的 相反 .假如 麦 比 乌 斯 
带 是 可 定向 的 ,这 种 现象 便 不 会 发 生 . 所 有 别 种 形式 的 单 侧 曲面 也 和 麦 氏 带 有 
类 似 的 情况 . 反 转 来 也 可 以 证 明 ,所 有 双 侧 曲面 都 是 可 定向 的 .由 此 可 知 ,曲面 
的 双 侧 与 单 侧 之 分 ,和 曲面 的 可 定向 与 不 可 定向 是 一 回 事 . 

容易 懂得 ,曲面 之 不 可 定向 ,等 价 于 曲面 上 存在 一 条 闭 曲 线 ;, 当 圆心 在 这 
条 曲线 上 连续 运动 时 ,有 指向 的 小 圆 带 着 相反 的 指向 回 到 出 发 点 (例如 图 21.22 
中 的 曲线 00' ) .在 这 样 的 曲面 上 , 沿 着 曲线 s 的 一 侧 行进 ,虽然 没有 越过 曲线 ， 
也 将 达到 它 的 另 一 侧 .由 于 这 种 原因 ,s 称 为 单 岸 曲线 , 虽 则 一 个 可 定向 的 曲面 
上 所 有 的 曲线 都 是 双 岸 的 ,但 单 岸 闭 曲 线 的 存在 却 是 不 可 定向 曲面 的 特征 . 曲 
面 的 单 侧 性 同 曲面 上 存在 单 岸 曲线 是 等 价 的 . 前 一 性 质 涉及 曲面 在 空间 中 的 位 
置 ,后 一 性 质 涉及 曲线 在 曲面 上 的 位 置 . 

七 面体 有 自 交 线 , 这 一 点 跟 麦 比 乌 斯 带 不 同 ,那么 试问 任何 单 侧 闭 曲面 是 
不 是 都 自 交 呢 ? 假 如 曲面 只 有 一 侧 ,就 不 可 能 把 空间 的 一 部 分 同 其 余 的 部 分 分 


中 下 面 的 两 个 性 质 也 显 点 ， i 
的 边缘 是 两 条 闭 曲 线 ; 第 二 , 带 沿 曲 线 Q 剪 开 后 不 分 离 , 圆 简 形 带 则 不 是 这 样 . 
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开 , 即 不 能 把 空间 分 为 "内 “外 ”两 部 .不 自 交 的 闭 曲 面 是 不 可 想象 的 . 事实 上 ， 
所 有 单 侧 闭 曲 面 都 要 自 交 .不 过 这 句 话 的 证 明 ,必须 另 谋 途 径 . 

并 不 是 说 无 论 什 么 曲面 的 自 交 都 是 拓扑 性 质 . 例如 ,考虑 图 21.23 所 画 的 
曲线 绕 虚线 为 轴 旋转 而 得 的 曲面 .这 一 曲面 有 自 交 线 , 即 点 4 所 作 的 圆 . 但 曲面 
经 连续 变形 ,可 变 成 如 图 21.24 中 的 曲线 所 产生 的 回转 曲面 . 当然 这 个 曲面 没 
有 自 交 线 ,因此 同 球面 等 价 . 反 过 来 球面 也 可 以 经 过 变形 而 变 为 第 一 个 回转 曲 
面 .由 此 可 见 , 自 交 线 的 存在 不 一 定 就 表示 拓扑 性 质 . 在 这 个 例子 里 , 自 交 线 作 
成 一 闭 曲线 . 另 一 方面 ,七 面体 的 自 交 线 有 六 个 端点 , 即 七 面体 的 六 个 顶点 . 这 
些 点 其 实 应 该 当做 奇 点 看 待 . 因为 曲面 上 任何 正则 点 的 邻 域 总 可 经 过 变形 而 成 
为 圆 面 ,但 对 七 面体 项 点 的 邻 域 则 不 可 能 这 样 作 (参考 图 21.19). 所 以 七 面体 有 
六 个 奇 点 .从 这 里 又 引出 一 个 问题 :有 没有 无 奇 点 的 单 侧 闭 曲面 呢 ? 


| 
l 
l 
| 
l 
| 
| 
l 
I 
I 
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图 21.23 图 21.24 
有 的 ,这 样 的 曲面 第 一 次 被 克 莱 因 发 现 .我 们 从 一 个 两 头 开口 的 管子 出 发 
(图 21.25). 前 面 讲 过 从 这 种 管子 可 得 到 环 面 :把 管子 弯曲 ,一 直 弯 曲 到 两 端 相 
18 ,然后 将 两 圆 口 粘 在 一 起 . 


图 21.25 
现在 我 们 改 用 另 一 种 方法 将 两 端 茜 合 . 先 将 管子 的 一 端 捏 得 比 另 一 端 稍 细 
一 些 , 将 细 的 一 端 掉 过 头 来 插入 粗 的 一 端的 管 壁 内 ,使 二 瓶 口 作 同 心 圆 状 (图 
21.26). 随 后 将 小 口 放大 ,大 口 缩小 ,使 两 口 重合 在 一 起 .最 后 把 它们 粘 起 来 .这 
样 得 到 的 曲面 没有 任何 奇 点 ; 它 叫 做 克 莱 因 曲面 (也 叫做 “ 克 莱 因 瓶 ”) ,其 形状 
如 图 21.27. 这 种 曲面 显然 是 单 侧 的 ,并 且 在 细 端 插入 管 壁 处 沿 一 闭 曲 线 自 交 . 
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图 21.26 图 21.27 

第 一 个 单 侧 闭 曲面 的 例子 一 一 七 面体 ,跟前 面 讨论 过 的 各 种 双 侧 闭 曲面 
不 同 的 地 方 , 在 于 七 面体 有 偶数 的 连通 度 .那么 我 们 可 不 可 以 抱 着 同样 的 希望 ， 
说 克 莱 因 瓶 的 连通 度 也 是 偶数 的 呢 ? 不 可 以 .事实 上 克 莱 因 瓶 的 连通 度 跟 环 面 
一 样 ,是 3. 为 了 证 明 , 我 们 也 可 以 像 对 待 环 面 那样 ,来 选择 克 莱 因 瓶 的 典型 截 
口 组 .可 以 选择 瓶子 两 端的 接 缝 作 为 组 中 的 第 一 条 闭 曲 线 . 沿 着 这 条 曲线 剪 开 ， 
把 曲面 拉 直 使 成 为 圆 简 形 , 然后 选择 圆 简 上 的 一 条 母线 作为 组 中 的 第 二 条 曲 
线 . 沿 着 这 条 母线 将 曲面 剪 开 ,于 是 克 莱 因 瓶 就 变 为 矩形 , 像 环 面 一 样 . 再 过 和 矩 
形 边缘 上 任意 两 点 作曲 线 , 曲 面 就 被 分 成 两 片 了 . 应 用 连通 度 的 一 般 定 义 于 克 
ZA, TA h -1 = 2, h = 3, 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

现在 ,我 们 已 能 以 不 同 的 方式 又 合 和 矩形 (或 正方 形 ) 的 对 边 ,得 出 五 种 不 同 
的 曲面 9. 下 面 的 表 21.1 列 出 这 五 种 曲面 及 其 相应 的 特征 .其 中 有 关 投 影 平面 
的 部 分 ,以 后 将 予以 证 实 . 


表 21.1 
[| 圆 简 面 “| 二 条 边缘 曲线 h=2 mm 的 
bal 麦 比 乌 斯 | 一 条 边缘 曲线 h=2 | a 侧 的 
HH 环 面 | 闭 th "| h=3 双 侧 的 
s5 克 来 因 瓶 | 闭 曲 面 h=3 单 侧 的 
BA 投影 平面 | 闭 曲 面 h=2 单 侧 的 


这 张 表 指 出 , 麦 比 乌 斯 带 的 模型 可 以 从 克 莱 因 曲面 消去 一 组 对 边 的 合 合 关 


® 空间 里 单 叶 
面 是 与 


在 投影 空 双 曲 面 看 做 是 在 无 穷 远 连通 的 闭 曲面 .从 这 种 观点 出 发 ,再 参考 这 张 表 ,i 
者 可 以 决定 单 叶 双 曲 与 克 莱 ENE 


因 瓶 还 是 与 环 面 等 价 . 


s 
> 
en 
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系 而 得 出 . 因此 一 定 能 够 把 克 莱 因 瓶 沿 着 一 条 适当 选择 的 闭 曲线 剪 开 , 使 成 为 
麦 比 乌 斯 带 . 至 于 如 何 剪 法 , 留 给 读者 作为 练习 (用 模型 来 试 ). 图 21.28 表示 用 
男 一 种 方法 把 克 莱 因 瓶 剪 成 二 条 麦 氏 带 .建议 读者 作出 正方 形 模型 的 对 应 演变 
过 程 . 


(b) 


图 21.28 

在 我 们 讨论 过 的 一 些 单 侧 闭 曲 面 里 有 连通 度 为 偶数 的 (例如 七 面体 ) ,也 有 
连通 度 为 奇数 的 (例如 克 莱 因 瓶 ) ; 另 一 方面 ,我 们 讲 过 的 一 切 双 侧 闭 曲 面 的 连 
通 度 都 是 奇数 . 进一步 可 以 证 明 ,并 无 连通 度 为 偶数 的 双 侧 曲面 . 

正 像 正方 形 一 样 ,一 切 其 他 的 正 4p 边 多 边 形 也 4 gar 2 
BY LA FAA Tal AY Ar AH C1 IES & AY HH 
型 ,其 中 包括 有 边缘 和 无 边缘 的 , 单 侧 和 双 侧 的 .如果 
在 图 21.29 上 的 AB 和 CD 是 4p 边 形 中 将 要 春 合 的 二 
边 , 则 有 两 种 可 能 的 又 合 方式 :(1) 联结 对 应 点 的 二 直 
线 不 相 变 ; (2) 这 样 的 二 直线 相交 .例如 在 图 21.29 上 ， 
第 一 种 情形 由 重合 A, C 而 得 ,第 二 种 情形 由 秋 合 B, 
D 而 得 .现在 我 们 断言 :如 果 4p 边 形 的 任意 二 边 是 按 ”cs 
照 第 二 种 方式 对 应 的 , 则 无 论 其 他 的 边 如 何 对 应 , 所 
得 的 曲面 永远 是 单 侧 的 . 图 21.29 

为 了 证 明 这 句 话 , 即 证 明 多 边 形 所 代表 的 曲面 不 可 定向 . 设 已 和 忆 FES 
AP AB 和 CD 上 的 二 对 应 点 (图 21.29) ,那么 直线 PP’ 代表 曲面 上 的 一 条 闭路 . 
用 代表 在 曲面 上 沿 这 条 路 线 运动 的 一 点 ,RR 先 经 过 P, 又 由 P 回 到 原 处 .让 我 
们 给 曲面 上 点 R 指定 一 个 绕 行 指向 ,这 个 指向 在 R 行进 时 没有 任何 不 连续 的 
变化 .为 此 我 们 以 尺 为 圆心 作 一 小 圆 ,并 以 箭头 表示 它 的 指向 ,把 小 圆 随 着 R 
连续 移动 . 只 要 整个 圆 在 4p WEA, 它 就 是 多 边 形 代 表 的 曲面 上 一 闭 曲 线 的 
ZR. REN P 时 ,只 有 圆 弧 ST 仍 留 在 4p 边 形 内 .要 想得到 曲面 上 闭 曲线 的 
象 ,必须 利用 在 直线 CD 上 和 5$ ,7 了 对 应 的 点 $' ,也 .但 因为 48 和 CD 的 释 合 是 第 
二 类 的 ,S 和 Ss’ 在 直线 PP' 的 不 同 侧 ,7 和 7 也 如 此 .这 样 一 来 ,在 曲面 上 带 有 
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绕 行 指向 的 闭 曲线 由 二 有 向 弧 ST ATS 代表 . 当 RKAP REAP 回 到 原来 
位 置 时 这 条 曲线 没有 不 连续 的 变化 . 随 着 动 点 R 与 P' 的 距离 逐渐 增加 , 弧 ST 
逐渐 消失 ,而 弧 ST 变 为 整个 圆 . 但 是 这 圆 的 指向 同 原来 圆 的 相反 ,这 就 证 明 
了 曲面 是 不 可 定向 的 . 

作为 这 个 定理 的 特例 ,我 们 得 到 投影 平面 是 单 侧 的 结论 . 因为 ,在 投影 平面 
模型 里 ,所 有 的 对 应 关系 都 是 第 二 类 的 . 

反 转 来 容易 证 明 , 如 果 所 有 的 对 应 关系 是 第 一 类 的 , 则 模型 永远 代表 双 侧 
曲面 . 

我 们 已 经 从 球 的 表面 得 出 投影 平面 模型 , 另 一 方面 ,我 们 见 过 克 莱 因 瓶 同 
环 面 也 有 关系 ,虽然 这 种 关系 不 同 于 球面 和 投影 平面 的 关系 .我 们 现在 指出 , 事 
实 上 也 可 以 在 克 莱 因 瓶 和 环 面 之 间 建 立 像 球面 与 投影 平面 之 间 一 样 的 对 应 关 
系 .一 般 地 ,对 任何 单 侧 曲 面 , 必 有 一 双 侧 曲面 同 它 对 应 . 

要 想 从 球面 得 到 投影 平面 ,必须 把 球面 的 对 径 点 释 合 起 来 . 现在 我 们 把 类 
似 的 做 法 应 用 于 环 面 .从 环 面 任 一 母 圆 和 圆心 作 环 面 的 轴 的 垂 线 . 这 二 直线 的 
交点 叶 叫做 环 面 的 中 心 (图 21.30). 设 已 是 环 面 上 的 任 一 点 , 则 已 对 于 点 好 的 
对 称 点 已 也 必 在 环 面 上 . 环 面 上 每 对 对 于 点 M 对 称 的 点 叫做 对 径 点 .把 每 对 
对 径 点 看 做 一 点 ,球面 就 变 成 一 新 的 曲面 严 . 今 证 明 FUSES IL. 


图 21.30 
试 考虑 环 面 上 的 一 母 圆 .这 母 圆 对 应 第 二 个 母 圆 ,如 图 21.30 所 示 . 二 母 圆 
把 环 面 分 成 两 半 . 曲 面 F 是 由 去 掉 环 面 的 一 半 , 并 把 剩 下 的 一 半 的 边缘 圆周 上 
的 点 如 图 上 指出 的 方式 从 合 而 成 的 . 相仿 地 ,我 们 曾经 用 半球 面 代 替 球 面 来 构 
成 投影 平面 .考虑 到 二 于 合 圆 的 绕 行 指向 ,可 知 半 环 面 由 又 合 而 变 成 克 莱 因 瓶 . 
显然 第 二 个 半 环 面 可 以 覆盖 在 第 一 个 半 环 面 上 ,使 原来 的 每 对 对 径 点 现在 
都 重合 .但 是 ,这 里 必须 把 第 二 个 半 环 面 的 里 面 翻 到 外 面 来 , 像 翻 手 套 一 样 .如 
果 再 把 这 两 个 半球 面 粘 起 来 ,最 后 就 得 双重 覆盖 的 克 莱 因 瓶 @. 由 于 这 种 理由 ， 
环 面 可 叫做 克 莱 因 瓶 的 双 叶 覆盖 曲面 . 同 理 , 球 面 叫做 投影 平面 的 双 叶 覆盖 曲 


Q ”这 种 做 法 不 能 从 环 面 的 简单 变形 得 到 ,必须 把 环 面前 成 两 半 ,把 一 半 的 里 面 翻 到 外 面 来 . 
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面 .一 般 地 可 以 证 明 ,每 一 单 侧 曲面 有 一 双 侧 曲面 作为 它 的 双 叶 覆盖 曲面 . 
4 An GCRUES 


为 了 决定 投影 平面 的 连通 度 ,我 们 应 用 多 面体 的 
欧 拉 定理 于 正方 形 模型 . 通过 正方 形 的 中 心 点 ME 
21.31) 作 两 边 的 平行 线 Po 和 RS. 于 是 正方 形 被 分 为 
四 个 小 正方 形 1,2,3,4. 由 于 大 正方 形 的 至 合 关系 , 正 
方形 1 和 3 表示 投影 平面 的 同一 多 边 形 . 同 理 ,对 于 正 


方形 2 和 4 也 是 一 样 .其 次 ,线段 PM 和 QM 必须 看 成 
一 个 棱 , 因 为 已 和 0 表示 同一 个 点 .同样 , RM 和 SM 也 21.31 


应 该 看 做 一 个 棱 , AW RAS 表示 同一 个 点 .顶点 只 
有 一 个 , 即 M. 因 此 在 欧 拉 公式 里 须 令 
E=1,K=2,F=2 

代入 公式 后 ,得 互 - + 下 = 1 = 3-hh, 从 而 得 投影 平面 的 连通 度 是 2, 这 正 是 
表 21.1 中 所 列 出 的 . 

在 解析 投影 几何 里 ,用 三 线 坐 标 可 得 投影 平面 的 另 一 种 划分 法 .这 种 划分 
法 如 图 21.32 所 示 ,其 中 当做 投影 平面 的 模型 的 不 是 正方 形 面 而 是 圆 面 ,不 通 
过 同一 点 的 三 个 圆 弧 划 分 圆 面 为 七 个 区 域 . 假定 每 个 圆 弧 交 圆 周 于 二 对 径 点 ， 
从 而 区 域 2 和 5 表示 一 个 三 角形 ,3 和 6,4 和 7 也 各 表示 一 个 三 角形 .可 以 看 到 ， 
不 通过 同一 点 的 任何 三 条 直线 必 如 此 划分 投影 平面 为 四 个 三 角形 . 现在 将 
E =3,K = 6,F = 4 代入 欧 拉 公式 里 ,也 得 到 h = 2. 

我 们 曾经 把 正方 形 模型 的 对 边 黏 合 而 得 环 面 和 克 菜 因 瓶 ,应 用 同样 的 方 
法 ,也 可 以 由 正方 形 模型 得 到 投影 平面 .为 此 先 把 正方 形变 形 使 成 球面 , 挖 去 一 
小 块 四 边 形 4BCD( 图 21.33). 再 把 AB 和 CD R6 , DA 和 BC 黏合 .这 一 步 可 以 
这 样 做 :提高 4 和 C, 拉 下 有 和 万 ,然后 将 这 二 对 点 分 别 合 在 一 起 (图 21.34). 结 
果 就 得 出 自 交 于 一 直线 的 闭 曲面 (图 21.35). 这 曲面 跟 投影 平面 拓扑 等 价 . 


A 


图 21.32 图 21.33 
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图 21.34 图 21.35 
的 确 存 在 具有 这 种 形状 的 代数 曲面 (图 21.36) ,其 方程 为 
(kix? + kay?) (x + y+2) -2z(x2+y2) = 0 

这 个 曲面 同 微分 几何 中 一 个 作 图 有 关 . 列 方程 系 对 于 直角 坐标 系 而 言 ,此 坐标 
AU P 为 原点 ,以 曲面 在 点 P 处 的 二 主 方向 为 x BHA y BH, ky A ky WU FE 
点 P 的 主 曲 率 . 

如 果 我 们 再 从 图 21.34 出 发 ,但 现在 只 把 AB 和 CD 黏合 而 不 把 Ph4 和 BC Bi 
合 , 便 得 到 跟 麦 比 乌 斯 带 拓扑 等 价 的 曲面 . 因为 这 种 番 合 对 边 的 方式 ,根据 定 
义 , 正 是 变换 正方 形 为 麦 比 乌 斯 带 的 倒 合 方式 .新 曲面 的 边缘 系 从 弧 DA 和 BC 
得 来 .但 因为 4 和 C 重合 , B 和 DD 重合 ,所 以 这 二 弧 做 成 一 闭 曲 线 ,这 曲线 的 形 
状 ,可 以 一 一 比方 说 一 一 作成 圆 形 ( 图 21.36). 显然 这 个 曲面 没有 自 交 线 .在 
4,C 和 B,D 重合 的 二 点 处 ,曲面 的 曲率 不 连续 .但 车 把 这 两 点 的 邻近 加 以 变 
形 , 则 得 一 到 处 连续 弯曲 的 曲面 .图 21.37 表示 这 种 曲面 . 
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这 样 的 曲面 ,尽管 边缘 是 圆 形 的 , 却 不 能 拿 它 作 容器 用 , 因为 它 是 单 侧 的 ， ef 
没有 内 外 部 之 分 . 

假若 插入 一 圆 面 将 曲面 封闭 , 便 重新 得 到 投影 平面 的 模型 , 这 一 点 不 难 从 
图 21.36 和 21.35 上 看 出 来 . 反 过 来 ,如 果 从 投影 平面 的 模型 控 掉 一 片 圆 面 , 结 
果 得 一 麦 比 乌 斯 带 的 模型 . 挖 开 的 洞 不 管 在 图 21.35 的 曲面 上 什么 地 方 都 可 
以 ,因为 球面 上 各 对 对 径 点 是 类 似 的 ,投影 平面 上 各 点 的 位 置 也 就 没有 区 别 . 特 
别 ,如 从 图 21.35 的 曲面 去 掉 底部 , 剩 下 一 个 特别 显眼 的 形象 . 这 曲面 名 为 “ 交 
JUR” , 如 图 21.38 所 示 . 交叉 帽 是 以 圆周 为 边缘 的 一 种 新 的 麦 比 乌 斯 带 的 模 
型 .虽然 曲面 是 单 侧 的 ,可 是 显然 能 作 容 器 的 盖子 用 . 其 所 以 可 能 ,是 因为 它 有 
自 交 线 . 

假如 将 变 叉 帽 沿 自 交 线 剪 开 ,再 作 适 当 的 变形 ,结果 得 一 有 四 边 形 孔 或 圆 
形 孔 的 圆 面 :这 只 要 把 图 21.33 ~ 21.35 上 的 变换 道 推 即 得 .因此 我 们 可 从 介 于 
二 同心 圆 的 平面 域 出 发 ,把 小 圆 的 每 对 对 径 点 黏合 起 来 而 得 出 麦 比 乌 斯 带 的 模 
型 (图 21.39). 最 初 看 来 ,似乎 认 不 出 这 图 形 所 代表 的 曲面 就 是 在 表 21.1 EE 
方形 模型 所 代表 的 曲面 .但 是 正方 形 模型 确实 可 以 从 图 21.39 得 出 :把 平 环 面 
剪 成 两 半 ( 图 21.40) 成 两 半 ,加 以 变形 (图 21.41) ,翻转 一 半 ( 即 对 调 图 21.41 上 
e 和 /的 位 置 ) ,最 后 把 原来 在 一 起 的 一 部 分 棱 实 在 地 黏合 , 另 一 部 分 则 抽象 地 
作成 对 应 (图 21.42). 
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在 我 们 的 投影 平面 的 模型 里 ,有 两 点 一 一 自 交 线 段 的 端点 一 一 是 奇 点 . 
fit 2 (W. Boy) 作成 了 投影 平面 的 既 无 奇 点 又 处 处 连续 弯曲 的 模型 . 

为 了 作 鲍 埃 曲面 ,我们 不 从 正方 形 开始 ,而 从 正六 边 形 开始 . 六 边 形 边缘 上 
的 对 径 点 仍旧 当做 是 至 合 的 .把 六 边 形变 形 使 成 球面 ,球面 上 有 一 球面 正六 边 
形 孔 .新 图 形 跟 原来 的 六 边 形 一 样 ,可 剖 分 为 对 于 一 轴 对 称 ( 图 21.43) 的 三 片 
合同 图 形 .然后 ,把 三 片 分 离 , 每 片 再 经 一 次 变形 .至 于 如 何 变形 ,等 一 下 再 讲 . 
如 此 我 们 得 到 三 片 合同 的 成 某 种 形状 的 曲面 ,把 它们 拼 在 一 起 ,最 后 得 到 鲍 埃 
曲面 .这 曲面 也 有 三 重 对称 轴 . 自然 ,这 一 方法 的 目的 就 是 设法 从 合 球面 的 六 边 
形 洞 的 棱 上 的 对 径 点 . 

首先 ,把 一 片 曲面 ScAaBbCdS (Ai 21.43) 的 三 点 4, B,C 重合 在 NN 处 (图 
21.44), (AA SREB AWA ARNE GAL. 现在 保持 点 S, N 和 
Bbc, d RA, {EAR a 提高 (图 21.45) 到 如 图 21.43 的 位 置 .在 这 一 步 手续 中 
c, a 间 的 部 分 曲面 自然 要 拉 长 一 些 , 使 它 几乎 成 为 平面 . 然后 把 弧 圈 5b( 图 
21.46) 向 右上 方 拉 , 使 它 处 于 刚才 所 说 的 那 部 分 曲面 的 下 面 ,如 图 21.47 上 的 
位 置 .这 最 后 的 位 置 应 使 狐 c,d 合同 , 弧 圈 a, b 合同 ,并 且 当 曲线 绕 轴 SN HES 
角 的 旋转 (如 图 中 所 示 的 指向 ) 后 ,ce HAF d,b 重合 于 a( 图 21.47). 我 们 再 作 
一 片 与 第 一 片 合同 的 模型 , 它 的 对 应 部 分 以 a', S 代表 . 把 这 片 模型 粘 在 第 一 
片上 ,使 d' 和 ec 重合 (而 且 S 和 5 重合 , N' 和 WN 重合 ). 于 是 a' 和 自然 重合 . 
把 这 二 棱 粘 在 一 起 .现在 ,这 两 片 模型 的 接 缝 线 Nb 变 为 新 曲面 的 自 交 线 , 从 图 
21.47 上 可 以 看 出 .新 曲面 的 边缘 由 c' ,a,b' 和 d 组 成 ,这 只 要 回头 看 到 原来 的 
正方 形 即 可 知道 (图 21.48). 显然, 我 们 还 可 在 这 条 边缘 上 类 上 第 三 片 模型 ,使 
d 和 we" 重合 ,a 和 重合 ,b' fla" 重合 ,c' Md’ 重合 (记号 的 意义 同 前 ). 至 此 ， 
鲍 埃 曲面 塑造 成 了 .从 图 21.48 上 容易 看 出 , 鲍 埃 曲面 跟 投 影 平面 等 价 .图 21.49 
系 用 金属 丝 编织 的 网 状 模型 . 曲面 的 自 交 线 是 有 三 个 弧 圈 的 曲线 , 它 通过 点 N, 
而 且 同 整个 曲面 一 样 ,对 称 于 SN 轴 . 仔细 分 析 图 21.48, 可知 有 三 片 曲面 通过 
点 入. 这 三 片 曲面 在 点 N 有 连续 切面 的 必需 和 充分 的 条 件 是 在 弧 圈 的 六 个 端点 
汇聚 的 N 处 有 三 条 相互 垂直 的 切线 . 如 果 曲 面 在 其 他 接 颖 的 地 方 有 皱纹 或 曲 
率 不 连续 的 情形 ,可 把 曲面 弄 下 来 除 掉 .在 图 21.40 上 ,模型 的 自 交 线 以 粗 金 属 
丝 做 成 .至 于 其 他 的 粗 金 属 丝 只 是 为 了 作 支 架 之 用 . 这 个 模型 用 一 个 螺丝 钉 钉 
在 点 $. 模 型 与 我 们 的 做 法 之 间 的 关系 ,看 图 便 十 分 了 然 . 
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根据 前 面 的 讨论 ,可 知 鲍 埃 曲面 的 球面 象 处 处 连续 . 可 惜 现 在 还 没有 弄 清 
楚 球 面 象 是 怎样 分 布 的 .假定 我 们 从 任意 法 矢量 出 发 ,连续 作出 象 点 , 则 由 于 曲 
面 是 单 侧 的 ,终于 会 达到 这 点 的 反方 向 法 线 矢量 .这样 , 在 球面 映射 之 下 , 鲍 埃 
曲面 上 任何 一 点 对 应 球面 上 的 一 对 对 径 点 .但 由 于 在 这 样 的 至 合 方式 之 下 球面 
重新 变 回 投影 平面 ,可 见 鲍 埃 曲面 的 球面 表示 产生 投影 平面 到 自身 的 映射 . 当 
然 映射 不 是 相互 单 值 的 ,因为 显然 鲍 埃 曲面 上 几 个 点 对 应 球面 上 一 对 点 . 


5 有限 乏 通 度 曲 面 的 标准 形式 

我 们 把 所 有 能 互相 拓扑 映射 的 曲面 划 为 一 类 .具有 有 限 连 通 度 的 属于 同一 
类 的 二 曲面 ,其 必需 条 件 为 : 

(1) 二 曲面 或 者 都 是 闭合 的 ,或 者 有 同样 数目 的 边缘 曲线 . 

(2) 二 曲面 或 者 都 可 定向 ,或 者 都 不 可 定 问 . 

(3) 二 曲面 的 连通 度 相等 . 

第 一 个 条 件 的 必需 性 很 明显 .第 二 个 条 件 的 必需 性 可 以 这 样 表述 : 凡 可 以 
拓扑 映射 成 可 定向 曲面 G 的 曲面 F, 它 本 身 也 必 可 定向 .在 这 种 说 法 下 ,命题 容 
易 证 明 . 事 实 上 ,曲面 6 的 定向 经 过 拓扑 映射 而 变 为 的 定向 .同样 容易 推 证 第 
三 条 件 的 必需 性 :曲面 的 连通 度 决 定 曲 面 的 截 口 组 的 存在 ,而 在 拓扑 映射 之 下 ， 
曲面 上 的 截 口 组 和 曲面 象 的 截 口 组 的 构造 是 一 样 的 . 

进一步 研究 表明 ,上 述 三 个 条 件 对 于 保证 二 曲面 可 以 相互 拓扑 映射 也 是 充 
分 的 .因为 如 果 已 知 给 定 的 曲面 为 可 定向 或 不 可 定向 的 ,又 知 其 边缘 曲线 数 和 
连通 度 , 那 么 就 可 以 仿照 环 面 和 连通 度 为 5 和 7 的 可 定向 闭 曲 面 的 办 法 (参看 图 
21.13 ~ 21.18) , 沿 适当 的 截 口 组 把 曲面 切 开 . 切 开 后 曲面 总 可 以 变 为 有 一 部 或 
全 部 楼 是 释 合 的 多 边 形 . 截 口 组 的 机 构 , 以 及 多 边 形 的 棱 数 和 棱 的 至 合 方式 , 完 
全 取决 于 上 述 三 个 条 件 . 因 此 二 曲面 如 果 同 时 符合 三 个 条 件 , 则 必 能 经 过 拓扑 
映射 而 变 成 同一 多 边 形 域 ,因而 能 相互 拓扑 映射 . 

按照 以 上 方式 剖 分 的 结果 , 亏 数 为 p 的 可 定向 闭 曲面 变 为 4p 边 的 多 边 形 ， 
其 释 合 边 配 对 的 情形 如 图 21.49 所 示 . 这些 4p 边 多 边 形 作 成 代表 所 有 可 定向 闭 
曲面 的 一 个 标准 形式 组 ,因为 任何 这 类 曲面 的 连通 度 是 奇数 h = 2p + 1. 我 们 
见 过 的 另外 一 个 完全 标准 形式 组 是 球面 \ 环 面 以 及 有 p 个 洞 的 圈 饼 . 

在 函数 论 中 有 几 种 黎 曼 曲面 包括 在 这 种 分 类 之 内 ,虽然 从 直观 形象 看 不 出 
这 种 可 能 性 .这 些 曲面 ,类似 大 多 数 极 小 曲面 的 球面 象 , 把 球面 覆盖 了 好 几 层 ， 
并 且 各 层 在 支点 处 互相 连通 .这 些 曲面 都 是 可 定向 的 ,因为 球面 的 定向 可 变 为 
覆盖 在 球面 上 黎 曼 曲面 的 定向 . 当 且 仅 当 函数 是 代数 函数 时 ,对 应 的 黎 曼 曲面 
是 闭合 的 ;所 有 超越 函数 都 产生 非 闭 黎 曼 曲面 .我 们 不 再 细 讲 ,有 许多 关于 几何 
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图 21.49 

函数 论 的 好 书 可 供 参 考 . 

对 于 有 边缘 曲面 ,也 可 能 找 出 一 组 多 边 形 , 使 得 边缘 由 有 限 条 曲线 组 成 的 
而 且 具 有 有 限 连 通 度 的 任 一 曲面 ,都 恰 可 拓扑 地 映 成 这 些 多 边 形 之 一 . 圆 简 面 
和 麦 比 乌 斯 带 的 正方 形 模型 是 这 样 的 多 边 形 的 两 个 例子 .对 于 可 定向 的 有 边缘 
曲面 ,还 可 把 球面 \ 环 面 和 圈 饼 随意 挖 上 几 个 洞 ( 图 21.9) ,得 到 更 为 直观 的 标准 
形式 .为 了 对 于 不 可 定向 曲面 作出 类 似 的 标准 形式 ,可 以 利用 交叉 帽 .在 一 球面 
上 开 若 干 个 洞 ,然后 用 交叉 帽 把 其 中 的 几 个 洞 封 闭 起 来 . 任 一 具有 有 限 连通 度 
的 不 可 定向 的 曲面 都 等 价 于 用 这 种 方式 作出 的 曲面 .交叉 帽 的 数目 和 洞 的 数目 
唯一 决定 于 边缘 曲线 的 数目 和 连通 度 . 

交叉 帽 有 一 条 自 交 线 和 两 个 奇 点 . 克 莱 因 瓶 和 鲍 埃 曲面 则 提供 了 无 奇 点 的 
单 侧 曲面 的 例子 .关于 其 他 一 切 不 可 定向 的 闭 曲 面 是 否 都 能 以 无 奇 点 形式 在 空 
间 里 实现 的 问题 ,似乎 尚未 解决 中 . 当然 这 类 曲面 绝 不 能 没有 自 交 线 , 这 一 点 我 
们 早已 提 过 了 . 

然而 ,在 四 维 空间 内 ,所 有 不 可 定向 曲面 都 可 以 表 作 既 无 奇 点 又 不 自 交 的 
曲面 . 今 用 Ry 代表 四 维 空间 ,用 R 代表 三 维 空间 .我 们 可 以 想象 R 安装 在 R, 
中 就 像 平面 安装 在 R 中 一 样 . 现在 先 在 Ry 中 作 一 个 无 自 交 线 和 奇 点 的 交叉 
帽 .为 此 目的 ,设想 在 Rs 中 有 一 交叉 帽 ,并 设想 它 安 装 在 Ry 中 .然后 在 交叉 帆 
上 选择 一 个 以 自 交 线 为 直径 的 圆 面 e( 参 考 图 21.36). 在 R 中 ,我 们 可 让 任何 
圆 面 的 圆周 固定 , 而 将 圆 面 的 其 他 部 分 弯曲 , 使 所 有 点 都 离开 圆 面 的 平面 . 同 
样 ,在 R 中 可 把 圆 面 e 变形 成 为 曲面 /, 使 圆周 保持 在 R 中 的 交叉 帽 上 不 动 , 而 
的 内 部 伸 出 于 Rs 之 外 .经 过 这 次 变形 ,交叉 帽 变 为 R 中 的 曲面 ,而 FF 显然 
是 无 自 交 线 和 奇 点 的 .如 果 现 在 我 们 把 有 若干 个 洞 的 球 安装 在 R 中 ,不 用 交叉 
帽 而 用 像 F 那样 的 曲面 来 盖 住 几 个 洞口 ,那么 就 得 到 一 组 既 无 自 交 线 又 无 奇 
点 ,代表 所 有 有 限 连通 度 不 可 定向 曲面 的 标准 形式 . 

另外 一 个 问题 是 用 最 低 次 数 的 代数 方程 表达 具有 已 知 拓扑 结构 的 曲面 . 例 
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如 ,我 们 从 前 讲 过 施 泰 纳 曲 面 是 代表 投影 平面 的 模型 ,那么 有 没有 代表 鲍 埃 曲 
面 的 代数 曲面 呢 ? 这 个 问题 尚未 解决 .投影 平面 可 以 实现 为 R 中 的 一 曲面 , 曲 
面 的 方程 很 简单 ,而 且 无 自 交 线 和 奇 点 . 

拓扑 等 价 问题 已 经 从 曲面 推广 到 三 维和 更 高 维 的 结构 . 这 问题 引起 贝蒂 
(Betti) 群 的 研究 .在 贝蒂 群 论 里 ,曲面 连通 度 和 可 定向 性 的 概念 是 从 更 一 般 的 
观点 来 处 理 的 . 


一 个 个 人 个 个 个 人 ~ 个 个 个 个 人 个 全 全 ~ 一 ~ 和 ~~~ 


一 一 ~ 一 ~ 一 下 ~ 个 一 人 下 ~ 一 一 下 


将 曲面 映 成 自身 的 最 简单 的 拓扑 映射 是 一 个 连续 畸变 , 它 把 曲面 整个 变 
成 自身 ,这 类 的 映射 叫做 形变 .平面 到 自身 的 运动 是 形变 ,但 平面 对 于 一 直线 的 
反射 则 是 映射 而 不 是 形变 .因为 ,反射 反 转 了 每 个 圆 的 指向 ,而 形变 则 不 然 . 

在 映射 之 下 映 成 自身 的 点 叫做 映射 的 不 动 点 . 现在 我 们 证 明 ,将 圆 面 (包括 
圆周 上 的 点 ) 映 成 自身 的 任何 连续 映射 ,至 少 有 一 不 动 点 .用 反 证 法 证 明 . 假 定 
圆 面 上 有 一 个 将 它 映 成 自身 但 无 不 动 点 的 连续 映射 .那么 我 们 可 给 e 中 的 每 
一 点 尸 加 上 一 个 箭头 ,使 箭头 的 方向 指 着 象 的 方向 (这 个 规则 仅 对 于 不 动 点 才 
不 适用 ). 因 为 由 假设 ,映射 是 连续 的 ,从 一 点 到 另 一 点 箭头 方向 的 改变 一 定 也 
是 连续 的 .现在 考虑 在 圆周 上 一 点 的 箭头 ,并 让 这 点 以 顺 时 针 方 向 绕 贺 周一 圈 ; 
显然 这 点 上 圆 的 切线 同时 以 顺 时针 方 向 转 了 整整 一 圈 . 我 们 现在 断言 ,这 点 的 
箭头 方向 也 以 顺 时 针 方 向 恰好 转 了 一 圈 . 首 先 ,箭头 转 过 的 圈 数 必然 是 整数 (也 
可 以 是 零 ) ,因为 它 要 回 到 原 位 置 . 因为 圆周 上 一 点 的 箭头 永远 指向 圆 的 内 部 ， 
切线 和 箭头 的 夹 角 不 能 等 于 零 ,也 不 等 于 r 的 任何 倍数 .但 是 如 果 箭 头 转 过 的 
圈 数 和 切线 转 过 的 圈 数 不 同 ,那么 在 圆周 上 至 少 有 一 次 应 该 碰 到 或 者 相同 或 者 
相反 的 两 个 方向 .其 次 ,用 同样 的 方式 我 们 考虑 和 上 述 圆 同心 且 在 其 内 部 的 任 
一 同心 圆 & 上 第 头 所 转 过 的 圈 数 .这 里 也 是 一 样 , 当 一 点 以 顺 时 针 方 向 绕 圆周 
一 周 时 , 它 的 箭头 也 以 顺 时 针 方 向 恰好 转 了 一 圈 . 假 如 不 然 , 则 在 外 圆周 连续 地 
收缩 到 大 的 位 置 的 过 程 中 箭头 转动 的 圈 数 至 少 有 一 次 起 不 连续 的 变化 ,这 就 跟 
圆 内 箭头 分 布 的 连续 性 矛盾 . 另 一 方面 ,如 果 上 连续 地 收缩 到 圆 面 的 圆心 下 处 ， 
则 在 大 上 所 有 点 的 箭头 的 方向 必 将 趋 近 于 一 个 方向 , 即 点 M 的 箭头 方向 .因此 
对 于 充分 小 的 圆 来 说 , 圈 数 应 该 等 于 零 . 这 就 引出 了 矛盾 .所 以 将 圆 面 映 成 自身 
的 连续 映射 不 能 没有 不 动 点 . 

同样 ,我 们 可 以 证 明 , 将 球面 映 成 本 身 的 任 一 连续 映射 必 有 一 不 动 点 ,或 者 
有 一 映 成 对 径 点 的 一 点 .假如 不 然 ,每 一 点 将 唯一 地 决定 连接 这 点 及 其 象 点 的 
大 圆 的 弧 . 这 样 势 将 得 出 球面 上 的 一 个 箭头 场 , 它 是 处 处 连续 的 ,可 是 若 考 虑 到 
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箭头 的 旋转 圈 数 ,可 以 证 明 这 样 的 场 是 不 可 能 的 .由 此 可 知 ,我 们 不 能 够 在 地 球 
上 竖立 指 路 牌 ,使 指 路 牌 方向 处 处 连续 变化 . 人 

如 果 把 对 径 点 全 合成 一 点 的 球面 解释 为 投影 平面 的 模型 ,我 们 得 到 一 一 
作为 上 述 球面 映射 定理 的 推论 一 一 将 投影 平面 映 成 本 身 的 任 一 连续 映射 必 有 
一 不 动 点 . 

要 想 更 好 地 了 解 将 已 给 曲面 映 成 本 身 的 拓扑 映射 的 全 貌 ,可 以 把 所 有 的 这 
些 映射 分 类 .如 果 二 映射 只 相差 一 个 形变 ,把 它们 列 人 同一 类 ; 诸 形 变 本 身 作成 
恒 等 类 .把 球面 上 任 一 点 映 成 它 的 对 径 点 ,就 得 到 不 属于 这 类 的 映射 的 例子 ; 因 
为 在 这 样 的 映射 之 下 ,小 圆 的 指向 显然 反 转 了 . 如 此 ,到 现在 为 止 ,我 们 知道 球 
面 映射 有 两 类 .进一步 研究 可 以 证 明 ( 但 离 题 太 远 ) ,在 球面 上 再 没有 别 的 映射 
类 .由 此 可 知 ,投影 平面 的 所 有 拓扑 映射 都 是 形变 . 

另 一 方面 ,在 环 面 上 有 无 穷 多 类 .为 了 考察 其 中 几 个 类 ,设想 把 环 面 沿 经 线 
切 开 , 拉 直 使 成 柱 面 ,其 二 边缘 为 圆 .然后 将 一 圆 固定 ,把 圆柱 面 扭转 ,使 圆柱 面 
变 成 自己 ,而 另 一 圆 绕 其 轴 旋 转 & 图 ;这 样 就 将 柱 面 的 每 一 母线 变 成 绕 柱 面 的 
轴 旋 转 了 上 圈 的 螺旋 线 . 今 将 柱 面 再 弯曲 过 来 使 成 环 面 ,并 将 二 边缘 圆 粘 在 一 
起 ,结果 是 一 个 将 环 面 映 成 自身 的 拓扑 映射 ,同时 边缘 贺 上 所 有 合 合 起 来 的 点 
是 不 动 点 .其 他 诸 点 的 映射 决定 于 柱 面 的 映射 : 柱 面 的 母线 对 应 环 面 的 纬 圆 ;此 
外 ,车 是 将 二 曲面 的 对 应 关系 扩充 到 位 于 它们 内 部 的 部 分 空间 , 则 可 使 柱 面 的 
轴 对 应 环 面 的 “ 心 轴 ”( 心 轴 即 环 面 母 圆 中 心 描 出 的 轨 线 ). 如 此 作出 的 环 面 在 本 
身上 的 映射 将 纬 圆 变 为 环 面 上 绕 心 轴 上 圈 的 螺旋 状 闭 曲 线 .不 论 以 后 将 环 面 怎 
样 变形 ,都 不 能 改变 与 这 种 曲线 相伴 随 的 数 . 因此 环 面 上 面 两 个 有 不 同 的 & 
值 的 映射 不 能 属于 同一 类 . 

假如 认为 由 此 可 以 类 推 ,说 克 莱 因 瓶 也 有 无 穷 多 的 映射 , 那 就 错 了 .在 圆柱 
面 上 的 螺旋 线 对 应 在 克 莱 因 瓶 上 的 闭 曲 线 ,这 些 曲 线 ,即使 的 值 不 同 ,也 可 以 
相互 变形 .要 问 何以 克 莱 因 瓶 和 环 面 有 如 此 差别 ,这 可 借 正 方形 模型 来 说 明 . 事 
实 上 , 克 莱 因 瓶 仅 有 有 限 个 映射 类 . 

上 述 方 法 未 能 包罗 所 有 的 环 面 映射 类 .我 们 可 以 借助 环 面 的 汛 覆 盖 曲 面 ， 
以 概括 这 些 映射 类 的 全 貌 .为 此 ,我 们 设想 把 欧 几 里 得 平面 包 右 无 限 长 的 圆柱 
面 ; 自然 ,这 时 圆柱 面 被 平面 包 庄 了 无 穷 多 次 .从 前 我 们 不 止 一 次 地 把 有 二 边缘 
圆周 的 有 限 长 柱 面 弯曲 成 环 面 .同样 ,无限 长 的 柱 面 也 能 够 变 成 环 面 .在 弯曲 的 
过 程 中 , 柱 面 的 轴 要 绕 环 面 的 心 轴 无 穷 多 图 ,而 柱 面 则 被 套 进 它 自己 无 穷 多 次 . 
用 这 种 方法 ,能 够 把 欧 氏 平面 拓扑 映射 成 为 一 个 覆盖 环 面 无 穷 多 层 的 无 皱 痕 无 
支点 的 曲面 .这 种 曲面 就 是 环 面 的 汛 覆 盖 曲 面 . 

每 绕 环 面 的 经 圆 或 纬 圆 一 圈 , 覆盖 曲面 从 一 层 进 到 另 一 层 .我 们 在 环 面 上 
作 典 型 截 口 组 (包含 一 经 圆 和 一 纬 圆 ) ,而 以 通常 的 方法 将 环 面 变 作 以 一 定 方式 
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又 合 了 对 边 的 矩形 面 .现在 如 果 在 覆盖 曲面 上 标 出 所 有 在 典型 截 口 组 上 的 点 ， 
然后 将 覆盖 曲面 变 回 成 平面 ,那么 标 出 的 点 将 形成 一 直线 组 ,它们 匀 划 分 平面 
成 无 穷 多 的 矩形 ,其 排列 的 情形 正 像 平 面 平 移 结晶 群 的 基本 区 域 . 每 一 矩形 相 
当 于 和 覆盖 曲面 的 一 层 .为 了 和 弄 清楚 这 一 点 ,让 我 们 换 一 种 方法 来 作 汛 覆 盖 曲 面 . 
今 以 对 边 有 一 定 释 合 方式 的 正方 形 代 表 环 面 .仿照 平面 正方 形 点 格 的 做 法 ,把 
这 些 正方 形 拼 在 一 起 作成 长 条 5 ,以 二 平行 直线 a,b 为 边缘 ,向 两 方 无 限 延伸 . 
若 将 $ 适 当地 弯曲 ,使 a, 6 重合 , 则 5 变 为 无 限 长 的 圆柱 C. 组 成 长 条 5 的 若干 
正方 形 划 分 C 为 以 圆周 为 边缘 的 许多 区 域 .将 组 成 边缘 的 二 圆周 倒 合 ,可 从 这 
样 的 一 个 区 域 又 变 回环 面 .如 果 采 取 像 上 面 所 讲 的 方式 ,把 柱 面 覆盖 在 环 面 上 ， 
则 所 有 区 域 将 相互 重生 ,而 且 每 一 区 域 恰好 履 盖 整个 环 面 一 次 ,其 全 部 边缘 线 
重合 于 环 面 的 典型 截 口 组 .现在 我 们 也 像 作 正 方形 点 格 一 样 地 继续 作 下 去 :把 
整个 平面 用 S 那样 的 相 邻 长 条 盖 满 .如果 把 平面 包 豪 C 无 穷 多 次 ,使 $ 又 变 为 
C, 则 盖 满 平面 的 所 有 长 条 显然 重症 在 $ 之 上 ,而 所 有 长 条 的 正方 形 剖 分 和 5 
的 剖 分 重合 .现在 把 C 再 覆盖 在 环 面 上 , 则 平面 上 的 诸 正 方形 相互 重 伙 ,而 且 
它们 的 边缘 落 在 环 面 的 典型 截 口 组 上 ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

第 二 种 做 法 指出 可 用 一 种 特别 简单 的 映射 把 环 面 的 汛 覆 盖 曲 面 U 变 成 平 
面 五 .因为 如 果 把 VU 上 禾 盖 环 面 同一 点 的 那些 点 称 为 等 价 点 , 则 UV 上 的 任何 等 
价 点 组 都 能 用 EE 上 的 正方 形 点 格 代表 .将 U 映 成 自身 的 拓扑 映射 中 那些 将 任 一 
点 变 为 一 等 价 点 的 映射 组 成 一 个 群 ,我 们 把 它 叫做 环 面 的 基本 群 (f). 如 此 说 
来 ,一 下 显然 将 (六 变换 为 变 正方 形 点 格 成 自身 的 平移 群 . 

设 g 是 将 U 映 成 自身 的 男 一 拓扑 映射 ,对 这 映射 虽 不 要 求 一 定 把 任 一 点 映 
成 它 的 等 价 点 ,但 要 求 它 永远 把 等 价 点 偶 映 成 等 价 点 偶 .于 是 g 对 应 将 环 面 映 
成 自身 的 一 定 的 拓扑 映射 .为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 注意 环 面 的 任 一 点 P 被 曲 
EU 上 某 一 无 穷 等 价 点 组 (08) 盖 住 .但 根据 g 的 定义 ,点 组 (0) 的 所 有 的 象 
(Q’) 盖 住 环 面 的 单一 的 点 P ,因此 g 决 定 将 环 面 映 成 本 身 的 拓扑 映射 P 一 P'， 
它 可 用 hh 来 代表 .反之 我 们 也 可 以 证 明 , 对 于 环 面 的 任 一 已 知 映射 ,能够 在 覆 
盖 曲 面 上 找到 同 h 的 关系 有 如 上 述 的 映射 g. 这样 g 只 能 在 群 ( 户 中 的 任 一 映 
射 的 限度 内 被 决定 . 

应 用 上 面 的 结果 ,我 们 能 够 得 到 将 环 面 映 成 自身 的 映射 类 的 全 貌 . 这 里 只 
叙述 结果 而 不 加 证 明 . 设 每 一 映射 g 被 上 的 映射 7 所 代替 ,而 y 是 g 经 映射 
U +E 得 到 的 . 设 ABCD AAS) 对 应 的 在 上 的 平移 群 (1) 的 正方 形 基本 区 
域 . 设 A'B'C'D! 为 在 映射 7 之 下 4BCD 的 象 ; 则 平行 四 边 形 4'B'C'D' 必然 是 (1) 
的 一 个 基本 区 域 .于 是 环 面 的 映射 h 是 一 形变 的 必需 和 充分 条 件 是 , ABCD 可 
经 平移 而 重合 于 4A’B'C'D' . 环 面 的 其 他 映射 类 对 应 于 点 格 的 一 母 平行 四 边 形 所 
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能 取 的 其 他 形式 ,以 及 将 正方 形 ABCD 映 成 自身 的 旋转 与 反射 0. 

汛 履 盖 曲面 的 概念 ,对 一 切 曲 面 均 可 确定 .对 于 可 定向 闭 曲面 ,我 们 这 样 得 
到 汛 覆盖 曲面 :把 一 些 4p 边 形 连接 起 来 ,并 在 它们 之 间 建 立 一 种 对 应 关系 ,其 
方式 和 在 环 面 的 情形 对 正方 形 的 做 法 差不多 .不 过 , 当 p > 1, 基 本 群 不 能 以 欧 
氏 平 移 群 代表 ;但 是 能 够 以 双 曲 平移 群 代 表 , 并 以 4p 边 形 为 基本 区 域 ( 对 于 
p =2 的 情形 ). 对 于 有 边缘 的 曲面 ,需要 引入 具有 开 的 基本 区 域 的 欧 氏 平移 群 
或 双 曲 平移 群 .对 于 不 可 定向 曲面 为 了 基本 群 在 度量 几何 中 能 实现 ,必须 在 欧 
氏 和 双 曲 平移 之 外 再 补充 以 欧 氏 和 双 曲 滑动 - 反射 . 


T IEE AR A nk A 

有 这 样 的 问题 :一 个 曲面 能 否 保 角 地 映 成 自身 或 者 映 成 男 一 曲面 ?如 果 能 
够 的 话 , 究 竞 有 多 少 种 映射 方式 ?当时 我 们 限于 研究 和 一 圆 内 部 或 一 圆 面 (包括 
周 界 ) 或 一 球面 等 价 的 曲面 . 汛 覆 盖 曲 面 的 概念 使 我 们 能 够 对 所 有 其 他 曲面 讨 
论 类 似 的 问题 .这 里 只 讲 如 何 去 找 将 环 面 映 成 本 身 或 映 成 别 的 环 面 的 所 有 的 保 
形 映射 ,因为 对 环 面 所 用 的 方法 也 适用 于 其 他 曲面 ,而且 环 面 的 情形 比较 容易 
想象 .在 这 里 和 以 后 ,我们 所 讲 的 环 面 不 仅 是 指 一 圆圈 绕 在 这 圆 所 在 平面 上 且 
不 与 圆 相交 的 轴 旋 转 出 来 的 回转 曲面 ,也 指 与 环 面 拓扑 等 价 的 任 一 曲面 . 

有 一 个 “ 非 此 即 彼 ” 的 定理 , 它 是 说 任 一 曲面 , 几 是 同 圆 的 内 部 等 价 , 也 就 
是 同 欧 氏 平面 等 价 的 ,能 够 保 形 映射 成 双 曲 平面 或 者 欧 氏 平面 .我 们 可 以 把 这 
个 定理 应 用 于 环 面 7 的 汛 覆 羡 曲 面 U, 因 为 这 一 曲面 适合 定理 的 条 件 . 因此, 设 
U 保 形 映射 成 平面 ,让 我 们 首先 提出 这 个 问题 :E 是 欧 氏 平面 还 是 双 曲 平面 ? 

现在 ,基本 群 (f) 必 是 将 U 映 成 自身 的 保 形 映 射 群 ,因为 在 (f) 的 映射 之 
下 ,UV 的 任 一 区 域 的 象 其 至 和 那个 区 域 合同 . 因此 在 保 形 映 射 U > E 之 下 , 群 
(f) 变换 成 将 五 保 形 映 成 自身 的 一 个 群 (1). 但 是 所 有 将 平面 映 成 自身 的 保 形 
变换 为 已 知 :若是 双 曲 平面 ,它们 是 双 曲 刚体 运动 ;车 E 是 欧 氏 平面 ,它们 是 
欧 氏 刚体 运动 和 相似 变换 . 此 外 ,我 们 知道 群 (:) 和 欧 氏 平面 的 结晶 平移 群 有 
某 种 亲属 关系 :(1) 中 所 有 的 映射 , 除 恒 等 变换 外 都 没有 不 动 点 ,而 且 群 的 基本 
区 域 是 四 边 形 . 假 如 是 双 曲 平面 ,(1) 必 是 具有 有 限 基 本 区 域 的 不 连续 的 双 
曲 平移 群 .而 且 设 法 使 读者 相信 ,这 样 的 群 的 基本 区 域 至 少 有 八 边 ,因此 E 非 
是 欧 氏 平面 不 可 .可 以 用 初等 方法 证 明 , 任 一 不 是 刚体 运动 的 欧 氏 相似 变换 有 
一 个 不 动 点 .这 样 说 来 , 群 (1) 除了 包含 恒 等 变 换 外 ,只 能 包含 没有 不 动 点 的 刚 


中 ”如 果 点 格 定义 为 在 笛 卡 儿 坐 标 下 整数 点 的 集合 ,而 且 如 果 A 经 平移 
ae 由 点 B' 的 坐标 c, AC 点 的 坐标 c,d À 的 


以 适合 条 件 ad - be = + 1 或 - 1 的 所 有 整数 值 . 
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体 运 动 ,这 是 说 , 它 是 平移 . 又 因为 (1) 是 不 连续 的 而 且 有 一 有 限 基 本 区 域 ,所 
以 ( 一 定 是 一 种 结晶 平移 群 . 

现在 应 用 同样 的 论证 于 任 一 其 他 的 环 面 了: 设 OU! 为 7' 的 汛 覆 盖 曲 面 ; 设 
保 形 映射 U > EKT 的 基本 群 变 为 E 的 结晶 平移 群 (v'). 我 们 曾经 讲 过 将 环 
面 变 为 自身 的 任 一 映射 能 够 扩张 到 汛 覆 盖 曲面 .同样 , 任 一 保 角 映 射 7 一 7 能 
够 决定 保 角 映射 VU 一 U ,使 得 U 和 UV 的 对 应 点 永远 覆盖 7 和 7 上 的 对 应 点 . 
映射 0 一 EE 和 U' > E RIR U > U' 为 将 E 映 成 自身 的 保 形 映 射 a,a 必然 是 欧 
氏 刚 体 运 动 或 相似 变换 .而 且 ,a 必然 把 平移 群 (1) ZK ). 

这 样 我 们 证 明了 ,将 TART 的 保 形 映射 仅 当 群 (1) 可 以 经 过 刚体 运动 或 
相似 变换 成 为 (1') 时 才 行 .这 个 条 件 可 用 几何 形式 表 出 : 令 i 是 群 (1) 的 最 短 
平移 . 令 n 是 (1) 的 不 平行 于 4 的 平移 中 的 最 短 平 移 . 设 m 是 1 和 4 的 长 度 之 


He? RT m > 1. 设 a 为 这 二 平移 所 夹 的 角 ; 为 使 a 唯一 决定 ,只 要 假定 0 < 


< ge m Ala’ 为 群 (1') 中 的 对 应 数值 . 则 存在 一 相似 变换 把 (1) EN) 

的 充 要 条 件 是 m = m,a = a'( 证 明 是 初等 的 , 留 给 读者 ). 因 此 我 们 对 于 任 一 
个 环 面 了 可 对 应 以 二 数 m 和 a ,使 7 只 能 保 形 地 映射 到 有 此 相同 二 数 的 那些 环 
面 上 .这 二 数 (或 男 一 对 和 它们 按 某 种 一 一 对 应 关系 联系 起 来 的 数 ) 叫做 环 面 
的 模 数 . 

要 使 环 面 7 和 ?7 间 存 在 保 形 映射 ,二 模 数 相等 不 仅 是 必需 的 ,也 是 充分 
的 . 因为 如 果 条 件 满足 , 则 在 E 上 有 一 相似 变换 或 一 刚体 运动 a, 变 (1) A(t"). 
容易 看 出 ,属于 a 的 保 形 映射 UU 一 U 决定 一 保 形 映射 了 一 T ,因为 映射 U > 
U' 变换 U 的 等 价 点 一 一 只 是 这 些 等 价 点 而 已 一 一 为 太 的 等 价 点 .总 结 上 面 
的 结果 ,我 们 可 以 说 环 面 对 于 保 形 映射 来 说 作成 双 参 数 族 . 

如 果 环 面 的 空间 形式 没有 什么 特别 的 正则 性 , 环 面 模 数 不 能 直接 从 它 的 几 
何 形象 上 推出 .但 若 环 面 7 是 回转 曲面 , 则 (1) 一 定 有 一 矩形 的 基本 区 域 ,因此 
a= a 因为 ,在 这 种 情况 下 映射 VU 一 能 够 显明 地 给 出 : 它 将 正 交 的 经 圆 和 纬 
圆 网 变 为 上 的 二 族 正 交 直 线 .在 特殊 情况 下 ,如 果 了 7 了 是 由 圆 产生 的 回转 曲面 ， 
则 4 的 矩形 基本 区 域 二 边 之 比 m 仅 依 赖 经 圆 半径 和 心 轴 半 径 之 比 .因此 由 圆 产 
生 的 二 环 面 能 互 为 保 形 映射 的 充 要 条 件 是 它们 相似 . 

在 四 维 空间 里 ,我 们 可 以 找到 一 环 面 ,其 覆盖 曲面 U 其 至 能 等 距 地 映射 成 
欧 氏 平面 . 

现在 不 难 综合 描述 将 一 已 知 环 面 了 映 成 自身 的 所 有 保 形 映射 方法 .这 些 映 
Spt Pr GEE he) 必然 对 应 上 保持 (1) 不 变 的 刚体 运动 和 相似 变换 的 群 (1). 显 
RODO 包含 所 有 在 E 上 的 平移 .一 般 地 说 ,这 些 运动 就 构成 (1) 的 全 体 .但 如 (:) 
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有 特别 的 正则 性 ,例如 在 正方 形 的 基本 区 域 , 则 (71) 还 包含 旋转 和 反射 . 

上 面 对 于 环 面 讲 的 方法 也 适用 于 另外 的 曲面 .但 在 大 多 数 情况 下 覆盖 曲面 
不 像 环 面 的 情形 那样 保 形 地 映射 成 欧 氏 平面 ,而 是 映射 成 双 曲 平面 . 这 句 断 语 
对 于 例如 所 有 亏 数 p > 1 的 可 定向 闭 曲 面 皆 能 适用 . 这 类 曲面 引出 双 曲 平移 
群 ,而 且 只 有 当 二 曲面 的 平移 群 可 以 经 过 双 曲 刚体 运动 而 相互 转变 时 , 这 二 曲 
面 才能 相互 保 形 映射 .在 双 曲 几何 中 可 以 证 明 , 如果 一 个 双 曲 平移 群 的 有 限 基 
本 区 域 有 4p 个 边 ,那么 这 个 双 曲 平移 群 由 6p - 6 个 常数 决定 .因此 每 一 亏 数 
p > 1 的 可 定向 闭 曲 面 有 6p - 6 个 模 数 . 

在 函数 论 中 ,这 种 方法 主要 地 用 在 代数 函数 的 黎 曼 曲 面 上 . 若 P = 1, 映 射 
U—> E Si aa p > 1, 导 出 克 莱 因 和 庞 加 莱 自 守 函 数 . 

非 闭 曲面 引出 有 无 限 基 本 区 域 的 群 .这 种 群 时 常 在 函数 论 中 碰 到 ,例如 ,在 
研究 超越 函数 和 椭圆 模 函 数 的 时 候 . 
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神奇 的 二 维 国 ” 
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1 关于 这 个 国家 


1.1 二 维 国 的 自然 状况 


7 里 所 讲 的 世界 叫 "一 维 国 ". 这 并 不 是 我 们 随便 给 它 起 
的 名 称 , 而 是 为 使 你 们 —— 有 幸 生活 在 三 维 空间 的 读者 
们 一 一 对 它 的 本 性 更 能 清楚 些 才 这 样 叫 的 . 

设想 平展 着 一 张 极 大 的 纸 , 上 面 有 直线 .三 角形 四边形 、 
五 边 形 、 六 边 形 以 及 其 他 图 形 ;它们 的 位 置 不 固定 ,能 在 纸 面 上 
自由 移动 ,只 是 不 能 离开 纸 面 做 上 下 运动 . 它们 很 像 是 些 影子 
不 同 的 是 它们 有 明亮 的 轮廓 ,并且 是 硬 的 .这 样 一 来 ,你 该 对 我 
们 这 个 国家 及 其 国民 们 有 一 个 较为 明确 的 概念 了 吧 ! 要 知道 ， 
若是 在 几 年 前 ,我 是 会 称 它 为 “我 的 宇宙 ”的 . 可 现在 ,我 的 眼 
界 已 经 升级 了 . 

你 立刻 会 觉察 到 ,在 这 样 的 国家 里 不 可 能 存在 你 们 称 之 为 
“立体 ”的 东西 . 可 是 , 据 我 猜想 ,你 一 定 认为 我 们 至 少 可 以 千 
视觉 识别 我 刚才 描述 的 那些 可 移动 的 图 形 ,如 三 角形 、 四 边 形 
等 .其 实 不 然 ,我 们 看 不 见 这 样 的 图 形 ,至 少 不 能 直接 看 出 它们 
之 间 的 差异 .我 们 所 能 看 见 的 只 有 直线 ,此 外 就 既 无 所 见 , 亦 无 


社 ,1991 年 . 


1884 年 ,一 位 名 叫 艾 勃 特 (Edwin.A. Abbott.1838 一 1926) 的 英国 牧师 
维 国 》 BR BRT 本 构想 种 种 不 同 维 数 的 物质 边界 ,并 科学 地 讨论 它 
@ JR Edwin A. Abbott. FLAT LAND. Dover publications. Inc 1952. K 
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可 见 了 .我 有 必要 马上 来 说 明 这 一 点 . 

把 你 们 立体 空间 中 的 一 枚 硬币 放 在 桌子 中 央 , 并 从 它 的 上 方 俯 身 向 下 看 ， 
你 会 看 到 它 是 圆 的 .然后 你 退 到 桌 边 ,逐渐 把 眼睛 放 低 ( 这 便 越 来 越 接近 二 维 国 
的 国民 所 能 看 见 的 情况 了 ) ,你 就 会 发 现 这 枚 硬币 在 你 的 眼 里 变 成 越 来 越 扁 的 
椭圆 形 ;最 后 , 当 你 的 眼睛 与 桌面 完全 在 一 个 水 平 位 置 上 时 (此 时 ,你 的 所 见 就 
同 二 维 国 的 国民 们 完全 一 样 了 ) ,这 个 椭圆 就 变 成 了 一 段 直线 . 

你 车 用 同样 的 方式 看 用 纸 片 剪 成 的 三 角形 或 四 边 形 等 图 形 ,其 结果 也 会 与 
上 述 情况 一 样 .只 要 你 的 眼睛 在 桌 边 并 与 桌面 平 齐 , 它 们 看 上 去 都 不 再 是 什么 
图 形 , 而 只 是 一 段 直线 .以 一 个 等 边 三 角形 为 例 一 一 它 代表 二 维 国 中 的 一 位 处 
于 可 敬 阶 层 的 商人 ,图 22.1(a) 便 表明 你 在 他 上 方 俯 身 向 下 时 看 到 的 样子 ,图 
22.1(b) 代表 你 的 眼睛 近 桌 面 的 水 平 位 置 时 看 到 的 样子 ,图 22.1(c) 代表 你 的 
眼睛 几乎 与 桌面 平 齐 时 所 看 到 的 样子 .如 果 你 的 眼睛 完全 与 桌面 在 同一 水 平 线 
上 ,看 见 的 便 只 是 一 条 直线 , 正 像 我 们 在 二 维 国 里 所 看 见 的 一 样 . 


ee Se 


(a) (b) (9) 


图 22.1 

我 在 你 们 三 维 世 界 里 曾 听 说 ,你 们 的 水 手 也 有 相似 的 体验 . 当 他 们 在 海上 
航行 时 ,会 觉得 天 边 的 岛屿 和 海岸 看 上 去 也 是 这 样 . 那 物 远 的 陆地 可 能 是 左 描 
右 折 地 蚁 旺 着 的 海湾 或 地 峡 ,可 你 在 远 处 却 看 不 到 这 些 , 只 觉得 水 面 上 是 一 条 
灰暗 的 线 在 连绵 不 断 地 伸延 着 .( 如 果 有 阳光 照 炊 ,就 会 看 到 它 是 相间 的 亮 暗 线 
段 的 组 合 ) 

在 二 维 国 里 , 当 这 样 一 个 三 角形 或 其 他 老 相 识 向 我 们 走 来 时 ,我们 所 见 的 
也 正 是 这 种 情况 .因为 我 们 既 没有 太阳 光 , 也 没有 别 的 什么 光 生 成 影子 ,因此 没 
有 什么 能 像 你 们 在 三 维 世 界 里 那样 帮 有 我 们 观看 . 如 果 有 人 走 近 ,我 们 会 看 见 他 
的 线段 变 长 些 , 而 在 离 去 时 则 会 交 短 些 .无 论 是 三 角形 、 四 边 形 、 五 边 形 、 六 边 
形 , 还 是 圆 ,我 们 看 上 去 统统 是 一 段 直线 . 

你 也 许 会 问 这 是 很 自然 的 ,在 这 种 不 利 的 情况 下 ,我 们 如 何 识别 朋友 
呢 ? 随 着 我 对 二 维 国 国民 的 描述 ,这 个 问题 会 很 容易 地 得 到 合乎 情理 的 回答 . 因 
此 ,我 暂且 将 这 个 问题 放 一 下 , 先 把 我 国 的 风土 人 情 介绍 一 二 . 
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1.2 ”二 维 国 的 风土 人 情 


同 你 们 一 样 , 我 们 的 罗盘 也 指示 四 个 方向 : 东 、 西 南 、 北 . 

我 们 这 里 没有 太阳 ,也 没有 别 的 天 体 , 用 通常 的 方法 来 确定 北方 是 不 可 能 
的 .我 们 有 自己 的 方法 .根据 我 们 那里 的 一 条 自然 法 则 ,二 维 国 存 在 着 一 种 恒定 
的 向 南 的 引力 . 它 在 温带 处 很 微弱 ,因此 连 一 般 的 妇女 在 那里 也 能 毫 不 费力 地 
向 北 走 上 几 弗 隆 ( 弗 隆 是 英国 的 长 度 单位 ,1 弗 隆 ~ 201.167 米 一 一 原 译 者 注 ) 
远 .然而 ,在 大 部 分 地 方 , 这 种 引力 所 产生 的 阻碍 北 行 的 效应 也 足以 用 来 定向 ， 
此 外 ,从 北方 送 来 的 雨 (降雨 是 定期 发 生 的 ) 也 是 一 个 附加 的 助力 .在 城 里 ,我 
们 的 房屋 可 以 用 来 指向 ,因为 房屋 的 边 墙 多 是 修成 南北 向 的 ,以 使 屋顶 能 遮挡 
北方 降下 的 雨水 ;乡下 没有 什么 房屋 ,我 们 就 靠 树干 定向 . 总 之 ,我 们 要 确定 方 
向 并 不 像 你 们 想象 的 那样 困难 . 

在 温带 地 区 ,向 南 的 引力 几乎 感觉 不 到 . 有 时 ,我 走 在 那里 的 荒漠 平原 之 
中 , 找 不 到 房屋 和 树木 给 我 指向 ,结果 不 得 不 一 连 驻 足 几 个 小 时 , 直 等 到 下 起 雨 
来 才 继续 我 的 旅程 .对 于 体质 虚弱 或 上 了 年 纪 的 人 ,特别 是 对 娇 弱 的 女性 ,引力 
所 起 的 作用 比 对 强健 的 男子 大 得 多 .因此 ,如 果 男 人 在 街 上 遇 到 一 位 妇女 ,总 要 
让 给 她 路 的 北 侧 一 一 这 是 个 教养 问题 .能 随时 做 到 这 点 并 非 容易 ,因为 男子 们 
身体 强壮 ,在 温带 地 区 很 难 辨别 自己 所 处 位 置 的 北 侧 所 在 . 

我 们 的 房屋 不 开 窗 子 ,因为 无 论 何 时 何 地 ,无论 白天 还 是 夜晚 ,屋内 屋外 都 
是 一 样 的 .我 们 从 来 不 知道 光 是 从 哪里 来 的 .很 久 以 前 ,学 者 们 最 感 兴趣 并 经 常 
研究 的 问题 ,就 是 光 是 如 何 产生 的 .但 他 们 反复 尝试 研究 解决 的 结果 ,只 是 使 越 
来 越 多 的 人 发 疯 .因此 ,在 许多 毫 无 结果 的 尝试 之 后 ,立法 机 构 只 好 用 课 收 重税 
的 对 策 间 接地 阻止 这 种 研究 ;近来 ,这 一 活动 已 被 绝对 禁止 .在 二 维 国 里 , 目前 
只 有 我 一 个 人 完全 知道 这 个 神秘 问题 的 答案 . 可 是 ,在 我 们 二 维 国 里 却 压根 儿 
没有 人 理解 我 ,结果 我 反倒 成 了 笑柄 ! 我 ,一 个 掌握 了 三 维 空间 的 基本 理论 的 
人 , 却 像 是 狂人 中 的 最 不 堪 者 ! 还 是 不 谈 这 些 令 人 痛心 的 枝 节 东西 , 回 到 有 关 房 
屋 的 问题 上 来 吧 . 

我 们 最 普通 的 房屋 是 五 边 形 结构 ,如 图 22.2 所 示 . 两 条 面 北 的 边 RO, OF 
构成 屋顶 ,一 般 不 在 这 里 设 门 ;东边 有 一 扇 专 为 妇女 开 的 小 门 ,西边 是 为 男人 开 
的 一 扇 大 门 ,南边 是 地 板 ,通常 也 没有 门 . 

出 于 下 述 原 因 ,我 们 那里 不 许 建造 四 边 形 和 三 角形 房屋 .因为 四 边 形 (这 里 
是 指正 方形 .后 文中 提 及 的 各 种 多 边 形 , 除 特 别 说 明 的 之 外 , 均 应 理解 为 正 多 边 
形 原 译 者 注 ) 房屋 的 墙角 要 比 五 边 形 的 小 ,三 角形 的 就 更 小 些 , 而 无 生命 
物体 (如 房屋 ) 的 边线 比 男人 和 妇女 的 边线 更 来 得 暗淡 ,所 以 ,四 边 形 或 三 角形 
房屋 的 尖 角 若 被 不 经 心 的 人 撞 上 ,就 会 造成 严重 伤害 . 按 我 们 的 纪元 算 来 , 早 在 
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等 民众 未 经 允许 不 得 接近 的 国防 设施 

外 ,禁止 建造 三 角形 的 建筑 . F 
在 这 个 时 期 , 四 边 形 的 房屋 虽 不 受 p 

禁止 ,但 政府 以 加 征 特别 税 的 办 法 予以 、 男 子 用 站 

限制 .大 约 又 过 了 3 个 世纪 后 ,法 律 又 规 \ 

定 ,考虑 到 公众 的 安全 , 凡 拥 有 一 万 人 口 \ 

以 上 的 城市 , 五 边 形 房屋 的 墙角 是 合法 

的 最 小 构 角 . 立法 机 关 的 努力 得 到 了 公 

众 良知 的 反应 . 现在 , 即使 在 乡村 , 五 边 ppa 

形 的 房屋 也 已 取代 了 其 他 形式 的 建筑 . 只 有 在 非常 偏僻 落后 的 农业 区 ,考古 学 

家 才 会 发 现 一 些 四 边 形 房屋 . 


1.3 ”关于 二 维 国 的 国民 


二 维 国 里 最 高 的 成 年 人 用 你 们 的 尺度 表示 约 为 11 英寸 (1 英寸 = 
2.54 厘米 ) ,12 英寸 被 认为 是 我 们 人 体高 度 的 极限 . 

我 们 的 妇女 是 直线 . 

我 们 的 士兵 和 最 下 层 的 工人 是 有 两 个 边 相 等 的 三 角形 . 这 两 条 边 各 长 约 
11 英寸 ,第 三 边 也 叫 基 边 , 它 相 当 短 (一 般 不 超过 半 英 寸 ), 因此 他 们 有 一 个 极 
RAIS AEBS A TU. 其 实 , 他 们 的 基 边 可 以 小 到 不 足 1/8 英寸 的 程度 , 这 
时 ,他们 几乎 与 旦 直线 状 的 妇女 没有 什么 区 别 . 为 了 区 别 于 其 他 形状 的 图 形 ,我 
们 也 同 你 们 一 样 ,把 他 们 称 为 等 腰 三 角形 .以 后 我 就 这 样 叫 他 们 . 

我 们 的 中 产 阶 级 由 等 边 三 角形 组 成 . 

我 们 的 知识 界 人 士 是 四 边 形 (我 本 人 便 属 于 这 一 阶层 ) ,绅士 则 是 五 边 形 . 

边 数 再 多 的 就 是 贵族 .他 们 又 分 为 几 个 等 级 ,从 六 边 形 起 ,然后 边 数 逐渐 增 
加 ,最 高 贵 的 被 尊称 为 多 边 形 . 最 后 , 当 他 们 的 边 数 增多 (而 边 长 同时 缩短 ) 到 
与 圆 没有 多 少 区 别 时 ,就 进入 了 圆 的 行列 . 圆 是 神职 人 员 , 属于 最 高 的 社会 阶 
层 . 

我 们 还 有 一 条 自然 法 则 :男孩 总 能 比 他 父亲 多 生出 一 条 边 来 . 按 此 规律 ,每 
一 代 就 会 提高 一 个 等 级 ,直至 成 为 贵族 . 这 样 ,四 边 形 的 儿子 是 五 边 形 ,而 五 边 
形 的 儿子 是 六 边 形 ,以 此 类 推 . 

但 这 一 条 规律 不 一 定 作 用 于 商人 ,更 少 发 生 在 士兵 和 工人 阶层 中 .他 们 的 
边 不 全 相等 ,这 条 法 则 不 适用 于 他 们 .因此 ,一 个 等 腰 三 角形 的 儿子 依然 是 等 腰 
三 角形 .然而 所 有 的 人 (也 包括 等 腰 三 角形 ) 的 后 代 都 有 希望 最 终 上 升 到 自己 
的 等 级 之 上 .每 当 取得 一 系列 军事 胜利 或 经 过 勤奋 的 技术 性 劳动 后 ,士兵 和 手 


女子 用 门 | 


& 
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工业 工人 中 的 较 聪 明 者 的 基 边 往往 会 有 所 加 长 ,同时 另外 两 条 边 有 所 缩短 . 这 
些 低 阶层 中 的 较 聪 明 者 ,其 儿女 间 的 通婚 (婚姻 是 由 神职 人 员 安 排 的 ) 所 产生 
的 后 代 会 更 接近 等 边 三 角形 . 

在 众多 由 等 腰 三 角形 父母 产生 的 后 代 中 ,也 会 出 现 一 些 丝毫 不 更 的 等 边 三 
角形 .但 这 种 情况 极 少 发 生 .他 们 能 取得 等 边 三 角形 的 证 件 山 . 要 造就 出 这 样 一 
个 等 边 三 角形 后 代 , 不 仅 需 要 他 的 先 人 进行 多 少 代 的 精心 安排 的 通婚 , 还 需要 
他 们 进行 长 期 不 断 的 节制 和 自我 控制 训练 ,并 一 代 又 一 代 地 耐心 而 有 系统 地 持 
续 提 高 自己 的 智力 . 

一 且 等 腰 三 角形 的 父母 生出 一 个 难得 的 纯正 等 边 三 角形 来 ,周围 远近 的 人 
都 会 将 其 看 做 一 件 大 喜事 .经 卫生 与 社会 部 门 进行 严格 检查 后 ,如 果 证 明 这 个 
婴儿 是 规则 的 ,就 举行 庄严 的 仪式 接纳 他 为 等 边 形 阶层 的 成 员 , 然 后 立即 把 他 
从 自豪 却 又 痛苦 的 父母 身边 领 走 , 交 给 没有 孩子 的 等 边 形 收养 . 养父 母 必须 保 
证 永远 不 让 这 孩子 回 他 原来 的 家 , 甚至 不 让 他 把 原来 的 家 人 看 做 亲属 , 以 使 他 
能 健康 成 长 ,免得 亲生 父母 的 象 庭 影响 潜移默化 地 使 他 再 退回 到 先 人 的 水 平 . 

上 述 的 偶然 事件 ,不 但 使 地 位 低下 的 下 等 人 高 兴 这 像 一 束 微 光 ,维系 
着 他 们 摆脱 悲惨 境地 的 希望 ,也 受到 大 多 数 贵族 的 欢迎 ,因为 他 们 清楚 地 认识 
到 ,这 种 极 少 发 生 的 现象 非但 不 会 削弱 他 们 的 特权 ,反而 能 使 他 们 更 有 效 地 阻 
止 自 下 而 起 的 革命 . 

倘若 有 尖顶 角 的 下 等 人 无 一 例外 地 都 绝 无 希 望 进入 高 级 阶层 ,那么 ,他们 
就 可 能 在 暴动 中 拥 立 自己 的 领袖 ,他 们 会 赁 自己 占 上 风 的 人 数 和 武力 ,使 大 智 
大 慧 的 圆 阶层 也 难以 应 付 . 然而 ,行事 续 密 的 大 自然 做 出 了 比喻 : 随 着 各 劳动 阶 
层 在 智力 、 知 识 和 德行 等 方面 的 增长 WTAE SAER YR Ft AMR 
比率 张大 而 接近 较为 安全 的 等 边 三 角形 的 内 角 . 这 样 ,最 野蛮 和 最 可 怕 的 士兵 
阶层 一 一 他 们 的 智力 几乎 与 妇女 相当 一 一 会 在 自己 智能 (这 对 他 们 决定 如 何 
使 用 自己 的 巨大 刺 穿 力量 是 极 有 用 的 ) 的 增长 时 ,伤害 力 得 到 减弱 . 

大 自然 的 互补 法 则 是 多 么 令 人 叹服 ! 我 简直 要 说 ,在 我 们 二 维 国 里 ,这 种 贵 
族 社会 构成 的 神 妙 起 源 是 一 个 顺应 自然 的 多 么 完善 的 证 据 ! 

多 边 形 和 圆 们 对 这 个 自然 法 则 的 审慎 利用 ,使 人 们 对 未 来 的 无 限 希 望 不 至 
破灭 ,从 而 几乎 总 能 把 暴乱 扼杀 在 摇篮 里 .技术 也 来 给 法 律 和 秩序 助 一 臂 之 力 . 
我 们 这 里 一 般 总 能 一 一 借助 于 医生 略 施 医术 进行 人 工 牵 引 或 压缩 一 一 使 一 些 
较 聪 明 的 叛乱 领袖 变 成 完全 规则 的 形状 ,并 立即 承认 他 们 为 特权 阶层 的 成 员 ; 
对 于 更 多 的 不 够 标准 的 成 员 , 则 以 最 终 会 被 封 为 贵族 的 诱惑 把 他 们 送 人 国立 医 


DO 来 自 三 维 世界 的 批评 家 可 能 会 问 :要 证 件 做 什么 呢 ? 四 边 形 的 儿子 自身 ,不 就 能 证 明 他 父亲 是 
等 边 三 角形 吗 ? ”我 的 回答 是 :任何 一 位 女士 都 不 肯 与 一 个 没有 规则 三 角形 证 件 的 男子 结婚 .有 时 ,一 个 
稍 不 规则 的 三 角形 也 会 产生 四 边 形 的 后 代 , 但 这 类 四 边 形 的 儿子 几乎 毫 无 例外 地 会 表现 出 祖父 辈 的 生 
理 特点 来 .结果 非但 不 是 五 边 形 ,还 可 能 返 祖 为 三 角形 呢 . 
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院 实行 终身 监禁 ; 而 对 个 别 不 肯 低 头 的 顽固 分 子 则 处 以 死刑 . 

至 于 那些 乌 合 之 众 的 等 腰 三 角形 策 乱 者 , 圆 阶层 的 领导 人 则 或 以 暗中 收买 
的 办 法 造成 他 们 相互 残杀 ,或 更 多 地 利用 对 方 嫉 妒 和 怀疑 的 弱点 巧妙 地 进行 炉 
动 , 挑 起 他 们 的 火 们 而 坐 山 观 虎 斗 . 在 我 们 的 历史 上 记载 了 一 百 二 十 多 次 大 规 
模 叛乱 ,还 有 二 百 三 十 五 次 规模 较 小 的 暴动 ,它们 都 是 这 样 被 平定 的 . 


1.4 ”关于 妇女 们 


如 果 说 生 有 尖 角 项 角 的 士兵 阶层 是 可 怕 的 话 , 那 么 妇女 简直 就 是 可 怖 的 
了 .因为 若 说 士兵 是 槐 子 , 那 妇女 就 是 针 . 之 所 以 这 样 说 ,是 因为 她 们 的 两 端 都 
是 尖 的 .此 外 ,她 们 还 能 随时 使 自己 难以 被 人 看 到 .因此 ,你 可 以 想象 得 出 ,二 维 
世界 的 女性 是 千 万 小 凯 不 得 的 . 

也 许 有 些 年 轻 读者 会 问 : 二 维 国 的 妇女 怎么 会 让 人 看 不 见 呢 ?我 想 ,这 个 问 
题 其 实 毋庸 解释 ,原因 是 显而易见 的 .不 过 ,考虑 到 可 能 有 人 仍 不 怎么 明白 ,我 
就 再 说 上 几 句 吧 

把 一 根 针 放 在 桌 上 ,使 眼睛 在 与 桌面 平 齐 的 位 置 上 从 侧面 看 它 , 你 会 完整 
地 看 见 这 根 针 ;而 若 从 一 端 去 看 它 , 则 只 能 看 见 一 个 点 ,实际 上 几乎 是 看 不 见 
的 .我 们 这 里 的 妇女 也 正 是 这 种 情况 . 当 一 名 妇女 侧 对 着 我 们 时 ,我 们 就 能 看 见 
cdi Mi le Se Wales ER ga 一 一 这 两 个 器 官 是 生 在 一 起 
见 一 个 有 光泽 的 小 点 了 .一 旦 她 将 男 
一 端 对 着 我 们 ， ene, 简直 就 同 无 生命 物体 一 样 暗淡 . 因 
此 ,她 们 的 后 端 就 像 是 他 们 的 隐身 帽 . (隐身 帽 是 出 现在 欧洲 许多 国家 童话 里 的 
EH, EREE , 谁 就 会 变 得 让 人 看 不 见 . 原 译 者 注 ) 

妇女 给 我 们 带 来 的 危险 有 多 大 , 三 维 世 界 的 读者 现在 一 定 清 楚 了 吧 ! 如 果 
说 撞 上 中 产 阶 级 可 敬 的 三 角形 已 经 不 无 危险 的 话 , 撞 上 工人 就 足以 造成 划 伤 ， 
与 军官 相 撞 则 意味 着 受 重伤 ,被 列兵 的 尖 角 戳 中 就 可 能 致死 ,而 若 碰 到 妇女 的 
后 端 上 ,除了 立刻 鸣 呼 哀 哉 之 外 怕 不 会 有 别 的 结果 了 .可 是 , 当 一 个 妇女 是 不 可 
见 的 或 只 表现 为 一 个 无 光泽 的 暗淡 小 点 时 ,即使 最 谨慎 的 人 也 难免 撞 上 哩 ! 

为 了 把 伤亡 事故 降 到 最 少 ,二 维 国 的 各 个 地 区 在 不 同时 期 都 颁布 了 许多 法 
令 . 非 温带 区 的 引力 较 大 ,人 们 的 运动 较为 困难 ,较为 不 自由 ,因而 与 妇女 有 关 
的 法 律 自 然 也 严格 得 多 .下 面 三 条 法 则 概括 了 法 典 中 有 关 妇 女 的 方针 : 

(1) 每 座 房 屋 在 东边 应 开 一 仪 为 女性 使 用 的 入 口 , 所 有 女性 都 要 “以 得 体 
而 高 雅 的 姿态 ”从 此 门 出 入 ,而 不 得 使 用 西边 供 男 人 出 入 的 门 . 

(2) 在 公共 场合 行走 的 女性 必须 不 断 地 发 出 “轻柔 的 叫 声 ”, 否则 将 被 处 


Q 我 在 
高 雅 的 姿 


S 界 时 了 解 到 ,你 们 那里 的 教堂 也 为 村 民 、 农 夫 和 教师 们 设 了 专用 门 ,并 让 他 们 “以 得 


体 而 
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死 . 

G) 所 有 患 舞 蹈 病 ,痉挛 或 伴 有 剧烈 喷 吓 的 慢性 感冒 等 会 引起 不 自主 运动 
的 女性 病人 ,一 旦 正式 体检 查 明 病 情 属实 便 应 立即 处 死 . 

在 一 些 国家 ,对 可 怕 的 女性 有 一 条 附加 的 法 律 规定 , 即 所 有 在 公共 场合 行 
走 或 站 立 的 女性 须 不 停 地 摆动 自己 的 身体 ,以 使 她 后 面 的 人 知道 其 存在 ,否则 
也 将 被 处 死 ;还 有 的 地 方 明令 女人 外 出 时 须 有 儿子 、 仆 人 或 丈夫 陪伴 ;更 有 一 些 
地 方 要 求 妇女 除 宗教 节日 期 间 外 不 得 离 家 外 出 .但 是 ,我 们 最 贤达 的 国民 和 政 
界 人 士 发 现 ,对 女性 的 种 种 限制 如 愈演愈烈 的 话 , 不 仅 有 使 种 族 衰 微 、 人 口 减少 
的 危险 ,也 使 国内 的 谋杀 案 激 增 . 因而 , 太 严酷 的 法 律 只 能 使 一 个 国家 失 大 于 
得 . 

被 有 关 居 家 和 外 出 的 种 种 限制 激 经 了 的 妇女 们 ,常会 对 他 们 的 丈夫 和 孩子 
发 泄愤 溃 . 在 非 温带 地 区 就 发 生 过 妇女 同时 行动 ,把 全 村 的 男人 在 一 两 个 小 时 
内 统统 杀 光 的 惨案 .上 面 提 及 的 三 条 法 规 能 符合 管理 较 好 的 国家 的 立法 需要 ， 
因此 成 了 我 们 这 里 有 关 女 性 的 法 典 的 基本 内 容 . 

总 之 ,安全 环境 的 实现 ,不 仅 是 立法 的 结果 ,也 在 于 对 妇女 的 切身 利益 有 所 
考虑 .因为 一 旦 发 生 相 撞 时 ,虽然 妇女 向 自身 未 端 方向 的 急 退 能 当场 令 人 紫 命 ， 
但 除非 她 们 自己 能 立刻 抽身 退出 来 ,否则 也 会 遭 到 自 损 躯 体 ,甚至 肢 折 骨 裂 的 
结果 . 

时 尚 的 力量 也 于 我 们 有 利 .我 在 前 面 说 过 ,在 文明 程度 不 很 高 的 二 维 地 区 ， 
妇女 们 被 明令 在 公共 场合 时 必须 不 断 摆动 自己 的 身体 . 而 据 我 所 知 , 在 所 有 治 
理 良 好 的 地 区 ,追求 大 家 风范 的 女子 都 养 成 了 做 这 种 动作 的 习惯 . 人 们 认为 ,无 
论 哪 一 个 国家 ,如 果 非 要 靠 立 法 机 关 进 行 强制 性 实施 才能 维持 的 话 , 那 是 很 不 
光彩 的 .上 流 社会 的 淑女 是 天 生 就 具备 这 一 惑 德 的 . 圆 阶层 的 妇女 都 能 够 做 出 
富 于 节奏 感 的 动作 曼妙 的 摆 昂 ,这 使 诸多 等 边 三 角形 阶层 为 妇 人 们 欣 北 不 已 
并 竞相 效仿 ,然而 却 只 能 像 钟 摆 似 地 单调 地 晃动 .不 过 ,她 们 的 这 种 有 规律 的 动 
作 , 又 使 不 少 巴 望 着 向 上 扑 的 等 腰 三 角形 的 妻子 们 纷纷 效 和 ,但 总 是 连 这 一 习 
惯 也 养 不 成 .这 样 一 来 ,在 所 有 有 地 位 的 或 者 和 了 睦 的 家 庭 中 ,妇女 们 便 都 有 了 摆 
动身 体 的 习惯 ,从 而 使 她 们 的 丈夫 和 儿子 至 少 不 至 于 横 遭 无 端 伤害 了 . 

这 么 一 介绍 ,我 们 的 妇女 怕 要 被 看 做 是 缺乏 感情 的 干 面 包 了 吧 ? 其 实 不 幸 
得 很 ,脆弱 的 女性 常 为 一 时 的 激情 所 左右 而 置 其 他 一 切 于 不 顾 .当然 ,这 是 由 她 
们 自身 不 幸 的 结构 必然 引起 的 一 一 她 们 没有 角 , 地 位 比 最 低 等 的 等 腰 三 角形 
还 要 微 贱 ;她 们 智能 低下 , 既 缺 乏 思 考 判断 ,也 没有 远见 卓识 ,还 没有 持久 的 记 
忆 力 .因此 ,一 旦 她 们 发 起 火 来 ,就 忘 了 自己 的 责任 和 身份 . 我 确 知 这 样 的 一 件 
事 : 一 个 妇女 毁 了 自己 的 全 家 ,但 半 小 时 后 ,丈夫 和 孩子 残 躯 刚刚 被 收拾 干净 ， 
她 的 怒火 也 平息 了 , 却 又 问 起 家 里 人 都 哪里 去 了 . 
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显然 ,妇女 若 呆 在 有 条 件 能 转身 的 地 方 ,男人 就 不 应 去 激怒 她 们 . 当 她 们 呆 
在 自己 的 房间 里 时 (女人 的 房间 都 设计 得 不 让 她 们 转身 ) ,你 便 可 以 自由 自在 地 
行事 ,她 们 全 然 无 法 干涉 .由 于 她 们 的 记忆 力 维系 不 了 多 久 , 因 而 尽管 会 因 一 点 
点 小 事 就 用 死 来 威胁 你 ,但 过 不 了 一 会 儿 就 时 过 境 迁 了 ,而 且 连 你 为 平息 她 们 
的 怒火 而 随便 作出 的 许诺 也 忘 得 一 干 二 净 了 . 

除了 军人 这 一 较 低 阶层 之 外 ,我 们 的 家 庭 关 系 一 般 是 相当 和 了 睦 的 .军人 由 
于 不 够 稳重 ,不 够 明智 ,有 时 会 捅 出 大 类 子 来 .有 些 鲁 医 的 家 伙 不 是 把 他 们 的 尖 
角 当 做 良好 的 防卫 手段 ,而 是 频繁 地 将 它 作 为 进攻 的 武器 ;他 们 常常 不 按 前 述 
方式 为 女人 修造 房间 ,也 总 是 在 外 面 胡来 而 又 不 表示 改 悔 . 这 些 都 会 激怒 自己 
的 妻 室 .此 外 ,他 们 又 都 认定 一 言 既 出 , 细 马 难 追 这 条 死 理 ,不 像 贺 们 那样 会 用 
甜言蜜语 和 漫天 承诺 来 取悦 太太 .这 些 毛 病 都 导致 了 残杀 ,然而 ,这 也 并 非 全 无 
益处 .许多 特别 野蛮 和 捣蛋 的 等 腰 三 角形 就 这 样 被 干掉 了 .我 们 的 许多 圆 阶层 
成 员 还 认为 , 细 狭 人 等 的 减员 是 节制 人 口 的 最 好 方式 ,又 可 起 到 遏制 革命 的 作 
用 . 

但 是 ,即使 我 们 那里 最 规则 和 最 接近 圆 的 家 庭 ,在 生活 上 也 不 能 说 有 你 们 
三 维 世界 里 那样 和 谐 美 满 .没有 残杀 只 可 称 做 和 了 睦 , 但 在 志趣 和 追求 上 却 未 必 
和 谐 . 圆 阶层 的 明达 固然 能 保证 家 庭 生 活 的 安全 ,但 其 代价 是 舒适 的 消失 .每 一 
个 圆 或 多 边 形 的 家 庭 中 自古 以 来 就 有 一 个 习惯 现在 则 已 成 为 我 们 较 高 阶 
层 妇女 的 一 种 本 能 — 就 是 母亲 和 女儿 总 要 把 自己 的 眼睛 和 嘴巴 一 直 对 着 天 
夫 和 男友 .倘若 这 些 名 门 淑 媛 不 这 样 做 ,就 会 被 认为 不 吉利 和 失身 份 .你 们 很 快 
会 看 到 ,这 种 习俗 虽 有 利安 全 ,可 也 有 不 利之 处 . 

在 工人 或 有 身份 的 商人 家 中 (这 些 人 家 的 妻子 在 做 家 务 时 可 以 不 把 眼睛 和 
嘴巴 对 着 丈夫 ) , 当 女 人 们 除了 只 发 出 连续 的 轻柔 叫 声 ,而 不 让 人 看 到 她 们 在 场 
时 ,至 少 会 造成 片刻 的 安宁 ,而 这 是 较 高 阶层 的 家 中 无 法 实现 的 .高 贵 家 庭 中 的 
妇女 都 伶 牙 俐 齿 、 目 光 尖 利 ,注意 力 又 都 放 在 一 家 之 主 身上 . 时 光 会 在 她 们 口 若 
悬 河 的 言谈 中 流逝 ,要 机 智 巧 妙 地 截断 她 们 滔滔 不 绝 的 话 头 , 怕 要 比 躲 开 他 们 
掉 过 身 来 的 一 刺 还 要 困难 . 当做 麦子 的 越 来 越 没 话 找 话 , 而 做 丈夫 的 越 来 越 没 
有 机 谋 、 情 绪 或 良知 让 她 们 住 嘴 时 ,真有 不 少男 人 宁可 挨 上 她 们 那 可 怕 然 而 无 
声 的 击 刺 而 死 ,也 不 愿 听 着 她 们 的 喉 唆 不 休 而 苟 活 呢 ! 

三 维 世界 的 读者 们 会 觉得 ,我 们 的 妇女 境遇 实在 悲惨 .的 确 是 这 样 .在 我 们 
这 里 ,就 连 最 卑微 的 等 腰 三 角形 男子 ,都 有 个 人 角度 加 大 和 整个 阶层 得 到 提高 
的 指望 .而 妇女 却 没有 改善 状态 的 可 能 .“ 一 旦 人 女 流 ,终生 为 妇 人 .” 这 是 一 条 
自然 的 法 规 . 正 是 这 种 进化 规律 在 她 们 身上 的 冻结 ,造成 了 她 们 的 不 幸 .不 过 ， 
她 们 没有 希望 的 命运 , 倒 恰 好 同 她 们 记忆 力 低下 既 记 不 住 过 去 ,也 记 不 住 
被 告知 的 未 来 的 状态 相 匹配 . 因此 ,妇女 和 我 们 整个 社会 的 基本 构成 都 能 
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得 以 维系 .这 不 能 不 令 人 赞叹 造物 主 的 安排 呀 ! 
1.5 ”我们 相互 辨认 的 方法 


在 你 们 得 天 独 厚 的 三 维 世 界 里 , 既 有 光 又 有 影 ,你 们 每 人 还 生 有 一 双眼 睛 ， 
懂得 透视 原理 ,并 能 享受 各 种 色彩 的 魅力 ;你们 能 实际 地 看 见 一 个 角 或 一 整个 
圆 .因此 要 让 你 们 了 解 我 们 在 二 维 世 界 里 的 相互 识别 的 方法 是 十 分 困难 的 . 

记得 我 在 前 面 曾 告 诉 过 你 ,存在 于 二 维 国 的 所 有 物体 ,包括 有 生命 的 和 无 
生命 的 ,不 论 它们 的 形状 如 何 , 呈 现在 我 们 视野 里 的 都 是 、 或 几乎 都 是 清一色 的 
直线 .那么 ,我 们 怎样 互相 辨认 呢 ? 

方法 有 三 种 .第 一 种 是 靠 听觉 .我 们 比 你 们 有 更 发 达 的 听觉 ,所 以 不 仅 能 靠 
声音 辨认 出 熟悉 的 亲朋 好 友 ,也 能 靠 它 识别 对 方 的 所 属 阶层 , 至 少 是 等 边 三 角 
形 、 四 边 形 和 五 边 形 这 三 个 最 低 的 等 腰 三 角形 不 算 在 内 一 一 阶层 .但 是 ， 
对 于 再 高 阶层 的 成 员 ,就 难 由 听觉 进行 辨认 了 ,这 一 方面 是 由 于 这 些 阶层 的 发 
音 彼此 相近 , 男 一 方面 是 由 于 分 辨 声音 的 才能 主要 为 平民 具备 ,而 在 贵族 中 并 
不 显著 .因此 , 凡 在 会 出 现 冒 名 顶替 的 场合 ,就 不 全 凭 这 种 方法 辨认 . 最低 阶 层 
的 发 声 器 官 比 其 听觉 器 官 发 达 , 这 样 一 来 ,等 腰 三 角形 就 很 容易 装 出 多 边 形 的 
声音 ,如 再 经 过 一 定 的 训练 ,还 能 装 出 圆 阶层 成 员 的 声音 来 . 因此 ,我 们 更 多 的 
是 使 用 第 二 种 方法 . 

第 二 种 方法 是 靠 触摸 ,这 主要 用 在 妇女 和 低 等 阶层 中 . (至 于 高 等 阶层 ,我 
马上 就 会 讲 到 ) 陌生 人 之 间 相 互 进行 识别 时 不 是 识别 个 人 ,而 是 识别 其 所 
属 的 阶层 一 一 用 的 就 是 触摸 . 在 你 们 三 维 世 界 , 有 教养 的 人 初次 见面 时 需要 
“引见 一 番 ”. 我 们 这 里 则 是 要 ”“ 引 摸 一 番 ”. 在 远离 城市 偏僻 地 区 ,乡绅 们 今天 仍 
采用 一 种 古老 的 、 也 是 我 们 二 维 世界 习 用 的 方式 相识 .他 们 初次 介绍 两 个 人 相 
识 是 这 样 说 的 : “请 允许 我 请 求 您 摸 一 摸 我 的 朋 文 某 某 先生 , 也 请 您 让 他 摸 一 
摸 . ”不 过 在 城市 里 “让 他 摸 一 摸 ” 这 一 部 分 如 今 已 被 省 略 掉 了 ,于 是 这 句 话 便 
成 了 “请 允许 我 请 求 您 摸 一 摸 我 的 朋友 某 某 先生 .” 当 然 , 话 虽 是 这 样 说 ,“ 摸 一 
fe” 仍 是 相互 间 的 .而 在 不 愿 多 费 一 丁点 儿 事 ,也 不 在 乎 保护 自己 语言 的 纯洁 
性 的 现代 派 新 潮 青 年 中 ,这 种 惯用 语句 又 被 进一步 缩短 ,于 是 便 成 了 :“X 先生 ， 
请 摸 Y 先生 .” 之 类 的 话 .此 时 ,“ 摸 ”已 成 了 专门 术语 , 意 为 “允许 我 请 求 您 摸 一 
摸 同时 也 被 摸 一 摸 ”. 

然而 ,请 读者 们 不 要 认为 ,触摸 对 于 我 们 也 像 对 你 们 一 样 令 人 不 快 ,或 者 认 
为 我 们 在 判断 别人 属于 哪个 阶层 时 必须 接触 它 的 所 有 边 . 从 打上 学 时 起 , 又 经 
过 实际 生活 的 长 期 训练 和 实践 ,使 我 们 用 触觉 能 一 下 子 判断 出 等 边 三 角形 、 四 
边 形 和 五 边 形 的 不 同 角度 ,至 于 等 腰 三 角形 那 没 头脑 的 尖顶 ,更 是 触 党 迟钝 的 
人 也 能 摸 得 出 来 的 .一 般 来 说 ,我 们 只 要 摸 一 个 角 ,就 可 以 判明 这 个 人 所 属 的 阶 
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层 , 只 有 对 贵族 还 做 不 到 这 一 点 .判断 他 们 要 困难 得 多 .我 们 有 一 所 著名 的 学 府 
温 布 里 奇 大 学 , 连 那里 的 文科 硕士 也 摸 不 出 对 方 十 边 形 抑 或 十 二 边 形 ,至 于 究 
竟 是 二 十 边 形 还 是 二 十 四 边 形 , 那 就 连 科学 博士 也 未 必 能 摸 出 来 了 . 

凡 还 记得 我 在 上 文中 提 到 的 有 关 妇 女 法 典 的 大 致 内 容 的 读者 ,都 会 立即 想 
到 ,进行 触摸 而 结识 人 时 应 谨慎 小 心 ,否则 触摸 者 便 可 能 因 不 经 意 而 受到 对 方 
尖 角 的 不 可 补救 的 伤害 . 为 了 触摸 者 的 安全 ,被 触摸 者 一 定 要 一 动不动 ;无 论 是 
惊吓 之 下 的 一 挪 ,还 是 毛毛 躁 躁 的 一 动 , 噶 , 甚 至 只 是 打 一 个 大 喷 呈 ,都 会 产生 
致命 的 后 果 , 从 而 葬送 刚 要 开始 的 也 许 有 希望 长 期 维持 的 友情 .对 于 较 低 阶 层 
的 三 角形 更 是 如 此 ,他 们 的 眼睛 离 尖 项 是 那么 远 , 以 至 于 他 们 几乎 不 能 看 到 那 
里 的 情况 ,而 且 他们 又 天 性 粗 久 ,对 讲究 条 理 的 多 边 形 的 轻 轻 触摸 很 不 敏感 . 因 
此 ,他 们 也 许 只 是 偶然 地 晃 上 一 下 ,就 会 夺 去 一 条 高 贵 的 生命 . 

我 的 祖父 是 位 项 啤 啤 的 好 人 .他 在 所 从 属 的 不 幸 的 等 腰 三 角形 阶层 中 不 规 
则 程度 最 低 . 他 在 作 古 前 得 到 了 卫生 与 社会 部 门 的 认可 而 成 为 等 边 三 角 
形 这 是 以 四 比 三 的 表决 结果 通过 的 .我 常 听 他 流 着 痛苦 的 泪水 回忆 本 家 
族 往 昔 的 一 桩 过 失 . 他 的 太 祖 父 是 一 位 受 人 尊敬 的 工人 , 项 角 是 59°30" .我 这 位 
不 幸 的 先祖 遭受 着 风湿 病 的 折磨 . 一 次 , 当 一 个 五 边 形 触 摸 他 时 ,他 怪 动 了 一 
下 ,于 是 不 幸 斜 向 刺 穿 了 这 位 大 人 .这 给 他 带 来 了 长 期 的 牢狱 之 灾 ,而 且 又 株连 
到 所 有 亲属 .他 们 的 项 角 都 离 他 们 争取 的 角度 远 了 一 度 半 . 在 他 的 曾祖 父 一 代 ， 
登记 的 角度 只 有 58 ,直到 第 五 代 上 才 实 现 60? ,从 而 从 等 腰 三 角形 阶层 提升 到 
等 边 三 角形 阶层 . 而 这 一 系列 的 苦难 只 是 一 次 轻 轻 地 触摸 引起 的 . 

至 此 ,我 仿佛 听 到 了 诸位 受过 良好 教育 的 读者 们 在 问 :“ 在 二 维 国 里 ,你 们 
怎么 会 了 解 度 啦 、 分 啦 、 秒 啦 的 呢 ? 我 们 处 在 三 维 空间 里 ,所 以 能 看 见 角 ,能 看 见 
相交 的 两 条 直线 ,或 是 位 于 一 条 直线 上 的 若干 小 段 .你 们 辨认 不 出 角 来 吧 , 恺 怕 
更 分 辨 不 出 角 的 大 小 来 吧 !1” 

我 的 回答 是 :虽然 我 们 看 不 见 角 ,可 我 们 能 推断 它们 的 存在 ,而 且 能 十 分 精 
确 .在 需要 的 促进 下 ,也 在 长 期 的 训练 下 ,即使 不 用 尺 和 量 角 仪器 ,我 们 也 能 比 
你 们 用 视觉 更 精确 地 辨认 各 种 角度 ,此 外 也 不 应 忽略 另 一 点 ,就 是 我 们 还 有 “天 
助 -一 一 这 就 是 我 们 的 又 一 条 自然 法 则 :等 腰 三 角形 的 顶 角 从 半 度 即 30 开始 ， 
每 一 代 可 以 增长 半 度 ,一 直 增 到 60 止 .到 这 个 角度 上 ,他 们 便 可 摆脱 底层 地 位 ， 
成 为 自由 人 而 步 人 规则 图 形 的 阶层 . 

可 见 ,大 自然 为 我 们 等 腰 三 角形 提供 了 顶 角 从 30 增 到 60 的 升级 图 ,全 国 
的 每 所 小 学 校 里 也 都 有 活 人 的 陈列 . 由 于 偶然 的 退化 ,以 及 多 过 前 者 的 道德 和 
智力 的 停滞 ,再 加 上 罪犯 和 流浪 汉 的 高 生育 能 力 , 因 此 社会 上 总 有 不 少 顶 角 为 
30 或 1 的 等 腰 三 角形 , 顶 角 小 于 10 的 更 不 在 少数 .他 们 没有 公民 权 ,其 中 很 大 
一 部 分 甚至 连 当 兵 都 不 够 格 .政府 只 得 把 他 们 提供 给 教育 界 消耗 .为 避免 伤 人 ， 
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需 把 他 们 锁 绑 起 来 , 放 到 小 学 校 的 教室 里 ,用 以 教育 中 层 百 姓 的 子弟 ,使 学 生 们 
得 到 有 关 他 们 的 知识 .而 提供 这 些 知 识 的 可 怜 虫 自己 却 连 这 点 关于 自身 的 常识 
都 不 了 解 . 

有 为 数 不 多 的 学 校 给 这 些 活 标 本 东西 吃 ,因此 使 他 们 能 苟 活 几 年 ,但 在 法 
制 更 强化 的 温带 地 区 ,不 供 食物 而 每 个 月 在 不 进食 的 情况 下 ,罪犯 的 平均 
存活 期 为 一 个 月 一 一 更 换 活 标 本 的 办 法 ,从 长 远 针 对 教育 青少年 有 更 好 的 效 
果 . 在 条 件 较 差 的 学 校 ,由 于 缺乏 购置 活 标本 的 经 费 而 让 标本 进食 以 多 活 些 时 
间 的 作法 ,固然 能 省 钱 省 事 , 但 是 这 点 好 处 ,一 部 分 会 被 提供 食物 的 花费 抵消 ， 
一 部 分 会 因 标本 连续 好 多 个 星期 被 学 生 们 触摸 造成 磨损 所 导致 的 教学 效果 下 
降 抵消 .频繁 更 换 还 有 一 条 很 重要 的 优越 性 ,就 是 它 有 助 于 减少 过 剩 的 等 腰 三 
角形 .这 种 减少 在 效果 上 并 不 十 分 明显 ,但 仍 能 觉察 得 到 . 二 维 国 的 所 有 政治 家 
一 向 都 持 这 一 观点 .我 知道 许多 校 董 会 欢迎 少 换 标本 的 “廉价 系统 ”, 但 我 认为 ， 
真正 的 经 济 是 消费 ,对 标本 的 选用 也 不 例外 . 

不 能 让 有 关 学 校 的 问题 来 转移 我 们 的 主题 . 关于 靠 触摸 来 辨认 的 方式 ,我 
觉得 自己 已 经 说 了 不 少 了 .这 种 方法 不 像 有 人 想象 的 那样 费事 、 那 样 没有 准 头 ， 
触觉 显然 比 听觉 更 可 信赖 .但 正如 前 所 述 ,这 种 方式 有 一 定 的 危险 性 ,因此 中 低 
阶层 中 的 一 部 分 人 ,以 及 所 有 的 多 边 形 和 圆 宁可 用 第 三 种 方法 进行 辨认 . 这 就 
是 下 一 节 的 内 容 . 


1.6 ”视觉 辨认 


这 里 又 出 现 了 视觉 辨认 ,是 不 是 同 以 前 的 说 法 不 一 致 了 呢 ? 我 在 前 面 固然 
说 过 ,在 二 维 国 里 ,各 种 图 形 统统 表现 为 直线 ,但 这 并 不 意味 着 用 视觉 就 不 能 辩 
认 形 体 .现在 我 就 来 向 三 维 世 界 的 批评 家 们 说 明 我 们 是 怎样 用 视觉 来 相互 辨认 的 . 

如 果 读 者 们 再 费心 看 一 下 前 面 所 说 的 内 容 ,就 会 发 现 那 里 说 的 是 低 等 阶层 
中 的 情况 .在 高 等 阶层 中 ,以 及 在 温带 地 区 ,人 们 是 借助 视觉 实现 辨认 的 .各 个 
地 区 和 各 种 阶层 的 人 们 .之 所 以 能 靠 视觉 进行 识别 ,是 因为 有 雾 的 缘故 .这 种 雾 
在 一 年 中 的 大 部 分 时 间 里 遍布 除 热带 以 外 的 所 有 地 区 . 若 在 三 维 世 界 , 雾 对 你 
们 来 说 是 不 折 不 扣 的 坏事 , 它 会 遮蔽 景观 .压抑 情绪 ,并 且 有 碍 健康 . 可 雾 对 于 
我 们 却 不 亚 于 空气 那样 重要 ; 它 堪 称 艺 术 之 保姆 ,科学 的 母亲 .我 还 是 别 忙 着 唱 
颂歌 , 先 讲 清 我 的 意思 吧 

如 果 没 有 雾 ,我 们 看 到 的 会 只 是 清一色 的 长 短 直线 , 根本 无 法 进一步 区 
分 一 一 在 气候 干燥 大 气 淤 流 的 地 方 也 的 确 是 这 种 情况 .而 在 多 雾 地 区 ,物体 
在 一 定 距离 外 ,比如 3 英尺 (1 英尺 = 0.304 8 米 ) 远 处 ,看 起 来 就 会 比 2 英 尺 处 
显得 暗淡 些 . 因 此 ,只 要 经 常 进行 物体 明暗 程度 的 仔细 观察 ,就 能 非常 精确 地 辨 
认 出 一 个 个 物体 来 . 
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一 个 例子 会 比 一 大 堆 泛 泛 之 论 讲 得 清楚 明白 .这 里 就 通过 例子 解释 一 下 . 

设想 有 两 个 人 向 我 走 来 ,我 想 确 知 他 们 的 身份 . 如果 他 俩 一 个 是 商人 , 男 一 
个 是 医生 ; 换 句 话说 ,一 个 是 等 边 三 角形 , 另 一 个 是 五 边 形 ,我 将 怎样 辨认 出 他 
们 来 呢 ? 

对 于 三 维 世 界 的 孩子 ,只 要 学 过 一 点 儿 几 何 知 识 ,这 个 向 题 就 是 显而易见 
的 .如 果 我 的 目光 能 等 分 开 向 我 走 来 的 陌生 人 所 张 的 角度 (4) ,我 就 正 处 在 距 
他 挨 近 我 的 两 个 边 ( 即 C4 和 4B ) 都 不 偏 不 倚 的 地 方 ,我 就 能 看 到 这 两 条 边 是 等 
长 的 . 

现在 来 看 商人 ,如 图 22.3(a). 我 能 看 见 什 么 呢 ? 能 看 到 一 直线 DAE ,这 条 
直线 的 中 点 (4) 离 我 最 近 , 所 以 看 起 来 很 亮 ,但 从 点 A 到 两 端的 两 段 线 会 随 着 
它们 很 快 隐 入 雾 中 而 变 得 暗淡 起 来 ,我 所 能 看 到 的 三 角形 的 两 个 端点 , 即 D 和 
EF, 实际 上 就 非常 之 模糊 了 . 

另 一 方面 , 对 于 图 22.3(b) 所 示 的 医生 , 虽然 我 也 只 看 见 一 条 直线 
(D'4'E'), 它 的 中 点 (4') 也 是 亮 的 , 它 的 两 个 边 (4'C' MAB ) 也 是 逐渐 变 暗 
的 ,但 它们 向 雾 中 隐 入 得 不 那么 快 ,因此 我 看 到 医生 的 两 个 端点 D' 和 E' 也 不 
如 商人 所 对 应 的 那 两 个 端点 那么 模糊 . 


(a) 


图 22.3 

由 这 两 个 例子 ,读者 们 大 概 会 明白 ,那些 有 知识 的 人 凭借 自己 的 学 识 , 再 加 
上 长 期 的 实际 训练 ,是 能 够 很 准确 地 用 视觉 辨识 中 、 低 阶层 的 人 们 的 . 如 果 你 
们 一 一 我 的 三 维 世 界 的 读者 们 一 一 已 经 掌握 了 这 个 一 般 概 念 ,至 少 就 会 认识 
到 这 样 做 的 可 能 性 ,而 不 会 认为 这 一 切 是 不 可 思议 的 了 .这 也 就 达到 了 我 讲 这 
有 段 话 的 目的 .不 过 ,如 果 让 我 进一步 解释 其 中 的 细节 , 那 我 只 得 知 难 而 退 了 .年 
轻 而 缺 乏 经 验 的 人 ,可 能 会 觉得 根据 前 面 我 讲 的 两 个 简单 的 例子 一 一 用 
上 述 方法 也 能 容易 地 辨认 出 我 的 父亲 和 我 的 儿子 , 那 我 就 必须 指出 ,在 实际 生 
活 中 ,大 多 数 视觉 辨认 要 比 上 述 情 况 细致 复杂 得 多 . 

例如 , 当 我 的 父亲 (一 个 三 角形 ) 走 近 我 时 ,很 可 能 会 以 一 条 边 而 不 是 一 个 
角 正 对 着 我 ,这 时 我 就 得 让 他 转 一 转身 ,或 者 我 自己 围 着 他 兜 上 几 步 路 ,才能 把 
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他 分 辨 出 来 ,否则 ,此 时 我 会 怀疑 我 看 到 的 是 一 段 直线 ,或 者 说 是 一 位 妇女 .再 
有 , 当 我 的 一 个 孙子 (六 边 形 ) 陪 着 我 时 ,他 的 一 个 边 (48B) 会 直 对 着 我 ,从 图 
22.4 中 可 以 清楚 地 看 出 ,在 我 看 来 他 只 是 一 条 整个 都 比较 明亮 的 ,即使 两 端 也 
不 怎么 变 模糊 的 直线 (4B ) ,再 一 边 接 上 一 段 短 短 的 暗淡 的 线段 ( C4 和 BD), 而 
后 两 条 线段 的 端点 C 和 D 是 较 模 糊 的 . 


=, 
— 
so 
a 


图 22.4 

在 我 们 这 里 ,有 教养 的 人 在 生活 中 有 一 个 重要 内 容 , 就 是 运用 他 们 在 名 牌 
大 学 里 从 著名 教授 那里 学 到 的 几何 学 的 丰富 知识 —— 有 两 种 几何 学 ,静止 几 
何 学 和 运动 几何 学 一 一 用 眼睛 辨认 出 其 他 有 地 位 者 的 角度 . 由 于 辨认 者 自己 
是 在 运动 的 :或 旋转 ,或 前 进 ,或 后 退 ,被 辨认 者 可 能 人 数 众多 ,又 都 可 能 同时 朝 
各 个 方向 运动 着 ,进行 辨认 实在 是 不 容易 .对 此 ,就 是 三 维 世界 里 最 卓越 的 数学 
家 也 是 会 相信 的 .但 是 我 这 里 不 准备 再 谈 了 . 

只 有 极 少 数 的 最 显赫 最 富有 人 家 的 子弟 , 才 有 时 间 和 金钱 全 面 学 习 这 项 高 
尚 而 重要 的 艺术 ,甚至 连 我 这 个 名 望 不 低 的 数学 家 , 又 是 两 个 很 有 出 息 的 完全 
规则 的 六 边 形 的 祖父 ,一 旦 置身 在 地 位 更 高 的 一 群 转动 的 多 边 形 中 间 , 有 时 也 
会 感到 十 分 窖 迫 呢 . 当然 ,普通 的 商人 或 者 贫民 ,一 旦 置身 于 这 种 环境 中 ,就 会 
像 你 们 一 一 尊敬 的 读者 们 一 一 一 旦 来 到 我 的 国家 时 一 样 的 困惑 和 迷 届 . 

置身 于 这 样 的 一 群 人 之 中 ,你 会 看 到 周围 都 是 线 , 而 且 看 上 去 都 是 直 的 ,在 
这 些 线 的 各 个 部 分 上 ,明暗 强度 又 都 不 断 地 无 规则 地 变化 着 . 即使 你 在 大 学 的 
五 边 形 班 和 六 边 形 班 里 学 满 了 三 年 ,出 色 地 掌握 了 这 方面 的 理论 ,也 会 感到 还 
需要 经 过 多 年 实践 ,才能 在 上 流 社 会 的 人 群 中 走动 而 不 致 撞 上 人 ,而 这 些 人 又 
把 别人 的 触摸 看 成 是 十 分 无 礼 的 举动 . 由 于 他 们 有 较 高 的 文化 修养 ,因此 了 解 
你 的 一 切 动作 ,而 你 对 他 们 却 了 解 甚 少 ,或 几乎 是 一 无 所 知 .总 之 ,要 在 多 边 形 
社会 里 应 付 裕 如 ,自己 就 得 是 个 多 边 形 . 这 至 少 是 我 亲身 痛苦 经 历 的 总 结 . 

说 来 也 许 令 人 惊奇 ,这 种 视觉 辨认 艺术 有 时 简直 可 以 说 是 成 了 本 能 ,这 主 
要 靠 反 复 实践 和 避免 触摸 培养 成 的 . 这 正如 你 们 三 维 世 界 中 的 八 哑 人 ,一 旦 学 
会 了 正规 的 哑 语 ,就 再 也 无 法 掌握 凭 口 形 识别 正常 人 的 语言 这 门 更 重要 更 困难 
的 技术 一 样 .对 于 我 们 ,“ 看 ”就 同 这 一 情况 一 样 ,一 旦 在 小 时 学 了 触摸 法 ,“ 目 
识 术 ” 就 再 也 学 不 到 家 了 . 
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因而 ,在 高 阶层 人 士 中 , 触摸 术 是 不 受 鼓励 的 ,甚至 干脆 遭 到 禁止 . 他 们 的 
孩子 自 幼 不 是 进 公立 小 学 读书 (那里 教授 触摸 术 ) ,而 是 被 送 入 专门 的 高 级 学 习 
班 .在 我 们 的 最 高 学 府 里 ,触摸 动作 被 视 为 严重 的 过 失 , 初 犯 者 受 停 学 处 分 ,再 
犯 者 予以 除名 . 

但 是 ,在 那些 低 等 阶层 ,视觉 辨认 术 被 看 做 是 可 望 而 不 可 即 的 东西 .一 个 普 
通 的 商人 是 不 可 能 拿 出 巨 款 让 儿子 花 掉 三 分 之 一 的 时 间 去 从 事 这 种 抽象 问题 
的 研究 的 .由 于 穷人 家 允许 孩子 从 小 对 人 进行 触摸 ,因而 在 早年 ,他 们 若 与 多 边 
形 阶层 的 那些 刚 受到 一 半 教 育 的 孩子 所 表现 的 迟钝 、 不 成 熟 和 行事 拘 着 相 比 ， 
就 更 显得 成 熟 、 活 泼 而 讨 人 喜欢 .可 是 当 多 边 形 的 孩子 最 后 完成 了 大 学 学 业 , 并 
把 他 们 学 到 的 理论 知识 应 用 于 实践 时 ,他 们 表现 出 来 的 巨大 变化 却 几乎 可 以 说 
是 一 种 新 生 ; 他 们 在 文学 科学 和 社会 学 等 各 个 方面 ,都 会 很 快 把 三 角形 竞争 对 
手 远 远 抛 在 后 面 . 

在 大 学 里 ,会 有 极 少数 多 边 形 子弟 不 能 通过 毕业 考试 ,这 少数 落伍 者 确实 
可 怜 :上 层 社 会 会 把 他 们 拒 之 门 外 , 低 阶层 的 人 也 瞧不起 他 们 .他 们 既 没 有 多 边 
形 学 士 或 文科 硕士 那 种 靠 系统 训练 培养 起 来 的 成 熟 才干 ,也 没有 青年 商人 的 那 
种 天 生 的 熟 答 灵 活 和 多 才 多 艺 . 各 种 脑力 劳动 和 国家 公职 也 一 概 同 他 们 无 缘 . 
虽然 大 部 分 地 区 并 不 明令 禁止 他 们 的 婚姻 权利 ,然而 ,他 们 也 很 难 找到 合适 的 
伴 但. 经 验 表明 ,那些 不 幸 的 无 才华 的 父母 所 生育 的 后 代 可 能 会 是 不 规则 多 边 
形 , 至 少 也 是 些 不 幸 的 人 .历史 上 的 骚乱 和 暴动 , 正 是 从 这 些 出 身 贵族 阶层 的 落 
难 子 弟 中 得 到 领袖 的 .这 样 的 大 错误 使 一 些 较 进步 的 政治 家 提出 ,真正 的 仁 花 
总 是 完全 的 斩 草 除根 .他 们 主张 制定 法 令 , 把 所 有 没有 通过 大 学 毕业 考试 的 人 ， 
或 者 判处 终身 监禁 ,或 者 用 安乐 死 的 方式 把 他 们 从 肉体 上 消灭 .目前 ,这 种 人 虽 
为 数 不 多 ,但 比例 却 正在 上 升 . 

我 已 经 离开 话题 , 谈 到 不 规则 图 形 上 面 去 了 .这 是 一 个 极为 重要 的 问题 , 需 
要 专门 用 一 节 的 篇 幅 讲 一 讲 . 


1.7 不 规则 图 形 


前 面 我 一 直 设 定 一 一 也 许 应 当 作为 最 基本 的 命题 明确 地 放 在 开头 挑 
明 一 一 二 维 国 里 的 每 个 人 都 是 规则 图 形 . 由 此 ,我 说 妇女 是 线 时 ,就 是 说 她 们 
是 直线 ;工人 或 士兵 必须 有 两 条 边 相 等 ; 商人 一 定 要 三 条 边 都 相等 ; 而 律师 
等 一 一 我 便 属 于 这 一 阶层 ,但 地 位 较 低 一 一 的 四 个 边 都 是 相等 的 …… 总 之 ， 
每 个 多 边 形 的 所 有 边 都 必须 等 长 . 

边 的 长 短 与 年 龄 有 关 . 刚刚 出 生 的 女 婴 长 约 1 英寸 ,而 一 个 成 年 的 高 个 子 
妇女 身高 可 达 1 英 尺 ;各 阶层 的 成 年 男人 各 边 的 总 长 为 2 英尺 或 略 长 一 些 .可 这 
里 并 不 考虑 一 个 人 的 边 有 多 长 多 短 ,重要 的 是 边 长 应 当 相等 . BARRE 
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出 ,整个 二 维 国 的 社会 生活 都 依赖 于 这 样 一 个 基本 事实 , 即 大 自然 赋予 我 们 的 
所 有 形状 都 是 等 边 的 . 

如 果 一 个 人 的 边 长 不 相等 , 则 其 角度 也 不 相等 ,这 样 ,无 论 用 触摸 法 识别 还 
是 用 视觉 法 辨认 , 单 赁 一 个 角 的 大 小 是 无 法 确定 一 个 人 属于 何 种 等 级 的 ,只 有 
通过 触摸 查 明 他 的 每 个 角 才 行 .但 是 ,这 样 费事 地 摸 了 又 摸 , 实 在 是 太 浪费 时 间 
了 .全 部 视觉 辨认 术 也 会 立即 告吹 ,就 是 触摸 作为 一 门 技术 ,也 不 会 有 长 久 的 生 
命 力 .人 们 的 交往 将 变 成 一 种 冒险 . 人 们 的 一 切 打 算 将 落空 .信任 将 不 复 存 在 . 
即使 是 最 简单 的 社交 安排 也 不 会 有 安全 感 .总 而 言 之 ,社会 文明 将 崩溃 ,人 类 将 

以 上 这 些 内 容 因为 在 我 而 言 是 显而易见 的 事 , 所 以 讲 得 可 能 太 快 了 一 点 
儿 . 不 过 ,读者 只 要 稍稍 思考 一 下 ,我 再 举 一 个 日 常生 活 中 的 例子 ,大 家 就 会 相 
信 , 我 们 的 整个 社会 体系 都 确实 建立 在 人 们 的 规则 性 上 ,也 就 是 等 角 构造 上 . 例 
如 ,你 在 街 上 遇 到 了 两 三 个 商人 , 只 要 看 一 眼 他 们 的 角度 和 亮度 很 快 变 暗 的 两 
条 边 ,就 能 立刻 认 出 他 们 的 阶层 ,于 是 便 会 叫 他 们 留 步 ,邀请 他 们 去 你 家 用 饭 . 
你 能 非常 自信 地 这 样 做 ,因为 大 家 都 知道 一 个 成 年 三 角形 会 占有 多 大 的 面积 . 
可 是 你 不 妨 想 象 一 下 ,要 是 商人 这 个 规则 而 体面 的 三 角形 尖顶 后 面 又 拖 着 一 个 
对 角 线 有 十 几 英寸 长 的 平行 四 边 形 ,结果 这 个 怪物 卡 在 了 你 家 门口 , 那 该 多 么 
jal OL | 

我 怕 是 小 看 了 有 幸 生 活 在 三 维 世界 里 的 读者 们 .我 说 的 这 些 细节 ,读者 们 
会 是 一 清二 楚 的 .显然 ,在 这 种 怪异 的 情况 下 ,只 靠 测 量 一 个 角 已 经 不 再 能 辨识 
别人 了 .所 以 ,人 们 一 生 中 需 花 许多 时 间 来 全 面 触 摸 他 所 要 辨认 的 人 的 每 一 条 
边 ,即使 是 一 个 受过 良好 教育 的 四 边 形 ,要 做 到 在 人 群 中 避免 相 撞 也 会 是 笋 费 
周折 的 .可 是 ,如 果 社 会 交往 的 成 员 不 是 规则 形状 的 , 那 就 会 是 彻底 的 混乱 不 
堪 ; 一 旦 有 人 稍 一 惊慌 ,就 会 造成 重伤 , 若 发 生 在 妇女 或 士兵 当中 , 则 会 是 生命 
的 巨大 损失 . 

规则 的 人 体 结构 是 造物 主 赋予 我 们 的 天 然 标 志和 烙印 ,而 自然 法 则 也 不 会 
重新 写 过 .不 规则 形 对 于 我 们 ,就 如 同 你 们 所 说 的 道德 败坏 和 犯罪 ,而 且 这 两 者 
受到 的 处 置 方 式 也 是 相仿 的 .的 确 ,我 们 这 里 不 乏 散 布 没有 必要 把 几何 形状 的 
不 规则 和 道德 沦丧 联系 起 来 的 人 .他 们 发 表 评 论说 :不 规则 体 自打 一 出 生 ,就 受 
到 父母 的 歧视 家庭 的 忽视 , 以 及 社会 的 轻 茂 与 猜疑 . 他 们 与 一 切 领导 职务 无 
缘 ,与 一 切 受 到 重视 的 有 用 活动 无 缘 , 又 时 刻 都 受到 警察 的 注意 .成 年 之 后 ,他 
们 就 得 去 有 关 部 门 报 到 接受 检查 ,一 旦 发 现 他 们 的 身体 超过 一 定 的 偏差 界限 ， 
就 得 送 掉 性 命 ,在 顶 好 的 情况 下 也 只 是 被 雇用 为 最 低级 的 雇员 .他 们 不 得 结婚 ， 
干 的 是 单调 乏味 的 工作 ,得 到 的 是 微不足道 的 薪金 ,而 且 必 须 食 于 办 公 室 、 寝 于 
办 公 室 ,甚至 度假 时 也 要 受到 密切 监视 .这 对 一 个 人 的 天 性 是 多 么 大 的 摧残 啊 ! 
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在 这 样 的 环境 里 ,即使 是 最 好 最 纯粹 的 人 ,也 会 产生 怨恨 而 堕落 的 . 

这 一 切 听 起 来 并 非 没有 道理 ,但 不 能 说 服 我 . 明智 的 政治 家 们 也 同样 不 认 
为 我 们 的 祖先 把 对 不 规则 图 形 的 宽容 与 维护 国家 的 安全 不 能 兼顾 是 什么 错误 . 
毋庸 置疑 ,对 不 规则 者 本 身 来 说 ,生活 确实 是 艰难 的 ,但 大 多 数 人 的 利益 要 求 他 
必须 这 样 .如 果 一 个 人 生 着 三 角形 的 前 身 ,而 后 背 却 像 个 多 边 形 , 又 允许 他 生出 
一 个 更 加 不 规则 的 后 代 来 ,那么 生命 的 意义 又 何在 呢 ? 难 道 为 了 接纳 这 样 的 怪 
物 ,就 去 改建 我 们 二 维 国 的 所 有 房屋 .厅堂 和 教堂 吗 ? 难 道 戏 院 的 收 票 员 得 先前 
前 后 后 地 测 出 每 个 人 的 各 条 边 后 , 才 允 许 他 们 入 场 吗 ?让 不 让 形状 不 规则 的 人 
进入 民团 呢 ? 再 有 ,这 种 人 也 太 容 易 受 到 冒名 顶替 的 诱惑 了 呀 ! 他 们 能 把 多 边 形 
的 正面 探 进 商店 里 购 货 ,从 而 轻易 地 骗取 商人 的 信任 而 捞取 便宜 . 让 那些 鼓吹 
废除 对 不 规则 形 的 刑法 的 所 谓 慈 善 家 们 去 鼓 品 吧 , 据 我 所 知 ,不 规则 形 天 生 就 
是 些 伪 君子 、 厌 世 者 ,或 者 是 些 无 所 不 用 其 极 的 恶棍 . 大 自然 既 能 造 出 这 种 形 
体 ,也 就 能 赋予 这 样 的 品 性 . 

当然 ,我 也 不 赞成 一 些 地 区 采取 的 极端 手段 , 如 项 角 与 合格 角度 相差 只 有 
半 度 的 婴儿 一 出 生 便 得 杀 掉 . 其实 ,在 最 高 贵 和 最 富 才能 , 称 得 上 是 真正 天 才 的 
人 中 就 曾 有 一 些 是 从 角度 偏差 有 45' 其 至 更 大 些 的 逆境 中 奋 争 出 头 的 .如果 当 
初 消灭 掉 了 他 们 , 那 真 会 是 国家 的 不 可 弥补 的 损失 哩 .我 们 在 对 不 规则 的 治疗 
技术 上 也 已 取得 了 一 些 辉 煌 成 就 ,可 以 采用 牵 拉 、 挤 压 、 穿 孔 .诱导 等 种 种 外 科 
疗法 ,把 不 规则 者 部 分 地 或 完全 地 矫正 过 来 .因此 ,我 颇 赞 成 中 庸 之 道 ,不 主张 
严格 划 定 什么 规则 与 不 规则 的 界限 标准 ,但 是 我 建议 ,对 不 规则 形 应 在 形体 开 
始 定 形 时 接受 卫生 部 门 的 检查 ,一 旦 发 现 他 们 不 可 能 治愈 时 , 便 使 之 无 痛苦 地 
死去 . 


1.8 ”历史 上 的 色彩 热 


看 了 我 以 上 的 叙述 ,读者 们 一 定 会 觉得 ,二 维 国 里 的 生活 实在 是 有 些 沉 问 . 
当然 ,我 的 意思 不 是 说 这 里 没有 争斗 .没有 阴谋 、 没 有 骚乱 或 没有 内 证 等 种 种 使 
历史 显得 热 热闹 六 的 东西 .我 也 不 否认 ,生命 问题 和 数学 问题 在 我 们 这 里 实现 
了 奇特 的 混合 ;它们 不 断 地 激发 出 猜想 和 导致 证 实 , 使 我 们 体验 到 你 们 在 三 维 
世界 里 简直 无 法 理解 的 乐趣 .这 里 所 说 的 生活 单调 呆板 ,是 从 美学 和 艺术 的 角 
度 衡 量 的 ,而 且 实在 是 单调 之 极 ,呆板 之 至 . 

既然 展现 在 我 们 每 个 人 视野 中 的 一 切 : 风景 也 好 ,历史 遗迹 也 好 , 肖像 也 
好 ,鲜花 也 好 ,静物 也 好 ,统统 都 是 些 直线 ,只 有 明暗 和 模糊 程度 的 变化 , 那 还 能 
不 单调 和 呆板 ! 

但 情况 也 并 不 总 是 如 此 . 据 传 ,在 很 久 很 久 以 前 ,我 们 也 曾 有 过 五 六 百年 长 


的 一 段 修 忽而 逝 的 光辉 岁月 . 历史 上 曾 有 一 位 五 边 形 其 姓氏 说 法 不 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


在 偶然 情况 下 发 现 了 若干 种 色彩 的 成 分 及 着 色 的 基本 方法 .据说 ,他 先 
用 彩色 装饰 了 自己 的 房屋 ,然后 是 他 所 养 的 奴仆 ,接着 又 给 自己 的 父亲 、 儿 子 、 
孙子 涂 上 了 各 种 颜色 ,最 后 把 自己 也 涂抹 上 了 . 由 于 着 色 一 来 不 难 , 二 者 确实 漂 
亮 ,人 们 无 不 为 之 所 吸引 .这 位 “夺目 师 "一 一 这 是 权威 人 士 考 证 出 的 姓氏 一 一 
所 到 之 处 ,无 不 以 自己 的 五 彩 斑 澜 的 外 观 引 起 人 们 的 注意 和 尊敬 .此 时 ,人 们 无 
需 触摸 ,就 能 辨认 出 他 ,也 不 会 把 他 的 前 后 身 搞 错 ,他 周围 的 人 不 用 费心 计算 ， 
便 可 判断 出 他 在 做 什么 动作 .没有 人 会 冲撞 他 ,也 不 会 给 他 让 不 成 路 . 当 没有 颜 
色 的 四 边 形 和 五 边 形 走 在 一 群 无 知 的 等 腰 三 角形 之 中 时 ,总 得 要 使 劲 发 出 声音 
来 ,以 告知 自己 的 存在 ,而 夺目 师 却 可 以 免 去 这 项 苦 差 事 了 . 

这 种 着 色 热 有 如 野火 蔓延 .不 出 一 个 星期 ,夺目 师 所 在 地 区 的 所 有 三 角形 
和 四 边 形 也 都 照 此 打扮 了 起 来 ,只 有 少数 特别 保守 的 五 边 形 仍 不 肯 仿 效 . 过 了 
一 两 个 月 后 ,甚至 连 十 二 边 形 也 受到 了 这 一 新 潮 的 感染 .未 出 一 年 , 除 贵族 中 的 
最 高 贵 者 外 ,各 个 阶层 都 形成 了 涂 色 的 习惯 ;不 消 说 ,这 种 时 尚 迅速 地 发 展 到 附 
近 各 地 .经 过 两 代 人 的 时 间 后 ,除了 妇女 和 神职 人 员外 ,二 维 国 各 地 的 人 都 是 色 
彩 绚丽 的 了 . 

至 此 ,大 自然 本 身 开始 对 这 种 趋 赶 时 睹 的 风尚 表现 出 障碍 了 .对 于 愿意 改 
革 的 人 来 说 ,长 成 多 边 形 , 这 本 身 就 是 要 求 进行 改革 的 一 条 根据 . 当时 流行 着 这 
样 一 种 风靡 一 时 的 说 法 :大 自然 造 出 许多 边 来 ,就 是 因为 世界 上 存在 着 许多 颜 
色 的 缘故 .但 是 ,这 句 话 可 显然 不 适 于 神职 人 员 和 妇女 们 . 妇女 只 有 一 条 边 ,而 
神职 人 员 则 一 向 自 调 自己 没有 边 一 一 他 们 认为 自己 是 真正 的 圆 ,而 不 是 生 有 
无 数 多 条 无 限 小 的 高 阶 多 边 形 .所 以 这 两 个 阶层 也 可 以 认为 上 述 改 革 的 自然 依 
据 并 不 成 立 . 因此 , 当 其 他 所 有 的 人 都 陶醉 在 用 颜色 装饰 自己 的 身体 而 产生 的 
魅力 时 ,妇女 和 神职 人 员 仍 能 “洁身自好 ”. 

这 场 “着 色 革 命 ” 也 有 人 视 之 为 无 道德 .无 纪律 、 无 政府 .无 科学 的 骚 
动 一 一 从 美学 角度 来 看 却 标 志 着 二 维 国 艺术 的 光辉 时 期 ,但 它 未 能 进入 成 年 
阶段 ,甚至 也 未 能 迈 和 如花 似 锦 的 青年 时 代 . 生活 在 这 一 时 期 中 的 人 真是 快乐 
啊 ! 色 彩 使 他 们 的 生活 变 得 赏心悦目 .即使 是 一 个 小 小 的 聚会 ,也 能 搞 得 五 彩 给 
纷 .据说 , 当 大 家 聚 在 一 个 礼堂 或 剧院 里 时 , 那 富 于 变化 的 五 光 十 色 Fe 
色 的 讲演 人 和 演员 的 吸引 力也 大 受 影响 哩 .我 又 听 说 ,最 引人入胜 的 场面 是 阅 
RA. 

设想 两 万 名 等 腰 三 角形 齐 刷 刷 地 转身 ,把 他 们 的 黑色 底 边 草地 变换 成 橘红 
色 或 紫色 的 侧 边 ;等 边 三 角形 则 变换 的 是 红 、 白 、 蓝 三 色 ; 涂 着 紫红 、 佛 青 、 橙 黄 
和 红 棕 四 色 的 四 边 形 炮兵 在 朱红 色 大 炮 的 周围 转 来 转 去 ;而 军医 ,测量 官 和 副 
官 等 五 边 形 和 六 边 形 们 ,也 一 会 儿 在 这 里 露面 ,一会儿 在 那里 现 身 …… 难怪 流 
传 着 这 样 一 个 故事 ,说 有 一 位 杰出 的 圆 大 人 为 他 磨 下 的 军队 的 艺术 美 所 折服 ， 
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于 是 将 元 帅 的 权 杖 和 王室 的 峨 冠 都 抛 到 一 边 , 大 呼 从 今 以 后 要 与 画笔 为 伍 了 
呢 ! 在 那个 时 期 ,语言 和 词汇 都 有 了 很 大 的 发 展 ,这 从 一 个 侧面 反映 了 当时 美学 
的 灿烂 发 展 . 

在 着 色 革命 " 时 期 ,就 连 最 普通 的 公民 的 最 普通 的 言谈 ,也 反映 出 较 丰 富 
的 语汇 和 思想 .我 们 最 美的 诗歌 ,以 及 保留 在 今日 语言 文学 中 的 韵律 感 ,都 源 自 
这 一 时 期 . 


1.9 EKR 


但 与 此 同时 ,各 门 非 形 象 思 维 的 学 科 却 在 迅速 衰落 . 

着 色 时 尚 的 出 现 ,使 视觉 辨认 术 变 得 不 再 实用 了 . 其 至 在 大 学 里 , 像 几何 
学 、 静 力学 .动力 学 及 相关 学 科 , 也 都 很 快 被 视 为 多 余 之 物 而 无 人 问津 了 . 小 学 
中 讲授 的 较 低级 的 触摸 术 也 唱 到 了 同样 的 命运 . 后 来 ,等 腰 三 角形 阶层 又 宣称 
学 校 可 不 再 需要 什么 活 的 小 顶 角 标 本 , 因此 拒绝 照常 例 送 纳 . 过 去 政府 的 对 策 
是 一 则 以 驯化 ,一 则 以 减员 ,可 现在 ,等 腰 三 角形 人 口 便 激 增 起 来 ,也 更 加 缴获 
不 驯 . 

年 复 一 年 ,士兵 和 手工 业 工人 越 来 越 强 烈 地 宣称 而 且 也 越 来 越 振 振 
有 词 他 们 与 最 高 阶层 的 多 边 形 之 间 并 没有 什么 重大 差别 ,他 们 生来 是 彼 
此 平等 的 ;在 有 了 着 色 术 这 个 简单 工具 之 后 ,他 们 也 与 多 边 形 一 样 ,能 克服 一 切 
困难 和 解决 一 切 生活 问题 ,无 论 在 静止 条 件 下 还 是 运动 环境 中 都 是 如 此 . 他 们 
并 不 满足 于 视觉 辨认 术 自然 而 然 地 被 淘汰 的 前 景 ,开始 大 胆 要 求 用 法 律 禁 绝 
垄断 的 贵族 技艺 ", 并 由 此 停止 对 视觉 辨认 数学 和 触摸 教学 活动 的 所 有 资助 
继而 ,他 们 又 坚定 地 提出 ,既然 色彩 这 个 可 称 之 为 第 二 天 性 的 存在 已 摧 垮 了 划 
分 贵族 的 需要 ,法 律 也 应 顺应 形势 ,规定 从 今 以 后 ,社会 各 阶层 的 所 有 人 等 都 是 
绝对 平等 的 ,大 家 的 权利 都 应 完全 相同 . 

对 此 ,高 阶层 的 人 举 棋 不 定 . 这 场 变革 运动 的 领袖 们 趁 此 又 提出 了 进一步 
的 要 求 , 即 所 有 的 阶层 应 一 律 着 色 ,神职 人 员 和 妇女 也 不 例外 . 有 人 反对 说 ,这 
两 个 阶层 充其量 只 有 一 条 边 ,无 法 着 上 不 同 的 颜色 .对 此 ,鼓吹 变革 者 们 又 提议 
让 妇女 把 自己 身体 的 前 部 一 一 生 有 了 眼 睛 和 嘴巴 的 部 分 一 一 和 后 部 用 两 种 颜色 
区 别 开 .为 此 ,在 一 次 特别 全 国 代表 大 会 上 ,有 人 提交 了 一 份 议案 ,建议 妇女 在 
身体 的 前 半 部 分 涂 以 红色 ,后 半 部 分 涂 以 绿色 ;神职 人 员 也 照 此 办 理 , 其 前 半圆 
涂 以 红色 ,后 半圆 涂 以 绿色 . 

这 是 个 极 富 计谋 的 议案 .这 不 是 等 腰 三 角形 提出 的 ,而 是 出 自 一 个 不 很 规 
则 的 圆 的 谋划 .由 于 社会 上 有 人 愚蠢 地 大 发 善心 ,使 这 个 家 伙 童 年 时 未 被 处 死 ， 
这 才 导 致 后 来 这 一 议案 的 出 台 , 给 他 的 国家 带 来 了 祸 殊 ,给 无 数 同胞 带 来 了 死 
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提出 这 个 议案 的 动机 之 一 ,是 把 各 个 阶层 的 妇女 争取 到 “着 色 革 命 ”这 一 
边 来 .革命 的 支持 者 们 相信 ,由 于 妇女 拟 采用 的 两 种 颜色 同 神职 人 员 相 同 ,因此 
在 一 定 的 位 置 上 看 去 ,妇女 会 像 是 神职 人 员 ,这 样 便 会 得 到 尊敬 的 对 待 . 对 此 ， 
妇女 们 当然 是 不 会 不 赞同 的 . 

有 些 读者 可 能 弄 不 清 这 一 新 议案 为 什么 会 造成 神职 人 员 和 妇女 的 外 观 混 
同 .我 用 几 句 话 来 讲 讲 清楚 . 

设想 一 名 妇女 照 议 案 所 说 的 装扮 起 来 了 ,她 的 前 半 部 ( 即 生 有 眼睛 和 嘴巴 
的 部 分 ) 是 红 的 ,后 半 部 是 绿 的 .从 侧面 上 看 去 ,可 见 到 一 段 一 半 红 一 半 绿 的 直 
线 . 

现在 再 设想 一 位 神职 人 员 ,他 的 嘴 生 在 点 M 的 位 置 上 (图 22.5) ,前 半圆 
(AMB) 是 红色 的 ,后 半圆 是 绿色 的 ,直径 AB 将 红 绿 两 色 分 了 开 来 .如 果 你 的 眼 
睛 与 他 的 这 条 分 色 直 径 落 在 同一 直线 上 来 注视 这 位 大 人 物 , 你 也 会 看 见 一 条 直 
线 (CBD) , 它 的 一 半 (CB) 是 红 的 , 另 一 半 (BD) 是 绿 的 ;这 条 线 也 许 比 最 高 的 
妇女 要 短 些 ,而 且 两 端 处 也 更 模糊 些 ,但 它们 二 者 在 色彩 上 的 一 致 会 造成 乍 一 
看 属于 同一 阶层 的 印象 ,从 而 不 去 留心 其 他 细微 之 处 的 差别 .考虑 到 这 场 着 色 
革命 已 然 造 成 了 视觉 辨认 能 力 的 退化 , 再 加 上 妇女 会 用 色彩 模拟 圆 的 明暗 变 
化 ,读者 们 想必 能 够 看 出 ,着 色 议 案 》 中 确实 潜藏 着 使 人 们 将 神职 人 员 同 妇女 
混淆 起 来 的 危险 . 


图 22.5 
可 以 想象 ,这 种 前 景 对 女人 是 何等 地 富有 吸引 力 啊 . 她 们 高 兴 地 看 出 ,这 种 
混淆 会 使 自己 捞 到 莫大 好 处 :在 家 里 ,她 们 可 以 听 到 原来 只 为 她 们 的 丈夫 和 兄 
弟 提供 的 政界 和 宗教 界 机 密 , 其 至 还 可 能 假冒 神职 人 员 签 署 公文 ;在 外 面 ,她 们 
的 红 绿 两 色 完 全 同 神职 人 员 相 同 这 一 点 ,又 能 为 她 们 伪装 成 圆 招摇 撞 骗 打开 方 


便 之 门 别人 会 把 圆 失 落 的 东西 苛 苛 敬 敬 地 “ 奉 还 ” 给 她 们 ;她 们 的 轻浮 举 
止 会 让 圆 们 背 上 黑 锅 …… 至 于 国家 大 法 因此 会 受到 破坏 ,这 些 女人 是 不 去 管 
它 的 .即使 是 圆 阶层 的 女士 们 ,也 都 喜欢 这 个 议案 . 

该 议案 的 第 二 个 目的 是 使 圆 们 自身 趋向 逐渐 腐败 .在 文化 总 的 来 说 是 江河 
日 下 的 形势 下 ,只 有 圆 仍 然 保留 着 原 有 的 纯洁 和 悟性 , 自 孩 提 时 候 起 ,他 们 就 很 
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样 ,在 《着 色 议案 》 出 台 时 , 圆 们 不 仅 坚持 了 原 有 的 立场 ,甚至 还 控制 了 这 股 时 
比 的 风尚 ,加 强 了 对 其 他 阶层 的 管理 . 

我 前 面 提 到 的 工 于 心计 的 不 规则 圆 是 这 一 邪恶 议案 的 真正 炮制 者 .他 要 迫 
使 高 层 人 士 接受 这 一 滥 着 色 的 现状 , 从 而 一 举 降低 等 级 制度 的 力量 ,取消 高 等 
阶层 从 小 便 能 在 家 庭 中 接受 视觉 辨认 术 的 机 会 ,使 色彩 进入 他 们 的 家 庭 ,使 他 
们 的 智力 萎缩 . 一 旦 圆 也 涂 上 颜色 , 他 们 的 孩子 就 会 在 辨认 父母 亲 时 遇 到 问 
题 母亲 经 常 被 认 作 父亲 ,会 使 孩子 对 一 切 逻 辑 结论 发 生动 播 . 这 样 ,神职 
阶层 高 智能 的 文化 光辉 将 逐渐 暗淡 下 去 ,整个 贵族 立法 的 毁灭 和 特权 阶层 的 消 
亡 便 指日可待 了 . 


1.10 HERE 


《着 色 议案 》 引 起 的 动荡 达 三 年 之 久 , 到 了 后 来 ,无 政府 状态 似乎 已 注定 要 
胜利 了 .于 是 多 边 形 阶层 便 组 织 起 一 支 武装 ,就 连 士兵 都 由 他 们 本 阶层 的 成 员 
充当 .然而 ,这 支队 伍 被 更 强大 的 等 腰 三 角形 的 武装 歼灭 了 . 在 双方 的 战斗 中 ， 
四 边 形 和 五 边 形 保持 中 立 . 更 糟 的 是 ,一 些 最 有 能 力 的 圆 也 败 在 自己 麦子 的 手 
下 .在 许多 贵族 家 庭 中 ,妻子 们 怀 着 政治 目的 ,不 停 地 纠缠 男人 们 ,要 他 们 别 再 
反对 《着 色 议案 》; 有 些 人 竟 在 劝说 无 效 后 ,残暴 地 杀 死 了 天 真 的 孩子 和 无 辜 的 
丈夫 ,然后 自己 也 一 死 了 之 . 据 记 载 ,在 连续 三 年 的 骚乱 中 ,至 少 有 二 十 三 个 贺 
的 家 庭 毁 于 夫妻 失 和 . 

形势 真是 太 危急 了 .神职 人 员 似 乎 已 到 了 除去 屈从 和 灭亡 之 外 别 无 选择 的 
地 步 .就 在 这 时 ,一 件 戏剧 性 的 小 事 ,突然 使 形势 发 生 了 根本 的 变化 . ( 像 这 样 的 
“小 事 ”, 政 治 家 们 决 不 应 当 忽略 ,他们 应 经 常 预料 到 ,并 有 时 还 去 促成 之 . 因为 
这 种 事情 特别 能 唤起 民众 的 同情 ,其 作用 之 大 真 到 了 匪夷所思 的 地 步 ) 

这 件 小 事 是 由 一 个 低 等 的 等 腰 三 角形 引起 的 .他 有 一 个 很 小 的 顶 角 ,大 约 
只 有 左右 .他 抢 动 了 一 家 商店 ,并 用 店 里 的 颜色 将 自己 涂抹 成 一 个 十 二 边 
É. (至 于 是 他 自己 涂 的 ,还 是 找 别 人 干 的 ,有 关 的 说 法 不 一 ) 然后 ,他 便 去 找 一 
个 他 垂 省 已 久 , 但 一 直 未 能 得 手 的 贵族 多 边 形 的 孤 女 求爱 . 由 于 一 系列 欺骗 手 
段 的 偶然 得 手 ( 因 过 程 太 长 XA PPE) ,也 由 于 那 位 姑娘 过 于 轻信 ,这 个 驴 
子 成 功 了 . 婚 后 ,可 怜 的 姑娘 发 现 受 了 骗 , 便 结 束 了 自己 的 生命 . 

这 个 悲剧 在 各 地 传 开 ,猛烈 地 震撼 了 妇女 们 .对 可 怜 的 受害 者 的 同情 ,以 及 
对 类 似 遭 遇 在 她 们 自己 或 姐妹 身上 重演 的 担心 ,使 她 们 对 《着 色 议 案 》 有 了 一 
个 全 新 的 看 法 .有 不 少 人 公开 申明 一 改 初 庄 , 站 到 了 反对 者 的 立场 上 ,其 余 的 人 
只 消 稍 加 劝说 , 便 也 倒 了 过 去 . 圆 们 抓 住 了 这 个 有 利 时 机 ,迅速 召开 了 特别 全 国 
大 会 .大 会 上 除了 由 在 押 犯 担任 警戒 任务 外 ,又 请 来 许多 妇女 出 席 . 
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在 这 空前 的 集会 上 , 圆 阶层 的 领导 人 一 一 他 的 尊称 为 标准 圆 一 一 在 起 立 
发 言 时 受到 了 十 二 万 等 腰 三 角形 的 各 种 嗪 声 .但 他 向 与 会 者 宣称 ,在 大 会 结束 
后 , 圆 阶层 便 将 着 手 执行 让 步 政 策 , 遵 从 大 多 数 人 的 意愿 ,并 接受 《着 色 议案 》， 
从 而 使 骚动 立刻 变 成 了 喝彩 .他 邀请 那 位 着 色 革 命 的 领导 者 不 规则 圆 来 到 会 议 
大 厅 中 央 , 请 他 以 他 那 派 人 的 名 义 , 按 受 等 级 制度 的 终结 . 接 下 来 ,他 用 了 几乎 
整整 一 天 时 间 ,发 表 了 长 篇 演说 .对 这 篇 演说 很 难 做 出 公平 的 评论 ,但 可 以 肯定 
地 说 , 它 堪 称 修辞 学 上 的 杰作 .他 以 公允 的 口气 说 ,考虑 到 改革 在 即 , 应 当 对 事 
情 的 全 貌 作 一 个 最 后 的 回顾 : 既 看 到 《4 着色 议案 》 的 优点 ,也 不 忽略 它 的 次 端 . 
他 一 步 步 地 指出 了 《着 色 议 案 》 对 商人 、 知 识 阶层 和 绅士 的 危害 性 . 这 时 ,等 腰 
三 角形 们 再 次 发 出 了 不 满 的 动静 .于 是 ,他 又 一 次 提醒 这 些 人 ,尽管 《着 色 议案 》 
有 许多 缺点 ,但 如 果 大 多 数 人 赞同 ,他 还 是 愿意 接受 的 . 这 一 来 ,会 场 便 重新 安 
静 了 下 来 .除了 那些 等 腰 三 角形 以 外 ,所 有 的 人 都 被 他 的 言辞 感动 了 ,他 们 或 者 
表示 中 立 ,或 者 表示 反对 《着 色 议案 》. 

接 下 来 ,他 又 针对 工人 讲 了 一 席 话 .他 宣布 工人 的 利益 一 定 不 会 被 忽视 ,又 
说 如 果 他 们 有 意 接 受 该 议案 ,至 少 应 当 对 由 此 产生 的 后 果 有 个 全 面 的 认识 .他 
说 ,他 们 当中 的 许多 人 就 要 被 扬 升 为 规则 三 角形 , 其余 的 人 也 能 指望 自己 的 孩 
子 争 得 父辈 无 望 得 到 的 地 位 .而 现在 ,他 们 对 荣誉 的 指望 将 随 着 《着 色 议 案 》 的 
生效 而 落空 ,因为 所 有 的 区 别 将 不 复 存在 ,规则 形状 与 不 规则 形状 将 不 可 复 识 ， 
进步 将 让 位 于 倒退 ;再 过 几 代 人 的 时 间 , 工 人 的 地 位 将 下 降 到 士兵 一 级 ,其 至 会 
到 罪犯 阶层 ,政治 权力 将 落 到 最 多 数 人 ,也 就 是 罪犯 阶层 的 手中 ,他 们 的 人 数 比 
工人 更 多 ,而 且 将 很 快 超过 其 他 各 阶层 的 人 数 之 和 . 这 一 切 都 将 是 违背 大 自然 
法 则 的 缘故 . 

一 阵 赞 同 的 低语 声 穿 过 了 手工 业者 的 队伍 .那个 不 规则 圆 觉 得 大 事 不 妙 ， 
便 试图 上 台 讲 话 , 但 发 现 周 围 已 经 布 了 暗 岗 ,于 是 只 好 哄 声 不 语 .这 时 ,这 位 标 
准 圆 又 说 出 几 句 诱惑 力 极 强 的 话 , 把 妇女 们 也 给 感动 了 .他 是 这 样 说 的 : 如果 
《着 色 议 案 》 得 到 通过 ,今后 将 不 会 有 安全 的 婚姻 , 妇女 也 不 会 再 有 荣誉 可 言 ; 
坎 骗 .诡计 和 虚伪 将 浸透 每 个 家 庭 ,家 庭 的 幸福 将 与 宪法 遭 到 同样 的 命运 
迅速 地 完蛋 .说 到 这 儿 , 他 大 声 喊 道 :“ 在 此 之 后 , 便 是 更 迅速 地 来 临 的 灭亡 1” 

这 句 话 其 实 是 一 声 行动 暗号 .会 场 内 早已 理 伏 好 了 在 押 犯 , 听 到 这 个 信号 
便 模 过 身 来 ,一 下 子 刺 穿 了 不 规则 圆 这 个 坏蛋 .规则 阶层 的 人 群 分 了 开 来 ,为 一 
群 妇女 让 路 ,她 们 在 圆 的 指点 下 走 到 前 面 , 横 过 身 来 成 为 不 可 见 的 ,然后 百 发 百 
中 地 回 士 兵 们 戳 去 .工人 们 也 像 规则 阶层 一 样 让 开道 路 ,在 押 犯 便 一 拥 而 上 ,以 
密集 的 队 形 守住 了 会 场 的 各 个 出 口 . 

这 次 战斗 一 一 也 许 叫 残杀 更 合适 些 一 一 很 快 便 平息 了 .由 于 圆 指挥 得 当 ， 
妇女 们 的 刺杀 发 挥 了 很 高 的 效能 ,而 且 许多 妇女 刺 死 了 人 ,自己 却 连 轻 伤 都 未 
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合 之 众 自己 来 动手 拆 自己 的 台 了 .他 们 既 失 去 了 领袖 ,又 受 了 看 不 见 的 攻击 ,后 
路 又 被 在 押 犯 切断 , 便 立 刻 故 态 复 萌 ,完全 失去 了 头脑 , 嘴 里 “叛徒 "“ 奸 细 ” 地 
乱 叫 ,将 刚才 的 同盟 者 一 下 子 当做 了 敌人 ,大 家 自 相 残 杀 起 来 .这 便 决定 了 他 们 
的 命运 .只 半 个 小 时 的 时 间 ,众多 的 暴乱 者 便 无 一 幸存 了 .十 四 万 彼此 相 残 者 的 

尸 通 , 无 疑 证 明了 秩序 的 胜利 . 

圆 阶层 不 失 时 机 地 扩大 战果 .于 是 ,十 分 之 一 的 工人 又 被 杀 掉 了 ;由 等 边 形 
组 成 的 民团 也 立即 宣告 成 立 ; 凡 被 怀疑 为 不 规则 形 并 多 少 有 些 根据 的 ,一 律 无 
需 社会 部 门 的 核准 便 可 由 军事 法 庭 处 决 ;军人 和 手工 业 工 人 的 家 庭 受 盘 查 达 一 
年 之 久 . 在 那个 时 期 ,全国 每 个 城镇 和 村 庄 都 系统 地 开展 了 清洗 低 阶 层 中 过 量 
人 口 的 运动 ,他 们 一 般 是 以 往 没有 按 规定 送 到 小 学 和 大 学 充当 标本 的 罪犯 ,还 
有 一 些 是 违反 了 二 维 国 宪法 或 其 他 法 规 的 人 . 就 这 样 ,社会 各 阶层 的 平衡 又 得 
到 了 恢复 . 

不 消 说 ,颜色 从 此 是 再 也 不 能 使 用 和 保存 了 ,除了 圆 或 者 有 资格 的 理科 教 
师 外 ,哪怕 是 在 言谈 中 涉及 任何 同 颜 色 有 关 的 词语 ,都 要 受到 严厉 的 处 罚 .据说 
只 允许 大 学 的 最 高 级 最 深奥 的 某 些 课程 中 一 一 这 些 课程 我 也 无 由 参加 在 
阐发 一 些 艰 深 的 数学 问题 时 有 限制 地 使 用 颜色 . 至 于 是 否 确 实 , 那 我 就 不 敢 妄 
BT. 

今天 ,在 二 维 国 的 其 他 地 方 ,一 律 都 没有 任何 色彩 . 据悉 ,现在 只 有 一 个 人 
懂得 调 色 技术 ,他 就 是 担任 首脑 的 正规 圆 . 这 门 技术 只 在 他 临 死 前 才 传 给 他 的 
继承 人 .全 国 只 有 一 个 工厂 生产 颜料 ,那里 的 工人 每 年 都 被 杀 掉 , 然 后 再 换 上 新 
工人 ,以 免 泄 露 秘密 . 连 贵族 阶层 在 回首 遥远 的 过 去 因 《 着 色 议 案 》 而 引起 的 动 
乱 时 ,还 不 免 心 有 余 恤 呢 ! 


1.11 神职 人 员 


我 该 从 有 关 二 维 国 的 概况 , 转 到 本 书 的 主要 内 容 , 也 就 是 空间 的 种 种 神秘 
之 处 了 .这 才 是 我 的 主旨 ,前 面 所 讲 的 无 非 只 是 篇 前 言 . 

因此 ,我 必须 割爱 许多 内 容 . 说 实在 的 ,要 是 讲 这 些 内 容 , 比如 我 们 没有 脚 
怎么 能 行走 啦 ; 没 有 手 , 又 不 能 像 你 们 那样 打 地 基 , 也 没有 什么 侧 压力 可 以 利 
用 , 却 也 能 用 各 种 建筑 材料 盖 起 房屋 啦 ; 我 们 这 里 各 地 带 之 间 能 保证 北方 地 区 
不 致 截 挡 降 到 南方 的 水 汽 的 降雨 方式 啦 ; 我 们 的 山脉 .矿藏 .树木 .蔬菜 、 季 节 、 
收成 都 是 怎样 的 情况 啦 ; 如 何在 看 上 去 都 是 直线 的 条 件 下 实现 字母 和 文字 的 书 
写 啦 ……… 几 此 种 种 细节 内 容 , 读 者 们 肯定 是 感 兴趣 的 ,但 我 都 只 好 不 讲 了 .我 
要 提请 读者 注意 ,这 样 做 的 目的 是 为 了 节约 大 家 的 时 间 . 

不 过 ,在 叙述 最 重要 的 内 容 之 前 ,读者 们 一 定 还 希望 了 解 一 下 我 们 二 维 国 
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宪法 的 主要 柱石 ,操纵 芸芸众生 的 行为 和 命运 的 权威 ,受到 普遍 效忠 乃至 崇拜 
的 等 级 一 一 圆 阶层 亦 即 神职 人 员 阶 层 吧 . 

称 他 们 为 神职 人 员 ,并 不 是 说 他 们 同 你 们 那里 有 这 个 称呼 的 人 职能 相同 ， 
对 我 们 来 说 ,神职 人 员 是 所 有 工业 、 艺 术 和 科学 的 管理 者 ,也 是 商业 、 贸 易 、 军 
F EA 工程. 教育 、 政 治 \ 立 法 ,道德 伦理 和 神学 的 总 督导 .他 们 自己 从 不 做 任 
何 具体 事务 ,但 别人 所 做 的 一 切 该 做 的 事情 ,无 不 出 自 他 们 的 安排 和 命令 . 

他 们 被 尊称 为 圆 ,这 其 实 只 是 通俗 化 的 叫 法 .受过 良好 教育 的 人 都 知道 ,所 
谓 圆 并 非 真 正 是 圆 ,而 只 不 过 是 有 很 多 条 边 ,而 且 每 条 边 又 都 很 短小 的 正 多 边 
EET. 随 着 边 数 的 增加 ,多边 形 就 越 来 越 近似 于 圆 了 . 如 果 多 边 形 的 边 数 确实 
很 多 , 比如 三 百 或 四 百 条 , 那么 就 是 非常 细心 的 人 , 也 很 难 摸 出 他 们 的 角 
来 更 确切 地 说 ,是 即使 让 他 来 触摸 ,也 很 难 摸 出 他 们 的 角 来 ,因为 正如 我 
在 前 面 所 说 过 的 ,上 流 社会 是 从 不 用 触摸 法 进行 辨认 的 ,而 触摸 一 个 圆 就 尤其 
会 被 看 做 是 大 逆 不 道 .最 高 阶层 避免 触摸 的 习惯 更 易 使 他 们 的 真面目 自 幼 便 披 
上 了 一 层 神秘 的 面纱 .一 般 多 边 形 的 周 长 为 三 英尺 ,有 三 百 条 边 的 多 边 形 ,每 条 
边 长 便 不 会 大 于 百 分 之 一 英尺 ,也 就 是 稍 大 于 十 分 之 一 英寸 . 而 一 个 六 百 或 七 
百 条 边 的 多 边 形 , 其 边 长 只 略 大 于 你 们 三 维 世 界 里 的 一 枚 大 头 针 的 直径 . 当今 
的 圆 阶层 领袖 有 一 万 条 边 . 

的 后 代 在 社会 地 位 的 提升 上 不 受 大 自然 的 限制 . 自然 法 则 只 适用 于 普通 
的 规则 阶层 ,限定 他 们 每 一 代 只 增加 一 条 边 . 如 其 不 然 ,成 为 圆 就 只 是 家 世 的 积 
累 这 样 一 个 数学 问题 了 .也 就 是 说 ,一 个 等 边 三 角形 的 第 四 百 九 十 七 代 孙 ,就 一 
定 是 五 百 边 形 了 .情况 并 非 如 此 .大 自然 又 确立 了 影响 圆 阶层 无 限 增多 的 两 条 
法 规 : 第 一 ,在 社会 等 级 上 伶 升 得 越 高 , 边 数 增长 得 就 越 快 ;第 二 ,生育 能 力 同等 
级 成 反比 .因而 ,四 百 边 或 五 百 边 形 很 少 能 有 子 息 ,能 有 两 个 或 更 多 儿子 的 这 种 
家 庭 是 绝对 不 存在 的 . 另 一 方面 ,一 个 五 百 边 形 的 儿子 可 能 会 有 五 百 五 十 条 边 ， 
甚至 会 有 六 百 条 边 . 

技术 也 来 为 高 等 阶层 的 进一步 进化 效力 . 医生 们 发 现 ,可 以 通过 手术 使 高 
阶层 多 边 形 的 婴儿 的 柔弱 的 边 折 成 两 条 更 小 的 边 ,因此 ,将 婴儿 的 每 一 条 边 精 
确 地 对 折 开 , 往 住 能 使 他 的 地 位 一 下 子 提高 几 百 代 . 当然 , 这 种 手术 的 风险 很 
大 ,因此 不 常 进行 . 

许多 本 来 很 有 前 途 的 孩子 就 在 这 种 手术 中 天 折 了 ,平均 十 个 婴儿 中 仅 能 有 
一 个 幸存 下 来 .然而 ,那些 处 在 圆 阶层 外 围 的 多 边 形 父母 都 是 如 此 地 望子成龙 ， 
以 至 几乎 无 一 例外 地 都 把 自己 的 幼子 在 不 足 月 时 送 进 医院 来 做 这 种 倍 边 手术 . 

一 年 之 内 可 见 后 果 . 在 这 个 期 限 结 束 之 前 , 多数 孩 子 会 被 埋 进 莫 碑 林立 的 
公墓 .然而 会 有 极 个 别 的 孩子 经 受 住 了 考验 , 回 到 他 狂喜 的 父母 身边 ,而 且 不 再 
是 多 边 形 ,而 是 —— 至 少 被 称 做 是 一 一 一 个 圆 . 为 了 指望 得 到 这 一 幸福 ,有 多 
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少 多 边 形 家 庭 付 出 了 巨大 的 牺牲 啊 ! 
1.12 ”神职 人 员 的 教义 


圆 的 教义 可 以 一 言 以 项 之 :你 悠 万 事 ,形状 为 大 .无 论 是 从 政治 、 宗 教 还 是 
道德 方面 ,他 们 的 教义 都 是 为 了 个 人 和 整个 阶层 在 形状 上 的 改进 这 一 目的 服务 
的 .这 表现 在 圆 与 妇女 的 关系 上 . 

对 整个 社会 来 说 ,最 不 希望 发 生 的 事情 是 不 规则 形 的 出 生 .因此 ,祖上 有 不 
规则 家 世 的 妇女 , 决 不 是 希望 自己 的 后 代 能 按 升级 规律 在 社会 上 步 步 青云 直上 
的 人 心目 中 的 理想 伴侣 . 

一 个 男人 的 不 规则 是 可 以 从 外 观 上 得 到 辨认 的 ,但 所 有 的 妇女 都 是 直线 ， 
看 上 去 都 是 规则 的 ,因此 人 们 须 想法 搞 清 她 们 隐蔽 的 不 规则 性 ,也 就 是 说 ,潜在 
于 妇女 身体 内 的 、 可 能 影响 到 其 后 代表 现 出 不 规则 性 的 本 性 . 有 效 的 办 法 是 由 
国家 记录 和 保存 好 她 们 的 家 谱 , 不 允许 没有 家 世 证 明 的 妇女 结婚 . 

因此 ,人 们 可 能 会 觉得 ,一 个 圆 ,一 个 为 他 的 家 世 骄 傲 ,并 希望 有 个 能 当 上 
标准 圆 的 后 代 的 贵族 ,当然 会 比 其 他 人 更 认真 地 选择 家 世 无 瑕 的 妻子 .但 事实 
却 并 非 如 此 .一 个 人 在 社会 上 的 地 位 越 高 ,就 越 不 看 重 女 方 是 否 是 规则 人 家 的 
女儿 .对 于 一 个 极 热衷 于 提高 自己 社会 地 位 的 等 腰 三 角形 来 说 ,得 到 一 个 等 边 
形 的 儿子 的 热 望 ,会 使 他 说 什么 也 不 肯 找 一 个 祖先 中 有 过 不 规则 记录 的 妻子 . 
而 四 边 形 或 五 边 形 会 鉴于 自己 的 家 庭 地 位 能 够 稳定 地 上 升 , 便 不 甚 关心 自己 的 
第 五 百代 会 如 何如 何 . 六 边 形 或 十 二 边 形 对 妻子 的 家 世 甚 至 会 更 加 马马虎虎 . 
而 一 个 圆 呢 ,三 思 之 下 选 定 的 妻子 , 却 可 能 有 一 个 不 规则 的 曾祖 父 一 一 她 之 所 
以 被 看 中 , 可 能 只 是 因为 她 看 起 来 比 别人 更 光 润 些 , 或 是 生 有 迷人 的 柔美 嗓 
音 一 一 要 知道 ,女人 有 动听 的 嗓子 ,是 我 们 比 你 们 更 看 重 的 一 条 审美 标准 . 

不 难 料想 ,这样 的 不 明智 婚姻 , 结 出 的 果实 往往 不 是 不 规则 的 后 代 , 就 是 边 
数 减少 的 后 代 , 甚 至 干脆 就 得 不 到 果实 .但 迄今 为 止 ,这 种 不 良 结果 仍 未 产生 足 
ieee AH Hat. 对 于 边 数 很 多 的 多 边 形 来 说 ,减少 几 条 边 是 不 易 觉 察 到 的 ， 
何况 还 可 以 通过 前 面 提 到 的 那 种 倍 边 手术 补救 哩 ! 

不 过 ,如 果 不 制 止 这 种 趋势 , 圆 阶层 人 数 的 减少 还 会 加 快 .那样 的 话 , 在 他 
们 当中 不 再 能 产生 标准 圆 的 时 代 就 为 期 不 远 了 ,二 维 国 的 宪法 也 将 随 之 完蛋 . 

还 有 个 问题 我 觉得 十 分 不 妙 ,但 又 提 不 出 什么 补救 办 法 . 它 也 同 我 们 与 妇 
女 的 关系 有 关 . 大 约 在 三 百年 前 ,当时 的 标准 圆 判定 ,妇女 是 富 于 感情 的 ,但 是 
缺少 理性 ,所 以 不 应 将 她 们 看 做 是 有 理性 的 生物 ,并 由 此 规定 不 得 使 之 接受 智 
力 教育 .从 此 ,她 们 就 不 会 阅读 了 ,其 至 连 计 数 丈 夫 和 孩子 角度 的 起 码 数 学 知识 
也 不 知道 .她 们 的 智能 逐 代 下 降 . 这 一 “女子 无 才 便 是 德 ”的 体制 ,或 称 之 为 放 
任 自流 的 体制 ,今天 仍然 存在 着 . 
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我 最 担心 的 是 ,实行 这 一 政策 ,已 经 给 男性 造成 了 损害 . 正 是 由 于 这 样 的 政 
策 , 造 成 了 男人 的 双重 语言 ,甚至 也 可 以 说 是 双重 思想 .男人 在 女人 面前 大 谈 其 
“ 爱 "“ 责 任 "“ 正 确 "“ 错 误 "“ 同 情 " “希望 ”等 非 理 性 的 情感 类 词语 ,其实 ， 
他 们 认为 这 些 概 念 是 并 不 存在 的 .将 它们 挂 在 嘴 上 ,只 是 为 了 表现 自己 而 已 .到 
了 男人 之 间 , 或 者 到 了 男人 写 书 时 , 便 又 换 成 完全 不 同 的 语汇 了 ,简直 可 以 称 之 
为 “官话 ”一 一 “ 爱 " 变 成 了 “预期 的 利益 ”; “责任” 变 成 了 “必要 ”或 “适合”; 其 他 
的 词语 也 各 有 相应 的 转化 .此 外 , 当 男 人 们 置身 于 妇女 群 时 ,所 用 的 语言 会 表现 
出 对 女士 们 的 极 大 尊敬 ,这 会 使 女人 们 相信 ,就 是 对 于 标准 圆 本 人 ,男人 们 的 歼 
意 也 未 必 会 如 此 深切 .可 是 一 旦 到 了 背后 ,她 们 在 男人 一 一 也 许 那些 少男 之 辈 
除外 一 一 的 眼 里 简直 就 是 摆设 而 已 . 

男人 对 妇女 谈 起 宗教 来 ,也 同 男人 之 间 的 谈话 不 可 同日 而 语 .这 种 语言 上 
和 思想 上 的 双重 训练 ,已 成 了 强加 在 青年 人 头 上 的 一 种 极为 沉重 的 负担 ,特别 
是 他 们 长 到 三 岁 后 离开 母亲 身边 ,被 教 得 不 再 使 用 原来 已 经 学 会 的 词语 (当然 ， 
回 到 妈妈 和 保姆 身边 时 还 得 再 拾 起 来 ) , 转 而 学 习 科学 词汇 和 成 语 的 时 候 更 是 
如 此 . 据 我 看 ,与 三 百年 前 相 比 ,我 们 的 祖先 在 对 数学 的 准确 掌握 上 反 要 比 我 们 
强 .除了 这 一 点 之 外 ,我 们 还 不 得 不 考虑 这 样 的 可 能 性 : 哪 一 天 出 了 一 个 妇女 ， 
想法 偷 着 读 了 书 识 了 字 , 并 把 一 些 书 中 的 道理 讲 给 别 的 妇女 听 ; 或 者 有 某 个 男 
孩子 由 于 孝顺 或 由 于 不 经 心 ,对 母亲 道 出 了 男人 的 这 个 秘密 .就 凭 男性 智力 的 
衰退 这 一 点 ,我 也 斗 胆 向 最 高 当局 呼吁 ,提请 重新 考虑 有 关 女 性 教育 的 规定 事 
宜 . 


2 一 维 国 和 三 维 国 


一 一 ~ 一 w~ 人 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 人 一 ~ 人 下 ~ 一 


2.1 我 对 一 维 国 的 访问 


按 我 们 的 纪元 算 来 ,现在 已 经 是 1999 年 的 倒数 第 二 天 了 .这 正 是 一 个 漫长 
假期 的 第 一 天 .这 一 天 里 ,我 一 个 人 做 了 不 少 有 趣 的 几何 习题 借以 消 遗 ,一 直 干 
到 很 晚 才 去 休息 .夜里 ,我 做 了 一 个 梦 . 

我 看 见 我 面前 有 极 多 的 短线 (我 自然 以 为 这 是 些 妇女 ) ,其 间 还 夹 有 许多 更 
短 的 , 颇 为 润泽 的 小 点 .它们 全 都 沿 着 一 条 直线 来 来 回回 地 运动 . 据 我 看 ,它们 
的 运动 速度 都 相同 . 

他 们 的 运动 在 一 片 喊 喊 嘻 嘻 声 中 进行 ,一 旦 运动 停止 , 便 一 片 安 静 . 

我 的 位 置 正好 靠近 其 中 的 一 段 最 长 的 线 .我 想 这 是 一 位 妇 人 , 便 走 上 前 去 
同 她 搭 话 , 可 是 没有 人 理 皮 我 ,再 三 发 问 也 无 济 于 事 . 我 变 得 不 耐烦 了 , 便 把 嘴 
伸 到 她 的 前 方位 置 上 挡住 了 去 路 , 又 大 声 地 重复 了 我 的 问题 :请问 这 位 女士 ， 
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在 干什么 呢 ?” 

“我 可 不 是 什么 女士 ,” 这 条 短线 回答 , “我 是 这 里 的 国王 . 而 你 又 是 从 哪里 
癌 到 我 们 一 维 国 这 里 来 的 呢 ?” 听 了 这 出 乎 意料 的 答复 ,我 连忙 请 这 位 国王 陛 
下 原谅 我 的 惊 驾 行为 ,并 恩 求 他 向 我 这 个 外 来 客 介 绍 一 下 他 的 国家 . 由 于 这 位 
国王 总 以 为 他 所 熟悉 的 一 切 当 然 也 是 我 都 了 解 的 ， 而 我 之 所 以 总 是 问 来 问 去 ， 
无 非 是 为 了 开 开 玩笑 而 一 个 劲 地 装 傻 充 惕 .所 以 ,我 想 要 得 到 哪怕 一 点 儿 真 正 
使 我 感 兴趣 的 情况 ,都 是 十 分 困难 的 .不 过 我 仍 是 百折不挠 地 问 下 去 ,终于 了 解 
到 下 述 事实 : 

看 起 来 ,这 是 一 位 无 知 的 可 怜 君 主 ,他 确信 这 条 直线 是 他 的 国土 ;他 在 这 里 
生活 ,而 这 里 就 是 整个 世界 ,就 是 全 部 空间 . 他 只 能 在 这 条 线 上 运动 ,只 能 看 到 
这 条 线 上 的 东西 ,此 外 他 便 一 概 不 知 、 一 律 不 懂 . 我 第 一 次 对 他 讲话 时 , 他 听 到 
了 我 的 声音 ,可 在 他 听 来 同 他 以 往 的 体验 很 不 一 样 , 于 是 便 没 有 回答 . 他 这 样 对 
我 解释 说 ;我 没有 看 到 任何 人 ,我 觉得 这 些 话 像 是 从 我 自己 的 肚子 里 发 出 来 似 
的 直到 我 把 嘴 放 到 他 的 国土 上 的 那 一 刻 , 他 才 算 看 到 了 我 ,也 不 再 觉得 有 声 
音 一 一 本 来 是 来 自 外 部 ,但 他 却 觉得 仿佛 是 来 自 他 自己 的 肚子 一 一 使 他 的 身 
子 产 生 振动 感 . 对 于 我 所 在 的 二 维 地 方 , 这 个 国王 更 是 一 点 儿 也 闹 不 明白 ,在 他 
的 世界 之 外 ,也 就 是 在 他 所 在 的 直线 之 外 ,一 切 对 他 来 说 都 是 空白 一 “不 ,不 
能 说 是 什么 空白 ,因为 空白 也 是 空间 ,应当 说 是 一 切 对 他 来 说 都 是 不 存在 的 . 


他 的 臣民 一 一 那些 短线 是 男人 ,亮点 是 妇女 一 的 运动 和 视野 也 同样 被 


限制 在 这 条 线 上 (图 22. 6) .不消 说 ,他 们 的 整个 地 平 线 只 是 一 个 点 . 每 个 人 所 能 
见 到 的 一 概 是 一 个 点 :男人 \ 女 人 、 孩 子 、 物 体 ,在 一 个 一 维 国民 的 眼 里 都 是 如 
此 .他 们 只 能 靠 声音 来 辨别 对 方 的 性 别 和 年 龄 .此 外 ,由 于 他 们 每 个 人 都 占 了 这 
条 线 上 的 一 段 地 方 ,因此 谁 也 不 能 给 别人 让 路 ,这 样 一 来 ,在 一 维 国 里 决 不 会 有 
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人 超越 过 别人 .一 旦 是 邻居 ,就 永远 得 保持 这 种 关系 ,这 就 像 是 我 们 那里 的 婚姻 
关系 似 的 :只 有 死亡 才能 使 邻居 关系 终止 . 

如 此 这 种 视野 只 是 一 个 点 ,一 切 运动 都 离 不 开 这 条 直线 的 生活 ,在 我 看 来 
实在 是 说 不 出 的 乏味 .但 我 惊奇 地 注意 到 ,国王 却 是 蛮 愉 快 的 .我 想 ,在 这 种 精 
糕 的 环境 里 , 怕 是 无 法 建立 私人 交往 ,也 不 能 享受 夫妻 生活 的 吧 ? 要 不 要 向 国王 
提出 这 个 微妙 的 向 题 呢 ? 路 路 再 三 之 后 ,我 还 是 启齿 问 了 他 家 庭 成 员 的 健康 状 
况 .对 此 他 答 道 :我 的 妻子 们 和 孩子 们 都 很 好 、 很 幸福 .” 

我 觉得 很 奇怪 . 在 进入 一 维 国 、 靠 近 国王 陛下 之 前 ,我 已 经 注意 到 ,国王 的 
左右 只 是 些 成 年 人 .于 是 ,我 又 发 问 道 :“ 请 原谅 ,我 真 想象 不 出 ,王后 陛下 和 王 
子 、 公 主 典 下 能 在 什么 时 候 以 什么 方式 看 见 和 靠近 您 . 嗜 ,你 们 之 间 至 少 隔 着 六 
个 人 ,而 你 既 不 能 从 他 们 的 身子 里 钻 过 去 ,也 不 能 贴 着 他 们 滑 过 去 .难道 在 一 维 
国 里 ,人 们 的 婚配 和 生育 无 须 竣 到 一 起 就 能 进行 吗 ?” 

国王 回答 说 :“ 你 这 个 问题 有 多 么 荒唐 ! 如 果真 的 像 你 想 的 那样 ,世界 上 很 
快 就 会 一 个 人 都 不 剩 了 呢 ! 不 ,不 ,不 ,两 颗 心 的 结合 不 必 以 相 邻 为 先决 条 件 , 生 
儿 育 女 这 种 大 事 ,更 不 能 让 偶然 的 邻里 关系 左右 . 你 可 也 太 无 知 了 .不 过 ,既然 
你 说 了 这 样 无 知 的话 ,我 也 就 真 的 把 你 当做 一 维 国 里 最 天 真 的 人 指教 一 下 吧 . 
记 着 ,婚姻 是 靠 声音 、 靠 听觉 缔结 的 .” 

“你 当然 知道 ,男人 除 生 有 两 只 眼睛 外 ,又 都 生 有 两 张嘴 巴 、 两 副 嗓子 .它们 
长 在 身体 两 端的 位 置 上 ,一 头 是 低音 ,一 头 是 高 音 . 本 来 我 用 不 着 提 到 这 件 事 ， 
但 在 刚才 的 谈话 中 ,我 为 什么 听 不 到 你 的 高 音 呢 ?” 我 告诉 他 , 我 只 有 一 副 嗓 
子 , 也 不 知道 他 的 竟 是 两 副 . 国王 又 说 ;“ 那 就 越发 证 实 了 我 刚才 的 看 法 , 即 你 不 
是 个 男人 ,而 是 个 生 着 粗 嗓门 , 耳 打 也 完全 没有 经 过 训练 的 畸形 女人 .不 过 ,我 
还 是 接着 说 好 啦 .” 

“大 自然 有 它 自 己 的 法 则 , 那 就 是 每 个 男人 要 廊 两 个 妻子 …… ” 

“为 什么 ?” 我 忙 问 道 . 

“你 装 藉 也 装 得 太 过 分 了 吧 !” 他 叫 道 ,“ 没 有 四 者 为 一 的 结合 , 即 一 个 男人 
的 男 高 音 和 男 低 音 同 一 个 高 音 女 人 和 一 个 低音 女人 的 结合 ,怎么 能 实现 完全 和 
谐 的 整体 呢 ?” 

我 又 说 :也许 ,有 的 男人 宁愿 要 一 个 妻子 ,或 者 希望 娶 三 个 老婆 呢 ?” 

“这 是 不 可 能 的 ,” 他 说 “就 像 二 加 一 等 于 五 或 者 像 一 个 人 能 看 见 一 条 直 
线 一 样 地 不 可 能 .” 我 正 想 再 次 打 断 他 的 话 ,他 又 继续 说 了 下 去 :“ 在 一 条 自然 
法 则 的 驱 遗 下 ,我 们 每 个 星期 会 有 一 次 做 出 节奏 比 平 时 更 激烈 的 往复 运动 ,时 
间 会 持续 一 段 从 一 数 到 一 百 零 一 那么 长 的 功夫 .大 家 一 边 唱 一 边 动 ,到 了 该 数 
第 五 十 一 下 时 ,人 们 就 停止 了 一 切 活动 ,每 个 人 都 发 出 自己 最 华丽 、 最 丰满 最 
甜蜜 的 声响 .婚姻 正 是 在 这 一 决定 性 的 时 刻 缔结 成 的 :一 个 男 低 音 配 上 一 个 女 
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高 音 ,一 个 男 高 音 配 上 一 个 女 低音 .爱人 之 间 常 常 相距 几 万 里 之 物 , 但 照样 能 听 
到 并 应 答 冥 冥 中 注定 会 使 自己 中 意 的 情侣 的 声音 ,距离 上 的 障碍 其 实 是 微 不 足 
道 的 .每 三 个 相爱 的 人 结合 为 一 体 ,其 圆满 的 结果 便 是 一 维 国 里 会 增添 许多 男 
孩 和 女孩 ,每 一 家 一 次 生出 两 个 女孩 和 一 个 男孩 .” 

“什么 ?总 是 三 个 一 组 吗 ?” 我 问 ,“ 这 就 是 说 ,两 个 妻子 中 的 一 个 必须 生 一 
对 双胞胎 吗 ?” 

是 的 ,你 这 个 低 嗓 门 的 畸形 女人 ! ”国王 答 道 ,“ 不 然 的 话 , 又 怎么 能 保持 
一 男 两 女 的 比例 平衡 呢 ?你 难道 不 懂得 最 基本 的 自然 法 则 吗 ?” 他 生气 地 不 说 
话 了 .又 过 了 好 一 会 儿 , 我 才 又 引得 他 张嘴 讲话 . 

“当然 ,你 不 会 认为 ,在 这 个 婚姻 大 合唱 中 ,每 个 单身 汉 都 能 靠 第 一 次 引 咏 
高 歌 缔结 良缘 .相反 ,我 们 之 中 的 大 多 数 人 要 唱 上 好 多 次 才 成 .只 有 少数 爱情 的 
幸运 儿 能 立即 相互 一 听 倾 心 ,从 而 一 下 子 找到 上 帝 给 他 们 安排 好 的 配偶 ,完美 
地 结合 成 和 谐 的 一 体 . 大 多 数 人 的 求婚 期 是 相当 长 的 ,有 的 求婚 者 的 声音 也 许 
只 能 与 一 个 女人 的 声音 相 融 洽 ,也 许 一 开始 时 同 谁 都 不 协调 ,还 可 能 是 一 个 男 
人 的 两 个 未 婚 妻 发 出 的 女 高 音 和 女 低音 之 间 不 很 协调 . 在 这 些 情 况 下 , 靠 着 大 
自然 为 我 们 提供 的 每 周一 次 的 大 合唱 ,相爱 的 三 者 在 声音 上 便 逐 渐 地 向 和 谐 千 
拢 了 .每 试 一 次 高 歌 ,每 发 现 一 个 不 和 谐 的 和 声 ,都 会 促使 有 缺陷 的 人 努力 向 完 
善 方向 发 展 .经 过 这 样 多 次 练习 和 修正 ,最 后 才能 取得 成 功 . 总 有 一 天 , 当 奇妙 
婚姻 大 合唱 再 次 在 整个 一 维 国 里 响起 时 ,遥遥 相 望 的 三 者 间 便 忽然 发 现 他 们 的 
声音 是 极其 和 谐 的 ,于 是 ,他 们 便 在 销魂 的 和 声 之 中 结合 了 . 大 自然 便 会 高 兴 地 
看 到 又 一 桩 好 姻缘 和 三 个 小 宝宝 的 出 世 .” 


2.2 向 国王 解释 二 维 国 的 一 番 徒 劳 


我 觉得 该 让 这 位 国王 从 自己 那 沾沾自喜 的 认识 中 清醒 一 下 了 . 于 是 ,我 决 
定 费 点 工夫 ,让 他 多 少 看 到 一 些 真理 之 光 , 也 就 是 说 ,让 他 了 解 一 些 有 关 二 维 国 
的 情况 ,我 是 这 样 开始 的 : 

“陛下 是 如 何 确认 你 的 臣民 的 形状 和 所 在 位 置 的 呢 ? 在 进入 你 的 国土 之 前 ， 
我 看 到 你 们 有 些 人 是 线 , 另 一 些 人 是 点 ;有 些 点 较 长 …… á 

“你 都 胡扯 些 什么 呀 ! ”国王 打 断 了 我 ,“ 那 一 定 是 你 的 幻觉 . 每 个 人 都 知 
道 , 靠 视觉 来 分 辨 线 和 点 是 绝对 不 可 能 的 .但 我 们 可 以 凭 听觉 推断 出 这 一 点 来 ， 
而 且 这 一 方法 还 可 用 来 精确 地 确定 一 个 人 的 形状 . 就 拿 我 来 说 吧 . 我 是 一 维 国 
里 最 长 的 线 ,占有 六 英寸 的 空间 …… ” 

“长 度 .” 我 贸然 纠正 道 . 

“傻瓜 ,空间 也 就 是 长 度 呀 ! 你 要 再 打 伟 ,我 就 不 跟 你 说 了 .” 

于 是 我 向 他 道歉 ,他 这 才 接 着 以 轻 碾 的 口气 说 : 
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“和 你 讨论 真是 费劲 . 让 找 来 告诉 你 ,我 是 如 何 用 我 的 两 副 嗓子 向 我 的 妻子 
们 表示 我 的 形状 的 吧 . 她 们 此 刻 距 我 有 六 千 英 里 零 七 十 码 两 英尺 八 英寸 之 遥 ; 
一 个 在 南 , 男 一 个 在 北 . 听 , 我 向 他 们 呼叫 了 .” 

他 发 出 一 阵 喊 嘻 声 , 然 后 继续 对 我 说 : 

“我 的 妻子 们 此 刻 已 经 听 到 了 我 用 第 一 副 嗓子 发 出 的 声音 ,而 用 另 一 副 嗓 
子 发 出 的 声音 ,她 们 紧 接着 也 会 听 到 . 她 们 会 觉察 到 ,在 这 两 个 时 间 间 隔 里 , 声 
音 能 传播 6.457 英寸 远 , 因 此 可 推出 从 我 的 一 张嘴 巴 到 另 一 张嘴 巴 之 间 的 距离 
就 是 6.457 英寸 ,于 是 便 知道 了 我 的 形状 就 是 6.457 英寸 长 . 当然 啦 , 我 的 妻子 
们 是 用 不 着 听 一 次 就 计算 一 次 的 .在 我 们 结婚 之 前 ,她 们 已 经 计算 过 了 ,这 是 一 
劳 永 逸 的 .用 同样 的 方法 ,我 也 能 靠 对 声音 的 分 析 得 知 我 国 任何 一 位 男性 公民 
的 形状 .” 

“可 是 ,” 我 说 , “如果 一 个 男人 只 用 他 的 一 副 嗓子 发 音 ,并 且 装 出 女人 的 声 
音 来 ,不 然 就 用 一 副 真 嗓 一 副 假 嗓 出 声 , 让 别人 听 不 出 来 它们 是 同一 个 人 发 出 
的 呢 ? 这 种 欺骗 不 是 会 造成 很 大 的 麻烦 吗 ?其 实 , 你 只 要 命令 相 邻 的 百姓 间 相 互 
触摸 一 下 ,不 就 能 检查 出 这 种 欺骗 行为 吗 ?” 当 然 ,其实 我 也 知道 ,触摸 在 这 里 
是 不 解决 问题 的 ,这 当然 是 个 轧 春 的 问题 .我 这 样 问 的 目的 ,就 是 想 著 恼 国 王 ， 
结果 真 的 成 功 了 . 

“什么 1” 他 大 惊 小 怪 地 叫 道 ,“ 你 这 是 什么 意思 ?” 

“触摸 呀 ,就 是 接触 一 下 ,也 就 是 彼此 挨 一 挨 身 体 .” 我 解释 道 . 

“如 果 你 的 意思 是 接触 ,” 国 王 说 “也 就 是 让 两 个 人 靠 到 一 起 而 不 留 有 任 
何 空间 ,那么 陌生 人 ,我 告诉 你 ,在 我 的 统治 下 , 干 这 种 勾当 的 人 是 要 处 死 的 . 原 
因 很 明显 ,这 种 接触 会 使 妇女 纤弱 的 身躯 破碎 ,因此 须 由 国家 加 以 保护 .由 于 视 
觉 不 能 区 别 男女 ,所 以 法 律 规定 ,无 论 男人 或 女人 , 均 不 得 接近 到 两 者 之 间 没 有 
间隔 的 程度 .” 

“而 且 , 说 真 的 ,即使 进行 你 所 说 的 “接触 ', 也 就 是 违法 地 进行 逆 悖 天 然 的 
接近 ,又 能 达到 什么 目的 呢 ? 凡 用 你 所 意 指 的 这 种 野蛮 粗鲁 的 过 程 所 能 实现 的 
目的 ,都 能 赁 听觉 更 迅速 .更 准确 地 达到 . 至 于 你 所 说 的 上 当 受 骗 的 危险 ,也 是 
根本 不 存在 的 .一 个 人 的 声音 是 天 生 的 ,不 能 随意 改变 .好 了 ,我们 回 过 头 来 接 
着 说 吧 . 即便 我 能 穿 透 固体 ,那么 ,我 的 臣民 有 上 亿 个 ,我 就 得 一 个 接 一 个 地 从 
它们 的 体内 穿 过 去 ,好 靠 触 觉 了 解 他 们 的 大 小 和 距离 .这 种 方法 既 笨 拙 又 不 精 
确 , 而 且 又 很 浪费 时 间 和 精力 .可 现在 ,我 只 要 听 上 一 阵子 ,问题 就 都 解决 了 . 听 
就 是 我 的 人 口 统计 ,无 论 是 地 区 统计 ,人 头 统计 , 还 是 智力 统计 ,我 都 能 一 个 不 
漏 .这 一 切 都 靠 听 ,只 靠 听 !” 

说 着 ,他 又 收 住 了 话 头 听 起 来 ,好 像 都 听 入 了 神 ,可 是 我 却 只 觉得 听 到 一 片 
细小 的 嘲 杂 声 , 并 不 比 一 大 群 超 小 型 蜂 蜂 发 出 的 动静 好 听 多 少 . 
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我 回答 说 :“ 真 的 ,你 的 听觉 对 于 你 是 很 有 好 处 的 , 它 能 弥补 你 的 许多 不 足 . 
但 请 允许 我 指出 ,你 在 一 维 国 里 的 生活 肯定 是 可 翡 地 单调 乏味 ,除了 一 个 点 ,你 
们 什么 也 看 不 见 , 其 至 连 一 条 线 也 无 法 看 到 不 ,甚至 都 不 知道 什么 是 线 ! 
你 们 甚至 被 剥夺 了 看 到 线 的 权利 , 而 上 帝 把 它 赐 给 了 我 们 二 维 国 人 ! 要 是 只 能 
看 到 区 区 一 个 点 , 那 真 不 如 干脆 不 长 眼睛 的 好 ! 确 实 ,我 并 没有 你 们 那 种 精细 的 
听觉 能 力 , 所 以 , 叫 你 听 得 如 醉 如 痴 的 一 维 国 音乐 ,在 我 听 来 无 非 是 一 片 喊 喊 辕 
嘻 . 但 我 其 少 可 以 用 视觉 来 分 开 一 条 线 和 一 个 点 .我 现在 就 再 向 你 证 明 一 下 .就 
在 我 进入 你 的 王国 之 前 ,我 看 见 你 先 从 左 到 右 , 后 来 又 从 右 到 左 地 跳 着 舞 , 在 你 
左边 有 七 个 男人 和 一 个 女人 离 你 很 近 , 在 你 右边 则 是 八 个 男人 和 两 个 女人 .对 
不 对 ?” 

国王 说 :“ 就 数量 和 性 别 来 说 是 对 的 ,虽然 我 不 知道 你 所 说 的 “ 左 和 * 右 ， 
是 什么 意思 .可 我 肯定 地 说 ,你 不 是 看 见 他 们 的 .你 怎么 能 看 见 线 呢 ?这 不 等 于 
说 你 能 看 见 一 个 男人 的 身子 吗 ?你 一 定 是 听 出 来 的 ,只 是 梦 见 自己 看 到 了 这 些 
罢了 .现在 ,让 我 来 问 问 你 ,你 的 “ 左 ' 和 ' 右 " 是 怎么 回 事 ?你 是 说 ' 南 和“' 北 ， 
吧 ?” 

“不 ”我 回答 ,“ 除 了 你 们 向 南 和 向 北 的 运动 之 外 ,还 存在 另外 一 种 运动 ， 
我 就 叫 它 为 从 左 到 右 的 运动 .” 

国王 :“ 如 果 你 愿意 ,是 不 是 让 我 具体 看 一 下 这 种 左右 运动 ?” 

我 :“ 不 ,我 做 不 到 ,除非 你 能 从 你 的 直线 上 走出 来 .” 

国王 :“ 走 出 我 的 直线 ?你 的 意思 是 要 我 走出 世界 ,走出 空间 ?” 

我 :“ 是 的 ,走出 你 的 世界 ,走出 你 的 空间 ;而 你 的 空间 并 非 真 正 的 空间 , 真 
正 的 空间 是 个 平面 ,而 你 的 所 谓 空间 只 是 一 条 线 .” 

国王 :“ 如 果 你 不 能 给 我 表演 这 种 左右 的 运动 , 那 就 用 语言 描述 一 下 也 成 


啊 . 

我 :如 果 你 不 能 确定 自己 的 左右 ,我 恐怕 也 没有 什么 办 法 说 清楚 . 其实, 这 
么 一 种 简单 的 区 别 ,你 肯定 是 不 会 不 知道 .” 

国王 :“ 可 我 就 是 压根 儿 也 不 知道 呀 !” 

我 :“ 天 啊 ! 我 怎么 才能 使 你 明白 呢 ? 当 你 在 直线 上 运动 时 , 是否 有 时 会 想 
到 ,你 可 以 向 别 的 方向 运动 呢 ? 用 你 的 眼睛 向 你 的 身体 所 直 对 的 方向 看 一 下 吧 . 
要 么 换个 方式 说 一 下 ,除了 向 你 的 两 端 方 向 运动 之 外 ,难道 你 从 来 不 曾 想 要 改 
变 一 下 你 的 运动 方向 吗 ?比如 说 ,难道 你 不 想 向 你 侧面 的 方向 动 一 下 吗 ?” 

国王 :“ 从 来 没有 .再 说 ,你 这 又 是 什么 意思 ?难道 一 个 人 的 身子 能 对 着 什么 
方向 吗 ?一 个 人 怎么 能 朝 着 他 身子 的 方向 运动 呢 ?” 

我 :“ 好 啦 . 我 用 语言 说 不 清楚 ,还 是 用 行动 来 试 试 吧 .我 要 慢 慢 地 离开 你 这 
个 一 维 国 ,以 此 向 你 表演 一 下 我 沿 着 要 向 你 说 明 的 方向 的 运动 .” 
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我 一 边 说 着 ,一边 把 身体 渐渐 移出 了 一 维 国 . 在 我 的 身体 仍 有 一 部 分 留 在 
他 的 国土 上 的 整个 期 间 .这 位 国王 一 直 在 叫喊 着 :“ 我 能 看 见 你 …… 我 还 能 看 
见 你 …… 你 没有 动 啊 !” 可 是 , 当 我 最 终 把 身体 全 部 移出 了 他 那 条 直线 之 外 时 


(图 22.7) ,他 刺耳 地 尖 叫 起 来 :“ 瞧 ! 她 不 见 了 ,她 死 了 .” 我 回答 说 :“ 我 并 没有 


死 ,只 是 离开 了 一 维 国 ,也 就 是 说 ,离开 了 你 称 之 为 空间 的 直线 .此 刻 ,在 这 真正 
的 空间 里 ,我 能 看 见 事物 的 本 来 面目 .我 看 见 你 是 一 条 直线 ,看 到 了 你 的 身子 ， 
也 能 看 见 在 你 北边 和 南边 的 那些 男人 和 女人 .我 就 来 点 一 点 他 们 的 数目 ,说 出 
他 们 的 排列 顺序 ,以 及 他 们 的 大 小 和 间距 .” 
一 维 国 消失 
ae BY iy 


Pa @ 


+ 


一 维 国 一 一 2 国王 
22.7 

我 向 他 表演 了 这 一 切 ,然后 以 胜利 者 的 口气 问 道 :现在 你 总 该 相信 了 吧 ?” 
一 边 说 着 ,我 一 边 再 次 进入 一 维 国 ,还 停 在 我 刚才 所 在 的 位 置 上 . 

可 这 位 国王 却 对 我 说 : “如果 你 是 一 个 有 理智 的 人 ,哪怕 只 有 一 点 点 理智 ， 
你 就 该 先 听 后 推理 . 你 要 我 相信 ,除了 我 感觉 到 的 这 条 线 之 外 ,还 有 别 的 线 存 
在 ;除了 我 平时 意识 到 的 这 种 运动 之 外 ,还 有 别 的 运动 可 能 .那么 请 问 ,你 能 不 
能 用 语言 来 描述 一 下 你 所 说 的 别 的 线 呢 ?其 实 刚才 你 根本 就 没有 动 , 只 是 搞 了 
出 大 变 活 人 的 戏法 .你 并 没有 对 你 讲 的 新 世界 给 出 任何 实在 的 描述 , 却 只 是 告 
诉 给 我 我 周围 的 随员 的 数量 和 大 小 . 这 可 是 我 们 都 城中 连 孩 子 都 知道 的 事实 
哆 .还 有 什么 能 比 这 一 套 更 胆 大 亡 为 和 荒 雇 绝伦 的 呢 ? 承 认 你 的 轧 春 吧 ! 否 则 就 
从 我 的 国土 上 演出 去 !” 

由 于 他 的 刚 恤 自 用 ,更 由 于 他 竞 声称 不 知道 我 的 性 别 ,我 于 是 发 起 经 来 , 嘴 
里 便 没有 遮 拦 了 :“ 你 这 痴迷 不 悟 的 东西 ! 你 自 以 为 生活 得 挺 美 ,其 实 你 是 个 项 
不 怎么 样 的 低能 儿 . 你 夸 炊 你 能 看 得 见 , 但 只 能 看 见 一 个 点 ! 你 自 读 能 推断 出 一 
条 直线 的 存在 ,而 我 却 能 真 的 看 见 一 大 堆 , 还 能 推断 角 的 存在 ,以 及 三 角形 、 四 
边 形 .五 边 形 、 六 边 形 甚至 圆 的 存在 .我 不 想 再 浪费 口舌 了 ,只 想 再 对 你 说 一 句 : 
我 是 完善 的 ,而 你 是 不 完善 的 ;你 是 一 条 线 , 而 我 是 由 无 数 条 线 组 成 的 ,在 我 的 
国家 称 做 四 边 形 .我 远 比 你 优越 得 多 ,但 同 我 那里 的 大 贵族 相 比 , 却 只 是 一 个 微 
不 足 道 的 人 .我 来 自 二 维 国 , 本 打算 给 你 来 点 儿 启 蒙 教育 …… 

听 到 这 里 ,国王 威胁 地 喊 着 向 我 走 来 ,仿佛 要 斜 向 将 我 刺 穿 似 的 . 与 此 同 
时 ,他 的 无 数 臣民 也 发 出 一 片 作战 的 鼓 品 . 这 片 呐喊 声 越 来 越 强 ,简直 使 我 觉得 
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AMT a SIE = ATER A TE SO. 我 
迷茫 地 待 在 那里 , 既 不 能 说 ,也 不 能 动 , 只 觉得 小 命 快 要 玩 儿 完了 . 声音 越 来 越 
响 ,国王 离 我 越 来 越 近 了 …… 于 是 我 便 醒 了 过 来 , 耳 边 正 响 着 二 维 国 里 催 我 前 
去 吃 早 饭 的 铃声 . 


2.3 来自 三 维 国 的 陌生 人 


从 梦 中 醒 来 ,我 又 回 到 了 现实 . 

按 我 们 的 纪元 算 , 已 是 1999 年 的 最 后 一 天 了 . 滴 滴 答 答 的 两 声 早 就 宣告 了 
夜晚 的 降临 .我 坐 C 在 妻子 身边 ,回想 着 一 幕 幕 往事 ,也 展望 着 未 来 -未 来 的 
一 年 ,未 来 的 一 百年 ,未 来 的 一 千年 . 

我 的 四 个 儿子 和 两 个 失去 父母 的 孙子 都 已 回 到 他 们 各 自 的 房间 去 了 ,只 有 
我 的 妻子 留 下 来 ,和 我 一 起 等 待 着 第 二 个 一 千年 的 消逝 ,迎接 第 三 个 一 千年 的 
到 来 . 

我 仍然 反复 思考 着 刚才 我 的 小 孙子 偶然 说 出 来 的 话 .他 是 一 个 非常 聪明 的 
护 子 ,是 个 非常 完美 的 六 边 形 .我 和 他 的 叔叔 们 一 起 教 他 视觉 辨认 术 . 我 们 绕 自 
己 的 中 心 点 时 快 时 慢 地 转动 ,让 这 个 孩子 说 出 我 们 的 位 置 .他 的 回答 总 是 令 人 
满意 .为 了 鼓励 他 ,我 又 教 给 他 一 些 几何 学 上 有 用 的 数学 知识 . 

我 拿 来 九 个 四 边 形 , 每 个 边 长 均 为 一 英寸 ,我 把 它们 放 在 一 起 , 便 组 成 了 一 
个 边 长 为 三 英寸 的 大 四 边 形 .由 此 我 向 我 的 小 孙子 证 明 一 一 因为 我 们 无 法 看 
到 它 的 内 部 将 每 个 边 上 的 英寸 数 平方 一 下 ,就 会 知道 它 的 面积 有 多 少 平 
方 英寸 .我 告诉 他 : 这样 ,我 们 就 能 知道 ,这 个 边 长 为 三 英寸 的 四 边 形 面积 的 平 
方 英寸 数 是 九 , 也 就 是 32.” 

我 的 小 孙子 思索 了 一 会 儿 , 便 对 我 说 道 :“ 你 教 我 算 过 一 个 数 的 三 次 方 , 我 
想 ,三 的 三 次 方 3 一 定 是 有 几何 意义 的 ,但 是 有 什么 意义 呢 ?” 

我 回答 道 :什么 意义 也 没有 , 至 少 没有 几何 意义 . 几何 学 里 只 存在 两 个 
维 .” 然 后 ,我 又 对 他 演示 了 一 个 点 怎样 通过 沿 一 条 线 移动 三 英寸 而 生成 一 条 
三 英寸 的 直线 ,在 数学 中 以 3 代表 之 ;然后 ,这 条 三 英寸 的 线 又 平移 三 英寸 , 便 
得 到 了 每 边 为 三 英寸 的 四 边 形 ,以 3? 表示 之 . 

对 此 ,我 孙子 又 拾 起 了 他 原来 的 想法 .他 一 下 子 打 断 我 ,兴奋 地 喊 道 ,“ 这 就 
对 了 ! 如 果 一 个 点 移动 三 英寸 便 生成 一 条 三 英寸 长 的 直线 ,并 可 以 以 3 表示 :一 
条 三 英寸 的 直线 平移 后 生成 边 长 为 三 英寸 的 四 边 形 , 并 可 以 以 3 表示 ,那么 ， 
这 个 边 长 为 三 英寸 的 四 边 形 车 再 以 某 种 方式 平移 一 下 一 一 怎么 平移 ,我 可 就 
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某 种 姿势 的 含义 .我 们 没有 腿 , 因此 既 不 
“AB?” BLAS 


R ,我 i Kii 
能 “ 坐 " 也 不 能 “站 ,就 像 你 们 那里 的 比目鱼 也 不 能 坐 和 站 一 样 . 但 我 们 也 使 用 :应 多 坐 ”、 JLA 
词语 ,它们 是 用 来 表 愿意 程度 和 精神 状态 的 ,它们 代表 的 愿意 程度 依次 减弱 .不 过 ,对 于 这 个 问题 ,以 
及 与 之 类 似 的 千 百 个 问题 ,因为 时 间 关 系 , 我 就 不 再 秦 述 了 
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说 不 出 来 了 一 一 就 一 定 会 生成 一 个 每 边 长 三 英寸 的 什么 东西 一 一 我 也 说 不 出 
是 什么 东西 一 一 而且 一 定 可 以 以 3 表示 …… ” 

“睡觉 去 吧 !1” 对 他 的 插嘴 ,我 有 点 生气 了 , “如果 你 少 来 点 儿 胡 说 八道 ,就 
会 多 记得 些 道理 .” 

于 是 ,我 的 孙子 只 得 快 快 离 去 .我 坐 在 妻子 身边 , 竭力 回顾 1999 年 ,展望 
2000 年 .可 这 个 聪明 伶俐 的 小 家 伙 的 想入非非 却 老 在 我 的 脑子 里 打转 ,怎么 也 
摆脱 不 了 . 半 小 时 一 颠倒 的 计时 沙漏 里 还 有 不 多 的 沙子 了 .我 从 沉思 中 惊 觉 过 
来 ,在 第 二 个 一 千年 的 最 后 时 刻 里 最 后 一 次 把 沙漏 转向 北方 ,同时 生气 地 大 声 
说 道 :“ 这 孩子 真是 个 小 傻瓜 !” 

突然 ,我 觉得 房间 里 好 像 又 有 了 一 个 人 .顿时 ,一 股 冷气 袭 遍 我 的 全 身 , 使 
我 感到 毛骨悚然 . 

“他 可 不 是 傻子 !” 我 的 妻子 喊 道 ,“ 这 样 说 你 孙子 的 坏话 ,不 是 违背 戒 条 的 
吗 ?” 

但 我 并 没有 注意 她 的 话 ,只 顾 向 四 周 打量 , 却 没 发 现任 何人 ,但 我 还 是 觉得 
真 的 有 个 人 ,似乎 我 又 听 到 什么 声音 .我 一 下 惊 跳 起 来 . 

“你 是 怎么 啦 ?” 妻子 问 道 ,“ 没 有 穿 堂 风 啊 ! 你 要 找 谁 ?这 儿 谁 都 没有 啊 !1” 

的 确 什么 都 没有 .我 又 回 到 老 地 方 ,再 次 大 声 说 :“ 我 说 这 孩子 是 个 傻瓜 ,3 
没有 几何 意义 .” 话 音 刚 落 , 我 便 清 清 楚楚 地 听见 有 个 声音 回答 :“ 这 孩子 可 不 
傻 ,3 有 明显 的 几何 意义 .” 

我 和 妻子 都 听见 了 这 句 话 一 一 当然 ,她 并 不 明白 是 什么 意思 .我 们 都 跳 起 
来 ,向 有 声音 的 方向 张望 过 去 .我 们 看 见面 前 出 现 了 一 个 图 形 . 对 此 ,我 们 是 多 
么 恐怖 啊 ! 乍 一 看 这 是 个 女人 , 正 侧 向 对 着 我 们 ,但 再 本 一 眼 ,就 能 明显 地 看 出 ， 
这 个 人 有 极 迅速 地 变 得 模糊 起 来 的 两 侧 ,因此 又 不 像 是 位 女性 .我 又 猜想 这 是 
个 圆 ,但 又 好 像 是 个 能 改变 大 小 的 圆 ,而 根据 我 的 经 验 ,无 论 圆 还 是 其 他 任何 规 
则 图 形 ,都 不 可 能 以 这 种 方式 变化 . 

我 的 妻子 可 不 如 我 有 经 验 , 也 不 像 我 那样 会 冷静 地 注意 观察 . 由 于 女性 的 
急躁 和 没 来 由 的 嫉妒 ,她 立即 断定 这 是 一 个 女人 从 哪个 小 缝隙 里 钻 了 进来 .她 
生气 地 喊 :“ 这 个 人 是 怎么 进来 的 ?亲爱 的 ,你 可 是 答应 过 我 ,在 这 所 新 房子 里 不 
开通 气孔 啊 !1” 

“是 没 开通 气孔 ,” 我 说 ,“ 可 是 ,你 为 什么 就 认为 这 个 陌生 客 是 个 女人 呢 ? 
依 我 用 视觉 辨认 术 判 断 ,我 看 见 的 是 …… 

“ 哟 ,我 可 没 工夫 听 你 那 套 视 党 辨认 的 玩意 儿 ,” 她 回答 我 ， 要 知道 ,谚语 
里 说 ' 耳 听 为 虚 ,触摸 为 实 ` “看 时 一 个 圆 , 摸 时 是 条 线 ' 啊 .”( 这 两 条 谚语 是 二 
维 国 女性 们 常 挂 在 嘴 边 的 ) 

“好 啦 好 啦 ,” 我 不 想 惹恼 她 , 便 说 道 “ 如 果真 是 这 样 , 那 咱们 便 同 这 位 客 
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人 彼此 认识 一 下 吧 .” 我 麦子 便 以 最 优雅 的 仪态 走向 陌生 人 说 :“ 这 位 女士 ,请 
允许 我 请 求 您 摸 一 摸 我 ,也 让 我 …… ” 话 示 说 完 ,她 忽然 退 了 回来 :“ 哟 ,这 不 是 
个 女人 ,而且 也 没有 角度 ,压根 儿 也 没有 ! 我 刚才 是 不 是 无 礼 地 摸 了 一 位 标准 圆 
呢 ?” 

“从 某 种 意义 上 说 ,我 的 确 是 个 圆 ,” 这 个 声音 回答 ,“ 而 且 比 二 维 国 的 任何 
一 个 圆 都 更 完美 .更 确切 地 说 ,在 我 身上 有 许多 个 圆 .” 他 又 更 温和 地 加 了 一 
句 :“ 亲 爱 的 夫人 ,我 有 件 事 要 同 你 丈夫 谈 , 但 不 便当 着 你 的 面 讲 . 劳 驾 您 离开 一 
pod Pe ” FAVELA LER ALS HEN ASE ER , 忙 说 自己 早 该 回 
屋 休息 了 ,并 又 就 刚才 的 失礼 道歉 不 已 ,最 后 总 算 真 的 走 了 . 

我 忱 了 一 眼 沙 漏 ,最 后 一 点 沙子 已 经 漏 下 去 了 ,2000 年 一 一 第 三 个 一 千年 
的 第 一 年 一 一 开始 了 . 


2.4 卫生 人 向 我 揭示 三 维 国 奥秘 的 一 番 徒 劳 


我 妻子 的 告别 声 刚刚 消失 , 我 就 开始 靠近 这 位 陌生 人 , 打算 请 他 “ 坐 ”下 
来 ,并 借 此 更 近 地 看 看 他 . 一 见 他 的 外 表 ,我 就 目瞪口呆 AEK. 他 竟 连 一 点 
点 带 角度 的 征 候 也 没有 ,但 他 的 大 小 和 光亮 程度 又 每 时 每 刻 都 在 变化 着 . 据 我 
所 知 , 这 在 任何 图 形 来 说 几乎 都 是 不 可 能 的 .我 突然 想到 ,这 可 能 是 一 个 窃贼 或 
强盗 ,是 装 成 圆 的 某 个 那 恶 的 不 规则 等 腰 三 角形 ,不 知 用 什么 方法 钻 进 了 我 的 
屋子 , 正 打算 用 他 的 尖 角 刺 穿 我 呢 ! 

但 我 是 在 房间 里 ,而 且 目 前 正 值 干燥 季节 ,所 以 没有 雾气 ,这 使 我 很 难 相信 
视觉 辨认 的 结果 ,特别 是 我 现在 就 站 在 离 他 极 近 的 地 方 .我 恐怖 极 了 , 竞 唐 突 地 
向 他 冲 去 ,说 道 :先生 ,你 必须 允许 我 ……. ”一 边 说 ,我 一 边 触摸 起 他 来 . 

我 的 妻子 是 对 的 ,他 没有 角 的 迹象 ,也 没有 一 点 有 棱角 或 不 均匀 的 地 方 , 在 
我 的 生活 中 ,从 没有 见 到 过 比 他 更 完美 的 圆 了 . 我 从 他 面前 开始 , 围 着 他 转 一 
E. 当 我 绕 着 他 走动 时 ,他 一 动 也 不 动 .我 看 出 他 的 确 是 个 圆 ,一 个 极 好 的 圆 ,这 
是 毫 无 疑问 的 . 

后 来 便 是 一 番 谈话 .我 在 这 里 尽量 将 原 话 复述 出 来 ,只 是 把 其 中 没完 没 了 
地 道歉 的 话 砍 掉 了 一 些 我 竞 斗 胆 摸 了 一 个 圆 , 事 后 想起 来 真是 羞愧 难当 
啊 . 谈 话 是 以 来 客 对 我 长 时 间 的 触摸 表示 不 耐烦 开始 的 . 

陌生 人 :“ 现 在 你 该 摸 够 了 吧 ? 可 你 还 没有 自我 介绍 呢 !” 

我 :“ 最 杰出 的 阁下 ,请 原谅 我 的 唐 突 ,这 不 是 因为 我 不 懂得 文明 社会 的 规 
矩 ,而 只 是 惊奇 和 紧张 使 然 .您 的 造访 实在 是 太 出 乎 我 的 意料 了 . 阁下 ,我 恳求 
您 不 要 把 我 的 失礼 行为 告诉 别人 ,特别 是 我 的 妻子 .在 和 您 交谈 之 前 ,请 您 满足 
一 下 我 的 好 奇 心 ,让 我 知道 您 是 从 哪里 光临 的 ,好 吗 ?” 

阳 生 人 : 从 空间 .我 从 空间 来 ,先生 .不 从 空间 ,又 能 从 哪里 来 呢 ?” 
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我 :“ 对 不 起 ,阁下 .不 过 就 在 此 刻 , 您 和 骂人 不 也 是 在 空间 里 吗 ?” 

陌生 人 :“ 非 也 , 非 也 .你 认为 什么 是 空间 呢 ? 你 能 下 个 定义 吗 ?” 

我 :空间 就 是 无 限 延 伸 的 长 和 宽 ,阁下 .” 

陌生 人 :“ 说 真 的 ,看 来 你 连 什么 是 空间 都 不 知道 呢 . 你 以 为 空间 只 是 二 维 
的 吧 ? 我 再 告诉 你 第 三 个 维 除了 长 和 宽 以 外 ,还 有 一 个 高 .” 

我 :“ 阁 下 可 真爱 开玩笑 .我 们 也 把 长 说 成 高 ,把 宽 说 成 厚 , 因 此 是 两 个 维 的 
四 种 说 法 .” 

陌生 人 :“ 我 的 意思 并 不 是 叫 法 问题 ,而 是 说 存在 着 三 个 维 .” 

我 :“ 请 您 说 明 一 下 ,这 个 我 所 不 知道 的 第 三 个 维 在 什么 方向 上 ?” 

陌生 人 :就 从 我 来 的 那个 方向 上 ,也 就 是 沿 着 上 和 下 的 方向 .” 

我 :“ 您 的 意思 是 说 沿 着 南 和 北 吧 ?” 

陌生 人 : 根本 不 是 这 个 意思 .我 所 指 的 方向 你 是 看 不 见 的 , 因为 在 你 的 身 
子 边 上 没有 生 着 眼睛 .” 

我 :“ 请 原谅 ,阁下 .您 看 一 下 就 会 相信 ,我 是 生 有 了 眼睛 的 .在 我 的 两 条 边 的 
相交 处 有 一 个 发 亮 的 小 点 , 那 就 是 我 的 眼睛 .” 

陌生 人 :我 知道 .但 为 了 向 空间 看 ,你 应 当 还 生 有 别 的 眼睛 .不 是 在 你 的 周 
边 上 ,而 是 在 你 身体 的 侧面 .可 能 你 会 叫 它 是 你 的 体内 ,可 在 我 们 三 维 国 , 则 称 
之 为 侧面 .” 

我 :“ 让 我 体内 长 一 只 眼睛 ?长 在 我 的 肚子 里 ?阁下 是 在 开玩笑 吧 !1” 

陌生 人 :“ 我 可 没有 开玩笑 的 闲 心 .我 跟 你 说 过 ,我 是 从 空间 来 的 ,可 你 不 懂 
得 什么 是 空间 ,所 以 我 又 对 你 说 ,我 来 自 一 个 有 三 个 维 的 国度 ,我 刚才 就 从 那里 
俯 欧 了 你 们 自称 为 "真正 的 空间 ”的 这 个 平面 .从 刚才 那个 有 利 的 位 置 ,我 可 以 
进一步 描述 你 们 称 之 为 立体 (在 你 们 这 里 ,凡是 四 面 都 有 边界 的 ,你 们 都 叫 它 
是 立体 ) 的 东西 :你 们 的 住房 .教堂 家具 保险箱, 其 至 你 们 的 内 脏 ,全 都 暴露 
在 我 的 视野 里 .” 

我 :“ 嘴 上 这 样 说 说 倒 也 不 难 , 阁 下 .” 

陌生 人 :“ 你 的 意思 是 说 证 明 起 来 可 就 难 了 不 是 ?可 我 这 就 来 证 明 一 下 . 当 
我 往 这 儿 下 降 时 ,我 看 见 了 你 的 四 个 儿子 ,他 们 是 五 边 形 ,都 在 自己 的 房间 里 ; 
还 有 你 的 两 个 六 边 形 的 孙子 .我 看 见 你 最 小 的 孙子 和 你 在 一 起 果 了 一 会 儿 , 然 
后 回 到 了 自己 的 房间 ,这 间 房 子 里 只 留 下 了 你 们 夫妻 二 人 .我 还 看 见 你 的 三 个 
等 腰 三 角形 的 仆人 在 厨房 里 准备 晚饭 , 男 有 一 个 小 听 差 在 帮忙 洗 碗 碟 . 然 后 我 
便 到 这 里 来 了 .现在 ,你 认为 我 是 怎么 来 的 呢 ?” 

我 :“ 我 想 ,您 说 不 定 是 从 天 花 板 的 什么 地 方 钻 过 来 的 .” 

陌生 人 :不 对 ,你 很 清楚 ,你 的 屋顶 最 近 刚 刚 修缮 过 ,甚至 连 个 能 让 女人 销 
过 的 缝隙 都 没有 .告诉 你 ,我 是 从 空间 来 的 .我 已 经 对 你 讲 了 有 关 你 的 孩子 和 家 
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庭 的 情况 ,你 还 不 相信 我 是 从 空间 来 的 吗 ?” 

我 :阁下 一 定 很 清楚 , 像 您 这 样 一 位 能 拥有 广泛 情报 来 源 的 贵人 ,要 想 从 
我 周围 了 解 到 一 些 邯 人 家 里 的 私事 ,不 是 易如反掌 吗 ?” 

陌生 人 :( 自 言 自 语 ) 我 该 怎么 办 ?对 了 ,我 又 想起 了 一 招 .一 一 当 你 看 一 
RER, 比如 看 你 的 妻子 时 ,你 认为 她 是 几 维 的 呢 ?” 

我 : 听 阁 下 同 我 谈话 的 口气 ,就 好 像 我 是 个 粗 人 ,对 数学 一 无 所 知 似 的 ,所 
以 觉得 我 会 认为 女人 真 的 是 一 段 直线 ,只 具有 一 个 维 .不 ,不 ,不 ,阁下 .我 们 四 
边 形 多 少 是 喝 过 些 墨水 的 ,因此 能 像 您 一 样 ,知道 妇女 虽然 一 般 被 称 做 直线 ,其 
实 科学 地 说 是 一 个 极 细 长 的 平行 四 边 形 , 因此 有 两 个 维 , 同 其 他 人 一 样 有 长 有 
V. 

HEA: 正 因为 有 三 个 维 , 你 才能 看 见 这 条 所 谓 的 线 呢 ! 

我 :阁下 ,我 刚刚 说 过 ,妇女 是 有 宽度 和 长 度 的 .我 们 能 看 见 她 的 长 ,推断 
出 她 的 宽 , 宽 度 虽 然 极 小 ,但 也 能 测量 出 来 .” 

MEA: 你 没有 明白 我 的 意思 . 当 你 看 见 一 位 妇女 时 ,你 应 该 一 一 除了 推 
测 她 有 宽度 之 外 一 一 看 见 她 的 长 ,也 应 当 看 见 她 的 我 们 称 之 为 “高 ”的 东西 的 
存在 ,虽然 最 后 这 一 个 维 在 你 的 国家 里 是 无 穷 小 的 . 如 果 一 条 直线 只 有 长 而 没 
有 高 , 它 就 不 再 占有 空间 而 变 为 不 可 见 的 了 . 你 真 的 没有 认识 到 这 一 点 吗 ?” 

我 :“ 我 承认 我 一 点 儿 也 不 明白 您 的 意思 .我 们 在 二 维 国 看 一 条 线 时 ,是 凭 
借 长 度 和 亮度 看 见 的 ;如 果 光 亮 消 失 了 ,就 说 明 这 条 线 已 不 复 存 在 了 ,也 就 像 是 
你 说 的 不 再 占有 空间 了 . 据 我 猜想 ,你 所 说 的 另 一 个 维 , 就 是 这 个 我 们 称 之 为 
亮度 ”的 东西 吧 ,只 是 你 们 称 之 为 "高 ' 就 是 了 ,对 吗 ?” 

阳 生 人 : 不 .我 所 说 的 高 ,就 像 你 们 的 长 度 一 样 , 也 是 一 个 维 ,只 是 在 你 们 
这 里 ,高 度 一 概 是 极 小 的 ,因而 不 易 觉察 出 来 时 了 .” 

我 : 阁下 ,对 您 所 说 的 是 很 容易 加 以 验证 的 . 您 说 我 具有 你 们 称 之 为 “高 
的 第 三 维 . 那 好 吧 , 维 是 有 方向 和 大 小 的 . 那 就 请 您 测量 一 下 我 的 “高 ' ,或 者 指 
一 下 我 的 “高 "是 沿 什 么 方向 延伸 的 吧 . 如 果 您 能 叫 我 知道 ,我 就 会 信服 您 , 否 
则 就 只 好 对 您 所 说 的 敬而远之 了 .” 

陌生 人 :( 自 言 自 语 )“ 既 测量 不 出 来 ,也 无 法 对 他 指出 ?怎样 能 使 他 信服 呢 ? 
AT, 先 对 他 说 几 个 事实 , 然后 再 实际 演示 一 下 让 他 看 看 , 这 肯定 就 能 行 
了 .一 一 请 再 听 我 说 ,先生 . 

“你 生活 在 一 个 平面 上 .设想 你 称 之 为 二 维 国 的 世界 ,就 是 人 们 称 之 为 流体 
这 个 东西 的 广大 的 表面 ,你 和 你 的 国民 们 就 在 这 个 面 上 ,或 者 说 在 这 个 面 里 活 
动 , 但 是 不 能 上 升 或 下 降 . 

“我 不 是 平面 图 形 ,而 是 一 个 立体 . 你 称 我 为 圆 ,可 实际 上 我 不 是 圆 ,而 是 琶 
在 一 起 的 无 数 多 个 直径 从 零 至 十 三 英寸 的 种 种 大 小 不 等 的 圆 . 当 我 切入 你 的 平 


561 si = -2Ry 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


面 时 ,就 会 在 这 个 面 上 截 成 一 个 图 形 ,这 就 是 一 个 圆 . 瞧 , 我 现在 就 是 这 样 做 的 . 
因为 对 于 一 个 球 来 说 一 一 球 就 是 我 在 我 那个 国家 里 的 名 称 如 果 能 向 二 维 
国民 表示 出 自己 的 形状 的 话 ,也 只 能 表现 为 一 个 圆 . 

“你 记 不 记得 你 昨夜 的 一 维 国之 行 ?一 一 我 是 什么 都 能 看 见 的 ,因此 我 已 
经 看 到 了 你 脑子 里 存留 的 有 关 幻 象 . 喂 , 你 记 不 记得 ,在 你 进入 一 维 国 时 ,是 如 
何不 得 不 在 国王 面前 显现 为 一 条 线 而 不 是 四 边 形 的 ? 那 是 因为 一 维 国 只 有 一 个 
维 , 因 而 不 足以 表示 出 你 的 全 貌 的 缘故 .现在 的 情况 也 完全 类 似 .你 们 二 维 国 也 
同样 没有 足够 的 地 方 来 让 我 表现 出 自己 的 全 貌 ; 我 是 个 三 维 形体 ,因此 在 这 里 
只 能 显现 我 的 一 个 断面 ,这 也 就 是 你 称 之 为 圆 的 图 形 . 

“你 的 眼神 有 点 暗淡 ,这 表明 你 仍 不 肯 相 信 . 但 现在 我 就 要 用 确 玄 的 证 据 表 
明 ,我 告诉 你 的 都 是 真理 . 既然 你 没有 能 力 把 你 的 眼睛 抬 出 你 的 平面 之 外 ,你 就 
只 能 看 到 我 的 一 个 断面 ,也 就 是 说 , 每 次 只 能 看 见 一 个 圆 . 可 当 我 在 空间 上 升 
时 ,你 至 少 会 看 见 我 在 平面 上 的 断面 是 逐渐 变 小 的 . 现在 你 来 看 , 我 升 起 来 
J eres 你 看 见 的 圆 正 变 得 越 来 越 小 ,直到 缩 成 一 个 点 ,并 且 最 后 消失 .” 

我 看 不 见 他 的 上 升 , 只 是 看 到 这 个 圆 一 点 点 变 小 ,最 后 便 消失 了 .我 旺 了 好 
几 次 眼睛 ,为 的 是 弄 明白 是 不 是 在 做 梦 . AES. DAZE PAN ADEE SL 
的 声音 它 好 像 就 贴 在 我 的 心口 :我 离开 了 吧 ! 好 ,现在 我 再 渐渐 回 到 二 维 
国 来 ,你 会 看 见 我 的 断面 越 来 越 大 .” 

在 三 维 国 的 每 个 读者 都 很 明白 ,我 这 位 神秘 的 客人 所 讲 的 话 明摆着 都 是 真 
实 的 .但 我 虽然 说 是 二 维 国 里 一 个 精通 数学 的 人 ,可 这 对 于 我 却 不 是 那么 简单 
明白 的 事情 .三 维 国 里 哪怕 随便 一 个 孩子 ,看 了 上 面 的 那 张 很 大 略 的 图 解 ,都 会 
明白 这 是 一 个 球 在 三 维 空间 里 上 升 时 ,对 我 或 任 一 个 二 维 国 民 表 现 为 一 个 圆 ， 
而 且 开 始 时 最 大 ,然后 就 变 小 ,最 后 变 得 极 小 ,近似 于 一 个 点 . 而 我 却 虽 然 看 见 
了 眼前 的 事实 而 依然 感到 莫名 其 妙 . 我 所 能 理解 的 ,只 不 过 是 这 个 圆 使 他 自己 
变 小 和 消失 ,然后 又 重 现 并 迅速 变 大 . 


球 即将 消失 的 一 瞬 
球 正 在 升 起 
球 的 最 大 截面 
我 的 眼睛 
elle cos te Nee a ee ee J A > 
Sen? Mos 
图 22.8 


当 他 又 恢复 到 原来 的 大 小 时 ,大 声 地 叹 了 一 口气 ,因为 他 从 我 的 沉默 中 觉 
察 到 我 仍 完全 不 理解 .确实 ,现在 我 倾向 于 相信 他 全 然 不 是 个 圆 ,而 可 能 是 个 高 
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明 的 魔术 师 , 要 不 然 就 是 真 像 有 些 老婆 婆 们 所 说 的 那样 ,世上 毕竟 还 有 巫师 方 
土 之 类 的 人 . 

又 沉默 了 许久 之 后 ,他 又 自 言 自 语 了 :“ 如 果 我 不 靠 行动 证 明 的 话 , 至 少 还 
能 有 一 个 办 法 , 那 就 是 试 一 试 类 推 法 .” 随 后 ,他 又 同 我 讲 起 话 来 . 

球 :“ 数 学 家 先生 ,请 告诉 我 ,如 果 一 个 点 向 北 移动 , 留 下 一 条 发 亮 的 轨迹 ， 
你 称 这 条 轨迹 为 什么 ?” 


我 :“ 一 条 直线 .” 
球 :“ 一 段 直 线 有 几 个 端点 ?” 
我 :“ 两 个 .” 


球 :“ 现 在 设想 这 条 线 沿 东 西方 向 移动 , 它 的 每 一 个 点 所 产生 的 轨迹 都 形成 
一 条 直线 ,这 样 形成 的 图 形 叫 什么 ?我 们 假设 这 段 线 平移 的 距离 与 其 本 身 等 长 . 
说 说 看 这 叫 什么 ?” 

我 :一 个 四 边 形 .” 

BR: 一 个 四 边 形 有 几 条 边 ? 几 个 角 ?” 

我 :“ 四 条 边 、 四 个 角 .” 

球 : 再 开动 一 下 脑筋 ,想象 一 下 在 二 维 国 里 有 一 个 四 边 形 一 致 地 向 上 移动 
它 自身 .” 

我 :“ 向 哪里 ?向 北 吗 ?” 

球 :“ 不 ,不 是 向 北 ,是 向 上 ,完全 脱离 二 维 国 . 

“如 果 这 个 四 边 形 向 北 移 , 它 在 南边 的 点 必定 会 通过 北边 的 点 原先 所 占据 
的 位 置 .这 个 不 是 我 的 意思 . 

“我 的 意思 是 你 身上 因为 你 就 是 个 四 边 形 , 所 以 我 就 以 你 为 实例 来 说 
明 一 一 的 每 一 个 点 ,也 就 是 你 认为 位 于 你 身体 内 部 的 每 一 个 点 都 向 上 通过 空 
间 ,使 你 身上 没有 一 个 通过 其 他 一 个 点 原先 所 占据 的 位 置 ,但 每 一 个 点 本 身 都 
描绘 出 等 于 自己 的 一 条 直线 .这 正 是 地 地 道道 的 类 推 法 .你 一 定 明白 了 吧 ?” 

现在 我 真 感到 一 种 强烈 的 冲动 , 想 不 顾 一 切 地 冲 向 这 位 来 访 者 ,把 他 抛 出 
去 ,把 他 赶 出 二 维 国 ,把 他 弄 到 随便 什么 地 方 去 ,以 使 我 能 摆脱 他 .但 我 还 是 极 
力克 制 住 了 自己 的 厌烦 情绪 回答 道 :“ 你 乐于 用 “向 上 这 个 字眼 来 表示 的 这 种 
运动 使 我 形成 的 这 个 图 形 会 有 什么 性 质 呢 ?我 想 ,用 我 们 二 维 国 的 语言 是 可 能 
描述 出 来 的 吧 ?” 

球 :“ 当 然 ,这 一 切 都 是 简单 明了 的 ,而 且 完 全 可 以 类 推出 来 .顺便 也 得 提 一 
下 ,你 不 能 说 结果 得 到 的 是 一 个 平面 图 形 , 而 是 一 个 立体 .我 会 向 你 描述 它 ,更 
确切 地 说 ,是 类 推 法 会 向 你 描述 它 . 


“开始 ,我 们 是 有 一 个 点 . 当然 , 因为 它 本 身 只 是 一 个 点 ,所 以 只 有 一 个 端 
点 . 
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“一 个 点 产生 一 条 线 , 它 有 两 个 端点 . 
“一 条 线 产生 一 个 四 边 形 , 它 有 四 个 端点 . 
“现在 你 能 回答 你 自己 的 问题 了 :1,2 和 4, 显然 是 几何 级 数 . 它 的 下 一 项 是 
什么 ?” 

我 :“8.” 

球 :“ 对 .这 个 四 边 形 产生 了 一 个 你 不 知道 的 东西 ,我 们 称 之 为 立方 体 , 它 有 
八 个 端点 .现在 你 相信 了 吧 !1” 

我 :这 种 东西 有 边 吗 ? 有 角 吗 ?有 你 们 所 谓 的 端点 吗 ?” 

ER: “根据 类 推 法 来 看 , 它 当 然 都 有 .但 是 还 得 提 一 句 , 它 的 边 可 不 是 你 们 的 
那 种 边 ,而 是 我 们 所 说 的 ' 面 ' ,也 就 是 你 们 所 说 的 立体 .” 

我 :“ 那 么 ,由 我 的 身体 向 这 个 所 谓 “ 上 ”的 运动 而 产生 的 这 个 你 叫做 立体 
的 玩意 儿 有 几 个 立体 ,也 就 是 你 所 说 的 面 ?” 

球 : 你 怎么 也 问 起 来 了 ?你 不 是 个 数学 家 吗 ? 任 何 物体 所 有 的 ' 边 "一 一 这 
里 是 笼统 地 一 概 这 样 称谓 的 一 一 总 比 具 有 它 的 物体 在 维 数 上 低 一 个 .一 个 点 
没有 维 , 它 有 零 个 边 ; 一 条 线 可 以 说 有 两 个 边 —— 因为 可 以 称 一 条 线 的 两 端 为 
它 的 边 ; 一 个 四 边 形 有 四 个 边 . 于 是 便 有 0,2 和 4. 你 叫 它 什么 级 数 ?” 

我 :算术 级 数 .” 

球 :“ 下 一 项 是 几 ?” 

我 :“6.” 

球 :“ 太 对 了 .你 看 你 已 经 回答 了 自己 的 问题 .由 你 产生 的 这 个 立方 体 由 六 
个 边 组 成 ,也 就 是 说 ,有 六 个 你 的 身体 . 你 现在 全 明白 了 , 咽 ?” 

“你 这 个 大 怪物 !” 我 厉声 叫 道 ， 你 这 个 变 戏 法 的 ,和 弄 巫 术 的 , 托 亚 梦 的 ,要 
花 活 的 东西 ! 我 再 也 不 能 容忍 你 对 我 的 机 和 弄 了 ! 我 跟 你 拼 个 你 死 我 活 !” 一边 说 
着 ,我 一 边 向 他 奋力 冲 去 . 


2.5 ”徒劳 一 场 的 球 又 求助 于 行动 


真是 徒劳 ! 我 用 自己 最 坚硬 的 一 只 角 猛 地 向 这 个 陌生 人 惟 去 ,用 足以 杀 死 
一 个 圆 的 力量 向 他 压 去 ,但 只 感觉 到 自己 根本 用 不 上 劲 ,因为 他 从 我 这 里 滑脱 
FES , 既 不 是 向 左 ,也 不 是 向 右 , 真 说 不 出 他 究竟 是 怎样 离开 的 .人 虽然 不 见 了 ， 
我 还 能 听 到 这 个 人 侵 者 的 声音 . 

球 : 你 怎么 不 讲理 ?我 本 希望 你 一 个 通 情 达 理 的 人 ,一 个 有 造 谓 的 数 
学 家 一 一 能 成 为 一 个 三 维 真理 的 合格 的 热心 倡导 者 呢 ! 对 于 三 维 世界 的 真理 ， 
我 一 干 年 也 只 能 宣传 一 次 . 可 现在 ,我 真 不 知道 怎样 才能 使 你 相信 我 的 话 . AL 
慢 , 有 了 .我 来 用 行动 代替 语言 来 宣示 真理 吧 . 我 的 朋友 ,请 听 我 说 . 

“我 已 经 告诉 过 你 ,从 我 所 在 的 空间 能 够 看 见 你 们 认为 是 密闭 的 一 切 物体 
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的 内 部 . 例如 ,在 你 的 附近 ,我 看 见 你 的 小 橱柜 里 有 几 只 你 们 称 之 为 盒子 的 东西 J > 
( 像 二 维 国 里 的 其 他 东西 一 样 ,它们 既 没 有 顶 也 没有 底 ) ,那里 面 放 满 了 钱 . 我 还 

看 见 那里 面 有 两 本 账 德 .我 这 就 降下 去 , 进 小 橱 里 去 拿 它 一 本 出 来 .我 曾 看 见 你 

在 半 小 时 前 锁 上 了 那 口 小 橱 ,还 知道 你 拿 着 钥匙 …… 我 从 空间 降下 来 了 …… 

你 看 ,这 些 门 原封 未 动 …… 我 已 经 拿 到 了 小 柚 里 的 一 个 账本 …… 我 又 上 升 

了 EERE 7 

我 冲 到 橱柜 前 面 ,使 劲 拉 开 柜 门 .真有 -本 账 不 见 了 ! 陌 生 人 又 带 着 一 阵 嘲 
笑 声 ,在 房间 的 另 一 隅 露面 了 .这 时 ,那个 账 短 也 出 现在 地 板 上 .我 把 它 拒 起 来. 
不 错 ,肯定 就 是 刚才 不 见 了 的 那 一 本 . 

我 恺 怖 地 虽 吟 着 ,怀疑 自己 是 否 失去 了 理智 . 陌生 人 又 继续 说 道 :“ 真 的 ,你 
现在 该 明白 了 ,我 的 解释 是 说 得 通 的 ,而 且 也 只 有 我 的 解释 是 说 得 通 的 吧 ! 你 们 
称 为 立体 的 东西 ,其 实 都 只 是 极 薄 极 薄 的 扁 片 ;你 们 所 谓 的 空间 ,实际 上 只 是 一 
个 很 大 的 平面 ;我 在 空中 鸟 梧 这 些 物体 的 内 里 ,而 你 们 只 能 看 见 它们 的 外 皮 . 如 
果 你 能 鼓 足 勇 气 ,自己 就 能 离开 这 个 平面 ,只 要 稍稍 升 起 一 点 或 下 降 一 点 ,你 就 
会 看 见 我 所 见 到 的 一 切 . 

“我 升 得 越 高 ,你 的 平面 就 离 我 越 远 ,而 我 所 能 看 见 的 就 越 多 . 当然, 我 所 能 
看 到 的 一 切 会 越 来 越 小 .例如 ,我 正在 上 升 ,现在 我 能 看 见 你 的 一 个 六 边 形 的 邻 
居 和 他 家 的 几 个 房间 …… 我 看 见 戏院 里 的 十 扇 门 都 打开 了 ,观众 刚刚 散场 出 
来 …… 在 另 一 边 有 个 圆 正在 他 的 书房 里 , 坐 在 许多 书 边 …… 现在 我 要 回 到 你 
这 儿 ,而 且 作为 一 个 王牌 证 据 ,我 将 极 轻 地 触摸 一下 你 的 内 脏 , 看 看 你 会 怎么 
想 . 这 对 你 不 会 有 任何 伤害 , 与 你 将 能 得 到 的 精神 上 的 收获 是 不 能 相提并论 
的 .” 

我 正 要 提出 抗议 ,突然 感到 腹 内 一 下 刺 痛 ,好 像 还 从 我 身体 里 发 出 一 阵 大 
笑 .过 了 -一会儿 ,这 阵 突如其来 的 疼痛 消失 了 ,只 留 下 一 点 麻木 感 .陌生 人 又 出 
现 了 ,他 渐渐 变 大 起 来 ,说 :“ 我 没有 伤害 你 ,是 吧 ! 如 果 现 在 还 不 能 使 你 相信 ,我 
可 就 无 计 可 施 了 .你 还 有 什么 可 说 的 吗 ?” 

我 下 定 决心 ,再 也 不 能 让 这 个 专横 跨 雇 的 神秘 来 访 者 肆意 搞 什 么 名 堂 让 我 
的 肚子 发 痛 了 ,但 愿 我 能 成 功 地 把 他 牢 牢 在 墙 上 钉 住 一 会 儿 就 好 了 ! 

我 又 一 次 用 我 最 坚硬 的 角 向 他 惟 去 ,还 大 声 喊 着 ,以 把 全 家 人 叫 醒 前 来 相 
助 .我 相信 ,在 我 的 攻击 下 ,陌生 人 这 下 子 看 来 很 难 再 滑脱 了 .不 管 怎么 说 ,他 现 
在 已 不 再 有 什么 动静 .我 觉得 仿佛 听 到 有 人 前 来 给 我 帮忙 了 , 便 加 倍 努 力 地 顶 
住 他 ,一 边 继续 高 声 求助 . 

一 阵 猛 烈 的 颤动 通过 球 的 全 身 .我 好 像 听 到 他 说 “不 , 绝 不 能 这 样 .要 么 是 
让 他 服从 理性 ,要 么 是 我 向 文明 的 最 后 成 果 求助 .” 说 完 这 句 话 后 ,他 对 我 大 声 
叫 道 ;没有 必要 让 别人 看 到 你 所 看 见 的 一 切 ! 叫 你 妻子 立即 回去 ,不 要 让 她 进 
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来 ! 三 维 的 真理 不 会 就 这 样 失败 的 .不 要 白白 地 等 待 又 一 个 一 千年 的 流逝 ! 我 听 
到 她 来 了 .你 走 开 , 走 开 ! 快 离开 我 ,否则 你 就 得 随 我 一 道 离开 这 里 去 三 维 国 , 你 


的 结局 如 何 可 就 难说 了 !” 
“坏蛋 ! 疯 子 ! 不 规则 的 东西 1” 我 叫喊 着 ,“ 我 决 不 放 开 你 ,你 该 受 冒名 顶替 
的 处 罚 !1” 


“ 唾 ! 你 竟然 敢 这 样 说 ! ”陌生 人 勃然 大 怒 ， 那 你 送死 去 吧 ! 从 你 的 平面 上 
消失 吧 ! 一 ,二 ,三 , 跟 我 走 吧 !” 


2.6 ”我 如 何 来 到 三 维 国 , 以 及 在 这 里 的 所 见 所 闻 


一 种 难以 言传 的 慌 惧 搜 住 了 我 .我 面前 先是 一 团 漆黑 ,然后 又 变 成 一 片 纷 
乱 ,根本 不 像 是 真 用 眼睛 看 到 的 景象 . 我 看 线 不 像 线 ,看 空间 不 像 空 间 , 甚至 看 
自己 都 觉得 不 像 自己 了 .我 好 不 容易 才能 转动 自己 的 舌头 ,于 是 便 拼 命 叫 起 来 : 
“这 儿 是 个 疯狂 世界 ,要 不 然 就 是 地 狱 1” ; 

这 位 球 用 平静 的 声音 回答 道 :“ 二 者 都 不 是 . 这儿 是 三 维 之 国 . 你 再 睁 开眼 
睛 ,平心静气 地 看 看 吧 !” 

我 睁 开 了 眼 , 于 是 看 到 了 一 个 新 世界 . 

出 现在 我 面前 的 是 一 位 真 的 可 看 见 的 圆 , 它 比 我 以 前 靠 推断 和 猜想 捉摸 出 
的 圆 更 为 完美 .这 个 陌生 形体 的 中 心 部 分 完全 显露 在 我 的 眼前 ,但 我 却 看 不 见 
他 的 心 . 肺 和 血管 .我 所 看 到 的 只 是 一 个 漂亮 而 匀称 的 东西 你 们 三 维 国 的 
读者 们 称 之 为 球面 ,可 在 我 们 那里 却 找 不 出 词语 来 称呼 它 . 

现在 ,我 在 精神 上 完全 被 这 位 引路 人 折服 了 ,于 是 喊 道 :“ 啊 ! 您 真是 美和 管 
慧 的 化 身 呀 ! 我 能 看 到 你 的 内 里 ,但 那里 怎么 没有 内 脏 呢 ?” 他 回答 说 :你 以 为 
看 到 了 我 的 内 里 ,其 实 并 非 如 此 .我 和 二 维 国 的 国民 是 不 同 的 种 族 ,任何 人 也 看 
不 到 我 的 内 脏 .如 果 我 是 个 圆 的 话 , 你 的 确 能 看 到 我 的 肠胃 ,但 我 曾 告诉 过 你 ， 
我 是 由 许多 圆 构成 的 一 个 球体 ;就 像 立方 体 的 一 个 面 而 是 四 边 形 一 样 , 球 的 外 
表 轮 廓 表现 为 圆 .” 

虽然 这 位 老师 高 深 莫 测 的 谈论 仍 令 我 疑惑 不 解 ,但 我 原来 的 火气 再 也 没有 
了 .我 从 内 心里 开始 崇拜 他 .他 用 温和 的 口气 继续 说 道 :“ 即 令 一 开始 时 你 无 法 
深入 了 解 三 维 国 的 情况 ,也 用 不 着 苦恼 .你 会 一 步 步 了 悟 的 .让 我 们 先 一 起 回首 
你 的 故土 二 维 国 曾 上 一 眼 吧 .我 会 让 你 看 看 你 常常 思考 和 推断 ,但 却 从 未 真正 
看 见 过 的 东西 一 个 可 以 用 眼看 到 的 角 .” 

“这 不 可 能 !1” 我 叫 起 来 . 

然而 ,我 在 他 的 带领 下 梦游 般 地 行进 ,直至 他 的 声音 又 将 我 唤 回 现实 :“ 看 
那 边 .那里 就 是 你 家 的 五 边 形 房屋 ,还 有 住 在 里 面 的 人 .” 


六 我 往 下 看 去 , 真 的 看 到 了 我 的 家 和 家 中 所 有 的 人 — 在 此 之 前 ,我 只 能 靠 
六 
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推测 想象 到 这 一 切 呢 . 与 我 现在 看 到 的 情景 相 比 ,原来 的 推测 和 脐 想 是 多 么 粗 
粹 而 滕 胱 啊 (图 22.9)! 我 看 到 在 西北 侧 的 几 个 房间 里 ,我 的 四 个 儿子 正安 睡 着 ; 
靠 南 墙 的 房间 里 是 我 那 两 个 失去 双亲 的 孙子 .我 的 女儿 .管家 和 仆人 也 都 在 各 
自 的 房间 里 ,只 有 我 的 爱 妻 在 为 我 的 失踪 而 担心 . 她 不 在 自己 的 房间 里 ,而 是 在 
门厅 里 走 来 走 去 ,焦虑 地 等 待 我 的 归来 .刚才 被 我 的 喊 声 惊醒 、 跑 到 我 房间 里 来 
的 小 听 差 ,也 正 借口 要 和 弄 清 我 是 否 昏 倒 在 什么 地 方 , 向 我 书房 的 柜 柚 里 张望 呢 . 
这 一 切 都 是 我 亲眼 得 见 的 , 决 不 是 赁 推测 得 知 的 .我 们 越 来 越 靠近 我 的 屋子 了 ， 
我 甚至 能 看 清 柜 橱 里 的 两 个 钱 匣 ,还 有 同 我 在 一 起 的 这 位 球 先生 曾 提 到 的 账 
本 . 


22.9 

我 被 妻子 的 悲痛 所 感动 , 想 要 跳 下 去 安慰 她 ,可 却 发 觉 自 己 不 能 动 了 .我 的 
同伴 说 :“ 不 要 为 你 的 妻子 担心 ,她 的 忧虑 不 会 很 久 , ELE FR TBR EB 
二 维 国 吧 .” 

球 先生 一 边 这 样 说 ,一 边 再 次 同 我 在 空间 升 起 .我 的 视野 一 步 步 扩 大 .我 生 
活 的 城市 , 城 里 每 座 房 屋 的 内 部 ,以 及 里 面 的 人 们 ,这 一 切 都 尽 收 眼底 . 

我 为 毫 无 遮蔽 地 暴露 在 面前 的 大 地 的 种 种 奥秘 所 震慑 , 便 对 身边 的 伙伴 
说 : 我 莫不 是 成 了 上 帝 ? 因 为 我 国 的 圣人 说 过 , 谁 能 看 见 一 切 ; 谁 就 是 上 帝 . 用 
他 的 话 来 说 , 便 是 只 有 上 帝 才 是 无 所 不 见 的 .” 

我 的 老师 用 不 无 嘲讽 的 口气 回答 道 ,“ 若 真是 如 此 ,那么 ,我 们 那里 的 扒手 
和 强盗 岂非 也 要 被 你 们 的 圣人 当做 上 帝 来 崇拜 了 ?因为 他 们 也 能 看 见 你 现在 所 
看 见 的 一 切 呀 ! 请 相信 我 ,你 们 的 圣人 说 错 了 .” 

我 “可 是 ,除了 上 帝 , 又 有 谁 能 无 所 不 见 呢 ?” 
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球 :“ 我 不 知道 .不 过 ,我 国 的 每 个 扒手 或 强盗 都 能 在 你 的 国度 上 看 见 一 切 ， 
可 决 不 会 因此 而 能 成 为 上 帝 . 你 们 所 谓 的 无 所 不 见 三 维 国 里 的 人 并 不 常 
用 这 种 说 法 一 一 能 使 人 更 正直 、 更 仁慈 ,更 无 私 和 更 博爱 吗 ? 一 点 儿 也 不 能 . 那 
么 , 它 怎 么 会 使 人 超凡 人 圣 呢 ?7” 

我 :“' 更 仁慈 ,更 博爱 '! 这 可 是 妇女 的 品 性 啊 ! 我 们 只 知道 圆 比 直线 更 高 
级 ,原因 就 在 于 知识 和 智能 比 情 感 更 有 价值 .” 

球 :“ 我 可 不 愿 把 人 分 成 三 六 九 等 .不 过 ,在 我 们 三 维 国 ,许多 最 优秀 和 最 聪 
明 的 人 认为 ,仁爱 比 知识 更 重要 ,也 更 看 重 你 们 歧视 的 直线 ,而 并 不 怎么 欣赏 你 
们 项 礼 有 加 的 圆 .好 了 ,不 谈 这 个 了 .看 那 边 ,你 知道 那 座 建筑 物 吗 ?” 

远 远 地 , 我 看 见 一 个 巨大 的 多 边 形 建筑 群 .我 认 出 了 其 中 的 二 维 国 议 会 厅 . 
在 它 的 周围 是 一 排 排 密集 的 五 边 形 建筑 ,建筑 物 之 间 有 成 直角 的 通道 ,我 认 出 
那些 是 街道 . 

我 的 引路 人 说 :“ 我 们 从 这 里 下 降 吧 .” 我 便 觉 出 自己 正在 靠近 这 个 巨大 的 
市 中 心 建筑 .此 时 正 值 凌晨 ,是 我 们 纪元 的 第 两 千年 的 第 一 天 第 一 个 小 时 .我 国 
最 高 阶层 的 圆 们 正 严格 地 遵照 古 制 举行 隆重 的 秘密 会 议 .第 一 千年 之 始 和 纪元 
零 年 之 始 时 ,都 曾 有 过 这 样 的 聚会 . 

这 一 次 的 会 议 已 经 开始 了 几 分 钟 , 有 个 完全 规则 的 四 边 形 正 在 宣读 上 一 次 
会 议 的 决议 .我 立刻 认 出 这 就 是 我 的 在 议会 里 当 秘 书 的 哥哥 .决议 上 有 这 样 的 
字句 :鉴于 曾 有 图 谋 不 轨 者 出 现 , 诡 称 自己 曾 得 到 另外 一 个 世界 的 启示 FF 
言 能 进行 诸 类 串 惑 人 心 的 演示 , 故 每 着 新 的 一 千年 的 第 一 天 ,将 有 特命 官员 到 
二 维 国 各 地 组 织 严格 的 搜查 ,逮捕 此 类 误 入 歧途 者 .对 这 类 人 可 径直 处 理 , 无 须 
通过 数学 测量 . 凡 属 等 腰 三 角形 者 ,无论 其 项 角 为 何 均 以 处 死 论 ; 几 为 等 边 三 角 
形 者 ,一律 在 处 以 答 刑 后 送 和 监狱 ;四 边 形 和 五 边 形 则 交 地 方 管教 所 肥 留 ;更 高 
阶层 的 成 员 则 直接 押送 首都 ,由 议会 审查 和 判决 .” 

这 时 ,议会 正在 第 三 次 通过 这 一 决议 . 球 先生 对 我 说 道 :“ 听 到 你 的 命运 了 
吧 ? 处 死 或 监禁 在 等 着 你 这 个 三 维 真 理 的 使 者 呢 !” 我 回答 :“ 不 会 的 .我 现在 明 
白 得 一 清二 楚 , 真 正 空间 的 本 质 是 十 分 明显 的 .我 想 就 是 对 一 个 孩子 ,我 也 能 让 
他 明白 .请 允许 我 此 刻 就 降落 下 去 教育 他 们 吧 !” 

“现在 还 是 别 忙 着 下 去 ,” 我 的 引路 人 说 ,“ 这 是 将 来 的 事 . 此 刻 , 我 必须 完 
成 我 的 使 命 .你 先 留 在 这 里 别 动 .” 说 着 ,他 极 敏捷 地 跳 到 二 维 国 的 茫茫 人 海中 
(如 果 我 可 以 如 此 形容 的 话 ) , 而且 正好 落 到 议员 中 间 .“ 我 来 了 1” 他 喊 道 ,“ 告 
诉 你 们 ,三 维 国 的 确 是 存在 的 !1” 

我 看 见 , 面 对 在 他 们 面前 不 断 变 大 的 球 的 截面 ,许多 年 轻 的 议员 真是 惊 骇 
不 已 .不 过 , 主持 会 议 的 圆 议 长 却 了 无 惊慌 之 意 . 他 做 了 一 个 手势 ,立刻 便 有 六 
个 最 低 等 级 的 等 腰 三 角形 从 不 同方 向 向 球 冲 去 .“ 抓 住 了 !”“ 错 了 , 没 抓 住 !“ 没 
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错 , 抓 住 了 1”“ 他 要 跑 !”“ 他 跑 掉 了 !” 他 们 纷乱 地 喊 着 . 

议长 对 那些 与 会 的 众 议 员 诸 圆 说 道 :“ 诸 位 切 莫 惊讶 , 据 只 供 我 个 人 查阅 的 
一 份 机 密 档案 记载 ,在 过 去 的 两 个 千年 之 初时 ,都 曾 发 生 过 类 似 的 事件 . 当然 ， 
你 们 不 会 在 议会 之 外 泄露 这 种 小 事情 的 .” 

他 随即 又 提高 声音 对 卫士 们 说 :逮捕 这 几 个 警察 ! 堵 上 他 们 的 嘴 ! 你 们 应 
当知 道 自己 的 职责 .” 处 置 了 这 些 可 怜 的 警察 不 准 泄露 的 国家 机 密 的 不 幸 
的 和 不 情愿 的 目击 者 一 一 之 后 , 圆 议长 又 对 议员 们 说 :“ 诸 位 ,会 议 已 经 结束 ， 
我 并 祝 你 们 新 年 好 .” 离 开 前 ,议长 又 滔滔 不 绝地 对 我 那 位 为 人 极 好 可 又 很 不 
幸 的 哥哥 说 了 一 大 堆 话 , 说 也 由 衷 地 遗憾 ,根据 历史 上 的 先例 以 及 保密 的 需要 ， 
他 不 得 不 宣布 对 我 哥哥 实行 终身 监禁 ,还 说 好 在 用 不 着 采取 死刑 —— 除非 他 
再 把 今天 的 事情 捅 出 去 . 


2.7” 球 向 我 展示 了 三 维 国 的 其 他 秘密 ,我 却 仍然 不 满足 .事情 的 最 后 结局 


看 见 可 怜 的 哥哥 被 押送 图 图 ,我 真 想 跳 进 议会 厅 , 替 他 去 受 这 无 妄 之 灾 , 至 
少 也 向 他 话 别 一 番 . 可 我 发 现 自己 一 动 不 能 动 我 得 绝对 服从 我 这 位 引路 
人 的 意志 .他 用 郁郁 不 乐 的 口气 说 :“ 别 记 挂 着 你 哥哥 了 ,或许 以 后 你 会 有 充裕 
的 时 间 去 慰问 他 .现在 还 是 跟 我 来 吧 .” 

我 再 次 升 人 空间 . 球 说 :迄今 为 止 ,我 只 向 你 展示 了 平面 图 形 的 里 里 外 外 . 
现在 ,我 该 向 你 介绍 一 下 立体 ,并 向 你 展示 一 下 它们 的 构成 方式 .看 ,这 儿 有 一 
些 可 以 移动 的 四 边 形 纸 片 ,我 把 一 片 放 在 另 一 片 的 上 面 ,不 是 像 你 想象 的 那样 
放 在 另 一 片 的 北面 ,而 是 上 面 .现在 看 ,我 再 放 一 片 ……. NWH ee 看 ,我 用 
这 些 相互 平行 的 四 边 形 拼 成 一 个 立方 体 …… 
等 ,我们 称 它 为 立方 体 .” 


图 22. 10 
“请 原谅 ,阁下 ,” 我 说 ,“ 可 在 我 看 来 , 它 好 像 是 一 个 我 能 看 到 其 内 部 的 不 
规则 图 形 .换言之 ,我 认为 我 所 看 到 的 不 是 立体 ,而 是 我 们 能 在 二 维 国 里 推断 出 
来 的 平面 图 形 . 它 是 不 规则 的 ,这 表明 它 是 邪恶 的 罪犯 ,因此 我 不 高 兴 看 到 它 .” 
球 说 ;“ 其 实 , 你 只 是 把 它 看 成 平面 了 ,因为 你 不 习惯 于 光 、 影 和 透视 原理 . 
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这 正如 在 二 维 国 里 ,一 个 没有 视觉 辨认 能 力 的 人 把 一 个 六 SERR — 一 段 直线 一 
样 . 可 实际 上 ,这 是 一 个 立体 ,你 可 以 靠 触摸 认识 到 这 一 点 

说 着 ,他 便 领 我 去 见识 这 个 立方 体 . 我 发 现 这 个 奇怪 的 东西 果然 不 是 平 的 . 
他 具有 六 个 平平 的 表面 和 八 个 称 为 立体 角 的 顶点 . 我 记 起 了 球 先生 说 过 的 
话 这 样 的 生物 可 以 由 一 个 四 边 形 在 空间 与 其 本 身 平行 地 移动 而 产生 .我 
不 禁 高 兴 地 想到 : 即 令 像 我 这 样 的 一 个 凡夫 俗 子 ,也 能 如 此 这 般 地 缔造 出 杰出 
的 后 辈 呢 ! 

但 是 ,我 仍然 不 能 完全 搞 清 楚 这 位 老师 所 说 的 什么 光 啦 . 影 啦 .透视 原理 啦 
等 字眼 ,于 是 便 毫 不 犹 玉 地 向 他 说 出 了 我 的 困惑 . 

球 对 我 进行 的 解释 十 分 透彻 ,不 过 这 对 于 一 个 已 经 了 解 这 一 切 的 三 维 国人 
来 说 未 免 宛 长 乏味 ,因此 我 便 不 复述 ,只 是 告诉 读者 们 , 球 先生 通过 他 的 明晰 闻 
述 , 通 过 物体 位 置 和 亮度 的 变化 ,通过 让 我 触摸 了 几 个 物体 (甚至 还 让 我 摸 了 摸 
他 本 人 ) ,终于 使 我 明白 了 一 切 . 于 是 ,我 能 一 下 子 辩 识 出 圆 和 球 , 以 及 其 他 平面 
图 形 和 立体 图 形 来 . 

这 就 是 我 多 外 一 生 的 顶峰 ,是 我 的 极乐 时 期 .此 后 ,我 不 得 不 叙述 我 的 悲惨 
际遇 了 一 一 这 可 是 十 分 悲惨 、 十 分 不 公平 的 遭遇 啊 !1 难 道 把 对 知识 的 渴求 唤 
醒 ,就 是 为 了 横 遭 挫折 和 失望 之 苦 吗 ? 

我 不 愿 痛苦 地 追忆 蒙受 的 耻辱 .不 过 , 如果 我 能 唤醒 二 维 人 或 三 维 人 的 叛 
道 精神 ,使 他 们 起 来 反对 自以为是 的 二 维 观 、 三 维 观 或 任何 有 限 维 观 , 那 我 甘愿 
做 第 二 个 普罗 米 修 斯 ,忍受 目下 的 一 切 苦难 ,就 是 再 不 堪 的 境遇 我 也 甘 之 如 饮 
一 切 自私 的 念头 , 滚 开 ! 我 既然 二 了 ,就 要 坚持 到 底 , 沿 着 历史 的 客观 道路 前 进 ， 
既 不 偏离 方向 ,也 不 瞻 前 顾 后 .真正 的 事实 和 真理 的 声音 在 我 的 大 脑 里 沾 许 , 它 
们 迟早 会 一 丝 不 差 地 为 人 们 所 掌握 . 就 请 读者 们 来 评判 吧 ! 

球 还 愿意 继续 教 下 去 ,告诉 我 所 有 规则 立体 的 知识 , 像 圆 柱 体 、 圆 锥 体 、 核 
锥 体 \ 正 五 面体 、 正 六 面体 、 正 十 二 面体 和 球体 等 . 可 是 ,我 还 是 打 断 了 他 的 讲 
述 .不 是 我 厌倦 知识 ,相反 ,我 一 心 想 的 是 汲取 他 能 提供 给 我 的 更 深刻 更 丰富 的 
知识 . 

“请 原谅 ,” 我 说 ,“ 虽 说 我 不 再 称 您 为 尽善尽美 之 存在 ,但 我 还 是 请 求 您 ， 
让 骂人 看 一 眼 您 的 内 部 吧 .” 

球 :“ 我 的 什么 ?” 

我 :“ 您 的 内 部 :您 的 胃 、 肠 子 什 么 的 .” 

R: 你 怎么 竟 不 合 时宜 地 提出 了 这 样 过 分 的 要 求 ! 你 说 我 不 再 是 尽善尽美 
之 存在 ,这 是 什么 意思 ?” 

我 :阁下 ,您 的 智慧 教会 了 我 去 追求 比 您 本 人 更 伟大 、 更 美好 .更 趋 于 完善 
的 存在 . 您 是 由 许多 圆 结合 成 的 ,由 是 比 二 维 国 所 有 的 人 都 优越 . 因而 ,无 疑 会 
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有 一 个 高 于 您 的 .由 许 许多 多 球体 结合 为 一 体 的 尊 者 存在 ,他 会 比 三 维 国 的 所 
有 立体 更 优秀 . 恰 如 我 们 此 时 在 空间 俯 梧 二 维 国 时 能 看 见 那里 一 切 物 体 的 内 部 
一 样 ,一 定 也 存在 着 在 我 们 之 上 的 某 个 更 高 .更 圣洁 的 区 域 . 阁下 您 一 定 会 带 我 
去 那儿 的 . 啊 ! 无 论 到 达 任 何 维 的 境界 ,我 将 永远 称 您 为 我 的 神父 我 的 圣人 和 
我 的 朋友 .在 那个 更 广阔 的 空间 里 ,在 那个 具有 更 多 维 的 世界 上 ,我 们 能 从 更 有 
利 的 地 位 上 , 鸟 辐 下 面 的 世界 .所 有 立体 的 内 部 ,所 有 球体 及 您 自己 的 内 部 ,都 
将 完全 展现 在 我 这 个 二 维 国 的 可 怜 的 流亡 者 的 视野 里 , 那 我 可 是 锦上添花 了 
呢 !1” 

SR: “4a T MEWE a RHR T. 时光 短 暂 . 你 要 想 胜任 向 你 们 二 维 国有 
有 眼 无 珠 的 愚民 们 宣传 三 维 真理 ,还 得 学 许多 东西 啊 !” 

我 : 不 ,我 的 好 老师 ,您 不 要 拒绝 您 有 能 力 做 到 的 事情 吧 . 就 让 我 看 一 眼 您 
的 内 部 ,我 将 永远 心满意足 , 从 今 以 后 永远 做 您 温顺 的 小 学 生 , 做 您 终身 的 仆 
从 ,准备 接受 您 的 一 切 教诲 ,一 字 不 漏 地 听 您 的 指教 .” 

球 :“ 好 了 ,我 马上 就 回答 你 的 请 求 ,好 让 你 不 再 嘱 唆 :如 果 我 能 做 到 你 所 希 
望 于 我 的 ,我 是 会 满足 你 的 .但 是 我 不 能 .难道 只 为 你 看 我 的 内 部 一 眼 ,就 把 我 
的 内 脏 剖 出 来 吗 ?” 

我 :您 已 经 带 我 进入 了 三 维 国 , 让 我 看 到 了 所 有 我 们 二 维 国 民 的 内 脏 . 因 
而 ,您 现在 要 带 着 贡 人 做 第 二 次 旅行 ,进入 更 高 的 四 维 境界 ,不 是 会 更 容易 吗 ? 
在 那里 ,我 们 能 俯 葬 三维 国 ,看见 每 座 三 维 房屋 的 内 里 ,看 见 立体 大 地 的 秘密 ， 
看 见 三 维 国 矿 山 的 宝藏 , 还 能 看 见 每 个 立体 生物 , 包括 高 贵 可 敬 的 球体 的 内 

球 :“ 可 是 ,哪里 又 有 四 维 国 呢 ?” 

我 :“ 我 不 知道 .但 您 无 疑 是 知道 的 .” 

球 :“ 我 不 知道 .没有 这 样 的 地 方 .这 种 想象 简直 不 可 理喻 .” 

我 :“ 阅 下 ,这 对 于 我 都 并 非 不 可 理喻 ,那么 对 于 先生 您 就 更 好 理解 了 .” 

“我 想 ,即使 在 这 儿 , 在 这 个 三 维 国 里 ,您 也 有 办 法 让 我 体会 到 第 四 个 维 . 这 
正如 在 二 维 国 时 ,您 能 巧妙 地 打开 您 有 眼 无 珠 的 仆人 的 眼界 ,让 我 虽 没有 看 见 ， 
但 使 我 确信 第 三 维 的 存在 一 样 . 让 我 回顾 一 下 过 去 吧 . 当 我 在 二 维 国 时 ,您 不 是 
告诉 我 ,我 所 看 见 的 一 条 线 和 推断 出 的 一 个 面 ,实际 上 是 具有 一 个 我 还 不 知道 
的 你们 叫做 “高 "的 ,与 亮度 所 表现 的 内 容 不 同 的 第 三 个 维 吗 ?现在 ,在 这 三 维 
地 界 里 ,我 不 是 可 以 照 此 推 想 ,认为 由 我 们 所 看 见 的 一 个 面 推断 出 的 立体 ,实际 
上 也 具有 一 个 我 还 不 认识 的 ,虽然 是 无 穷 小 的 和 不 可 测量 的 ,然而 是 确实 存在 
的 第 四 个 维 吗 ? 除 此 之 外 ,用 类 推 也 可 以 证 实 这 一 点 呢 !” 

BR: 类 推 ? 胡 扯 ! 怎 么 类 推 ?” 

我 :这 可 是 阁下 您 逼 邯 人 回顾 一 下 您 曾经 揭示 过 的 一 切 呢 ! 要 知道 ,您 告 
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诉 我 的 绝 非 是 什么 不 足 挂 齿 的 小 事 . 我 是 渴求 得 到 更 多 知识 的 .无 疑 ,我 现在 不 
能 看 见 高 于 三 维 的 国度 ,我 没 长 着 这 样 的 眼睛 .但 是 , 正 像 可 怜 纤细 的 一 维 国王 
不 能 在 二 维 国土 上 左右 转动 发 现 第 二 维 , 而 二 维 国 仍然 存在 一 样 ;还 正 像 我 这 
个 可 怜 的 睁 眼 上 里 不 能 触摸 到 第 三 个 维 ,而 第 三 个 维 却 近 在 眼前 ,而 且 包 围 了 我 
一 样 ;四 维 物 体 也 一 定 存在 着 .阁下 您 一 定 是 可 以 用 您 的 思想 之 目 觉察 到 它 的 . 
它 的 存在 正 是 您 指点 我 的 结果 .难道 您 忘记 了 您 教 给 我 的 东西 了 吗 ?在 一 维 中 
一 个 点 的 运动 ,不 就 产生 出 一 条 具有 两 个 端点 的 直线 吗 ? 

“一 条 线 在 二 维 中 的 运动 ,不 就 能 产生 出 一 个 具有 四 个 端点 的 四 边 形 吗 ? 

“一 个 移动 的 四 边 形 在 三 维 中 的 运动 ,不 就 产生 出 一 一 虽说 我 的 眼睛 看 不 
出 一 一 一 个 有 幸 具有 八 个 端点 的 立方 体 么 ? 

“那么 ,根据 类 推 法 ,将 这 一 真理 延伸 下 去 ,一 个 立方 体 不 就 能 在 四 维 中 运 
动 吗 ? 而 且 , 运 动 的 结果 ,不 就 应 当 是 产生 出 一 个 比 非凡 的 立方 体 更 加 超凡 的 、 
具有 十 六 个 端点 的 物体 吗 ? 

“注意 这 一 系列 有 说 服 力 的 数字 :2,4,8,16, 不 正 是 几何 级 数 吗 ? 这 难道 不 
正 是 一 一 请 允许 我 引用 您 自己 的 话 一 一 完全 可 以 类 推出 来 的 吗 ? 

“再 有 ,您 不 是 教 过 我 ,一 条 线 有 两 个 端点 ,一 个 四 边 形 有 四 条 边线 ,所 以 一 
个 立方 体 一 定 有 六 个 四 边 形 的 面 吗 ?再 看 看 这 个 有 说 服 力 的 数字 系列 :2,4,6， 
这 不 正 是 算术 级 数 吗 ?因而 ,由 非凡 的 立方 体 通过 在 四 维 国 里 的 运动 产生 的 超 
凡 结 果 ,一 定 有 八 个 立方 体 为 其 端 体 , 这 不 也 正 像 您 自己 对 我 所 说 过 的 那样 ,是 
“完全 可 以 类 推出 来 "的 吗 ? 

“阁下 ,我 的 好 阁下 ,您 瞧 ,我 其 实 并 不 真 的 知道 什么 ,只 是 靠 推测 有 所 结论 
而 已 .我 请 求 您 ,要 么 肯定 我 的 逻辑 推断 ,要么 否定 我 的 逻辑 推理 . 如 果 您 说 我 
错 了 ,我 就 接受 您 的 结论 , 而且 从 此 再 不 提 什 么 四 维 ;可 是 ,如 果 我 是 对 的 , 那 您 
也 该 服从 理性 啊 ! 

因此 ,我 要 问 一 问 ,在 你 们 那里 ,有 没有 什么 人 曾 目睹 比 自己 更 高 等 的 生物 
凭空 而 降 ,进入 关闭 的 房间 ,不 用 打开 门窗 ,就 可 以 随意 出 现 和 消失 , 正 像 您 进 
人 我 房间 时 一 样 ?对 我 来 说 ,对 这 个 问题 的 回答 至 关 重 要 , 如 果 回 答 是 否定 的 ， 
我 以 后 就 永 不 提起 这 个 话题 . 务 请 您 给 我 一 个 回答 .” 

BR: (BERT — JL) 据说 有 这 种 事 . 但 人 们 对 这 个 问题 的 看 法 是 有 分 歧 
的 .即使 确 有 其 事 ,也 还 有 许多 不 同 的 解释 .不 过 ,虽说 有 许多 种 解释 ,但 其 中 并 
不 包括 四 维 理论 . 咱们 别 谈 这 种 琐 节 末 事 ,还 是 言 归 正 传 吧 .” 

我 :我 确信 这 一 点 .我 坚定 地 相信 我 的 预言 会 被 证 实 . 最 好 的 老师 啊 ,请 宽 
容 地 回答 我 的 另 一 个 问题 吧 :曾经 在 你 们 国度 中 出 现 一 一 没 人 知道 他 们 来 自 
哪里 一 一 又 消失 一 一 也 没 人 知道 他 们 去 了 何方 一 一 的 那些 生物 ,在 他 们 消失 
时 ,是 否 是 一 点 点 缩小 其 形体 的 截 块 而 莫名 其 妙 地 消失 在 更 广阔 的 空间 里 呢 ?” 
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BR: (不 快 地 ) "不 错 ,是 这 样 消失 的 一 一 如 果 他 们 的 确 出 现 过 的 话 .但 是 ， 
大 多 数 人 说 这 些 都 是 头脑 中 的 幻觉 引起 的 .也 就 是 说 ,这 是 出 现在 这 些 所 谓 目 
击 者 思维 中 的 幻象 ,是 大 脑 皮 层 受 刺激 的 结果 .你 弄 不 明白 这 是 什么 意思 吧 ?” 

我 :“ 他 们 是 这 样 说 的 吗 ? 别 相信 这 种 话 , 如 果 肯 定 有 这 种 事 的 话 , 那 么 这 个 
更 高 级 的 世界 就 该 是 四 维 国 了 . 那 就 带 我 去 那里 好 了 .我 要 在 那个 神 妙 的 地 方 
观看 一 切 立 体 的 内 部 ;我 会 欣喜 万 分 看 到 立方 体 在 全 新 的 方向 上 移动 ,同时 严 
格 地 遵从 类 推 法 的 结论 行事 ,从 而 造成 它 的 内 部 的 每 一 个 点 都 通过 新 的 空间 ， 
形成 它 自己 的 轨迹 ,创造 出 比 它 自身 更 加 至 善 至 美的 形体 一 一 具有 十 六 个 超 
立体 项 角 外面 围 着 八 个 立方 体 的 东西 . 而 且 在 此 之 后 ,我 们 难道 就 会 到 此 为 目 
吗 ? 在 这 个 有 四 个 维 的 神圣 世界 里 ,难道 我 们 会 足 跑 在 五 维 世界 的 门口 徘徊 不 
进 吗 ? 啊 ,不 ! 让 我 们 的 抱负 同 肉体 一 起 飞升 吧 . 在 我 们 智慧 的 冲击 下 ,六 维 世 界 
的 大 门将 洞开 ,以 后 是 七 维 、 八 维 …… i 

天 晓得 我 还 能 说 多 和 久 . 球 先生 大 吼 着 命 我 住 嘴 ,威胁 说 我 要 是 一 味 说 下 去 ， 
他 就 要 弄 死 我 .可 这 一 切 全 是 徒劳 . 我 如 醉 如 痢 地 对 真理 的 渴求 已 不 可 遏止 地 
进发 出 来 .也 许 这 是 我 的 错 , 但 又 是 他 将 我 引入 这 一 结局 的 .不 过 ,这 一 切 很 快 
就 结束 了 .我 被 什么 东西 从 外 部 撞 了 一 下 ,于 是 话 头 被 打 断 了 ;同时 又 被 什么 东 
西 从 内 部 撞 了 一 下 ,结果 我 便 以 高 速 在 空间 运动 起 来 .下 落 ! 下 落 ! 下 落 ! 我 迅速 
地 降落 .我 知道 自己 在 返回 二 维 .我 往 下 看 了 这 沉闷 的 荒原 一 眼 , 这 又 将 成 为 我 
的 整个 宇宙 了 .然后 ,我 便 陷 人 了 一 片 黑暗 .我 的 最 后 印象 是 一 声 巨 响 . 当 我 又 
恢复 知觉 时 ,已 经 又 是 一 个 只 会 在 平面 上 息 行 的 普 普 通通 的 四 边 形 了 .我 正 置 
身 于 自己 的 书房 里 , 听 到 的 是 妻子 走 过 来 时 发 出 的 “轻柔 的 叫 声 ”. 


2.8 ”我 在 梦 中 受到 球 的 鼓励 


我 虽然 没有 时 间 考 虑 , 却 本 能 地 觉得 必须 对 妻子 隐瞒 我 的 经 历 . 这 倒 不 是 
认为 对 她 讲 出 来 会 有 什么 危险 ,而 是 因为 我 知道 ,这 场 奇 遇 在 二 维 国 的 任何 一 
个 妇女 看 来 都 肯定 是 无 法 理解 的 .所 以 我 便 撒 了 谎 , 说 我 不 小 心 从 活 板 门 掉 进 
SHOPS , 摔 晤 了 过 去 . 

可 是 在 我 们 这 里 ,向 南 的 引力 相当 微弱 ,因此 就 是 妇女 ,也 会 觉得 我 叙述 的 
经 历 未 免 离奇 得 难以 置信 .但 是 我 妻子 的 脾气 远 远 比 一 般 女 性 平和 . 她 觉察 出 
我 的 不 同 寻常 的 激动 ,就 没 和 我 争辩 .但 她 坚持 说 我 病 了 ,需要 卧床 休息 . 我 倒 
也 愿意 有 个 借口 退 避 到 我 的 卧室 去 ,好 安安 静 静 地 回想 发 生 的 一 切 . 当 我 终于 
一 个 人 独处 时 ,党 得 自己 昏 昏 欲 睡 ,但 在 闭 上 眼睛 前 ,我 仍 重演 了 一 遍 三 维 理 
论 ,特别 是 由 一 个 四 边 形 移动 而 形成 立方 体 的 过 程 , 虽 不 像 我 希望 的 那样 清晰 ， 
可 我 记 住 了 它 必须 “向 上 ,而 不 是 向 北 ”. 我 决定 把 这 句 话 作为 线索 牢 牢记 住 , 相 
信 如 能 牢记 它 ,就 能 得 出 正确 的 结果 . 于 是 ,我 像 念 咒语 一 样机 械 地 重复 这 句 
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在 睡眠 中 ,我 做 了 个 梦 .我 觉得 我 又 到 了 球 先生 的 身边 .从 他 神采 飞扬 的 样 
子 , 我 知道 他 已 不 再 生 我 的 气 ,又 变 得 十 分 温 厚 了 .我 的 这 位 引路 人 让 我 注意 一 
个 无 限 小 的 亮点 ,并 带 我 向 它 奔 去 . 当 我 们 接近 它 时 ,我 好 像 听 到 了 一 种 细微 的 
声音 ,就 像 你 们 三 维 国 的 一 只 绿 头 苍蝇 发 出 来 的 动静 , 只 是 更 空 荡 , 更 微弱 . 直 
到 我 们 离 它 不 足 二 十 个 人 的 距离 时 ,这 声音 才 传 到 我 的 耳 鼓 里 ， 

“看 那 边 , ”我 的 引路 人 说 “你 曾 在 二 维 国 住 过 , 曾 在 梦 中 遇 到 过 一 维 国 ， 
也 曾 同 我 一 起 飞 到 三 维 国 ;为 了 使 你 有 完整 的 体验 ,我 领 你 降 到 存在 的 最 底层 . 
这 就 是 零 维 王国 .也 就 是 没有 维 数 的 深渊 . 

“看 那个 可 怜 虫 .那个 点 也 像 我 们 一 样 有 生命 ,可 是 被 限制 在 无 维 之 谷 . E 
自己 就 是 它 的 整个 世界 ,就 是 它 的 全 部 宇宙 ;除了 自己 以 外 , 它 没有 任何 其 他 的 
概念 ,不 知道 何者 为 长 . 宽 、 高 ,因为 它 没有 体验 过 ; 它 甚 至 不 晓得 2 这 个 数 ,他 
也 不 认为 有 更 大 的 数 , 因 为 它 自己 是 1,1 便 是 一 切 .他 其 实 什 么 也 不 是 , 却 表现 
得 十 分 自满 .不 知 你 注意 到 没有 ?请 记 住 这 个 道理 :自满 是 可 鄂 , 是 无 知 ,追求 要 
胜 过 盲目 而 无 为 的 幸福 .你 听 !1” 

他 不 说 了 .我 听 到 这 个 正在 接近 我 的 小 不 点 儿 发 出 一 种 细微 低沉 单调 而 
独特 的 哄 哄 声 , 好 像 是 你 们 三 维 国 老式 留声机 的 动静 .从 这 片 哄 哄 声 里 ,我 听 出 
TRE “EBA LS. RRS SHER!” 

“什么 ?” 我 说 ,“ 这 个 小 东西 所 说 的 “ 彼 ” 是 指 什么 ?” 

， 球 先生 答 道 :“ 指 它 自己 呀 ! 不 知 你 有 没有 注意 到 ,有 些小 娃娃 或 孩子 气 的 
人 不 能 把 他 们 自己 与 世界 区 分 开 来 ,他 们 就 是 用 第 三 人 称 来 称呼 自己 的 . 别 作 
声 !” 

“ 彼 充 满 全 部 空间 ,” 这 小 东西 自 言 自 语 地 继续 说 :“ 充 入 何 处 , 即 为 何 物 ; 
念 及 何 物 ,即行 宣布 ;一 俊 宣 布 , 悉 听 不 误 . 彼 实 集 思 者 SA MAAS PR 
思想 \ 语 言 . 听 觉 于 一 体 ;既是 一 ,又 为 总 . 幸 哉 , 福 哉 .存在 便 是 福 耶 !” 

“你 不 能 让 它 从 自 鸣 得 意 中 清 醒 过 来 吗 ?” 我 说 “告诉 它 所 处 的 实际 地 位 ， 
就 像 你 曾 告诉 我 的 那样 . 向 它 说 明 零 维 国 的 狭小 限度 , 领 它 升 到 高 些 的 境界 
吧 .” 

“这 可 不 是 一 件 容易 的 事 呀 !1” 我 的 引路 人 说 ,“ 你 来 试 试看 1” 

于 是 ,我 便 把 嗓门 提 到 最 高 ,向 这 个 点 喊 道 :“ 别 嘟 哮 了 ,你 这 可 怜 的 角色 ! 
什么 “总 ' ,实际 上 你 什么 都 不 是 ! 你 所 谓 的 宇宙 ,其实 只 是 直线 上 的 一 个 点 ,而 
一 条 直线 也 只 比 ere z 

“ 别 说 了 AAT ,你 讲 的 够 多 了 ,” 球 先生 打 断 了 我 “现在 听 听 你 对 零 维 
国 国王 高 谈 阔 论 的 效果 吧 ! 

听 到 我 刚才 的 话 ,这 位 国王 成 了 更 亮 的 光 点 一 一 这 说 明 它 越发 志 得 意 满 
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本 .我 刚刚 住 嘴 , 它 便 又 拿 腔 作 调 地 说 了 下 去 :“ 乐 ,思想 之 乐 ! 思 之 所 为 ,无 坚 不 
摧 ! 念 及 和 披 无 足 轻重 , 愈 令 其 幸福 有 加 ! 始 于 甜蜜 之 反 论 , 终 于 胜利 之 结局 ! 喷 ! 
集 总 于 一 的 至 妙 创造 力 ! 乐 ! 存 在 之 乐 !” 

“ 瞧 ， 我 的 引路 人 又 说 “你 的 话 没 起 什么 作用 呢 . 即 令 他 听 到 了 只 言 片 
语 ,也 是 把 你 的 话 当 做 它 自己 想到 的 东西 接受 的 ,并 以 此 自 锥 ' 它 的 思想 ' 的 丰 
富 多 彩 . 因为 它 无 法 理解 ,除了 它 自己 之 外 ,世界 上 还 会 有 别 的 任何 事物 .我 们 
别 去 管 这 位 零 维 国 的 上 帝 , 让 它 自 顾 自 地 去 酝酿 什么 无 所 不 在 和 无 所 不 知 吧 ! 
无 论 你 还 是 我 ,都 无 法 把 它 从 自满 中 解救 出 来 .” 

此 后 ,我 们 又 慢 慢 地 回 到 二 维 国 .我 的 同伴 和 入 地 指出 这 番 经 历 的 富 意 , 支 
持 我 对 知识 的 渴求 ,并 鼓励 我 去 唤起 其 他 人 对 知识 的 向 往 . 他 承认 , 当初 ,由 于 
我 要 飞升 到 比 三 维 国 更 高 的 世界 中 去 ,他 曾 不 高 兴 过 ,但 后 来 ,他 有 了 新 的 认 
识 .他 并 不 耻 于 在 学 生 面 前 承认 自己 的 错误 .然后 ,他 便 引导 我 进入 比 我 已 经 了 
解 到 的 更 高 的 神奇 境界 ,告诉 我 如 何 由 立体 的 移动 形成 超 立体 , 再 由 超 立 体 的 
移动 产生 超 超 立 体 .这 一 切 都 十 分 简单 ,都 是 “完全 可 以 类 推出 来 的 ”. 


2.9 ”我 试图 向 孙子 传授 三 维 理论 ,其 过 程 及 结果 


我 醒 了 过 来 ,心中 十 分 兴奋 ,随后 便 开始 考虑 今后 应 有 什么 大 作为 .我 认为 
应 马上 对 全 体 二 维 国 民 ,包括 妇女 和 士兵 在 内 ,宣讲 三 维 真理 ,并 决定 先 从 我 的 
妻子 做 起 . 

正当 我 打算 实施 这 一 计划 时 , 听 到 街 上 传 来 人 声 .有 不 少 人 喊 着 哮 着 , 叫 大 
FON TE ,接着 便 有 个 更 响 的 嗓门 讲话 了 . 这 是 一 个 传令 官 在 宣读 公告 .我 留心 听 
着 , 听 出 这 是 议会 的 决定 :任何 人 如 果 打 算 以 什么 别 的 世界 的 启示 将 人 民 引 入 

我 考虑 了 一 下 .这 样 的 危险 可 忽视 不 得 ,最 好 的 防范 措施 是 只 字 不 提 我 受 
局 示 的 经 历 , 只 是 直接 进行 宣讲 .这 样 做 看 来 十 分 简单 而 又 可 靠 , 并 不 会 因 放弃 
前 一 部 分 而 影响 实际 效果 “向 上 \` 而 不 是 向 北 ”, 这 是 全 部 宣讲 的 关键 .在 我 睡 
着 以 前 ,这 句 话 的 含义 有 我 看 来 是 很 明确 的 . 当 我 第 一 次 从 梦 中 醒 来 时 ,也 仍 显 
得 一 清二 楚 . 可 不 知 怎么 搞 的 ,现在 我 竟 又 觉得 不 那么 明白 了 . 因此 ,尽管 我 的 
妻子 恰 在 此 刻 走 进 了 房间 ,在 交谈 了 几 句 家 常 之 后 ,我 还 是 决定 不 从 她 开始 为 
好 . 

我 的 几 个 五 边 形 儿子 都 很 有 个 性 和 主见 . 他们 都 是 有 名 望 的 医生 ,可 对 数 
学 却 不 很 精通 ,因此 不 是 合适 的 对 象 . 于 是 ,我 便 想到 了 我 的 一 个 孙子 一 一 一 
个 有 数学 才能 的 年 轻 而 温 文 尔 雅 的 六 边 形 , 正 是 我 最 理想 的 学 生 . 为 什么 不 先 
以 他 为 施 教 对 象 呢 ?他 在 偶然 情况 下 想到 了 33 的 意义 ,这 曾 得 到 过 球 先生 的 赞 
许 .一 个 毛 孩 子 是 不 会 知道 议会 决议 的 ,因此 同 他 进行 讨论 十 分 安全 .要 是 同 我 
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的 儿子 们 谈 , 我 可 没有 把 握 , 因 为 他 们 盲目 的 爱国 主义 感情 和 对 居 统 治 地 位 的 
圆 的 盲从 ,可 能 会 使 他 们 发 现 我 当真 主张 “异端 ”的 三 维 学 说 ,于 是 乎 自觉 自愿 
地 把 我 送 交 政 府 当 局 . 

不 过 ,我 先 得 用 某 种 口 实 来 满足 我 妻子 的 好 奇 心 .她 自然 希望 知道 有 关 那 
位 “ 圆 " 要 求 神秘 会 见 的 缘由 ,以 及 他 进入 屋子 的 手段 . 我 便 精心 编造 了 一 套 
话 , 不 过 铠 怕 并 不 像 三 维 国 读者 们 希望 的 那样 能 自圆其说 . 到底 是 怎样 一 套话 ， 
这 里 就 不 细 述 了 ,反正 最 终 我 成 功 地 骗 过 了 她 ,让 她 平静 地 将 注意 力 转 到 了 家 
庭 琐事 方面 ,不 再 打听 什么 三 维 世界 了 . 随后 ,我 便 马 上 把 我 孙子 找 来 . 说 实在 
if ,我 已 经 党 出 ,不知 怎么 摘 的 ,我 兽 经 见 到 和 听 到 的 一 切 , 已 好 像 一 场 腊 胱 的 
梦 那样 ,逐渐 变 得 模糊 了 .因此 ,我 急于 想 尝 试 我 的 布道 技巧 ,接纳 我 的 第 一 个 
弟子 . 

我 孙子 进 屋 之 后 ,我 便 小 心地 锁 上 门 ,然后 坐 到 他 旁边 ,让 他 拿 出 他 学 数学 
用 的 石板 一 一 在 你 们 看 起 来 只 是 一 段 线 一 一 告诉 他 继续 昨天 的 课程 .我 再 次 
告诉 他 一 个 点 如 何在 一 个 维 上 移动 而 产生 一 条 线 ,以 及 一 条 直线 如 何在 两 个 维 
上 移动 而 产生 一 个 四 边 形 . 然 后 ,我 强 忍 住 笑 说 :… 晓 ,小 淘气 ,你 昨天 要 我 相信 ， 
一 个 四 边 形 可 以 按 同 样 的 方式 产生 别 的 图 形 , 即 一 种 三 个 维 的 超 四 边 形 , 只 是 
此 时 移动 的 方向 应 “向 上 .而 不 是 向 北 ” .小 嘎 子 ,你 再 说 一 遍 好 不 好 ?” 

就 在 这 时 , 我 又 听 到 了 传令 官 在 外 边 街 上 的 喊 声 :“ 注 意 啦 , 注意 
啦 …… ”一 一 他 又 在 公布 那 份 议会 的 决议 了 .我 的 孙子 虽然 年 轻 一 一 以 他 的 
年 龄 论 可 谓 聪明 过 人 ,又 在 尊重 贵族 圆 的 权威 这 样 一 种 环境 中 生活 一 一 但 对 
局 势 的 敏感 是 我 未 曾 料 到 的 .他 沉默 着 ,直到 决议 的 最 后 一 名 话音 消失 ,然后 突 
然 加 了 起 来 ,说道 , 亲 爱 的 爷爷 , 那 只 是 我 说 着 玩 儿 的 , 当然 没有 什么 用 意 . 一 
点 儿 也 没有 ! 我 说 这 话 时 ,咱们 都 还 不 知道 这 些 新 法 令 呢 . 我 也 不 记得 自己 说 过 
什么 第 三 维 .什么 “向 上 \ 而 不 是 向 北 ” 更 是 没 影 儿 的 事 儿 .我 压根 就 没 说 过 .一 
个 物体 怎么 会 向 上 , 而 不 是 向 北 运动 呢 ? 向 上 而 不 向 北 ?虽说 我 是 个 孩子 ,也 不 
会 这 么 胡说 啊 ! 嘻 哮 ! 这 有 多 傻 啊 !1” 

“一 点 也 不 傻 !” 我 发 火 了 ,又 拿 起 手中 的 四 边 形 对 他 说 道 ,“ 就 拿 这 个 四 边 
形 打 比方 吧 . 我 移动 它 .你 看 ,不 是 向 北 ,而 是 …… 对 ,向 上 …… 也 就 是 说 ,不 是 
向 北 ! 而 是 向 别 的 一 个 什么 方向 …… 不 完全 是 这 样 ,而 是 以 某 种 方式 …… ”我 
的 话 就 这 样 卡 住 了 ,再 不 知道 怎样 说 下 去 ,只 是 漫 无 目的 地 挥舞 着 手中 的 四 边 
形 , 把 我 孙子 喜 得 大 笑 不 止 .我 从 来 没有 听 到 他 这 么 响亮 地 笑 过 .他 说 我 不 是 在 
教 他 , 而 是 在 喜 他 玩 .说 着 ,他 便 打 开房 门 跑 了 出 去 .我 给 一 个 小 学 生 上 的 第 一 
堂 三 维 真 理 课 便 告 完结 . 


2.10 我 试图 以 其 他 方式 散播 三 维 理论 ,结局 如 何 
在 孙子 身上 的 失败 ,倒是 没有 促使 我 向 家 庭 的 其 他 成 员 泄露 我 的 秘密 ,但 
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也 没有 令 我 灰心 .这 次 尝试 使 我 看 出 , 单 靠 “ 向 上 、\ 而 不 是 向 北 ” 这 句 话 是 不 行 
的 ,应 当 努 力 寻求 一 种 论述 方式 ,以 把 全 部 有 关 观 点 清楚 地 摆 在 公众 面前 .因此 
我 觉得 应 付 诸 写 作 . 

所 以 ,我 一 连 几 个 月 闭 房 不 出 ,专心 撰文 论述 神秘 的 三 维 世 界 .只 是 为 了 不 
冒犯 法 律 ,我 不 得 不 避 而 不 讲 具体 的 维 .我 说 的 是 一 个 思维 国 . 从 理论 上 说 ,从 
这 个 国度 里 能 俯 辐 二 维 国 ,看 见 一 切 物体 的 内 部 和 外 部 ,而且 在 那个 国度 里 ,可 
以 存在 一 种 形体 , 它 的 外 面 被 六 个 四 边 形 和 八 个 顶点 包围 着 .但 在 我 写 这 本 书 
时 ,发 现 最 糟糕 的 是 不 能 根据 需要 , 画 出 必要 的 图 解 来 .因为 在 二 维 国 里 ,人 们 
能 看 到 的 并 不 是 图 形 而 只 是 线 . 一 切 都 表现 为 直线 ,只 有 长 短 和 明暗 的 不 同 , 因 
此 这 篇 文章 (我 给 它 起 名 为 《从 二 维 国 到 思维 国 》) 完稿 时 ,我 拿 不 准 究竟 会 有 
多 少 人 明白 我 的 意思 . 

与 此 同时 ,我 的 生活 中 出 现 了 阴云 .我 对 一 切 娱 乐 都 感到 厌倦 ,眼前 的 一 切 
都 在 劝 诱 我 说 出 反叛 的 话 来 . 因为 我 不 能 不 把 我 在 二 维 国 看 到 的 情况 与 它们 在 
三 维 国 里 的 实际 面貌 相 比 较 ,而 且 简 直 要 忍 不 住 大 声 说 出 来 .我 轻 慢 了 我 的 当 
事 人 ,忽视 了 自己 的 职责 ,终日 沉思 在 我 曾 看 见 , 但 不 能 告诉 任何 人 的 神秘 事物 
中 .此 外 我 又 发 现 , 我 头脑 中 的 印象 已 越 来 越 难 复 现 了 . 

在 我 从 三 维 国 回来 后 的 第 十 一 个 月 后 的 一 天 ,我 闭 上 眼睛 ,试想 在 大 脑 里 
想象 出 一 个 立方 体 ,然而 却 失 败 了 .后 来 我 又 成 功 了 ,但 已 不 那么 把 握 十 足 , 而 
且 以 后 也 一 直 如 此 .这 使 我 更 加 消沉 了 .我 决定 采取 行动 ;但 采取 什么 行动 ,我 
又 说 不 出 .如 果 能 够 说 服 众人 ,我 是 宁愿 献 出 生命 的 ,可 是 如 果 我 甚至 连 亲 孙子 
都 说 不 服 , 又 怎么 能 让 我 国 最 高 级 和 最 进化 的 圆 们 信服 呢 ? 

有 许多 次 ,我 在 精神 极度 亢奋 的 状态 下 冒 出 了 危险 的 言论 . 当局 已 经 认为 
若 不 是 心怀 蕊 测 , 那 就 是 迷 上 了 异端 邪说 .对 此 ,我 是 一 清二 楚 的 .可 是 ,我 仍 不 
时 管 不 住 自己 ,说 出 令 人 生 疑 和 离 经 产道 的 话 来 . 我 甚至 把 这 类 话说 给 最 高 级 
的 多 边 形 和 圆 听 .例如 , 当 一 次 讨论 对 自称 能 看 见 物体 内 部 的 狂人 的 处 理 意见 
时 ,我 就 引用 了 古代 一 位 圆 的 话说 : 预言 家 和 天 才 总 是 被 多 数 人 视 为 狂人 . 有 
时 ,我 偶尔 还 会 说 “能 看 到 物体 内 部 的 眼睛 ”和 “能 一 览 无 余 的 地 方 ”. 有 一 两 
次 ,我 甚至 脱口 说 出 了 “第 三 维和 第 四 维 ” 等 被 禁 言 语 . 最 后 ,我 从 这 些 “ 小 意 
思 ” 竞 发展 到 了 大 不 态 , 在 地 方 官员 本 人 的 官 姥 举行 的 一 次 “地 区 思辨 学 会 ”到 
会 上 放 了 一 炮 .在 这 次 聚会 上 ,我 听 到 一 个 轧 不 可 及 的 糊涂 虫 读 了 一 篇 洋洋 酒 
酒 的 文章 ,大 谈 其 上 帝 把 维 数 限制 为 两 个 的 理由 ,以 及 为 什么 只 有 上 帝 才 能 无 
所 不 见 , 便 忘 形 起 来 ,详细 地 叙述 了 自己 的 经 历 :我 随 着 一 位 球体 进入 三 维 空 
间 ,进入 了 市 中 心 的 议会 厅 , 然 后 再 次 进入 空间 ,最 后 又 返回 家 中 …… 我 讲 了 
我 实际 上 和 在 梦 中 看 到 和 听 到 的 一 切 .一 开始 时 ,我 还 假借 了 一 个 虚构 的 人 物 
来 描述 一 段 假想 的 经 历 ,可 我 的 激情 使 我 很 快 抛弃 了 一 切 掩饰 .最 后 ,在 这 个 热 
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情 洋溢 的 长 篇 演说 的 结尾 ,我 呼吁 在 场 的 所 有 听众 抛 开 偏见 而 版 依 三 维 真理 . 

结果 还 用 说 吗 ?我 立刻 遭 到 逮捕 . 

第 二 天 早上 ,我 被 带 到 了 议会 受 讯 问 .我 恰恰 站 到 了 几 个 月 前 球 先生 同 我 
在 一 起 的 位 置 上 .他 们 让 我 讲述 我 的 故事 ,没有 人 提问 ,也 没有 人 打 断 我 .可 是 
从 一 开始 ,我 就 预见 到 了 自己 的 命运 .因为 在 我 进行 辩护 前 ,在场 的 警卫 都 是 些 
项 角 较 大 的 等 边 三 角形 , 顶 角 都 在 55° 上 下 .而 到 了 我 发 言 时 , 议长 却 命令 把 他 
们 撤 了 下 来 , 换 成 了 顶 角 为 2 和 3? 的 更 低 等 卫士 .我 心里 雪亮 ,知道 这 意味 着 
我 很 可 能 被 处 死 或 监禁 , 听 到 这 一 叙述 的 所 有 在 场 者 也 将 被 一 道 消灭 , 以 向 社 
会 保密 ,因此 议长 要 用 低劣 者 替 较 有 价值 者 送 命 . 

在 结束 我 的 辩护 之 后 ,也许 是 觉察 到 一 些 资历 较 浅 的 圆 们 已 被 我 的 坦诚 所 
感动 ,议长 问 了 我 两 个 问题 : 

(1) 我 能 否 指出 我 所 说 的 “向 上 .而 不 是 向 北 ” 这 句 话 所 意 指 的 具体 方向 ? 

(2) 我 是 否 能 用 图 解 或 叙述 的 方法 (而 不 是 类 推 什么 假想 的 边 和 角 ) 表明 
我 所 言及 的 立方 体 图 形 ? 

我 声明 再 没有 什么 可 说 的 了 ,只 说 我 必须 尊重 真理 ,而 真理 终 将 胜利 . 

议长 说 他 很 赞成 我 的 这 句 话 ,还 说 比 这 更 好 的 结束 语 怕 是 不 会 有 了 .他 判 
我 无 期 徒刑 ,还 说 如 果 果 真有 什么 三 维 真理 认为 我 应 当 隔 离 绢 继 、 出 来 向 世界 
宣讲 真理 的 话 , 那 么 就 让 我 等 待 着 这 些 真 理 亲 自 来 解 救 我 好 了 .不 过 他 又 说 , 除 
了 要 采取 一 些 防 范 我 逃跑 的 必要 措施 外 ,我 在 牢狱 中 无 须 吃苦 ; 而 且 只 要 我 不 
利用 这 一 优 滥 待遇 胡作非为 ,我 还 能 见 到 先 于 我 人 图 图 的 哥哥 . 

七 年 过 去 了 .我 依然 是 个 囚犯 ,而且 除了 看 守 我 的 狱 卒 和 偶然 来 看 我 的 哥 
哥 外 ,再 见 不 到 任何 人 .我 的 哥哥 是 一 个 极 好 的 四 边 形 ,他 正直 、 聪 明 、 乐 观 ,又 
富 手 足 之 情 .但 我 承认 ,我 同 他 每 周一 次 的 上 晤 面 , 至 少 在 一 个 方面 使 我 更 加 痛 
苦 : 当 初 球 先生 在 议会 厅 出 现时 ,我 哥哥 也 在 场 ,他 看 见 了 球 的 截面 的 变化 ,也 
听 到 了 球 对 圆 们 所 做 的 表演 和 讲解 . 在 七 年 的 牢狱 生活 中 ,几乎 没有 一 个 星期 
我 不 同 他 反复 讲述 我 在 球 先生 那 次 演示 中 干 了 些 什 么 ,我 还 大 量 地 叙述 了 三 维 
国 的 种 种 现象 ,以 及 由 类 推 法 推断 立体 的 存在 .但 是 我 不 得 不 承认 ,他 仍 不 能 领 
悟 第 三 维 的 本 质 , 始 终 不 相信 球 这 种 形体 的 存在 . 

因此 ,我 是 一 无 所 成 .从 我 的 所 有 经 历来 看 ,千年 一 度 的 启示 并 没有 使 我 做 
出 任何 成 绩 . 三 维 国 里 曾 有 位 普罗 米 修 斯 ,他 把 天 火 带 给 人 类 ,结果 为 此 而 受 
昔 . 而 我 这 个 可 怜 的 二 维 国 的 普罗 米 修 斯 ,虽然 也 在 受苦 , 却 什么 也 没有 给 我 的 
人 民 带 来 .不 过 ,我 仍 抱 着 希望 ,希望 我 的 回忆 能 以 某 种 方式 一 一 什么 方式 ,我 
可 想 不 出 来 —— 传 到 什么 地 方 ,激励 那里 的 人 们 奋起 ,不 再 关于 有 限 个 维 的 世 
R. 

这 就 是 我 心绪 较 好 时 的 希望 . 不 过 ,我 并 不 是 总 能 如 此 .我 时 时 会 心情 沉 
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E, KERDE ETO PE He EPRA Ta, AEEA HY 
确切 形状 一 清二 楚 .在 夜里 ,我 总 是 在 梦 中 听 到 “向 上 .而 不 是 向 北 ”这 句 话 ,就 
像 是 中 了 那 . 我 固然 有 为 真理 献身 的 勇气 , 但 也 会 不 时 陷 人 软弱 的 精神 状 
态 一 一 当 立 方 体 和 球体 在 我 脑海 中 显得 很 不 真实 时 , 当 三 维 国 看 起 来 也 同一 
维 国 或 零 维 国 一 样 绿 绢 时 , 当 限 制 我 自由 的 坚硬 墙壁 .我 用 来 写字 的 便签 ,以 及 
二 维 国 的 种 种 实在 在 我 面前 像 是 痴 想 的 产物 和 荒诞 的 梦幻 时 . 
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生活 空间 的 维度 ” 


一 一 ~ 一 人 ~ 下 ~ 人 下 ~ 一 ~ 一 


内 是 在 近年 里 ,数学 才 找到 了 满意 地 处 理 维度 问题 的 广 


法 .维度 差异 不 是 大 小 差异 或 空间 潜力 差异 . 人 们 可 以 把 一 条 
直线 的 点 集 同 等 于 一 个 有 界 两 维 区 域 或 一 个 三 维 物体 的 各 点 . 
T 在 考虑 多 少 维度 时 ,人 们 应 该 将 其 归 因 于 生活 空间 ,不 必 考 卡 
描述 时 空间 “可 用 的 ” 纯 数量 问题 . 
数学 表明 ,维度 是 空间 的 “内 部 结构 ”的 一 种 属性 ,这 种 属 
性 密切 联系 于 拓扑 属性 . 两 维 空间 例如 平面 的 属性 是 ,在 平面 
之 内 ,不 可 能 把 5 个 或 5 个 以 上 的 点 互相 连接 而 连 线 不 相交 .而 
且 , 我 们 提 到 ,在 两 维 空间 中 ,不 可 能 把 圆 内 一 点 和 圆 外 一 点 连 
接 而 同 圆 的 边界 不 相交 . 在 三 维 空间 中 ,这 类 道路 则 是 可 能 的 . 
这 些 事实 清楚 地 表明 ,心理 生活 空间 的 维度 数目 是 多 么 重要 ， 
例如 对 于 那些 位 移 可 能 进行 的 问题 . 
在 现代 维度 理论 中 ,维度 数目 的 确定 ,本 质 上 取决 于 空间 
时 | 物体 和 它 的 边界 之 间 的 一 般 关系 .例如 ,一 个 三 维 空间 物体 的 
边界 是 面 , 即 这 种 边界 本 身 是 两 维 的 .一 个 面 的 边界 是 线 , 即 一 


\\\ 


诺 
. 除 Ò 
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中 心 的 工作 ,并 担任 加 利 福 尼 亚 大 学 伯克利 分 校 和 哈佛 大 学 的 访问 教 
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个 两 维 空间 的 边界 是 一 维 的 线 .一 维 有 限 线 的 边界 是 本 身 零 维 的 点 . 人 们 可 以 
说 :一 个 n 维 空间 的 边界 ,是 (n - 1) 维 的 .很 清楚 ,如 果 不 详细 研究 关于 这 些 问 
题 的 数学 ,而 根据 这 个 事实 , 递 推 程序 也 是 可 能 的 .人们 能 够 开始 于 把 空 集 作为 
(— 1) 维 空间 ,从 它 继续 进行 到 较 高 的 维度 . 

从 数学 的 观点 来 看 ,没有 理由 把 维度 数目 限于 3 个 . 发 展 到 n 维 空间 可 能 
毫 无 困难 .数学 也 处 理 在 不 同 点 上 维度 数目 不 同 的 空间 .也 许 看 来 迷人 的 是 , 心 
理学 有 可 能 自由 使 用 较为 复杂 的 空间 或 多 维 空间 . 然而 ,出 于 科学 和 经 济 的 原 
因 ,提出 理论 时 ,引入 不 多 于 绝对 必需 的 维度 ,这 在 开始 时 是 十 分 重要 的 .因此 ， 
我 们 的 问题 必须 表述 如 下 :描述 生活 空间 所 需要 的 维度 的 最 小 数目 是 多 少 ? 

也 许 应 该 把 我 们 的 问题 区 别 于 另 一 个 问题 ,在 那个 问题 中 ,也 可 能 在 数学 
意义 上 讲 到 维度 . 人 们 能 够 认为 一 个 物体 或 一 个 系统 的 不 同属 性 是 变量 ,并 能 
够 用 坐标 系 来 描述 变量 ,这 种 坐标 系 的 维度 , 同 可 区 分 的 属性 一 样 多 .物理 学 在 
这 种 意义 上 讲 到 相 空 间 (用 同样 的 方法 ,能 够 把 时 间 描述 为 第 四 维度 ) .类 似 地 ， 
波 林 (Boring) 讲 到 心理 学 中 刺激 的 维度 .很 清楚 ,生活 空间 的 维度 数目 的 问题 ， 
完全 不 同 于 心理 物体 或 事件 的 可 区 分 属性 的 数目 的 问题 . 


人 ~ 一 ~ 人 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 天 乙 ~ 一 ~ 一 ~ 


现实 性 ”在 我 们 实验 工作 的 起 初 , 两 维 空间 足 可 描述 情境 . 然而 ,后 来 我 
们 便 使 用 三 维 空间 了 . 

在 确定 生活 空间 的 维度 数目 时 ,参考 位 移 概念 和 上 面 提 到 的 区 域 维度 以 及 
区 域 边界 之 间 的 关系 ,这 是 有 益 的 .生活 空间 的 维度 数目 大 于 零 ,这 是 由 于 运动 
不 可 能 在 零 维 空间 进行 .位 移 的 事实 意味 着 生活 空间 至 少 是 一 维 的 . 


适 描述 吗 ?把 生活 空间 描述 为 一 维 的 即 一 组 线 , 乍 一 想 , 它 看 来 同事 实 相 矛 盾 . 
然而 ,用 数学 上 无 可 争辩 的 方法 来 否决 这 种 描述 , 倒 并 不 容易 . 因为 一 维 空间 能 
够 由 十 分 复杂 的 网 络 所 组 成 .例如 ,人 们 能 够 如 此 来 定义 一 维 空间 ,以 至 于 有 可 
能 在 每 一 点 上 区 别 任何 数目 的 方向 . 然而 ,我 认为 ,实际 发 生 的 心理 过 程 的 性 
质 , 使 得 把 生活 空间 描述 为 一 维 的 是 不 可 能 的 .在 心理 域内 ,“ 沿 着 边界 " 走 ,这 
时 常 是 可 能 的 . 而且, 人 们 通常 能 够 把 一 个 连通 边界 的 组 分 区 分 为 不 同 的 扇形 . 
我 们 提 到 ,边界 的 不 同 组 分 在 它们 的 强度 上 可 能 不 同 ,这 对 于 个 体 行为 是 重要 
的 .这 些 事实 表明 ,存在 着 不 是 由 点 组 成 ,而 是 至 少 由 线 即 一 维 流 形 所 组 成 的 边 
界 .至 少 具有 一 维 的 边界 ,意味 着 我 们 在 讨论 至 少 是 两 维 的 空间 . 

人 们 是 否 应 该 使 用 更 多 的 维度 ,回答 这 个 问题 较为 困难 . 当 我 们 讨论 准 物 
理 域 时 ,也 许 有 必要 把 心理 域 描述 为 三 维 空间 , 它 相 当 于 物理 空间 的 3 个 维 数 . 
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例如 ,要 围绕 一 个 两 维 障碍 , 某 些 位 移 在 3 维 物理 区 域 的 点 之 间 是 可 能 的 ,而 在 
两 维 空间 内 则 是 不 可 能 的 .根据 这 些 位 移 的 属性 ,人 们 也 许 能 够 表明 , 像 物 理 空 
间 一 样 , 准 物理 域 也 具有 3 个 维度 . 

非 现实 性 的 程度 “对 于 我 们 目前 讨论 的 大 多 数 问题 来 说 , 准 社会 域 和 准 
物理 域 的 两 维 描述 就 够 了 . 然而 , 当 我 们 必须 区 分 不 同 的 “现实 性 程度 ”时 ,就 
有 必要 过 渡 到 更 多 维度 . 白 日 梦 ,也 就 是 模糊 希望 ,一 般 来 说 , 它 的 现实 性 比 行 
为 少 ;行为 的 现实 性 有 时 比 言语 多 ;知觉 的 现实 性 比 想象 多 ;遥远 的 “理想 目标 ” 
的 现实 性 , 比 决定 人 们 即刻 行为 的 “现实 目标 ” 少 .行为 本 身 有 时 具有 不 同 程度 
的 现实 性 . 凡是 和 个 体 的 迫切 需要 有 关 的 过 程 ,通常 具有 高 度 的 现实 性 ,在 这 种 
过 程 中 ,个 体 必须 克服 坚固 的 物理 障碍 或 社会 障碍 .例如 ,在 准 概念 过 程 之 间 ， 
人 们 能 够 把 深思 熟 虑 达到 某 一 目标 的 方法 ,区 别 于 较为 非 现实 性 的 自由 幻想 . 

把 心理 学 中 现实 性 程度 的 概念 ,区 别 于 认识 论 上 现实 性 概念 ,这 是 十 分 重 
要 的 .对 于 认识 论 概念 来 说 ,没有 现实 性 的 不 同 程度 .存在 和 不 存在 之 间 的 中 间 
体 是 不 可 能 有 的 .心理 学 上 “ 非 现 实 ” 物体 ,对 于 认识 论 意 义 上 的 心理 学 是 现实 
的 , 即 这 些 物体 存在 ,它们 产生 效果 .必须 进一步 强调 ,有 关 物 体 的 物理 现实 性 ， 
并 不 决定 心理 现实 性 的 程度 .对 于 原始 人 或 生活 在 “奇幻 世界 ”的 儿童 ,他 们 所 
相信 的 那些 事实 就 是 现实 的 . 

实验 表明 ,现实 性 程度 几乎 是 所 有 心理 物体 和 心理 过 程 的 一 种 十 分 重要 的 
动力 属性 .这 点 尤其 表现 于 志向 水 平 替代 行为 的 起 因 和 效果 、 目 标的 形成 和 变 
化 情绪 过 程 . 记 忆 ,游戏 等 实验 中 . 

我 们 发 现 ,有 必要 使 用 一 个 特殊 维度 来 描述 现实 性 程度 . 如 果 人 们 把 现实 
区 域 总 体 描述 为 两 维 空间 ,例如 一 个 平面 ,那么 人 们 必须 把 现实 性 的 不 同 程度 
同等 于 一 个 在 另 一 个 之 上 的 不 同 平面 .为 了 表明 这 种 描述 在 数学 上 的 必要 性 ， 
人 们 将 必须 考虑 到 ,位 移 可 能 在 现实 性 的 同样 程度 之 内 进行 ,也 可 能 在 现实 性 
的 不 同 程度 的 区 域 之 间 进行 .属于 现实 性 同样 程度 的 总 体 ,例如 个 体 在 某 一 时 
刻 的 希望 世界 ,本身 是 一 个 区 域 .在 这 个 区 域内 ,人 们 能 够 区 分 组 分 区 域 . 我 们 
能 够 讲 到 在 非 现实 层面 内 的 运动 ,如 同 在 现实 层面 内 一 样 .因此 ,有 可 能 确定 这 
些 区 域 的 拓扑 学 .一 个 非 现实 性 层面 的 拓扑 结构 有 时 类 似 于 现实 性 层面 .然而 ， 
在 某 些 情况 下 ,尤其 当 现实 性 层面 内 的 情境 令 个 体 十 分 讨厌 时 , 非 现实 性 层面 
的 结构 一 般 不 同 于 现实 性 层面 的 结构 . 

为 了 遵循 使 用 不 多 于 必需 的 维度 来 描述 生活 空间 这 条 原则 , 人 们 必然 会 
问 ,是 否 可 能 描述 非 现 实 性 水 平 而 不 引入 一 个 新 维度 . 续 密 的 考察 表明 ,这 类 描 
述 是 行 不 通 的 . 

如 果 人 们 试图 描述 现实 性 程度 较 低 的 区 域 而 不 使 用 另外 一 个 维度 ,人 们 就 
想起 有 点 相同 的 两 种 方法 .人 们 可 能 试图 把 逐次 减少 的 现实 性 的 水 平 ,描述 为 
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区 域 链 ,每 一 区 域 相 应 的 现实 性 程度 要 低 于 它 前 面 的 区 域 (图 23. 1 (a) ). 或 者 ， 
人 们 也 可 能 把 它们 描述 为 一 系列 环 状 区 域 ,每 一 区 域 完全 被 后 面 区 域 包 围 (图 
23.1(b)). 


图 23.1 试图 描述 现实 性 不 同 程度 而 不 
引入 另外 的 维度 . 现实 性 的 不 同 程度 在 
(a) 中 被 描述 为 区 域 链 , 在 (b) 中 被 描述 为 
一 系列 环 状 区 域 R, R”, R, RIR! > a, 
R abh RSR isa, Ry 
BR > oR > PR > P, R > b, 
R D2, R > P); Kd, d, P HAA 
然而 ,这 类 方法 不 适 于 描述 某 些 位 移 .如 果 人 们 在 现实 性 的 同样 水 平 之 内 ， 
区 分 每 个 组 分 区 域 ,这 点 就 变 得 清楚 了 . a1, b!,c!, d',e, d’, e 可 能 是 现实 
性 程度 R' WASK; a°, b,c, d,e 可 能 是 现实 性 程度 R 的 组 分 区 域 ; 
a’, b’, c°, d’, e° 可 能 是 现实 性 程度 R 的 组 分 区 域 . 现实 性 程度 的 差异 可 能 
不 是 很 大 , 现实 性 的 不 同 水 平 的 结构 大 致 相似 . E, R! 中 的 区 域 d', R? 中 的 
区 域 ,和 RE 中 的 区 域 四 ,就 它们 的 有 关内 容 而 言 ,可 能 在 心理 学 上 属于 同类 . 
两 维 描述 有 着 不 足 之 处 ,现实 性 的 同样 水 平 之 内 的 运动 ,例如 从 b! 到 al， 
几乎 总 是 意味 着 接近 或 离开 现实 性 程度 较 高 或 较 低 的 区 域 . 而且, 困难 还 在 于 ， 
如 果 人 们 描述 从 一 个 区 域 到 另 一 个 内 容 相同 但 现实 性 程度 较 低 区 域 的 位 移 , 那 
么 它 首 先 必须 越过 现实 性 程度 相同 的 其 他 区 域 . 例如 ,为 了 从 dl 运动 到 d 和 
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中 ,人 们 必须 越过 区 域 a1,b?, d?, 07, .在 实际 的 心理 生活 空间 之 内 ,人 们 也 不 
能 直接 从 一 种 现实 性 程度 的 每 一 个 区 域 ,运动 到 另 一 种 现实 性 程度 的 每 一 个 区 
域 .但 是 ,在 相同 内 容 的 一 个 区 域内 ,当然 会 发 生 越过 一 系列 不 同 现实 性 程度 的 
心理 位 移 .如 果 人 们 把 不 同 现 实 性 程度 的 水 平 描述 为 一 个 两 维 空间 ,就 不 能 把 
这 些 位 移 描 述 为 连续 道路 而 不 焉 曲 不同 水 平 内 区 域 的 连通 性 关系 . 这 点 表明 ， 
如 果 人 们 要 合适 地 描述 这 类 位 移 ,就 必须 引入 一 个 新 维度 来 描述 现实 性 程度 的 
差异 . 

顺便 提 一 名 ,这些 考虑 也 使 维度 的 基本 数学 属性 更 为 清楚 . 只 有 当 人 们 破 
坏 拓 扑 关 系 时 ,才能 够 使 不 同 数目 维度 的 空间 内 的 点 或 其 他 组 分 区 域 一 一 对 应 
地 同等 . 两 维 描述 (图 23.1(b) ) 破坏 d', d, P 之 间 实 际 存在 的 关系 . 

由 于 不 少 于 两 维 的 空间 相当 于 同样 现实 性 程度 的 区 域 ,因此 如 果 人 们 考虑 
现实 性 的 不 同 程度 , 则 至 少 必须 用 3 个 维度 来 描述 生活 空间 (图 23.2) .我们 把 
不 同 现实 性 的 程度 同等 于 一 个 在 另 一 个 之 上 的 平面 或 水 平 .在 图 示 中 ,我们 将 
用 位 于 较 高 的 平面 来 描述 非 现实 性 ( 工 ) 程度 较 高 的 水 平 . 当然 ,人 们 也 能 够 进 
行 相反 描述 . 


图 23.2 ”由 生活 空间 的 另外 一 个 维度 来 
描述 现实 性 的 不 同 程度 R, 较 为 现实 的 水 
平 ;7, 较为 非 现 实 的 水 平 ;P, 个体. ER 
大 现实 性 水 平 上 ,障碍 较 强 ,个 体 P 同 他 
的 环境 分 离 较为 清楚 
现实 性 不 同 程度 之 间 的 最 重要 动力 差异 之 一 , 便 是 较为 非 现 实 的 水 平 ( 工 ) 
有 较 大 的 流动 性 .下 列 不 同事 实 中 表明 这 种 较 大 的 流动 性 : (1) 环境 内 的 障碍 
产生 的 阻力 相对 很 小 (人 们 能 够 在 非 现实 性 中 为 所 欲 为 ); (2) 环境 区 域 的 边界 
之 改变 较为 容易 ,而 边界 之 确定 则 较 不 明确 ;对 于 现实 性 不 同 程 度 的 准 概念 区 
域 ,情况 也 是 如 此 ;(3) 内 部 一 个 体 的 张力 系统 的 扩散 释放 较为 迅速 地 发 生 , 这 
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相当 于 内 部 系统 的 较 弱 的 墙 ; (4) 个 体 和 环境 之 间 的 边界 较 不 清楚 ,环境 的 结 
构 在 较 大 程度 上 取决 于 个 体 的 需要 . 


3 个体 维度 的 问题 

人 们 提出 问题 ,用 于 描述 生活 空间 内 个 体 的 区 域 ,具有 多 少 维度 . 仅仅 在 现 
实 性 平面 内 描述 个 体 ,这 将 是 错误 的 . 因为 个 体 也 能 够 在 较为 非 现实 水 平 内 行 
z). 而且, 看 来 存在 着 人 们 必须 把 它们 同等 于 非 现 实 水 平 的 内 部 一 个 体系 统 . 

这 个 问题 引出 另 一 些 问题 ,而 对 于 那些 问题 , 目前 几乎 不 可 能 作出 明确 详 
细 的 回答 . 毫 无 疑问 ,人 们 必须 把 解决 一 个 问题 中 从 认真 推理 到 幻想 尝试 的 过 
W ,描述 为 到 非 现实 水 平 之 内 过 程 的 过 渡 .但 是 ,在 这 些 情 况 下 ,我们 在 讨论 整 
个 个 体 的 位 移 吗 ?假如 个 体 在 每 一 时 刻 都 处 于 现实 性 的 唯一 一 种 水 平 之 内 ,人 
们 就 必须 把 个 体 描述 为 两 维 的 .然而 ,这 种 假设 是 邻 人 怀疑 的 ,因为 甚至 在 路 人 
非 现 实 性 期 间 ,个 体 至 少 部 分 停留 在 现实 性 水 平 之 内 ,例如 他 的 身体 .这 点 由 下 
列 事实 证 明 , 即 使 个 体 进入 幻想 ,他 仍 能 够 受到 在 现实 性 水 平 之 内 过 程 的 影响 . 
可 能 发 生 的 情况 是 ,这 种 影响 的 可 能 性 大 为 减弱 ,以 至 于 人 们 必须 把 个 体 描述 
为 动力 上 相对 分 离 的 两 个 区 域 ,它们 属于 现实 性 的 不 同 水 平 . 在 精神 分 裂 症 中 ， 
有 时 可 能 看 到 这 类 状况 . 

人 们 也 可 能 想到 把 个 体 描述 为 一 个 区 域 , 它 同时 属于 现实 性 的 一 种 以 上 水 
平 .在 这 种 情况 下 , 像 环境 一 样 ,必须 把 个 体 描述 为 至 少 三 个 维度 的 区 域 . 它 可 
能 时 而 较 远 、 时 而 较 近 地 进入 现实 性 的 不 同 平面 , 个 体 的 “重心 ”(center of 
gravity) 可 能 在 不 同时 刻 属于 不 同 水 平 . 

最 后 ,在 大 多 数 情况 下 ,可 以 认为 向 现实 性 的 较 低 程 度 水 平 的 过 渡 ,是 个 体 
组 分 的 一 种 位 移 . 这 类 个 体 组 分 区 域 的 位 移 , 并 不 必然 导致 个 体 统一 性 的 破坏 . 
毫 无 疑问 ,我 们 在 现实 性 水 平 之 内 发 现 这 类 运动 . 

整体 上 ,我 似乎 认为 ,心理 学 事实 表明 ,个体 和 整个 生活 空间 的 维度 数目 相 
同 , 可 用 有 关 的 生活 空间 所 具有 的 现实 性 的 所 有 水 平 来 描述 个 体 . 把 个 体 向 现 
实 性 的 其 他 水 平 的 过 渡 ,描述 为 现实 性 的 不 同 水 平 的 相对 权重 的 一 种 变化 ,这 
通常 是 可 能 的 .例如 ,有 可 能 把 个 体 P 同时 所 处 的 现实 性 的 不 同 水 平 Ri, R， 
Rs… 处 理 为 一 种 交 秋 情境 .在 一 定时 刻 , 整 个 个 体 的 行为 ,在 不 同 程度 上 受到 
现实 性 不 同 水 平 的 影响 (RI 的 相对 权重 We 可 能 是 70% , R, 的 相对 权重 可 能 
5% , Rs 的 相对 权重 可 能 是 10% ,等 等 ) .不同 水 平 的 这 些 相 对 权重 ,在 不 同情 况 
下 以 及 对 于 不 同 个 体 ,都 会 有 所 不 同 .“ 跃 入 非 现 实 性 ”将 意味 着 , 较 高 现实 性 
的 某 些 水 平 的 相对 权重 (例如 Wr) 减少 了 ,而 起 初 可 能 为 零 或 仅仅 稍 大 于 零 的 
生活 空间 的 某 些 较 为 非 现 实 水 平 之 权重 (例如 Wr.) 得 到 相当 增加 (例如 ,起 初 


do 


丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


Wr, = 5% ,现在 We, = 40% )“ 跃 人 非 现实 性 "这 种 描述 避免 了 许多 困难 ,而 用 


个 体 从 现实 性 的 一 种 水 平 到 另 一 种 水 平 的 位 移 来 描述 , 自然 碰 到 这 种 困难 . E 
具有 的 另 一 优点 是 ,重视 在 个 体内 不 同 区 域 的 重要 性 的 变化 ,这 种 变化 是 这 类 
过 渡 的 属性 .当然 ,这 种 变化 不 仅 是 结构 变化 ,而 且 也 是 功能 变化 . 

在 高 度 现实 性 的 水 平 内 ,区 分 个 体 和 环境 是 相对 容易 的 (我 们 在 这 里 不 考 
虑 边界 确定 的 准确 性 问题 ) .无论 如 何 ,并 不 难以 表明 ,环境 中 存在 着 个 体 没 有 
占据 的 地 方 .然而 ,在 高 度 非 现 实 性 的 水 平 内 ,人们 通常 不 能 确定 ,应 该 把 某 一 
区 域 描述 为 个 体 的 组 分 ,还 是 环境 的 组 分 ， 

个 体 和 环境 分 层 为 现实 性 的 不 同 程度 的 水 平 ,这 不 应 该 混淆 于 个 体内 中 心 
层 和 边缘 层 之 间 的 区 分 .因为 在 现实 性 的 同样 水 平 之 内 ,人 们 将 必须 区 分 较为 
中 心 的 内 部 区 域 和 较为 边缘 的 内 部 区 域 . 整体 上 ,在 较为 非 现 实 的 平面 内 的 过 
程 ,看 来 与 个 体 的 核心 区 域 和 他 的 中 心 需 要 ,具有 更 为 密切 的 动力 关系 .人 们 是 
否 必须 仅仅 在 现实 性 的 水 平 内 来 描述 个 体 的 运动 层面 ,这 是 另 一 个 特殊 问题 . 


不 只 当 幻 想 尤 为 活跃 时 ,生活 空间 才 分 层 为 现实 性 的 不 同 程度 的 区 域 . AE 
活 空间 总 是 如 此 .然而 ,这 种 分 层 的 程度 取决 于 整体 情境 .有 时 候 , 个 体 向 现实 
性 的 不 同 程度 水 平 的 过 渡 ,是 生活 空间 ( 即 个 体 和 环境 ) 在 现实 性 - 非 现 实 性 
维度 上 的 扩张 或 收缩 ,而 不 是 在 一 个 常 定 区 域内 的 位 移 .而 且 , 现 实 性 的 不 同 程 
度 水 平 的 相对 权重 能 够 发 生变 化 . 

生活 空间 朝 非 现 实 性 方向 扩张 多 远 , 这 对 于 不 同 个 体 , 对 于 不 同时 刻 , 看 来 
是 十 分 不 同 的 .人 们 可 能 问 道 ,在 这 个 方向 上 是 否 存 在 着 生活 空间 的 内 在 限度 ， 
即 是 否 存 在 着 一 个 最 高 的 非 现 实 性 的 平面 .现在 几乎 不 可 能 证 实 这 种 假设 . 

倒 很 可 能 证 实 最 高 现实 性 水 平 的 假设 . 人 们 可 能 注意 到 运动 层面 同 现实 性 
的 一 种 特殊 关系 ,从 而 试图 建立 在 每 一 生活 空间 内 存在 着 这 种 “完全 ”现实 性 
的 平面 这 个 论题 .另外 ,我 们 也 有 可 能 在 概念 上 把 完全 现实 性 ,联系 于 从 “外 面 ” 
对 生活 空间 的 客观 的 物理 的 或 社会 的 影响 .就 有 关 的 动力 学 而 言 ,现实 性 的 本 
质 属性 是 ,不 以 个 体 意志 为 转移 .然而 ,也 有 一 些 事实 违反 这 种 完全 现实 性 的 绝 
对 水 平 的 假设 .有 人 可 能 相信 ,他 生活 在 完全 现实 性 中 ,直到 他 认识 到 更 加 确 辫 
的 现实 性 的 事件 为 止 . 

如 果 人 们 想到 生活 空间 从 儿童 期 到 成 年 期 的 发 展 ,那么 ,关于 最 高 现实 性 
平面 的 相对 性 的 事实 ,就 变 得 更 为 重要 .我 们 已 经 提 到 ,这 种 发 展 的 特性 是 个 体 
和 环境 的 扩张 ,尤其 是 分 化 .在 现实 性 差异 的 维度 上 ,人 们 也 能 够 观察 到 生活 空 
间 的 这 类 逐渐 分 化 . 大量 心理 事实 证 实 这 些 假设 :(1) 在 儿童 的 生活 空间 内 , 现 
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实 性 的 程度 上 只 有 些微 差异 (图 23.3(a));(2) 儿童 生活 空间 内 的 各 种 水 平 , 整 
体 上 相当 于 现实 性 的 中 级 程度 (图 23.3(a) 和 23.3(b)). 这 意味 着 儿童 现实 性 
的 水 平 的 属性 为 相对 非 现 实 , 与 成 人 相 比 ,这 也 意味 着 儿童 非 现 实 性 的 水 平 相 
对 现实 .因此 ,看 来 我 们 不 必 引 入 “绝对 现实 性 ”平面 这 个 概念 .我 们 已 经 提 到 ， 
对 于 不 同 的 个 体 ,对 于 不 同时 刻 的 同一 个 体 ,生活 空间 分 化 为 现实 性 的 不 同 水 
平 之 程度 各 不 相同 .在 人 们 能 够 明确 回答 这 些 问 题 之 前 ,进一步 的 调查 研究 是 
必需 的 .但 是 我 认为 ,为 了 在 生活 空间 的 拓扑 学 之 内 描述 非 现实 性 的 水 平 ,我 们 
所 讨论 的 概念 和 方法 , 足 可 解决 任何 概念 上 的 困难 . 


图 23.3 成 人 的 生活 空间 在 现实 性 - 非 现 实 性 维度 上 分 化 较 
高 .儿童 生活 空间 内 现实 性 层面 和 非 现 实 性 层面 的 范围 ,相当 于 
成 人 生活 空间 内 现实 性 层面 和 非 现 实 性 层面 的 中 间 范 围 

我 们 在 本 书 中 所 发 展 的 各 个 概念 ,涉及 整个 心理 生活 空间 , 即 个 体 和 环境 . 
这 些 概念 准许 人 们 论述 关于 生活 空间 及 其 组 分 的 位 置 和 联系 的 所 有 问题 .它们 
适用 于 准 物 理 的 事实 ,也 适用 于 准 社会 的 事实 和 准 概念 的 事实 .运用 这 些 概 念 ， 
人 们 能 够 描述 个 体 和 环境 的 结构 变化 ,以 及 各 种 各 样 的 位 移 .在 一 定 程 度 上 ,人 
们 也 能 够 论述 那些 狭义 的 心理 动力 问题 ,例如 区 域 的 摩擦 力 、 与 位 移 有 关 的 障 
碍 的 固体 性 ,与 不 同类 型 的 交往 有 关 的 区 域 分 离 的 程度 、 环 境 系统 和 个 体系 统 
的 统一 性 (动力 格式 塔 ) 程度 等 .最 后 ,人 们 能 够 论述 关于 区 域 状态 的 张力 和 变 
化 的 某 些 问题 ,例如 区 域 的 流动 性 或 固体 性 . 

但 是 ,这 些 动力 问题 以 这 样 或 那样 的 方式 ,联系 于 超出 拓扑 心理 学 的 种 种 
问题 .拓扑 心理 学 仅仅 能 够 描述 生活 空间 内 “可 能 ” 事件 的 框架 .为 了 确定 实际 
上 发 生 哪些 事件 和 这 些 事件 的 冲突 基础 ,人 们 必须 考虑 有 向 的 量 ,尤其 是 心理 
力 的 概念 和 力 域 的 概念 .我 们 把 有 关 的 概念 和 同等 定义 ,作为 向 量 心理 学 的 组 
分 : 
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附 录 


附录 工 ” 庞 加 莱 , 杰 出 的 数学 家 、 
一 一 纪念 庞 加 莱 逝 世 八 十 周年 9 

庞 加 莱 (Poincaré, Jules Henri)@ 被 公认 是 19 世纪 最 后 20 年 和 20 世纪 初 的 
一 位 杰出 的 数学 家 .他 1854 年 4 月 29 日 生 于 法 国 的 南 锡 ,1912 年 7 月 17 日 在 
巴黎 逝世 ,终年 只 有 58 岁 .在 他 并 不 太 长 的 一 生 中 ,不 但 在 数学 的 众多 领域 都 
有 开创 性 的 重大 成 就 , 而且 对 物理 学 和 天 体力 学 也 有 卓越 的 贡献 ,同时 ,他 还 是 
一 位 很 有 影响 的 科学 哲学 家 .在 现代 科学 家 中 , 庞 加 莱 也 是 一 位 值得 重视 和 认 
真 了 予以 研究 的 人 物 .本文 概述 庞 加 莱 的 生平 、 成 就 和 思想 ,以 表示 对 他 逝世 80 
周年 的 纪念 . 


1 


自 19 世纪 的 后 半 叶 起 ,整个 欧洲 形成 帝国 争霸 的 局 面 , 同 时 ,无 产 阶 级 音 
命运 动 崛 起 ,先后 成 立 第 一 国际 .巴黎 公社 和 第 二 国际 ,并 出 版 了 马 殉 思 的 巨著 
《资本 论 》. 那 时 的 法 国 不 但 外 患 经 年 ,国内 更 处 于 政治 动荡 之 中 ,第 二 共和 国 变 
为 拿破仑 称 帝 的 第 二 帝国 ,直到 1871 年 第 三 共和 国 成 立 ,其 间 出 现 过 多 起 重大 
的 政治 事件 .不 过 在 1870 年 普法 战争 之 前 ,也 有 过 一 段 相 对 安定 的 时 期 ,法 国 
的 工业 革命 正 是 在 这 时 兴起 .社会 的 动荡 ,促使 人 民 思想 活跃 , 激 起 许多 人 去 深 
刻 地 思考 各 种 社会 问题 .在 法 国 涌 现 出 雨 果 , 左 拉 、 福 楼 拜 莫 泊 桑 、 玻 特 莱 尔 等 
一 批 大 文豪 ,形成 了 法 国文 学 的 黄金 时 代 . 一 批 印 象 派 画 家 也 于 这 时 出 现 . 

正 是 在 这 一 时 期 ,一 系列 的 革命 性 的 重大 科学 成 就 相继 问世 : 达尔文 进化 
论 ,麦克 斯 韦 电 磁 理 论 , 弗 洛 伊 德 心理 学 ,电子 X 射线 和 放射 性 元 素 的 发 现 ,以 
及 量子 论 和 相对 论 的 提出 等 等 .这 些 科学 新 成 就 向 人 们 的 传统 观念 发 出 了 强烈 
的 挑战 ,使 人 们 的 思想 逐渐 革新 .同时 ,在 工程 技术 方面 则 有 发 电机 电灯 无线 


Q 原作 者 孙 小 礼 . 
Q 中 译名 曾 有 普 恩 加 莱 、 彭 加 勒 、 庞 卡 莱 、 邦 加 来 等 ,本 文采 用 中 国 大 百科 全 书 数学 卷 的 译名 庞 加 
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电报 等 一 系列 新 发 明 , 直 接地 改变 着 人 们 的 生活 方式 . 

庞 加 莱 正 是 成 长 和 生活 在 这 样 一 个 社会 动荡 不 安 、 思 想 空前 丰富 多 彩 , 科 
学 文化 空前 发 达 的 时 代 . 

庞 加 莱 的 祖父 和 父亲 都 是 医生 .祖父 曾 在 军队 中 行医 ,父亲 的 医德 更 为 人 
称道 ,晚年 曾 任 医学 院 的 教授 .他 的 叔父 是 桥梁 道路 督察 , 堂 兄 弟 雷 蒙 曾 是 法 国 
总 理 , 并 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 荣 任 法 国 总 统 . 庞 加 莱 自 幼 天 资 聪 颖 ,受到 家 人 
宠爱 ,母亲 对 他 尤其 爱护 备至 .可 惜 他 五 岁 时 染 上 了 白喉 , 九 个 月 不 能 说 话 . 这 
场 病 使 他 成 为 一 个 瘦弱 怕 羞 的 孩子 ,总 是 回避 同 那些 粗野 的 男孩 一 块 玩 页 . 然 
而 他 识字 很 快 ,能 够 独自 看 书 , 爱 不 释 卷 ,而 且 过 目 不 忘 .六 七 岁 时 读 过 一 本 《 洪 
水 前 的 大 地 》, 产 生 极 大 兴趣 .他 的 老师 ,一 位 优秀 的 小 学 教师 ,善于 满足 他 的 好 
奇 心 ,诱导 他 提出 种 种 问题 ,使 小 庞 加 莱 不 但 学 得 很 多 知识 ,还 养 成 了 勤 于 思考 
的 习惯 . 九 岁 时 , 庞 加 莱 的 第 一 篇 作文 就 名 列 全 班 第 一 ,同时 也 逐渐 显露 出 非凡 
的 数学 才华 . 

1870 年 普法 战争 爆发 , 南 锡 市 首当其冲 ,遍地 伤员 ,惨不忍睹 .16 岁 的 庞 加 
莱 成 为 一 名 救护 员 , 随 父 亲 在 战地 医院 工作 ,救护 了 很 多 伤 病员 .这 一 经 历 使 他 
亲身 体验 到 战争 烽火 之 苦楚 . 

在 1871 ~ 1872 年 间 ,法 国 公 立 中 学 举行 数学 联赛 , 庞 加 莱 获 得 了 第 一 名 . 
在 面试 中 ,老师 向 他 提问 一 道 几何 题 . 庞 加 莱 先 在 黑板 上 粗 粗 地 画 出 图 形 , 思 索 
了 一 会 就 回答 道 :“ 只 要 对 两 条 线 用 极 反 演 立 刻 可 以 得 到 答案 . ”老师 说 : “非常 
有 理 , 但 我 想 要 一 个 更 为 简单 的 答案 .” 庞 加 莱 在 黑板 前 徘徊 了 一 会 ,突然 有 所 
发 现 ,他 说 :“ 用 三 角 学 方法 可 以 求 得 答案 , -….” 对 于 几何 题 一 般 都 在 几何 范 
围 内 寻求 答案 ,而 庞 加 莱 却 能 想到 用 三 角 学 来 解答 几何 题 ,使 老师 感到 异常 满 
意 .在 南 锡 , 庞 加 莱 成 为 一 名 不 同 凡响 的 学 生 , 在 他 的 数学 考卷 上 虽然 会 有 演算 
错误 ,或 者 没有 答 完 试题 等 情况 ,但 是 他 那 种 出 色 地 思考 问题 和 提出 问题 的 方 
式 却 总 是 博得 老师 们 的 赞赏 .据说 南 锡 的 一 位 教授 曾 把 庞 加 莱 称 为 “数学 巨 怪 ” 
(Monster of Mathematics) .但 是 , 庞 加 莱 的 绘画 能 力 很 差 , 同 学 们 开 他 玩笑 ,把 他 
的 绘画 搜集 起 来 开展 览 会 ,对 每 幅 画 都 要 用 文字 说 明 ,“ 这 是 一 匹 马 ”或 是 “这 是 
一 蛋 房 子 ”. 然 而 庞 加 莱 成 为 数学 家 以 后 ,欣赏 绘画 .音乐 .艺术 却 是 他 的 爱好 ， 
而 且 认 为 数学 家 应 当 像 艺术 家 那样 地 工作 . 

1873 年 10 月 , 庞 加 莱 以 优异 的 成 绩 考 人 巴黎 综合 工科 学 校 .这 所 由 法 国 数 
学 家 蒙 日 于 1794 年 创办 的 理工 科大 学 ,当时 已 是 法 国 的 科学 研究 中 心 . 庞 加 莱 
于 1875 年 毕业 ,数学 成 绩 最 为 突出 . 

1875 ~ 1878 年 , 庞 加 莱 又 进入 巴黎 高 等 矿业 学 校 学 习 , 毕 业 后 被 政府 聘任 
为 主管 Vesoul 区 的 矿 务工 程 师 . 有 一 次 发 生 瓦斯 爆炸 事故 ,十 六 人 惧 难 , 庞 加 莱 
不 顾 自 身 安危 ,亲自 下 井 视察 ,表现 出 对 工作 的 高 度 负责 精神 ,博得 矿工 们 的 爱 
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戴 . 而 在 这 一 段 时 间 里 , 庞 加 莱 的 个 人 志趣 仍然 是 钻研 数学 问题 .他 于 1878 年 
写 出 一 篇 讨论 微分 方程 的 解 的 性 质 的 论文 , 正 是 这 篇 论文 使 他 于 1879 年 获得 
巴黎 大 学 数学 博士 学 位 . 

1879 年 , 庞 加 莱 到 卡 昂 大 学 数学 系 任教 ,从 此 开始 了 他 的 数学 创造 生涯 . 
1881 年 起 他 成 为 巴黎 大 学 教授 ,直到 1912 年 去 世 .1885 年 庞 加 莱 荣 获 巴 黎 科 学 
院 的 Poncelet 奖 . 1887 年 他 被 选 为 法 国 科学 院 院士 .1908 年 被 选 为 法 兰 西学 院 
院士 ,这 是 当时 法 国学 者 的 最 高 荣誉 . 

庞 加 莱 每 年 讲授 一 门 不 同 的 课程 ,有 纯 数 学 、 应 用 数学 和 物理 学 的 各 个 分 
支 , 以 及 天 体力 学 方面 的 课程 ,都 受到 学 生 的 欢迎 .他 的 讲稿 一 般 都 很 快 被 整理 
成 书 出 版 . 庞 加 莱 在 数学 物理 学 和 天 体力 学 方面 的 专著 和 教科 书 多 达 三 十 部 
之 多 . 

庞 加 莱 习 惯 于 来 回 践 步 时 在 脑子 里 思索 数学 问题 ,并 且 进 行 心算 和 推理 ， 
当 他 思考 成 熟 后 很 快 地 写 下 来 ,基本 上 不 用 修改 或 重 写 ,就 能 形成 论文 .他 一 生 
中 发 表 专业 论文 近 五 百 篇 .人 们 公认 他 是 一 位 勤奋 多 产 的 科学 家 . 

庞 加 莱 在 科学 界 成 名 之 后 ,声望 日 益 增 长 ,人 们 邀请 他 在 许多 公众 场合 、 对 
数学 和 科学 的 各 种 问题 作 演讲 ,他 乐意 接受 这 类 邀请 ,总 是 热情 地 、 认 真 地 向 人 
们 通俗 地 解释 数学 和 科学 中 的 概念 和 方法 ,宣传 数学 和 科学 的 意义 和 重要 性 ， 
而 且 由 于 他 的 思路 清晰 .语言 生动 ,特别 引 人 人 胜 .他 的 名 著 《 科 学 与 假设 》《 科 
学 的 价值 》《 科 学 与 方法 》, 以 及 《最 后 的 一 些 想法 ;都 被 认为 是 科学 哲学 方面 的 
著作 .因为 庞 加 莱 的 文章 和 著作 ,文笔 流畅 .风趣 ,使 人 像 读 散 文 一 样 ,所 以 他 被 
誉 为 法 国 第 一 流 的 散文 大 师 ,还 被 选 为 法 国文 学 会 会 员 . 庞 加 莱 曾 拥有 多 种 头 
衔 ,是 四 十 多 个 法 国 的 和 外 国 的 学 院 和 学 会 的 委员 ,前 后 接受 过 剑桥 、 牛 津 . 格 
拉 斯 哥 . 布 鲁 塞 尔 、 斯 德 哥 尔 摩 .柏林 等 大 学 所 授予 的 博士 学 位 . 

庞 加 莱 很 重视 数学 史 和 科学 史 的 研究 .他 曾 指出 :“ 如 果 我 们 想 要 预见 数学 
的 未 来 ,适当 的 途径 就 是 研究 这 门 科学 的 历史 和 现状 .”1912 年 萨 顿 创办 Isis 杂 
志 时 , 曾 请 庞 加 莱 担 任 第 一 任 编 委 会 委员 , 可惜 他 不 久 便 离开 了 人 世 . 

庞 加 莱 在 自己 的 著作 中 曾 详 细 地 记述 了 他 在 自 守 函数 研究 中 的 创造 过 程 ， 
使 人 们 能 够 知道 这 位 天 才 数 学 家 是 怎样 进行 创造 性 的 研究 工作 的 .为 庞 加 莱 撰 
写 悼 文 的 茹 尔 丹 先生 在 悼词 中 写 道 :“ 他 之 所 以 会 永远 活 在 人 们 心里 ,有 许多 原 
因 ,其 中 一 个 原因 是 他 既 能 使 我 们 钦佩 他 ,又 能 使 我 们 了 解 他 .” 


2 


EMEA TAH (Gauss, Carl Friedrich,1777 一 1855) 逝 世 的 第 二 年 .人 们 
常 把 庞 加 莱 与 高 斯 相提并论 ,都 被 看 做 是 最 高 意义 上 的 广博 数学 家 .他 们 两 人 
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不 但 都 在 数学 的 各 个 领域 有 主要 成 就 ,而 且 都 对 天 文学 和 数学 物理 作出 卓越 贡 
献 .一 般 认 为 ,19 世纪 的 数学 ,起 初 是 在 高 斯 的 直接 影响 下 发 展 的 ,而 到 世纪 之 
末 则 由 庞 加 莱 所 主宰 . 庞 加 莱 因此 而 被 认为 是 那 一 时 期 的 “领袖 数学 家 ”. 

由 于 庞 加 莱 对 他 那个 时 代 的 全 部 数学 都 能 融会 贯通 地 加 以 掌握 ,整个 数学 
都 是 他 的 研究 领域 ,所 以 他 也 被 称 为 数学 的 “多 面 手 ”或 “全 能 数学 家 ”. 然 而 现 
代数 学 的 飞速 发 展 ,一 个 人 同时 通晓 数学 的 若干 领域 已 极 不 容易 ,所 以 人 们 又 
认为 , 庞 加 莱 也 许 是 达到 这 样 一 种 全 能 境地 的 最 后 一 位 数学 大 师 了 . 

首创 精神 在 庞 加 莱 的 全 部 科学 研究 活动 中 都 有 充分 的 体现 ,他 为 数学 的 发 
展开 拓 出 许多 新 的 天 地 .但 他 不 爱 在 细节 上 继续 花费 功夫 ,常常 把 细节 问题 留 
待 后 继 者 们 去 深入 细致 地 加 工 和 完善 ,他 自己 则 很 快 又 跨 进 新 的 领域 了 .对 于 
他 的 这 种 风格 ,数学 家 们 说 ,“ 他 像 一 位 征服 者 ,而 不 是 殖民 地 的 统治 者 .” 

微分 方程 的 理论 及 其 对 于 动力 学 的 应 用 ,在 庞 加 莱 的 数学 研究 中 处 于 中 心 
地 位 .从 他 1878 年 的 第 一 篇 论文 到 1912 年 的 最 后 一 篇 论文 ,可 以 说 几乎 都 是 
从 各 种 可 能 的 角度 在 探讨 微分 方程 及 其 有 关 问 题 .差不多 每 一 年 他 都 发 表 了 有 
关 微 分 方程 这 一 主题 的 论文 .看 得 出 来 , 庞 加 莱 的 许多 数学 创造 是 由 各 种 微分 
方程 问题 引发 而 致 . 

庞 加 莱 1878 年 论述 微分 方程 的 博士 论文 引导 他 进而 研究 自 守 (Automor- 
phic) 函数 , 自 守 函 数 在 微分 方程 理论 中 扮演 一 个 重要 角色 . 庞 加 莱 是 从 富 克 斯 
(Fuchs, I. L. ) 的 一 篇 研究 y" + P(z)y + Q(z)y=0(P,0 是 复 变 数 z 的 有 理 函 
数 ) 的 文章 出 发 的 ,发 现 这 种 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 的 商 的 反 函 数 是 一 类 新 


的 自 守 函数 , 即 指 那些 在 包括 z = ZH (a,b,c,d 是 实数 或 复数 , 且 ad - - 
be = 1) 等 不 连续 群 的 变换 下 不 变 的 函数 .这 是 对 三 角 函 数 、 指 数 函 数 ( 单 周 期 ) 
以 及 椭圆 函数 ( 双 周 期 ) 等 周期 函数 的 一 个 重要 推广 . 庞 加 莱 把 他 新 发 现 的 自 守 
函数 命名 为 富 克 斯 (Fuchs) 函数 ,而 把 他 紧 接着 又 发 现 的 一 类 自 守 函数 叫做 克 
3€ Al (Kline) eX), Fuchs 和 Kline 都 是 研究 自 守 函 数 的 先行 者 .后 来 庞 加 莱 指 出 ， 
对 于 仅 有 正则 奇 点 的 以 代数 函数 为 系数 的 n 阶 微分 方程 ,都 可 用 他 所 发 现 的 
自 守 函数 来 求解 .在 1881 ~ 1884 年 间 , 庞 加 莱 在 《数学 学 报 》 上 集中 地 发 表 了 五 
篇 关于 自 守 函数 的 论文 , 自 此 之 后 , 自 守 函数 便 成 为 函数 论 中 的 一 个 专门 论题 
或 分 支 了 ,而 庞 加 莱 则 由 于 这 一 重要 成 就 而 一 举 成 名 ,不 到 三 十 岁 就 进入 世界 
著名 数学 家 的 行列 . 

创建 微分 方程 定性 理论 是 庞 加 莱 最 杰出 的 贡献 之 一 .从 17 世纪 后 半 叶 起 
的 二 百年 间 , 常 微分 方程 的 发 展 始终 围绕 着 如 何 求解 这 一 中 心 问题 .人 们 总 在 
追求 用 积分 法 求 出 用 初等 函数 或 用 初等 函数 的 积分 表示 的 解 .虽然 数学 家 们 积 
累 了 很 多 求解 的 经 验 和 方法 ,但 也 逐渐 清醒 地 认识 到 ,能 够 求 得 初等 函数 解 的 
微分 方程 只 占 极 少数 . 正 像 在 代数 中 那样 , 自 阿 贝 尔 (Abel, 1802 一 1829) 证 明了 
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五 次 以 上 的 代数 方程 一 般 没 有 根 式 解 以 后 ,人 们 放弃 了 一 味 寻 求 根 式 解 的 企 
图 , 转 而 探讨 代数 方程 的 系数 与 根 的 关系 ,使 得 一 些 数学 家 想到 可 以 从 微分 方 
程 本 身 去 探讨 解 的 性 质 . 然 而 第 一 个 明确 地 提出 这 一 思想 ,具体 地 开辟 出 一 条 
研究 途径 的 正 是 庞 加 莱 . 他 以 “关于 由 微分 方程 所 定义 的 曲线 的 研究 报告 "为 题 
目 , 于 1881, 1882, 1885, 1886 年 连续 发 表 了 四 篇 长 达 二 百 多 页 的 研究 论文 .他 把 
微分 方程 求解 的 老 课 题 转换 成 研究 由 微分 方程 定义 的 积分 曲线 这 样 一 个 新 课 
题 .也 就 是 说 ,在 不 求 出 解 的 情况 下 ,通过 直接 考察 微分 方程 的 系数 和 方程 本 身 
的 结构 去 研究 解 的 性 质 , 分 析 和 推断 积分 曲线 可 能 具有 的 各 种 特性 ,如 曲线 的 

庞 加 莱 的 研究 工作 是 从 一 类 形式 简单 而 在 实际 问题 中 经 常 遇 到 的 非 线 性 
方程 :5 = 综 开 始 的 .他 发 现 使 X 和 了 都 等 于 零 的 点 , 即 方程 的 奇 点 ,对 于 研 
究 解 的 性 质 具 有 关键 性 的 作用 .他 将 奇 点 分 为 四 类 :节点 .鞍点 .中 心 点 和 焦点 ， 
详细 地 讨论 了 解 在 四 类 奇 点 附近 的 结构 和 性 态 , 引 进 了 极限 环 等 新 概念 .方程 
有 极限 环 ,就 相当 于 有 一 个 孤立 的 周期 解 . 庞 加 莱 把 自己 这 一 整套 的 研究 成 果 
称 为 微分 方程 的 定性 理论 .定性 理论 的 创立 是 微分 方程 发 展 史上 的 一 个 很 重要 
的 里 程 碑 . 正 如 前 面 所 说 , 庞 加 莱 把 定性 理论 的 某 些 细节 留待 后 人 加 以 完 至 . 瑞 
典 数学 家 本 狄 克 生 (Bendixson,1861 一 1935) 于 1901 年 发 表 论 文 补充 了 庞 加 莱 的 
研究 结果 ,从 而 有 著名 的 Poincaré-Bendixson 定理 . 

庞 加 莱 所 开创 的 微分 方程 定性 理论 ,直到 现在 仍然 是 吸引 许多 数学 家 从 事 
研究 的 一 个 活跃 领域 .1900 年 德国 著名 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,1862 一 1943) 作 
了 展望 20 世纪 数学 的 报告 ,提出 了 23 个 重要 数学 问题 ,其 中 第 16 个 问题 就 是 
求 一 阶 一 次 微分 方程 9x = EX, Y Ex, y 的 n 次 多 项 式 ) 的 庞 加 莱 极 限 环 的 个 
数 的 上 界 和 相对 位 置 问题 . 近 些 年 来 许多 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 作 了 很 多 研 
究 , 取 得 了 重要 结果 . 

庞 加 莱 是 代数 拓扑 学 的 奠基 人 ,他 的 这 一 开创 性 研究 对 现代 数学 也 有 深远 
的 影响 .事实 上 ,他 在 微分 方程 定性 理论 中 关于 积分 曲线 的 性 状 与 奇 点 的 讨论 ， 
就 是 一 种 拓扑 学 的 研究 ,以 后 他 进一步 对 高 维 空间 中 的 曲线 与 曲面 作 了 定性 研 
究 .法 国 数学 家 迪 厄 多 内 (Dieudonné) 指 出 , “连续 性 ”概念 是 庞 加 莱 数 学 研究 的 
重要 动力 ,他 在 研究 问题 时 ,总 要 探讨 一 下 当 这 个 问题 的 条 件 允 许 连续 变化 时 
会 发 生 什么 情况 ,因而 他 都 要 遇 到 拓扑 学 问题 . 庞 加 莱 自 己 也 于 1901 年 说 过 : 
“我 所 着 手 探讨 的 每 一 个 问题 都 把 我 引 至 位 置 分 析 (Analysis Situs)” .位置 分 析 
是 拓扑 学 的 前 称 . 庞 加 莱 于 1895 年 所 写 的 “Analysis Situs" 是 一 篇 一 百 多 页 的 重 
要 论著 , 正 是 开创 代数 拓扑 学 的 头 一 块 丰碑 .他 自 1894 年 起 的 十 年 之 内 所 发 表 

六 篇 论文 构成 了 代数 拓扑 学 的 基本 内 容 和 方法 .他 引进 了 贝蒂 数 、 挠 系数 等 
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概念 ,创造 了 流 形 的 三 角 剖 分 .单纯 复合 形 MESA 复合 形 的 关联 系数 矩 
阵 等 一 系列 新 概念 ,以 及 由 这 和 矩阵 计算 贝蒂 数 的 方法 .借助 于 这 些 工 具 , 他 推广 
了 欧 拉 的 多 面体 定理 , 称 为 欧 拉 - 庞 加 莱 公 式 ,还 发 现 了 流 形 的 同调 对 偶 定理 . 
有 数学 家 正确 地 指出 ,直到 1933 年 发 现 高 阶 同 伦 群 之 前 ,代数 拓扑 学 的 发 展 完 
全 是 以 庞 加 莱 的 思想 和 技巧 为 基础 的 . 

1904 年 庞 加 莱 猜 想 : 单 连通 的 三 维 闭 流 形 必 与 三 维 球面 53 同 胚 .这 就 是 
著名 的 庞 加 莱 猜 想 ,是 拓扑 学 中 的 重要 猜想 之 一 .后 人 接着 猜测 ; 当 维 数 na 
时 , 单 连通 的 闭 流 形 如 果 与 n 维 球面 5* 有 相同 的 同调 群 , 亦 必 与 5* 同 胚 ,这 称 
为 n 维 的 庞 加 莱 猜 想 .1981 年 MH 弗 里 德 最 证 明了 四 维 的 情形 ,然而 庞 加 莱 
关于 三 维 的 猜想 则 至 今 未 得 解决 . 庞 加 莱 猜 想 是 考验 我 们 对 于 流 形 的 认识 深度 
的 一 块 试金石 ,对 这 一 猜想 的 每 前 进一步 都 能 引起 拓扑 学 的 一 次 跃进 .四 维 庞 
加 莱 猜 想 的 解决 导致 一 个 非常 重要 的 发 现 , 即 四 维 的 欧 氏 空间 与 其 余 维 数 的 欧 
氏 空间 不 同 ,除了 通常 的 微分 结构 以 外 ,还 有 别 的 不 寻常 的 微分 结构 . 

在 函数 论 方面 , 庞 加 莱 是 多 复 变 解析 函数 论 的 先驱 者 之 一 .他 的 这 一 开创 
性 工作 是 与 研究 多 变数 偏 微分 方程 的 解 的 性 质 相 联系 的 . 

庞 加 莱 在 代数 学 方面 也 有 重要 的 成 果 . 例 如 ,他 在 1903 年 关于 线性 微分 方 
程 的 代数 积分 的 论文 中 研究 了 非 交换 代数 .他 引进 了 和 群 代数 并 证 明 其 分 解 定 
理 , 是 他 首先 引进 了 左 理想 和 右 理想 概念 . 庞 加 莱 还 是 当时 能 够 理解 和 赞赏 李 
(Lie, 1840—1899) 及 其 后 继 者 关于 “连续 群 " 工 作 的 少数 数学 家 之 一 . 庞 加 
SR - 伯 克 霍 夫 - 维特 定理 是 李 代数 理论 中 的 一 个 基本 定理 . 

在 数论 方面 , 庞 加 莱 在 1901 年 发 表 的 题目 为 “有 理 数 域 上 的 代数 几何 学 ” 
的 论文 ,是 很 有 影响 的 ,开创 了 丢 番 图 方程 的 有 理解 研究 . 

庞 加 莱 在 自 守 函数 理论 的 研究 中 用 到 了 非 欧 几何 .于 是 ,他 也 独立 地 给 出 
了 双 曲 几何 的 一 种 模型 ,后 来 称 为 庞 加 莱 模 型 .这 是 他 对 非 欧 几 何 的 一 份 贡献 

在 天 体力 学 方面 , 庞 加 莱 的 成 就 是 很 突出 的 .1885 年 瑞典 国王 奥斯卡 60 寿 
RRT, 计划 颁发 一 项 科学 奖金 ,委任 柏林 学 院 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weirstrass， 
1815—1897) .法兰西 学 院 的 厄 米 特 (Hemmit, 1822—1901 ) 和 斯 德 哥 尔 摩 大 学 的 
Mittagliffler 教授 组 成 一 个 委员 会 ,由 他 们 提出 了 一 个 天 体力 学 难题 :根据 牛顿 
力学 规律 ,要 求 求 出 任意 多 个 互相 吸引 的 天 体 的 运动 规律 .这 是 一 个 特定 的 微 
分 方程 组 求解 问题 ,简称 “n 体 问题 ”. 庞 加 莱 写 了 应 征 论文 ,研究 了 n =3, 并 且 
其 中 两 个 的 质量 比 另 一 个 小 得 多 时 的 三 体 问题 的 周期 解 ,还 证 明了 这 种 限制 性 
三 体 问题 (日 地、 月 系统 便 属 于 这 类 三 体 问 题 ) 的 周期 解 的 数目 同 连续 统 的 势 
一 样 大 .委员 会 认为 庞 加 莱 的 这 一 成 果 为 天 体力 学 的 研究 打开 了 新 局 面 而 决定 
把 奖金 颁发 给 他 .法 国政 府 为 此 给 庞 加 莱 加 封 勋 位 ,使 他 成 为 法 国 头号 学 者 之 

事实 上 , 庞 加 莱 从 1883 年 起 就 开始 研究 三 体 问题 了 ,到 1891 年 止 ,他 发 表 
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了 九 篇 关于 三 体 问 题 的 文章 . 庞 加 莱 在 天 体力 学 的 大 量 研究 中 引进 了 新 概念 、 
新 方法 和 新 技巧 ,创建 了 动力 系统 理论 ,这 些 成 果 都 集中 于 他 的 名 著 《 天 体力 学 
的 新 方法 》( 第 一 二 、 三 卷 ,分 别 于 1891,1893,1899 年 出 版 ) ,这 是 一 部 与 拉 普 拉 
斯 1825 年 出 版 的 4 天 体力 学 》 相 媲美 的 重要 著作 . 

庞 加 莱 还 进行 过 天 体 演化 的 研究 ,出 版 了 一 本 教材 :人 《天体 演化 假说 》. 他 在 
1885 年 发 表 过 论文 ,讨论 在 引力 作用 下 ,凝聚 在 一 起 的 旋转 流体 的 平衡 外 形 ， 
他 提出 一 种 新 的 可 能 结构 一 一 梨 状 结构 .这 一 假说 在 近 些 年 来 重新 引起 人 们 的 
重视 ,因为 地 球 物理 学 家 借助 于 人 造 卫 星 发 现 地 球 的 外 形 可 能 是 呈 梨 状 的 . 

庞 加 莱 发 表 了 近 百 篇 论文 讨论 太阳 系 理论 的 各 种 问题 . 迪 厄 多 内 认为 庞 加 
莱 是 “牛顿 之 后 在 天 体力 学 中 做 出 最 出 色 工 作 的 数学 家 ”. 

庞 加 莱 也 是 一 位 卓 有 成 就 的 物理 学 家 ,尤其 擅长 于 研究 理论 物理 .因为 他 
善于 把 数学 研究 和 物理 问题 结合 起 来 ,所 以 在 数学 物理 方面 曾 有 一 系列 的 重要 
成 果 . 他 在 巴黎 大 学 讲授 各 种 物理 学 课程 达 二 十 年 以 上 ,出 版 了 《流体 力学 》、 
《热力 学 》《 数 理光 学 》《 塑 料理 论 》《 电 与 光 》, 等 著作 .他 在 物理 学 方面 的 文章 
和 著作 共有 七 十 多 种 .在 世纪 之 交 的 物理 学 革命 时 期 ,他 也 作出 了 独特 的 贡献 . 

1895 年 底 , 伦琴 把 第 一 张 X 射线 照片 寄 给 了 庞 加 莱 , 引 起 了 他 的 极 大 兴 
趣 .他 的 关于 X 射线 与 荧光 现象 有 关 的 猜测 ,使 柏 克 勒 耳 受 到 启发 ,随即 进行 
荧光 物质 是 否 发 出 X 射 线 的 一 系列 实验 ,进而 导致 放射 性 的 发 现 . 

庞 加 莱 被 认为 是 相对 论 的 先驱 .他 在 1898 年 的 题 为 "时间 的 测量 "的 论文 
中 ,提出 了 光速 在 真空 中 不 变 的 公设 .他 还 讨论 过 利用 光 信 和 号 使 时 钟 同步 的 问 
题 .他 在 自己 的 论文 中 以 及 在 1904 年 在 美国 所 作 的 “物理 学 的 现状 与 未 来 "的 
演讲 中 都 曾 相当 完整 地 表述 了 相对 性 原理 .虽然 他 没有 像 爱 因 斯 坦 那 样 进一步 
建立 起 相对 论 这 样 的 新 理论 ,但 是 学 界 公认 庞 加 莱 独 立 于 爱 因 斯 坦 ,得 到 了 狭 
义 相 对 论 的 许多 结果 . 

1911 年 12 月 9 日 , 亦 即 庞 加 莱 逝 世 前 的 半年 ,他 在 一 封 写 给 Rondo Circolo 
Meterna Tico Palermo( 可 能 是 意大利 的 一 个 数学 联谊 会 . 原作 者 注 ) 的 创始 
人 和 会 长 Guccia 的 信 中 写 道 :“ 像 我 这 样 年 纪 的 人 , 既 已 略 有 成 果 , 正 好 可 以 带 
领 后 起 的 研究 人 员 迈 向 新 路 ;展望 未 来 ,实在 不 忍 草 草 放弃 往日 的 成 绩 .既然 如 
此 ,不 知 你 认为 是 否 可 以 发 表 一 篇 未 完成 的 论文 ? 论文 叙述 我 所 追求 的 目标 ， 
我 所 提出 的 问题 ,以 及 我 追求 结论 所 用 的 方法 .这 样 做 看 来 有 点 不 近 情 理 , 但 我 
认为 会 有 一 定 的 影响 力 .”Guccia 立即 发 表 了 这 篇 未 完成 的 论文 ,题目 是 “一 个 
几何 定理 ”. 这 是 庞 加 莱 提 出 的 一 个 拓扑 定理 ,也 是 他 的 最 后 一 篇 研究 微分 方程 
的 论文 .他 把 有 限制 的 三 体 问 题 的 周期 解 的 存在 问题 归结 为 平面 连续 变换 在 一 
定 条 件 下 的 不 动 点 的 存在 问题 .在 庞 加 莱 逝 世 后 不 久 , 美 国 青 年 数学 家 柏 克 霍 
夫 于 1913 年 发 表 论 文 证 明了 这 个 定理 . 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


庞 加 莱 以 微分 方程 为 中 心 , 触 类 旁 通 , 在 数学 的 众多 领域 作出 划时代 贡献 
的 事实 ,说 明 数学 各 分 支 具有 内 在 的 联系 和 统一 性 ,这 一 点 在 数学 和 科学 都 飞 
速 发 展 着 的 今天 也 是 颇 有 启发 意义 的 ,做 科学 的 多 面 手 是 可 能 的 和 必要 的 . 
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自 1902 年 起 , 庞 加 莱 开 始 从 事 科学 哲学 方面 的 著述 ,相继 完成 了 《科学 与 
假设 》(1903),《 科 学 的 价值 (1905) 和 《科学 与 方法 》(1908) 三 部 名 著 . 在 他 逝世 
的 第 二 年 (1913) 又 出 版 了 汇集 九 篇 演讲 和 文章 的 文集 《最 后 的 一 些 思想 》. 他 的 
三 部 名 著 曾 被 译 成 多 种 文字 : 德 文 .英文 、 俄 文 .西班牙 文 .匈牙利 文 .瑞典 文 . 日 
文 和 中 文 ,在 全 世界 广 为 流 传 , 尤 以 1913 年 在 美国 纽约 出 版 的 《科学 的 基础 》， 
即 三 部 名 著 的 合 编 本 影响 最 大 ,其 中 还 包括 庞 加 莱 为 《科学 与 假设 》 英 译本 所 写 
的 序言 .在 我 国 ,商务 印 书馆 曾 先 后 出 版 了 中 译本 :《 科 学 的 价值 》( 文 元 模 译 ， 
1928) 《科学 与 假设 )( 叶 药理 译 , 1930 年 初版 , 1957 年 修订 重印 ) 《科学 与 方 
AS ABEAAFME , 1933) .光明 日 报社 出 版 社 又 于 1988 年 出 版 了 《科学 的 基础 的 
中 译本 , 书 名 改 为 《科学 的 价值 )( 李 醒 民 译 , 石 雷 校 ). 

庞 加 莱 的 哲学 思想 在 相当 大 的 程度 上 承袭 了 法 国 实证 主义 思想 传统 .他 认 
为 科学 并 不 能 告诉 我 们 事物 的 真实 本 性 , 而 是 告诉 我 们 事物 之 间 的 真实 关系 . 
庞 加 莱 更 直接 地 受到 法 国 物理 学 家 迪 昂 (Duhem，1861 一 1916) 和 奥地利 物理 学 
家 马赫 (Mach，1838 一 1916) 的 哲学 观点 的 影响 .他 很 推崇 马赫 提出 的 思维 经 济 
原则 ,在 他 的 著作 中 多 次 援引 马赫 的 这 一 原则 .他 赞同 迪 昂 的 整体 论 观点 ,认为 
一 个 包含 着 多 个 假设 的 理论 被 某 一 个 实验 所 否 证 时 只 能 知道 这 些 假设 不 同时 
FIL ,但 不 能 判定 哪 一 个 假设 为 假 , 所 以 ,所 谓 “ 判 决 性 实验 ”是 不 存在 的 .在 哲 
学 史上 ,人们 常 把 以 孔 德 (Comte， Anguste, 1798 一 1857) 为 代表 的 实证 哲学 称 为 第 
一 代 实 证 主义 ,把 马赫 、 迪 昂 和 庞 加 莱 等 科学 家 的 哲学 思想 称 为 第 二 代 实 证 主 
义 ,而 把 20 世纪 20 年 代 以 后 在 西欧 形成 的 逻辑 实证 主义 , 亦 即 维也纳 学 派 , 称 
为 第 三 代 实 证 主义 . 

著名 物理 学 家 杨振宁 前 几 年 在 一 次 与 青年 的 座谈 中 ,对 于 物理 学 与 哲学 的 
关系 表达 了 这 样 一 种 观点 , 即 认为 哲学 有 两 种 涵义 ,第 一 种 是 哲学 家 的 哲学 ,第 
二 种 是 对 物理 问题 的 中 距离 的 甚至 是 短 距离 的 看 法 .这 第 二 种 哲学 对 于 物理 学 
有 着 关键 性 .长 期 性 的 影响 ,因为 它 决定 了 一 个 物理 学 家 喜欢 提 什 么 问题 ,喜欢 
了 解 什 么 问题 ,一 个 问题 来 了 喜欢 用 什么 方法 去 解决 .这 种 哲学 与 一 个 人 的 风 
格 .喜好 有 极为 密切 的 关系 ,对 一 个 人 的 研究 成 就 有 决定 性 的 影响 .每 一 个 科学 
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家 根据 他 过 去 的 经 验 都 会 形成 他 自己 的 这 种 哲学 .0 

庞 加 莱 的 哲学 属于 杨振宁 先生 所 说 的 第 二 种 哲学 .我 之 所 以 持 这 种 看 法 ， 
是 以 庞 加 莱 的 三 部 科学 哲学 著作 的 具体 内 容 为 根据 的 ， 

读 了 这 三 本 书 , 可 以 感受 到 庞 加 莱 扎 写 的 科学 哲学 的 主要 内 容 是 对 他 所 熟 
悉 的 长 期 从 事 研 究 的 数学 ,物理 学 .天 文学 这 三 个 领域 中 的 一 些 问题 的 哲学 思 
考 ,尤其 侧重 于 对 科学 方法 的 思考 ,大 都 是 对 这 些 问 题 的 近 距 离 或 中 距离 的 看 
法 ,虽然 在 书 中 也 有 一 些 “ 远 距离 ”的 看 法 ,然而 分 量 极 少 ,不 占 主导 地 位 . 庞 加 
莱 的 哲学 思想 是 对 他 在 这 三 个 领域 中 的 科研 实践 经 验 的 直接 概括 和 总 结 . 

在 《科学 与 假设 》 一 书 中 , 庞 加 莱 深 有 体会 地 说 明了 假设 (Hypothesis) 的 作 
用 .他 认为 ,凡是 推广 都 是 一 种 假设 ,因此 假设 有 着 必 不 可 少 的 作用 ,这 是 谁 也 
不 会 反对 的 .不 过 , 它 应 当 总 是 尽 可 能 早 地 、 尽 可 能 经 常 地 受到 检验 .当然 ,如 果 
它 经 不 住 这 种 检验 ,人 们 就 应 当 把 它 抛弃 .然而 物理 学 家 的 假设 不 是 轻易 采用 
的 ,这 个 假设 已 顾及 到 一 切 似乎 能 够 参与 现象 的 各 已 知 因素 .如 果 检 验 不 支持 
它 ,其 中 必 有 未 曾 料 到 的 不 寻常 的 东西 ,而 这 正 是 我 们 要 去 寻觅 的 未 知 的 和 新 
颖 的 东西 .所 以 ,被 抛弃 的 假说 远 非 毫 无 成 效 , 正 是 给 科学 家 提供 了 作出 新 发 现 
的 机 会 .可 以 说 , 它 比 真实 的 假设 功劳 更 大 . 

庞 加 莱 指 出 ,科学 家 不 能 满足 于 一 堆 实 验 事实 ,应 当做 整理 工作 .人 们 靠 事 
实 建 设 科学 ,正如 用 砖 石 筑 成 房屋 ;然而 许多 事实 不 能 称 其 为 科学 ,正如 一 堆 砖 
石 不 能 称 其 房屋 .最 要 紧 的 ,要 有 预见 .而 要 预见 ,就 必须 有 推广 .实验 只 给 我 们 
一 定数 目的 孤立 的 点 ,我 们 用 一 条 连续 的 线 把 这 些 点 连接 起 来 ,这 就 是 真正 的 
推广 .实际 上 我 们 画 出 来 的 曲线 是 在 这 些 点 附近 穿 绕 而 过 的 ,并 非 恰恰 通过 这 
些 点 .这 样 ,我 们 还 对 实验 进行 了 矫正 .依靠 推广 ,一 个 观察 到 的 事实 可 以 使 我 
们 预见 许多 事实 .当然 这 种 预见 被 实验 推翻 的 可 能 性 很 大 .但 是 ,与 其 根本 不 去 
预见 ,还 不 如 去 作 不 够 准确 的 预见 . 

庞 加 莱 把 假设 分 为 三 类 :第 一 类 是 自然 的 (Natural) 假 设 .例如 人 们 假定 十 
分 遥远 的 物体 的 影响 可 以 忽略 不 计 , 微 小 的 运动 遵循 线性 定律 ,等 等 .第 二 类 是 
中 性 的 (Neutral) 假 设 . 例 如 ,假设 物质 是 连续 的 ,或 者 相反 ,物质 是 由 原子 构成 
的 .相反 的 假设 并 不 改变 计算 的 结果 .这 种 假设 的 用 处 或 在 于 作为 计算 的 技巧 ， 
或 有 助 于 理解 具体 的 图 象 ,或 坚定 某 种 思想 .第 三 类 是 真实 的 (Real) 推 广 .这 是 
由 实验 证 实 或 否 证 的 假设 ,不管 是 被 论证 了 还 是 推翻 了 ,它们 都 可 能 是 丰产 的 . 

对 于 任 一 事实 都 有 无 穷 的 方式 进行 推广 ,因而 有 一 个 选择 问题 . 庞 加 莱 说 ， 
每 一 种 推广 都 在 某 种 程度 上 含有 对 自然 界 的 统一 性 和 简单 性 的 信念 .选择 是 受 
简单 性 的 考虑 导 引 的 .他 进而 指出 ,考察 科学 的 历史 ,有 两 种 相反 的 现象 .有 时 
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简单 性 隐藏 在 复杂 的 外 表 下 面 ,有 时 简单 性 是 表面 的 ,而 它 隐 藏 着 非常 复杂 的 
实在 .如 果 我 们 的 研究 方法 日 渐 精 密 ,我 们 便 可 在 复杂 的 里 面 找 出 简单 的 东西 ， 
再 从 简单 里 面 找 出 更 复杂 的 东西 .如 是 循环 不 已 .然而 ,我 们 必须 停留 在 某 个 地 
方 ,为 了 科学 可 能 起 见 , 当 我 们 找到 简单 性 时 ,就 应 该 停 下 来 .这 里 正 是 我 们 唯 
一 的 地 基 ,在 这 上 面 建立 我 们 推广 的 大 厦 . 

在 《科学 与 方法 ) 一 书 中 ,有 一 章 专 讲 事实 的 选择 . 庞 加 莱 把 简单 与 美 联 系 
起 来 ,他 说 : 正 因为 简单 是 美的 , 正 因为 壮观 是 美的 ,所 以 我 们 宁可 寻求 简单 的 
事实 ,壮观 的 事实 .他 总 结 说 :“ 像 对 于 实用 的 淘 望 一 样 ,对 于 美的 渴望 也 导致 我 
们 作 相 同 的 选择 .因此 ,按照 马赫 的 看 法 ,这 种 思维 之 经 济 、 劳 力 之 经 济 是 科学 
的 永恒 的 趋势 ,同时 也 是 美的 源泉 和 实际 利益 的 源泉 .” 

庞 加 莱 对 数学 推理 的 性 质 和 特点 作 了 很 详细 的 探讨 .在 《科学 与 假设 ) 一 书 
中 ,他 指出 ,数学 推理 并 非 只 是 演绎 的 ,三 段 论 法 不 能 告诉 我 们 本 质 上 新 颖 的 东 
西 ; 它 在 某 种 程度 上 带 有 归纳 推理 的 性 质 , 正 因为 这 样 它 才 非 常 富有 成 效 . 他 说 
明了 递归 推理 是 使 我 们 从 有 穷 通 向 无 穷 的 工具 .他 认为 数学 家 是 “通过 构造 "而 
工作 的 , “构造” 出 越 来 越 复 杂 的 组 合 ,再 用 分 析 的 方法 从 这 些 组 合 、 这 些 集合 返 
回 到 它们 的 初始 元 素 ,他 们 得 知 这 些 元 素 的 关系 ,并 由 此 推导 这 些 集合 本 身 间 
的 关系 .他 特别 强调 说 : “我们 只 有 借助 数学 归纳 法 才能 上 进 ,只 有 它 能 告诉 我 
们 新 的 东西 .如 果 没 有 那 种 在 某 些 方面 有 别 于 物理 归纳 法 但 又 同样 有 效 的 数学 
归纳 法 的 帮助 ,构造 则 无 力 去 创造 科学 .” 

在 《科学 的 价值 一 书 中 , 庞 加 莱 专 用 一 章 讨论 数学 中 的 直觉 和 逮 辑 .在 数 
学 家 中 ,一 些 人 只 承认 逻辑 , 另 一 些 人 则 诉 诸 直 觉 ,他 认为 ,对 于 科学 的 进步 来 
说 ,这 两 种 精神 都 是 必要 的 .例如 ,在 欧 几 里 得 创造 的 几何 学 这 个 庞大 的 建筑 物 
中 , 它 的 每 一 个 部 件 不 管 怎样 都 归 因 于 直觉 ,可 是 ,我 们 今天 也 可 毫 不 费力 地 从 
中 辨认 出 一 位 逻辑 主义 者 的 工作 .他 指出 直觉 和 逻辑 各 自 的 缺陷 ,前 者 不 能 给 
我 们 以 严格 性 或 可 靠 性 ,后 者 则 不 能 使 我 们 创造 任何 新 东西 . 庞 加 莱 的 结论 是 : 
逻辑 和 直觉 各 有 其 必要 的 作用 ,二 者 缺 一 不 可 . 唯 有 逻辑 能 给 我 们 以 可 靠 性 , 它 
是 证 明 的 工具 ;而 直觉 则 是 发 明 的 工具 . 

在 《科学 与 方法 》 中 , 庞 加 莱 解 释 了 什么 是 数学 创造 .他 认为 创造 并 不 在 于 
用 已 知 的 数学 实体 作出 新 的 组 合 , 这 样 作出 的 组 合 可 有 无 限 多 ,大 多 数 没 有 用 
处 .创造 恰恰 在 于 不 作 无 用 的 组 合 ,而 作 有 用 的 ,为 数 极 少 的 组 合 .发 明 就 是 识 
别 .选择 .数学 的 美感 , 数 和 形 的 和 谐 感 ,几何 学 的 雅致 感 , 正 是 这 种 特殊 的 审美 
感 ,在 大 量 组 合 中 起 着 微妙 的 筛选 作用 .直觉 使 我 们 推测 隐藏 的 和 谐 和 关系 .只 
有 某 些 组 合 是 和 谐 的 ,从 而 同时 也 是 有 用 的 和 美的 .他 的 体会 是 有 用 的 组 合 恰 
恰 是 最 美的 组 合 ,我 意 指 最 能 使 这 种 特殊 情感 着 迷 的 组 合 ,所 有 的 数学 家 都 知 
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庞 加 莱 还 在 “数学 创造 "这 一 章 中 详尽 地 回忆 和 记述 了 他 如 何 写 出 第 一 篇 
关于 自 守 函数 的 论文 的 经 过 .他 把 自己 的 创造 过 程 概括 为 “两 种 自我 的 工作 方 
法 ”, 即 有 意识 的 自我 和 无 意识 的 自我 在 轮番 地 工作 着 .无 意识 的 自我 决 不 劣 于 
有 意识 的 自我 , 它 机 智敏 锐 ,知道 如 何 选择 ,如 何 凭 直觉 推测 , 它 在 有 意识 的 自 
我 失败 了 的 地 方 获得 成 功 .以 一 种 突如其来 的 灵感 或 顿悟 形式 呈现 在 脑海 中 的 
组 合 ,常常 是 有 用 的 、 多 产 的 组 合 .当然 ,无 意识 工作 之 有 成 果 是 有 条 件 的 , 即 一 
方面 要 有 有 意识 的 工作 在 它 之 前 , 另 一 方面 要 有 有 意识 的 工作 尾随 其 后 . 庞 加 
莱 的 记述 和 分 析 是 一 份 提供 给 心理 学 家 研究 创造 性 思维 的 极为 宝贵 的 素材 ,至 
今 仍 是 有 重要 价值 的 科学 文献 . 

庞 加 莱 根 据 切身 的 体验 透彻 地 讲 明 了 数学 与 物理 的 关系 .一 方面 ,数学 为 
物理 学 提供 表述 定律 的 唯一 语言 ,帮助 物理 学 家 进行 有 效 的 计算 ;最 为 重要 的 
是 ,在 从 实验 得 到 定律 , 亦 即 进行 推广 和 选择 的 过 程 中 ,必须 借助 于 数学 的 理性 
精神 才能 揭示 隐藏 在 事物 中 的 奥秘 . 另 一 方面 ,数学 也 受 赐予 物理 学 ,物理 学 是 
研究 自然 的 ,认识 自然 的 欲望 对 于 数学 的 发 展 具有 最 持久 、 最 有 效 的 影响 .“ 人 
的 想象 可 以 变化 ,但 是 自然 的 变化 更 加 丰富 多 彩 ." 伟 里 叶 级 数理 论 、 二 阶 偏 微 
分 方程 理论 等 都 主要 是 借助 于 物理 学 和 为 了 物理 学 而 得 以 发 展 的 .他 还 指出 ， 
数学 与 物理 学 的 证 明 方法 不 同 ,但 是 发 明 方 法 却 是 十 分 类 似 的 . 

以 上 我 所 转述 的 虽然 偏重 于 庞 加 莱 关 于 科学 方法 方面 的 探讨 ,然而 是 有 代 
表 性 的 .由 此 可 以 看 出 ,他 所 表述 的 看 法 都 是 与 数学 .物理 学 的 具体 内 容 密切 联 
系 的 一 些 “ 近 距离 "的 哲学 见解 

在 20 世纪 初 关于 集合 论 的 悖 论 以 及 数学 基础 的 争论 中 , 庞 加 莱 对 罗素 
(Russel , 1872 一 1970) 的 逻辑 主义 和 希 尔 伯 特 的 形式 主义 都 持 批 评 的 态度 .( 见 
《科学 与 方法 》 中 有 关 逻 辑 的 三 章 ) 正 是 他 的 这 种 立场 使 得 他 成 为 数学 哲学 直觉 
主义 派 的 先驱 之 一 .这 部 分 内 容 或 许可 算是 他 对 数学 问题 的 “中 距离 "看 法 . 

在 哲学 史上 庞 加 莱 还 被 视 为 约定 主义 的 代表 人 物 . 其 约定 主义 思想 直接 来 
源 于 19 世纪 出 现 的 非 欧 几何 .由 于 欧 氏 几何 中 的 第 五 公设 :在 给 定 直线 外 的 一 
点 只 能 作 一 条 平行 线 , 分 别 被 蔡 换 为 “在 给 定 直 线 外 的 一 点 至 少 可 作 两 条 平行 
线 " 和 “在 给 定 直 线 外 的 一 点 不 能 作出 平行 线 ”, 从 而 构造 出 两 种 新 的 几何 体系 . 
庞 加 莱 由 此 认为 几何 学 的 公理 既 非 先 验 综合 判断 , 亦 非 经 验 的 事实 ,而 是 一 种 
约定 或 公约 .如 果 把 这 种 观点 推广 到 一 般 , 则 成 为 哲学 上 的 约定 主义 (Conven- 
tionalisrn ) .然而 他 在 《科学 与 假设 》 书 中 明确 说 明 ，“ 实 验 是 真理 的 唯一 源泉 ”. 在 
物理 学 中 存在 着 定律 和 原理 ,定律 是 实验 结果 的 概括 ,原理 才 是 约定 的 公设 ,而 
且 这 种 约定 的 和 普遍 的 原理 是 实验 的 和 特殊 的 原理 的 自然 而 直接 的 推广 .他 批 
评说 “有 些 哲学 家 推广 得 太 过 份 了 ;他 们 以 为 原理 就 是 整个 科学 ,从 而 认为 全 部 
科学 都 是 约定 的 .” 在 《科学 的 价值 > 一 书 的 引言 中 他 指出 “一 些 人 把 约定 在 科学 
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中 的 作用 夸大 了 ,他 们 甚至 走 得 如 此 之 远 ,以 致 说 定律 , 即 科学 事实 本 身 是 科学 
家 创造 的 .…… 不 ,科学 定律 不 是 人 为 的 创造 ,……" 后 来 ,有 些 哲 学 家 也 认为 庞 
加 莱 并 非 真 正 的 约定 主义 者 , 毋 守 说 他 是 约定 主义 与 经 验 主义 的 综合 . 

迪 厄 多 内 在 他 为 庞 加 莱 写 的 传记 中 说 “是 否 能 够 像 通 常 地 理解 那样 授予 他 
“哲学 家 "的 称号 是 个 问题 ,这 个 问题 最 好 留 给 专业 的 哲学 家 去 判定 . "看 来 ,和 
一 些 著 名 的 专业 哲学 家 相 比 , 庞 加 莱 并 没有 构建 出 任何 哲学 体系 ,也 没有 多 少 
惊 世 之 哲 言 .他 的 哲学 思想 不 属于 杨振宁 所 说 的 第 一 种 哲学 ,充其量 他 只 是 一 
位 科学 哲学 家 .他 的 哲学 著作 充满 着 具体 的 科学 内 容 , 他 是 以 科学 家 的 身份 对 
各 种 科学 问题 进行 了 哲学 的 思考 ,其 看 法 不 一 定 都 对 ,有 时 还 流露 出 错误 的 唯 
心 主义 思想 .他 的 一 些 观 点 曾经 被 许多 人 所 赞同 引用 ,同时 也 遭受 到 多 方面 的 
批评 ,包括 列宁 的 严厉 批评 ,这 在 历史 上 是 很 自然 的 事情 ,都 有 具体 的 历史 背景 
和 原因 .然而 , 瑕 不 掩 瑜 ,批评 并 不 足以 抹杀 其 哲学 思想 中 正确 、 积 极 的 东西 . 

总 之 , 庞 加 莱 的 科学 哲学 著作 毕竟 是 留 给 后 人 的 宝贵 的 精神 遗产 ,在 科学 
界 和 科学 哲学 界 有 着 实际 的 影响 .例如 , 爱 因 斯 坦 在 1921 年 发 表 的 “几何 学 与 
经 验 " 一 文中 , 称 庞 加 莱 是 “敏锐 的 ,深刻 的 思想 家 ”; 在 1952 年 发 表 的 文章 “ 青 
年 时 代 二 三 事 " 中 说 , 庞 加 莱 与 马赫 对 他 的 发 展 有 一 定 的 影响 . 庞 加 莱 在 科学 方 
法 论 方面 有 许多 朴实 的 真知 灼 见 ,现代 科学 哲学 各 流派 的 不 少见 解 都 可 以 在 他 
的 思想 中 找到 雏 型 
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附录 MEANA 


1 第 一 个 存在 定理 

这 一 节 专 用 来 提出 本 文 的 主要 存在 定理 .在 第 2 ~ 7 节 中 给 出 它 的 证 明 , 第 
8 节 中 进行 总 结 . 在 本 节 中 从 考察 一 些 特例 着 手 ,然后 引出 这 定理 的 陈述 .要 记 
住 ,我 们 的 问题 是 要 提出 一 个 判别 准则 ,使 能 在 许多 情形 下 运用 它 来 断定 :能 不 
能 把 形 如 f(x) = y 的 方程 解 出 x 来 .为 着 要 看 出 如 何 提出 判别 准则 ,我 们 先 考 
察 一 些 我 们 已 经 知道 如 何 求解 的 方程 . 

先 看 x 的 值 在 - 1 与 + 2 之 间 由 公式 x? + 1 定义 的 yh 
PRR f(x). (公式 对 于 x 值 在 区 间 - 1 到 2 之 外 时 有 意义 ， | 
不 过 我 们 不 考虑 这 一 事实 ) 图 1.1 表示 这 个 函数 的 图 形 . 
方程 y = x?+1 定 义 一 条 抛物 线 , 而 我 们 的 图 形 是 介 于 两 
条 铅 垂 线 x = - 1 与 x = 2 之 间 的 那 段 抛 物 线 . 

首先 注意 到 曲线 在 x = 0,y = 1 处 有 一 个 最 低 点 .再 
说 得 准确 些 :对 于 所 有 在 - 1 与 2 之 间 的 x,x?+ 1 大 于 或 
等 于 1, 而 在 x = 0 处 取 极 小 值 1. 如 果 要 找 当 x 在 -1 与 
2 之 间 时 ,曲线 的 最 高 点 , 那 就 要 问 “ 在 -1 与 2 之 间 ” 的 这 图 1.1 
一 区 间 是 否 不 包含 x = 2 这 端点 .如 果 包 含 这 端点 ,那么 
最 高 点 就 在 x = 2 与 y = 5 处 .如 果 不 包 含 ,那么 曲线 就 没有 最 高 点 ;因为 不 论 
我 们 在 曲线 上 取 哪 一 点 , 它 的 横 坐 标 总 比 2 小 ,在 横 坐 标 更 接近 于 2 的 点 处 曲线 
上 有 更 高 的 点 .为 着 避免 这 样 的 情况 ,我 们 应 该 使 区 间 包 含 端点 - 1 与 2. 于 是 ， 
对 于 -1<x <2 的 所 有 % 值 ,x? + 1 比 5 小 或 等 于 5, 而 函数 在 x = 2 时 有 极 
大 值 5. 

现在 考虑 解 方 程 x* + 1 = y 这 个 问题 . 设 y 值 已 经 给 定 , 求 满足 这 方程 的 在 
区 间 -1 与 2 之 间 的 相应 * 值 . 若 y 值 超过 极 大 值 5, 当 然 没 有 解 .在 y 比 极 小 值 


名 Q 第 1 节 到 第 12 节 为 一 维 时 的 存在 定理 . 
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1 小 的 情况 也 一 样 .然而 , 若 y 在 1 与 5 之 间 , 就 有 解 .这 只 要 在 * 轴 的 上 方 作 高 
等 于 y 值 的 水 平 线 就 能 从 图 形 上 看 出 来 . 若 所作 的 水 平 线 太 高 或 太 低 , 它 就 不 
会 与 曲线 相交 . 当 高 在 2 与 5 之 间 时 , 它 与 曲线 相交 一 次 ;而 在 1 与 2 之 间 时 , 它 
与 曲线 就 相交 两 次 . (用 y 的 式 子 来 表示 * 时 ,一 个 式 子 是 x = Vy 1) 


作为 第 二 个 例子 , 令 f(x) HAs 5 


MF-3<nx< 3 的 所 有 x 值 定 义 . 它 的 图 
形 见 图 1.2. 从 方程 


_ 24 
iz x +1 
不 难看 出 :一 个 正 x 值 给 出 一 个 正 y 值 ,而 一 图 1.2 


个 负 * 值 给 出 一 个 负 y 值 .还 有 ,改变 x 值 的 符号 只 改变 y 值 的 符号 ;因此 ,曲线 
关于 原点 对 称 .曲线 的 最 高 点 在 x = 1 时 出 现 ,这 时 y = 1. 要 证 明确 是 如 此 ,我 
们 对 于 1 - fe) 这 个 差 作 一 点 儿 代数 替换 


x x? — 2x x - 2 

LT a 

因为 最 后 的 式 子 永远 不 能 是 负 值 , 从 而 1 - f(x) > 0, 于 是 /(x) < 1. 由 于 对 称 
性 ,曲线 的 最 低 点 在 * = -1 与 y =- 1 处 .因而 , 若 y > 1 或 y < - 1, 则 方程 


f(x) = y 显然 无 解 ;但 是 对 于 - 1 < y < 1 的 每 一 个 y 值 ,方程 能 解 出 来 . ( 方 


程 的 两 端 同 乘 以 x? + 1, 再 从 所 得 的 二 次 式 解 出 x = H- iar 

人 们 会 从 上 面 讨 论 的 两 个 例子 进行 推广 ,并 且 猜 测 : 若 任 一 函数 Kx ) 对 于 
区 间 a < x < 6 的 每 一 个 值 有 定义 , 则 f(x) 有 一 极 大 值 K ,一 极 小 值 六 并 
且 对 于 区 间 m <y < M 的 每 一 个 y 值 ,方程 f(x) = y 有 一 解 .让 我 们 多 作 几 
个 函数 的 图 形 来 检验 这 个 猜测 ;这 里 要 记 住 ,我 们 能 用 图 形 来 定义 函数 . 

车 函数 /(x) 的 图 形 如 图 1.3 所 示 , 是 光滑 曲线 ,猜测 看 来 是 对 的 . 当 y Em 
与 MM 之 间 时 ,高 为 y 的 水 平 线 必 与 曲线 相交 . 即使 曲线 如 图 1.4 所 示 , Ape dy 
角 , 猜 测 仍然 正确 .但 是 ,车 曲线 如 图 1.5 所 示 , 有 -一 处 断裂 ,猜测 就 错 了 .因为 
通过 断裂 处 的 水 平 线 不 与 图 形 相交 . 图形 有 断裂 处 的 这 种 函数 ,在 数学 中 是 很 
自然 的 .它们 叫做 不 连续 函数 .一 个 不 连续 函数 的 图 形 甚至 于 可 以 没有 最 高 点 
也 没有 最 低 点 ,例如 图 1.6 所 示 的 图 形 , 它 在 x = c 处 断裂 , 它 的 点 (e, /Ce)) 是 
在 处， 

现在 我 们 已 经 做 完 准 备 ,可 以 叙述 第 一 个 主要 定理 . 
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图 1.3 图 1.4 
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定理 。 若 对 于 某 闭 区 间 [a,5b] 的 所 有 实数 * ,函数 f(x) 有 定义 , 取 实 数 
值 ,并 且 连 续 , 则 函数 有 极 小 值 m SKEM, HHR FAKE m, M] 中 的 每 
个 y 值 ,方程 f(x) = y 在 区 间 [a,bj] 中 至 少 有 一 个 解 x. 

定理 有 时 简 述 如 下 : 若 实 值 函 数 f(x) 在 区 间 a < x b 中 有 定义 且 连 续 ， 
则 该 函数 有 一 极 小 值 ,一 极 大 值 , 并 取得 其 间 的 每 一 个 值 . 

“ 闭 区 间 ” 指 的 是 包含 端点 a,b 的 区 间 ,就 是 说 ,对 于 x 值 的 限制 是 o < 
x <b. “FKA PBE mA. Mla, b] 表示 闭 区 间 , 用 (a,b) 表示 开 区 间 .“ 半 
开 区 间 ” 包 含 一 个 端点 但 不 包含 男 一 个 ,如 (a ,4b] 指 的 是 a < x b, Mla, b) 
指 的 是 a < x <b. 

已 知 一 函数 f(x) 连续 并 给 定 一 个 特定 值 y. 在 这 情形 下 ,这 定理 怎样 帮助 
我 们 决定 能 不 能 解 出 Kx) = y 呢 ? 若 我 们 能 确 知 f(x) 的 极 小 值 m 与 极 大 值 
M, RE EG m<y 三 M?m 与 M 在 许多 情况 下 不 易 找 出 .但 是 ,算出 函数 的 
一 些 值 通常 还 是 容易 的 . 若 对 于 某 个 x 值 c, 得 F(c) < y, 而 对 于 另 一 个 值 ,得 
y < Cd), 则 定理 断言 在 [c, dg]( 或 Ld,c] 若 d < c) 中 有 一 个 x 值 使 Kx) = y. 
例如 , Æ fa) Æ x - V1 44x, M AO) =- 1, m f(2) = 5. 所 以 x3- 
V1+4x = 2 在 区 间 [0,2] 中 有 一 个 解 . 

必须 着 重 指出 :这 个 定理 的 重要 在 于 它 的 普遍 性 .在 大 量 的 千变万化 的 情 
况 下 , 它 告 诉 我 们 一 个 永远 可 靠 的 求解 的 方法 . 像 x* + 1 这 样 不 计 其 数 的 特例 ， 
就 用 不 着 这 个 定理 ,因为 我 们 要 找 的 可 以 很 容易 找到 .应 用 于 复杂 的 函数 ,定理 
就 显 出 它 的 威力 了 .但 更 重要 的 , 它 是 连续 函数 的 一 般 理论 中 的 第 一 个 定理 . 

还 必须 着 重 指 出 :这 定理 的 目前 提 法 不 够 完全 .f 的 连续 性 的 确切 意义 没 
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有 定义 ;我 们 只 给 出 基于 几何 图 形 的 一 个 直觉 描述 一 一 /的 图 形 是 一 条 没有 断 
裂 的 曲线 但 这 仅 是 用 一 个 无 定义 的 术语 来 替代 另 一 个 .下 两 节 要 引导 我 
们 来 得 到 连续 性 的 确切 定义 . 


人 ~ 全 ~ 人 一作 ~ 个 ~ 人 下 一 下 一 一 


本 节 从 头 到 尾 首 要 关心 的 将 是 几何 图 形 . 这 些 图 形 就 是 欧 几 里 得 直线 的 、 
平面 的 \ 或 空间 的 子 集 .为 方便 起 见 ,我 们 假设 已 在 直线 ,平面 ` 或 空间 中 引进 了 
笛 卡 儿 坐标 ,每 个 点 x 用 它 的 坐标 表 出 .一 个 点 的 坐标 形成 一 组 有 顺序 的 n 个 
实数 (x1,x2,…, x) ,简称 为 实数 的 一 个 ”组 .于 是 在 平面 的 情形 ”是 2, 在 三 维 
空间 , 是 3, 而 在 直线 ,n = 1. 用 及 表示 全 体 实数 ,用 R 表示 实数 的 全 体 nn 组 . 
我 们 将 几何 地 看 待 这 些 ; 于 是 R = R' 是 数 直线 (有 坐标 系 的 直线 ) ,R2 表 示 一 个 
有 坐标 系 的 平面 ,而 RP 表示 一 个 有 坐标 系 的 三 维 空间 . 

从 前 面 所 提出 的 计划 ,已 经 可 以 知道 我 们 的 重点 将 是 函数 的 研究 . 本 文中 
“函数 ”这 名 词 的 含义 , 比 在 较 初 等 的 课程 (包括 微 积 分 在 内 ) 中 通常 含义 要 广 
泛 一 些 .在 本 节 中 ,我 们 将 指出 这 种 广泛 性 的 范围 . 本文 将 采用 集合 论 中 的 通用 
语言 及 符号 .我 们 并 不 采用 许多 术语 ,但 是 采用 了 的 就 经 常用 .现在 就 来 给 出 将 
来 所 需要 的 术语 与 符号 . 

若是 一 个 集合 , 则 x CX RAR x 是 这 集合 的 一 个 元 素 . 若 4 与 X 都 是 集 
合 , 则 A c X( 读 作 :4 被 包含 在 关中 ) ,表示 4 的 每 个 元 素 是 X 的 一 个 元 素 , 而 
A 叫做 蕊 的 一 个 子 集 . 大 多 数 情况 下 ,我 们 要 涉及 的 将 是 直线 的 ,或 平面 的 ,或 
空间 的 子 集 ( 即 X c R", 对 于 某 个 正 整 数 n), 所 以 总 是 把 的 元 素 叫做 点 . 若 
ACXMH BCX MEMMSEAN B 由 4 与 B 的 公共 点 的 全 体 组 成 ,而 它 
们 的 并 集 4 U B 由 4 的 点 .B 的 点 以 及 4 与 B 的 公共 点 的 全 体 组 成 . 空 集 用 名 
表示 , 它 是 任何 集合 的 子 集 .于 是 4 门 B= 名 是 说 4 与 B 没 有 公共 点 .车 A C 
XW X - A 表示 在 和 中 ,但 不 在 A 中 的 点 的 全 体 ,叫做 4 在 X 中 的 补 集 . 

在 高 等 数学 里 ,函数 这 名 词 的 意义 十 分 广泛 ;事实 上 , 它 是 整个 数学 的 一 个 
基本 概念 .下 面 的 定义 ,就 与 函数 的 这 种 最 广泛 的 用 法 相 一 致 . 

定义 ”一 个 函数 /由 三 件 东 西 组 成 :一 个 集合 ,叫做 了 的 定义 域 ;一 个 集 
合 了 ,叫做 了 的 值 域 ;与 一 个 规律 , 它 对 于 XX 的 每 一 个 元 素 , 指 定 了 的 一 个 相对 
应 的 元 素 . 符 号 /:X 一 了 . 读 作 :f 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 为 而 值 域 为 7; 或 
简单 些 ,f 是 从 X 到 Y 的 一 个 函数 .我 们 把 “f 对 于 每 一 个 元 素 x € ,指定 一 个 对 
应 的 元 素 y © Y” 这 句 话 缩写 成 “y = fr, Vx E X.”( 我 们 把 f(x) 中 括号 省 略 
掉 ,以 符合 通行 的 用 法 ). 对 于 x E OX, AK fe 值 的 集合 正好 是 Y 时 ,我 们 说 了 是 
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M X BY E(onto) 的 一 个 函数 ,或 从 到 了 的 一 个 满 函数 0. 

例如 在 微 积 分 中 ,一 个 函数 通常 是 指 实 变 数 的 实 值 函 数 ; 即 它 的 定义 域 与 
值 域 都 是 R 的 子 集 .此 外 ,还 经 常 假设 函数 是 由 像 v 1 x 这 样 的 某 一 公式 给 出 
来 的 .这 种 情况 下 ,照例 即 不 说 明定 义 域 也 不 说 明 值 域 . 默认 定义 域 x 是 使 公 
式 有 意义 的 那些 实数 的 集合 (例如 V1 - x 对 于 所 有 的 x < 1 包含 负数 ,都 有 定 
义 ). 作 为 值 域 Y, 总 是 取 所 有 函数 值 的 集合 (例如 ,对 于 V1 - *, 它 是 所 有 的 
y 三 0 这 集合 ). 这 种 函数 叫做 数值 函数 . 

在 更 高 深 的 书 中 ,不 能 假设 f 由 一 公式 给 出 ,以 及 从 公式 能 得 出 定义 域 与 
值 域 . 此外, 我们 也 不 愿意 把 不 与 了 局 限 为 R 的 子 集 .在 本 文中 ,与 Y 经 常会 
是 不 同 维 的 欧 几 里 得 空间 的 子 集 :X CR MY Cc R". 所 以 我 们 必须 小 心 区 别 每 

一 个 函数 的 与 .我们 也 不 总 是 假设 了 恰好 是 函数 值 的 集合 ; 它 可 能 大 一 些 . 
让 我 们 首先 考虑 某 些 较 熟悉 的 、 几 何 地 定义 的 函数 . 

平面 的 一 个 平移 是 一 函数 f:R? 一 RR. 它 是 一 种 刚体 的 均匀 运动 的 结果 ,其 
中 每 个 点 走 过 一 线段 或 向 量 ; 向 量 是 各 点 所 走 过 的 路 径 , 一 律 平行 , 且 有 相同 的 
长 度 与 方向 .只 要 用 一 点 所 描 出 的 向 量 就 能 完全 刻画 一 个 平移 ,因为 别 个 点 的 
向 量 可 以 照样 得 出 .于 是 ,车 已 知 f 把 点 p 带 到 点 g, 则 了 将 把 点 p' 带 到 点 g 使 
PoP ,gq 形成 一 个 平行 四 边 形 . 例 如 ,车 了 把 原点 (0,0) 带 到 (2,- 3) , 则 它 把 
(x1,%2) 带 到 点 (xi + 2,x2 - 3). 所 以 上 的 公式 是 :yi = xi +2 与 y = x2 -3. 

平面 的 一 个 旋转 是 一 个 函数 F:R2: > R, 另 一 个 刚体 运动 的 结果 ;这 次 是 围 
绕 一 个 叫做 旋转 中 心 的 定点 z 的 转动 .了 把 每 一 个 中 心 为 z 的 圆周 变 成 它 自身 ， 
并 且 把 每 一 条 从 z 出 发 的 射线 (包含 起 点 的 半 直 线 ) 变 成 另 一 条 射线 .这 样 的 两 
射线 间 的 夹 角 叫 做 旋转 角 , 而 且 任 一 条 射线 都 旋转 同样 的 角度 . 中 心 与 旋转 角 
完全 刻画 了 旋转 . 

R 的 对 于 其 中 一 条 直线 L 的 反射 是 一 个 函数 f:R 一 RR; 它 是 一 个 刚体 运 
动 ,使 也 上 的 每 个 点 固定 ,而 使 工 的 两 侧 互 换 . 最 形象 的 办 法 :把 它 看 成 是 这 平 
面 在 空间 中 绕 直线 LEF 180° 的 结果 . 

平面 变 成 它 自身 的 任何 一 个 刚体 运动 的 结果 是 一 个 平移 ,或 是 一 个 旋转 ， 
或 是 一 个 反射 ,或 是 一 个 反射 后 又 紧 跟 着 一 个 平移 ;这 个 事实 是 能 证 明 的 .平面 
中 图 形 的 形状 和 大 小 不 改变 ;只 它们 的 位 置 与 定向 可 能 改变 . 这 些 函 数 都 是 初 
等 几何 中 的 全 等 . 


D PAURA y = fe ML s f aR I E A, ARTI PA RAR X PEA HO fa IE 
的 集合 ,n HXT Rak 这 名 话 可 以 用 集合 论 里 的 一 个 十 分 方便 的 符号 :六 = [fel Vx © X| 来 表示 . 
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平面 的 一 个 相似 变换 是 一 个 函数 f:R? > R?, 它 把 所 有 长 度 都 改变 成 + 倍 ， 
这 里 > 是 一 个 常数 .作为 一 个 例子 , 取 定 R 的 一 点 z, 令 户 = z. 并 且 , 对 于 每 一 
个 其 他 的 点 x z, TEM z Bx 的 射线 上 , 作 从 z 开 始 的 线段 ,使 其 长 度 是 从 z 到 
x 的 线段 (或 向 量 ) 长 度 的 二 倍 ,然后 定义 foc 是 这 个 新 作 的 线段 (或 向 量 ) 的 终 
点 .这 个 f 所 用 以 改变 长 度 的 倍数 是 + = 2. 这 样 一 个 以 r > 1 为 倍数 的 f 叫 做 以 
z 为 中 心 的 一 个 放大 . 当 < 1 时 ,f 叫 做 一 个 收缩 .r = 1 时 的 相似 变换 是 上 述 
刚体 运动 的 一 种 .+r 2 工时 的 相似 变换 总 有 一 个 固定 点 z, 它 是 以 z 为 中 心 的 一 
个 收缩 或 一 个 放大 ,再 跟着 作 一 个 绕 z 的 旋转 或 作 一 个 对 于 过 z 的 某 条 直线 的 
反射 .相似 变换 永远 使 直线 变 成 直线 ,并 且 不 改变 线 与 线 之 间 夹 角 的 量度 . 它 能 
改变 一 个 图 形 的 大 小 、 位 置 与 定向 , 却 不 改变 它 的 形状 . 

S LAFE R 中 的 一 条 直线 ,垂直 射影 F:R2 -> 工 ,规定 R 的 每 一 点 x 的 
象 点 fc FEM x BL 所 引 垂 线 的 垂 足 . 

S SAR 中 的 以 z 为 球 心 的 一 个 球面 . 径 向 射影 f:RI - z 一 5, 规定 RB 每 
一 个 不 是 z 的 点 x 的 象 点 ft 是 从 z 到 x 的 射线 与 $ 的 交点 . 

前 面 的 一 些 例 子 ,部 分 地 说 明 我 们 将 感 兴 趣 的 那 种 函数 .为 了 描绘 这 样 的 
函数 ,并 对 它们 进行 有 意义 的 叙述 ,我 们 采用 象 与 反 象 或 原 象 这 两 个 概念 . 若 
f:X 一 了 与 4 CX, 则 A4 在 函数 /作用 下 的 象 ,或 简单 地 说 4 的 f 象 ,用 /表示 ， 
它 是 了 的 子 集 ,由 全 体 x E 4 的 友 值 组 成 .确切 地 说 ,一 点 y EY 是 在 及 内 , 指 
的 是 ,至 少 有 一 个 x E 4, 使 及 = y. 人 们 能 把 有 看 做 是 对 于 整个 4 运用 f 的 结 
果 . 例 如 ,在 一 刚体 运动 或 一 相似 变换 f:R 一 R? 的 作用 下 ,R? 的 任 一 直线 工 的 
RE R 的 一 直线 太 . 在 垂直 射影 f:R? -> LPR? 的 每 一 线段 4 的 象 ,是 L 上 
的 一 线段 所 (图 2.1), 当 4 与 二 垂直 时 是 二 上 的 一 个 单独 的 点 (图 2.2). 在 径 向 
IE SR - z 一 S 下 ,Ri 的 不 通过 z 的 每 一 条 直线 L 的 象 L 是 S$ 上 一 个 大 的 半 
圆 ,不 包含 端点 (图 2.3). 


4 一 
> 4 
f4 L fA 
图 2.1 图 2.2 图 2.3 


如 果 考 虑 R 对 于 一 个 平面 的 任意 反射 ,就 明白 我 们 用 “ 象 ” 这 个 字 的 来 
WR f:X> YSB c YME fe E B 的 那些 点 x, 形 成 的 一 个 子 集 , 叫 
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做 在 f 下 的 8B 的 反 象 或 原 象 ,用 f-18B 表示 .在 垂直 射影 R — LEAT, L 的 单 
独 一 个 点 y 的 原 象 ,是 在 y 处 与 垂直 的 直线 ;而 线段 的 反 象 或 原 象 ,是 该 线段 
在 其 两 端点 处 向 工 所 引 两 垂 线 之 间 所 夹 的 一 长 条 .在 径 向 射影 Re - z 一 SF, 
S 的 一 点 y 的 反 象 或 原 象 是 从 z 出 发 通过 y 而 删 去 z 的 半 直 线 . S 上 一 个 圆 域 的 
反 象 或 原 象 是 挖 去 顶点 的 一 个 圆锥 . 

令 f:X 一 了 且 4 cX, M A 的 象 也 在 Y 中 .如 果 了 的 一 个 子 集 B AS SA, 
则 对 于 所 有 的 x € 4, 由 gx = 大 定义 的 函数 g:4 一 下 叫做 /在 4 与 也 上 的 限 
制 .最 经 常 需要 的 是 只 限制 f 的 定义 域 ,在 这 种 情况 下 ,f 在 4 与 Y 上 的 限制 用 
fl A 表示 ( 读 作 :f 在 4 上 的 限制 ). 例 如 ,如 果 f:R? > R? 是 平移 ,而 工 是 R 中 
的 一 条 直线 , 则 ff LAB LIS ERATE. 

如 果 有 两 个 函数 f:X 一 了 与 g:Y 一 Z, 则 能 把 这 两 个 函数 复合 成 一 个 新 函 
数 ,用 gf: 了 一 Z 表 示 ; 它 对 于 X 中 的 每 个 x ,在 Z 中 规定 g(fx) 这 个 元 素 .例如 ， 
令 f 与 g 为 平移 民 一 民 , 其 中 /把 每 个 点 向 东 移 两 个 单位 ,而 g 把 每 个 点 向 北 
移 两 个 单位 .那么 ,gf 是 把 每 个 点 向 东北 移动 2V2 单位 的 平移 . 作为 第 二 个 例 
子 , 令 fie 为 由 公式 

fr= x +1gx =2-% 
给 出 的 数值 函数 R 一 及 . 则 能 形成 复合 函数 of 5 fe, FH FIARA H 
gfx = g(fx) =2-(x2+1)=1 -和 
fex = flex) = (2-«)? 41=5-4x + x? 

有 些 简单 的 函数 如 果 不 特别 地 提出 来 ,人 们 会 觉察 不 到 它们 的 存在 . 首先 
是 常 函数 :一 个 函数 f: 一 了 是 一 个 常 函数 ,如 果 象 克 是 了 的 一 个 单独 的 点 . 
对 于 了 的 每 一 个 点 ,有 一 个 常 函数 .其 次 , 集 XX 的 恒 同 函数 :对 于 每 一 个 x € X, 
函数 f:X 一 X 都 使 有 = x. 最 后 , 若 4 C ,对 于 每 一 个 x E A, S:A> X 
使 得 fe = x, 则 了 叫做 包含 函数 .显然 ,包含 函数 是 恒 同 函 数 在 子 集 上 的 限制 . 
一 个 常 函数 的 任 一 限制 是 常 函 数 . 

函数 S: X 一 了 称 为 一 对 一 的 ( 简 记 为 1 - 1) ,如 果 了 的 每 一 点 是 X 的 一 个 
点 而 且 只 是 一 个 点 在 f 下 的 象 0, 在 这 种 情况 时 ,如 果 对 应 于 了 的 每 一 点 y ,指定 
XX 中 的 使 所 = y 成 立 的 唯一 的 点 x ,就 是 从 了 到 和 的 一 个 函数 , 称 为 /的 反 函 数 ， 
用 符号 ':Y 一 表示 .例如 ,平面 的 每 一 个 刚体 运动 都 是 一 对 一 的 . 如果/ 是 
由 以 p 与 4 为 端点 的 线段 规定 的 从 p 到 9 的 平移 , 则 广 : 是 从 q 到 p 的 平移 . 旋 
转 的 反 函 数 是 具有 同一 个 中 心 , 而 角 的 大 小 相同 但 方向 相反 的 一 个 旋转 .平面 
的 相似 变换 也 是 一 对 一 的 .倍数 为 + > 1 的 放大 的 反 函 数 是 具有 同一 中 心 而 倍 


O 有 些 作者 称 函 数 /:X 一 Y 是 一 对 一 的 ,如 果 了 的 每 一 点 是 X 的 至 多 一 点 的 象 ,这 样 就 允许 /XX 可 
以 不 是 了 的 全 体 ;而 如 果 X= "ale | 对 一 且 满 的 . 
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BNE 的 收缩 

在 处 理 数值 函数 时 ,人 们 企图 从 y = 友 求 出 f 的 反 函数 的 公式 , 即 用 y 表 出 
的 解 x. 于 是 ,开平 方 根 是 平方 的 反 函 数 , 而 对 数 是 指数 的 反 函 数 . 在 某 些 点 的 
原 象 不 是 单独 的 点 的 情况 下 ,人 们 就 把 限制 在 一 个 子 集 上 , 以 获得 一 个 一 对 
一 的 函数 .例如 ,如 果 掺 = x?, 从 y= x? 得 到 x = Vy 与 x = -Vy, 但 如 果 把 f 
的 定义 域 限制 在 正 数 与 零 这 子 集 4 上 ,也 把 f 的 值 域 限制 在 同一 个 子 集 上 , 则 
这 被 限制 的 函数 g 是 一 对 一 的 ,而 它 的 反 函数 是 通常 的 方 根 函 数 g-!y = Vy. 
在 指数 函数 f = 10" 的 情形 ,只 需要 把 的 值 域 限制 在 正 数 集 上 , 即 得 一 对 一 
的 函数 . 

虽然 所 列举 的 函数 例子 ,已 经 各 色 各 样 ,但 它们 仍 不 足以 使 人 们 理解 到 函 
数 概念 是 怎样 的 广泛 和 基本 .作为 广义 的 函数 的 一 个 例子 ,考虑 “男孩 的 母亲 ” 
这 概念 . 男孩 的 集合 为 定义 域 ,妇女 的 集合 为 值 域 ,对 每 个 男孩 x 指定 他 的 
母亲 为 户 . 我 们 的 经 历 中 充满 着 这 样 的 例子 : 书 的 颜色 ,屋子 的 顶 ,等 . 什么 时 
候 用 到 “的 ” 字 ,就 出 现 一 个 函数 . 名词 的 所 有 格 出 现时 也 如 此 . 

科学 中 到 处 是 函数 .化 学 反应 的 结果 是 放 在 一 起 的 化 学 物 的 函数 . 物理 实 
验 的 结果 是 实验 装置 条 件 的 函数 . 

回 到 数学 方面 来 ,处 处 都 有 “那个 的 这 个 ”这 
样 形式 的 话 . 例 如 : 圆 的 面积 ,线段 的 中 点 , 角 的 平 
分 线 ,两 个 集合 的 并 集 等 . 这 些 例子 的 每 一 个 都 是 
一 个 函数 . 在 两 集 的 并 集 情 形 下 , 函数 定义 域 的 一 
个 元 素 ,是 已 知 集合 的 一 对 子 集 (4,B), 而 它 的 
值 域 是 X 的 子 集 的 集合 . 

许多 函数 都 能 用 几何 图 描绘 出 来 .例如 ,* 与 7 
两 数 的 和 x + y 能 看 成 是 一 个 函数 /:R2 — R1, 把 每 图 2.4 
一 对 (x,y) 看 成 是 R 中 的 一 个 点 ,j 就 是 平面 到 一 条 直线 上 的 射影 .方程 为 x+ 
y = 3 的 直线 是 /1(3). 其 他 数 的 反 象 形成 平行 线 族 (图 2.4). 如果 把 值 域 Ri 描 
绘 成 一 条 垂直 于 这 平行 族 的 直线 , 则 六 能 看 成 为 盖 满 这 条 直线 的 垂直 射影 . 


3 ARS RH 


F x Syke RPA as OE Za ASE S , 指 的 是 平常 的 直线 距离 ， 
用 d(x, y) 表示 .在 用 x% 与 y 的 坐标 时 ,能 根据 下 列 公式 计算 


d(x,y) = V0 (xi = 1)? + Cm — y) + + ry) 
这 个 公式 是 应 用 勾 股 定理 的 推广 而 获得 的 . 在 n = 1 时 , 这 公式 简化 为 
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d(x,y) = 1x-yl(x-y 的 绝对 值 ). 现 在 我 们 不 直接 用 这 个 公式 ,而 只 用 距 
离 函数 d(x,y) 的 能 用 这 公式 加 以 证 明 的 某 些 性 质 . 这 些 性 质 都 是 众所周知 
的 ,现在 把 它们 列举 出 来 而 不 加 证 明 . 

首先 , 若 * 与 y 是 不 同 的 点 , 则 d(x,y) > 0. 其 次 ,d(x,x) = 0 对 于 所 有 的 
x. 再 次 ,对 于 每 一 对 点 x 与 y, 距 离 是 对 称 的 :dg(x,y) = d(y,x*). 最 后 ,对 于 任 
意 三 个 点 x,y 与 z, 有 

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) 

最 后 这 个 叫做 “三 角 不 等 式 ” ,因为 它 断言 :三 角形 两 边 的 长 度 之 和 大 于 或 等 于 
第 三 边 的 长 度 . 

让 我 们 回忆 一 下 ,在 第 1 节 中 我 们 初步 检验 各 种 图 形 时 ,图 形 有 和 否 断裂 对 
于 我 们 的 结论 是 否 成 立 起 着 决定 性 作用 . 就 是 因为 这 一 原因 ,所 以 主要 定理 中 
的 函数 必须 是 连续 的 . 那 时 候 我 们 用 几何 图 形 来 直观 地 描述 连续 性 ; 它 的 确切 
定义 要 用 到 另 一 个 概念 , 即 邻 域 的 概念 .现在 给 出 邻 域 的 定义 ， 

定义 ” 令 X 为 R" 的 一 个 子 集 ,x 为 中 的 一 点 ,r 为 一 正 实数 .然后 ,把 外 
中 的 与 x 距离 小 于 7r 的 点 的 全 体 ,定义 为 x 的 在 X 中 的 以 r 为 半径 的 邻 域 ,用 
N(x,r, X) 表示 ,而 在 明白 无 误 ,不 会 引起 误会 时 ,可 简单 地 用 N(x,r) R 
不 . 

Plan 24 X = R" mn = 2,0 N(x, r, R) 恰好 是 
以 x 为 中 心 , 以 > 为 半径 的 圆 的 内 部 .同样 ,x E R 中 
的 ,半径 为 r 的 邻 域 是 以 x 为 中 心 , 以 r 为 半径 的 球 的 
内 部 .在 ”= 1 时 ,N(x,r,R) 就 是 以 x 为 中 点 ,长 度 
为 2r 的 开 区 间 (x - r,x +r). 当 天 不 是 整个 R" 时 , 则 
N(x,r, X) 恰 就 是 的 位 于 N(x,r,R") 内 部 的 那 部 
I(E 3.1), BP X BS x ER" 中 的 邻 域 WOx,r,R") 
的 交集 


N(x,r,X) = XQ N(x,r,R")® 
现在 我 们 来 谈 函 数 的 连续 性 这 个 重要 概念 . 
EX WSf:X> VY R—-PRM AX CR mY cR, Xð xE x.i 
果 对 于 大 的 在 7 中 的 每 一 个 邻 域 ,和 中 存在 x 的 某 一 个 邻 域 , 它 的 f 象 被 包含 在 
fc 的 所 考虑 的 邻 域 中 , 则 说 /在 * 处 连续 . 
为 了 简短 地 表达 这 个 条 件 ,按照 微 积分 中 惯用 的 记号 ,用 e 与 $ 表 示 这 些 邻 
域 的 半径 ,把 它们 分 别 叫做 e 邻 域 与 $ 邻 域 . 则 这 条 件 能 重 述 如 下 :对 于 每 一 个 


@ 读者 容易 看 出 : 当 X = R"* 时 ,这 个 式 子 也 成 立 . 于 是 ,不 论 XC RRX = RHF ee XU 
ee Ve 
.Ys 
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TER s ,存在 一 个 正 数 $ ,使 x 的 6 邻 域 的 f 象 ,属于 fe We 邻 域 
JN(«%,6,X) c N(fx,e,Y) 

若 f 在 X 的 每 一 点 处 连续 , 则 说 函数 /在 X 中 连续 . 

若 把 6 Mle 解释 为 接近 的 程度 , 则 定义 可 以 意译 为 :人 们 只 需要 求 v 足够 
接近 x ,就 能 使 fr' 接近 ft. 更 粗略 的 意译 是 :% 的 微小 改变 ,引起 fr 的 微小 改变 . 

拓扑 学 中 只 注意 连续 函数 ,并 把 “连续 函数 ”这 术语 缩 简 为 “映射 ", 所 以 球 
极 射影 就 是 从 挖 去 了 极 的 球面 到 平面 的 映射 .然而 ,为 了 说 明 连 续 性 定义 的 意 
义 ,让 我 们 来 考察 几 个 不 连续 函数 的 例子 . 

作为 第 一 个 例子 , 令 RP 一 R? 使 平面 上 
除去 一 个 点 p 外 , 每 个 点 都 固定 不 动 , 而 令 
fp = 9 为 另 一 个 点 .为 说 得 具体 ,可 取 p 为 坐标 
原点 (0, 0) 而 v (1,0). BBA, f ZEAE p 的 每 一 
点 处 连续 .要 看 出 它 在 p 处 不 连续 , 取 e 为 d(p， 


q) 的 一 半 , 使 得 N(q,e) = N, 3) 为 以 (1， 

0) 为 中 心 , 以 方 为 半径 的 圆 的 内 部 (图 3.2). 这 时 候 , 没有 p 的 邻 域 会 映 到 
N(4, 方 ) 中 ,因为 的 每 个 邻 域 都 包含 有 不 在 N(g, 汪 ) 中 的 点 ,而 /又 使 这 些 点 
不 动 ,从 而 这 些 点 的 / 象 不 在 N(g, 广 ) 中 .( 图 3.2 给 出 邻 域 N(p, 十 ), 其 中 的 点 
RA p RSRS = ÆN, T) 中 ) 因为 对 于 e = 二 ,不 存在 相应 的 $ > 0 使 


图 3.2 


得 JN(p,6) C N(9, 方 ) ,所 以 /在 p 处 不 连续 .直观 的 几何 图 形 是 :把 点 p 从 
平面 控 出 来 ,再 把 它 粘 到 点 9 处 ， 

下 面 的 第 二 个 例子 显示 出 不 连续 的 另 一 种 类 型 .把 平面 R 分 成 两 半 ( 半 平 
面 )4 与 B, 其 中 4 包含 所 有 使 > 0 的 点 (x1,x2) ,而 8 是 它 的 补 集 .注意 x1 = 
OR AAD IER LOREA 中 (图 3.3). 定 义 /为 从 R 到 R 的 这 么 一 个 函数 ,使 
得 /在 4 上 的 限制 是 向 平移 一 个 单位 ,而 /| 8 是 向 左 平移 一 个 单位 ./ 把 两 个 
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半 平 面 4 与 8 分 裂 开 ,A 移 向 右 ,B 移 向 左 .因为 LC 4,L 移 向 右 .函数 在 工 外 
的 每 点 处 都 连续 ,而 在 工 的 每 点 处 都 不 连续 .为 了 证 明 后 一 断言 , 令 PE 工 , 令 
q =fp IFS e 为 小 于 2 的 任 一 正 数 .于 是 在 了 中 4 的 以 e 为 半径 的 邻 域 , 即 
N(gq,e), 不 包含 妥 的 点 ,而 每 个 N(p,r) 包 点 B 的 点 .如 图 3.3 所 示 ,P 的 任何 
邻 域 的 左 半 (由 虚 点 的 圆 表 出 ) 在 /的 作用 下 离开 了 N(q,e). 因 而 没有 对 应 的 
6, 使 得 R 中 的 p 的 以 6 为 半径 的 邻 域 的 象 ,包含 在 q 的 以 e 为 半径 的 邻 域 中 ， 
即使 得 


fN(p,0) c N(gq,e) 

直观 的 图 形 是 :f 把 平面 沿 L 割裂 ,再 把 两 半分 离开 . 

为 着 说 明 连 续 性 的 定义 符合 我 们 的 直觉 ,还 可 用 第 1 节 中 所 举 的 不 连续 性 
的 例子 的 图 形 来 检验 .在 图 1.5 中 , 若 邻 域 V(r,e) 的 半径 e 小 于 距离 4(7,s) 的 
一 半 , 则 c 的 任 一 邻 域 包含 X 的 许多 点 ,它们 的 象 不 在 这 个 fc = r We 邻 域 中 . 
同样 ,在 图 1.6 中 ,者 e 是 比 距 离 d(7r,s) 与 dq(r,i) 中 较 小 的 还 小 , 则 <。 的 任何 
邻 域 又 包含 着 许多 点 ,它们 的 象 不 在 fe = > 的 以 es 为 半径 的 邻 域 中 . 

要 证 明 函 数 在 某 点 不 连续 ,只 需要 指出 :对 于 单独 的 一 个 es > 0, 不 存在 6. 
要 证 明 连 续 ,经常 比较 困难 些 , 因 为 要 指出 :对 于 每 个 可 能 选 出 的 es, 怎样 找 出 
与 它 相对 应 的 数 8( 就 是 必须 显示 出 6 为 e 的 一 个 函数 ) .然而 ,对 于 一 些 简 单 函 
数 , 这 并 不 困难 ;现在 我 们 就 来 考虑 这 些 函 数 . 

对 于 任 一 个 X c R", 恒 同 函数 f:X 一 车 连续 .回忆 恒 同 函数 的 定义 :对 于 
所 有 的 x E X, fx = x. 对 应 于 x © 与 一 个 e > 0, 取 6 = e. 显 然 f 把 N(x,6， 
X) BRA N( 友 ,e ,XX) ,因为 了 使 每 一 点 不 动 , 故 这 两 邻 域 重合 .同样 , 若 4 CX, 
则 包含 函数 f:4 > X 连续 ; 因为 它 是 一 个 映射 . 还 取 8 = e, 并 利用 
N(x,8,A) =A) N(x,8, X) 这 一 事实 . 

任意 常 函数 f:X 一 了 连续 .在 这 情形 下 ,f/X 为 了 的 一 个 单独 的 点 ,譬如 说 
gq; 因而 对 于 每 一 个 x 与 对 于 每 一 个 es > 0, 以 及 r+ > 0,/N(x,r,X) c 
N(q,e,Y); 故 不 妨 取 5 = e. 

任意 一 个 刚体 函数 fs X > Y 连续. 所谓“ 刚体 ”函数 ,是 指 不 改变 距离 的 函 
数 

d( fx, fx’) = d(x,x') ”对 于 所 有 的 x,x’ E X 

例如 ,R? 的 平移 、 旋 转 与 反射 是 刚体 的 . 要 证 明 在 点 x © 下 处 连续 , 对 于 每 个 
e >0, 可 取 6 = e. Ra, Ax E N(x,6,X), 则 有 d(x,x’) < e, 所 以 
d( fx, fx’) <e, AM fe EN(fr,e, 了 ). 即 , 因 了 的 刚体 性 ,x We 邻 域 的 f 象 在 
fx He 邻 域 中 . 

使 距离 紧缩 的 函数 S: 人 一 7 连续 .紧缩 这 一 条 件 由 下 式 表 出 

d( fu, fx’) < d(x,x') 对 于 所 有 的 x,x' © X 


610 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


再 对 于 所 有 的 x, 取 6 = e, 并 且 应 用 上 一 段 的 论证 . 
任 一 相似 函数 /:X 一 了 连续 .这 里 的 条 件 是 把 所 有 的 距离 改变 同一 个 售 
数 , 壁 如 说 ,是 售 
d( fx, fx’) = kd(x,x') ”对 于 所 有 的 x,x E€ X 
若 0<%<1, 则 /为 压缩 而 可 引用 前 一 段 . 当 > 1 时 ,对 于 所 有 的 点 x, 取 6 = 
E€ 
k 


.然后 ,x' E N(x, X) Si d(x,x') < 大 .这 能 写 为 kd(x,x') < e. EH 


的 等 式 就 产生 d( fu, fc’) < e, AM fx © NC fxe, Y) CIM, k = 2 而 /使 距 
AOU , WIBER NC fcc, Y) 的 半径 之 半 为 半径 的 x 邻 域 的 / 象 c APRN fe, 
eY) 

所 谓 从 球 心 z 到 球 S 的 径 向 射影 是 函数 了 : 
R? — z 一 S$.f 是 满 的 ,是 连续 的 .f 把 S 外 部 的 两 个 
点 投射 到 S 上 ,缩小 了 它们 之 间 的 距离 ,所 以 那 限 
制 在 S 外 部 的 f, 显 然 连 续 . 然 而 ,限制 在 S 内 部 的 “ 
f 放 大 距离 ;如 果 两 点 在 球 内 移动 , 当 它们 离 球 心 
越 近 时 ,了 把 它们 之 间 的 距离 放大 的 倍数 就 越 大 . 
要 证 明 在 一 点 x z z 处 连续 ,作为 © 的 函数 的 $ 的 sa 
表达 式 相 当 复杂 ,但 注意 到 各 种 相似 三 角形 以 及 用 一 点 儿 代数 ,仍然 能 得 到 这 
个 表达 式 .我 们 也 能 几何 地 得 出 一 个 8 如 下 . 令 ;为 $ BU fe WUD, A e 为 半 
径 的 球 的 一 个 交点 .图 3.4 显 示 出 通过 x, 反 与 1 这 三 个 点 的 平面 的 截面 . 令 5 为 
从 x 到 zi 线 的 垂直 距离 .于 是 球 N(x, 0) 内 部 的 每 个 点 的 投影 落 在 N(fx,e€,S) 
中 . 


4 REPAR 

WX E R" 的 一 个 子 集 . 我 们 的 目的 是 要 定义 并 研究 忒 的 一 类 特别 的 子 集 ， 
即 所 谓 的 外 的 开 集 .它们 将 在 随后 的 讨论 中 扮演 主要 角色 ,因为 借助 于 它们 ， 
才能 容易 表达 出 所 要 讨论 的 的 各 种 拓扑 性 质 . 还 有 ,用 开 集 时 ,函数 连续 的 
条 件 取 一 个 很 简单 的 形式 . 

不 容易 事先 看 出 :为 什么 开 集 这 个 概念 会 是 一 个 重要 概念 . 它 逐 渐 得 到 承 
认 ,是 一 个 历史 事实 .在 拓扑 发 展 的 早期 (1900 ~ 1930) ,对 这 一 课题 人 们 曾 采 取 
各 种 途径 ,做 过 各 种 不 同 的 探讨 . 人 们 曾 采 用 过 诸如 下 列 名词 所 表达 的 概念 : 邻 
域 空间 ,度量 空间 ,极限 点 ,序列 极限 以 及 闭 包 . 当时 并 未 弄 清楚 这 些 途 径 都 等 
价 ,都 殊途同归 ;也 无 人 能 预言 拓扑 的 发 展 方向 与 最 终 形 式 . 直 到 这 个 时 期 的 未 
期 , 才 逐 渐 弄 清楚 下 述 事实 : 开 集 概念 是 探讨 所 有 拓扑 性 质 的 简单 而 灵活 的 工 
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具 . 从 那 以 后 ,人 们 公认 开 集 这 个 概念 所 提供 的 途径 最 优越 . 

EX S XKR 的 一 个 子 集 . 若 对 于 XX 的 子 集 U 的 每 一 点 x, UR x 
的 在 和 中 的 某 邻 域 , 则 称 子 集 U 为 X 的 开 和 集 .条 件 可 重 述 如 下 :对 于 每 一 点 x € 
U, 有 一 个 数 r > 0, 使 N(x,r, X) CU. 

我 们 不 和 久 会 看 到 , 开 集 是 易于 遇 到 的 ,并 且 以 各 式 各 样 的 形式 出 现 .我 们 的 
第 一 类 例子 ,就 是 和 中 的 点 的 邻 域 : 几 邻 域 都 是 开 集 . 

设 已 知 x9 E X 5 ro > 0. 要 证 明 上 述 断 言 ,必须 证 明 
N( xoro, X) 是 下 的 开 集 (图 4.1); 这 就 需要 指出 ; 对 于 (se) 

每 一 点 x © N(x0,70,X) ,存在 一 正 数 7+, 使 邻 域 WOx ,r， 
X) c N(x9,79,X). & r = ro — dxixo). 现在 x € 
N(x0,70,X) 指 的 是 d(x, x0) < ro; 因 此 r HAIER. S 
y EN(x,r,X), FÆ d(x,y) < r. 从 三 角 不 等 式 可 知 
d(xo,y) < d(xo,x) + d(x,y) 
MEA d(x,y) < r, A 
d(x9,y) < d(xo,x) +r 

但 由 我 们 的 > 的 定义 ,d(xo,x) +r = ro, 因 此 

d(xo,¥) < ro 
这 就 表明 N(x, r, X) BYTE y SEN (x9, ro, X) 的 一 个 点 ,所 以 N( xo, ro, X) 是 
X 的 开 集 . 

下 面 的 一 些 定理 说 明 怎样 从 已 知 的 开 集 作出 另外 的 开 集 . 

定理 4.1 癌 U 与 V 都 是 X 的 开 集 , 则 它们 的 交集 U 门 V 是 的 一 个 开 集 . 
的 任何 有 限 个 开 和 集 的 交集 是 的 一 个 开 集 . 

为 着 证 明 第 一 个 断言 , 令 xE UNV. xE U 且 U 是 开 集 ,有 一 个 +r>0 
使 N(x,r, X) c U. 因 x EV 而 V 是 开 集 ,有 一 个 > Of N(x,5,X) CT. 设 
t 为 > 与 s 中 较 小 的 那个 ;显然 N( x,t, X) 在 U 与 V 中 , 故 在 U 门 V 中 .这 就 证 
H UN V 是 开 集 .为 着 证 明 第 二 个 断言 ,假设 x 在 每 一 个 开 集 U1,U,…, U P. 
FEAR r > 0(i = 1,2,…,k) 使 N(x,r;, 了 对 ) c U,. 取 这 些 r1,r2，"… r, PE 
小 的 一 个 , 设 为 1. 显然 N(x,i,X) 在 交集 中 ,这 就 完成 了 证 明 . 

在 上 面 的 论证 中 ,我 们 假设 UN VPA A aU 与 V 无 公共 点 , 即 

UNV= 多 = 空 
我 们 还 必须 根据 开 集 的 定义 来 验证 空 集 是 开 集 .要 求 这 样 的 验证 , 乍 一 看 ,似乎 
有 些 迁 腐 气 ;但 却 是 严格 地 符合 逻辑 的 . 因 名 没有 点 ,所 以 它 的 每 个 点 有 一 个 
邻 域 包含 在 名 中 .这 说 法 是 正确 的 ,所 以 名 是 开 集 .从 相反 的 角度 想 一 想 . 若 集 
合 4 不 是 X 中 的 开 集 ,4 就 包含 某 个 点 ,而 不 包含 该 点 (在 中 ) 的 邻 域 ;所 以 一 
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个 非 开 集 是 一 个 非 空 集 . 这 一 事实 极其 重要 , 它 连 同 另 一 个 重要 事实 , 即 一 集合 
是 它 自己 的 开 集 ,足够 正式 作为 一 个 定理 . 
定理 4.2 ” 空 集 人 是 的 一 个 开 集 ,并 且 X 自身 是 的 一 个 开 集 . 
第 二 个 命题 显而易见 .因由 邻 域 的 定义 ,对 于 每 个 x EX, 和 所 有 的 > > 0 
N(x,r,X) CA 

下 面 的 定理 给 出 从 已 知 开 集 建立 新 开 集 的 另 一 个 方法 . 

定理 4.3 XX 的 任意 多 个 (有 限 个 或 无 穷 多 个 ) 开 集 的 并 集 是 X 的 一 个 开 
集 . 

为 了 证 明 , 令 C 表 示 这 人 么 多 个 开 集 的 全 体 , 又 令 4 表示 它们 的 并 集 . 若 * € 
4, 则 C 中 存在 一 个 开 集 U 包含 x. 因 U0 是 开 集 ,有 一 个 + > 0 使 N(x,r, X) C 
U. 由 并 集 的 定义 ,UC 4, 从 而 NW(x,r,X) c 4, 这 就 证 明了 A 是 开 集 . 

这 些 结果 表示 ,对 于 大 多 数 集合 X, 它 的 开 集 族 是 很 庞大 的 .通过 作 邻 域 的 
并 集 能 无 止境 地 作成 各 式 各 样 的 开 集 . 现在 我 们 将 说 明 许 多 熟知 的 集合 ,具有 
开 集 的 资格 . 

E X = 及 , 则 每 个 邻 域 是 一 个 开 区 间 

N(x,r) = (x —7r,x 47) 
每 个 开 区 间 是 它 的 中 点 的 一 个 邻 域 ,因而 是 R 的 一 个 开 集 . 两 个 或 更 多 的 开 区 
间 的 并 集 , 也 是 R 的 一 个 开 集 ; 例如 , 不 相交 的 开 区 间 的 序列 (二 上, 工 )， 
n =1,2,3,…, 的 并 集 是 开 集 . 

S X = R'. 这 时 候 , 凡 圆 的 内 部 都 是 邻 域 ， 7 
所 以 每 一 个 圆 的 内 部 是 R 中 的 开 集 . 令 4 表示 4 C) 
R 中 的 一 个 矩形 的 四 条 边 (四 条 线段 ) 上 诸 点 E) 

的 集合 . 它 的 补 集 R - 4 有 两 部 分 :内 部 U5 

外 部 V( 图 4.2), 若 x 是 U 的 一 个 点 ,并 选取 一 个 u 

正 数 >, 使 它 比 从 * 到 4 的 边 的 最 短 距 离 还 小 ， 

则 NCx,r) Æ UA. UER POF. M 图 4.2 

FE, Sb BB V de R PRR; A TER 中 不 是 开 集 ;因为 它 的 一 个 点 z, 没 有 邻 域 
N(z,r, R?) c 4. 实 际 上 ,4 的 每 个 点 都 有 这 个 性 质 . 若 用 任意 简单 闭 多 边 形 如 
三 角形 或 六 边 形 来 代替 矩形 4 ,这 些 结论 照样 有 效 . 

应 该 注意 : 开 集 这 性 质 是 脆弱 的 , 即 一 个 开 集 可 以 在 添加 一 个 点 后 ,不 再 是 
开 集 . 在 上 面 的 例 中 , 若 把 A 的 内 部 U 添 加 上 4 的 或 4 的 外 部 的 一 个 点 , 则 这 扩 
大 的 集合 ,就 不 再 是 R? 的 开 集 了 . 
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4X = Rs 时 , 邻 域 都 是 球 的 内 部 ,而 每 一 个 这 样 的 集合 是 在 R 中 的 开 集 . 
球 的 外 部 同样 是 Rs 中 的 开 集 ,但 球面 在 R 中 就 不 是 开 集 . 令 A 表示 R 中 一 个 
矩形 盒子 的 面 边 与 顶点 的 全 体 点 , 则 R - 4 分 成 两 个 开 集 : 盒 的 内 部 与 外 部 . 
令 了 表示 R 中 一 个 环 面 ( 油 炸 圈 饼 ) 的 面 上 的 全 体 点 ,于 是 R - 了 分 成 两 个 开 
集 :7 的 内 部 与 外 部 . 

在 上 面 所 举 的 例 中 ,我 们 都 取 XX = R". 下 面 的 定理 告诉 我 们 ,一 旦 R 的 开 
集 描绘 清楚 了 ,如何 “看 出 ”R" 的 一 个 子 集 X 的 开 集 . 

定理 4.4 AX CR’ MX WARRREX AAR 的 全 体 开 集 的 交集 
RO. 

先 证 明 : 若 U 是 R" 的 一 个 开 集 , 则 XX 门 UX H—-TAE.S eC XN 
U. 因 wx EU 而 U BR 的 开 集 ,就 有 一 个 + > 0 使 N(x,r) c U. 因 而 

XN N(x,r CXNU 
但 N(x,r,X) = 对门 NOxyr), 故 
N(x,r,X) CXQU 

这 就 是 说 :对 于 每 个 x EX 门 U0,X 中 有 x 的 一 个 邻 域 属 于 XN 站 VU, 所 以 XN 站 U 
是 的 一 个 开 和 集 .这 就 完成 了 定理 的 证 明 的 一 半 . 

其 次 ,必须 证 明 能 把 庆 的 一 个 开 集 V 放 大 成 R" 的 一 个 开 集 U, 使 V = XT) 
U. WR V 原来 就 是 一 个 邻 域 N(x,r, 匀 ), 所 寻找 的 放大 体 U 显然 就 是 
N(x,r,R"). 现在 ,容易 验证 的 任 一 开 集 V 是 包含 在 V 中 的 所 有 邻 域 的 并 集 ， 
所 以 我 们 只 要 寻找 出 那 包含 在 了 中 的 每 个 ( 形 如 N(x,r,X) 的 ) 邻 域 的 放大 体 
(N(x,r,R")), 来 构造 所 寻找 的 V 的 放大 体 .对 于 所 有 使 得 N(x,r,X) CT 的 
x EV 和 rx > 0, 我 们 定义 0 为 邻 域 N(x,r,R") ROSES HH AERA IX UG 
足 要 求 , 即 证 明 U ÆR 的 开 集 ,与 X 门 U = V. 因 为 每 一 个 N(x,r,R") 是 R" 
的 开 集 ,定理 4.3 断言 UR WHR. XNA U = 了 还 要 用 两 个 步 又 来 完 
成 :首先 要 证 明了 的 每 一 个 元 素 是 开门 U0 的 一 个 元 素 , 然 后 要 证 明 针 门 U0 的 每 

个 元 素 是 了 的 一 个 元 素 . 

因为 了 是 和 的 开 集 ,每 一 点 xE 了 有 一 NOx,r,X) CV, 所 以 x EU. 这 证 
明了 Tc .但 了 也 是 蕊 的 一 个 子 集 , 所 以 了 C XN U. 这 完成 了 第 一 步 .第 二 
SEW XO U c V. 先 注意 到 任 一 点 y E 人 门 U 既 在 中 又 在 U 中 .作为 U 
的 一 个 点 ,y 属于 某 个 N(x,r,R") 使 N(x,r, 站 ) c VAA y EEX H, EME 
XN N(x,r,R") = N(x,r, X) 中 ,又 因为 WOx,r;X) CT 了 ,从 而 yET. 这 就 


C R", 则 XX 自身 与 R" 的 任 一 开 集 的 交集 是 X 的 一 个 开 集 ;而 
一 开 集 的 交集 .一 一 译 者 注 
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ZRT XNU = 的 证 明 , 并 且 也 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

让 我 们 总 起 来 看 一 下 本 节 中 所 已 做 到 的 事 .外 的 一 个 开 集 U 的 主要 性 质 是 
给 它 下 定义 的 性 质 : 每 一 个 x E U 有 一 个 邻 域 N(x,r,X) CU. 关 于 单独 的 一 
个 开 集 , 所 能 说 的 只 是 这 一 句 话 , 并 无 其 他 .我 们 的 定理 叙述 了 X 的 开 集 全 族 
(EI X WERF) 的 性 质 : 开 集 全 族 的 元 素 包 括 空 集 ` 工 自身 与 每 个 邻 域 W(x， 
+, 也 ) ;此 外 ,还 包括 它 的 任意 有 限 个 元 素 的 交集 ,以 及 任意 有 限 个 或 无 穷 多 个 
元 素 的 并 和 集 . 

现在 转 到 闭 集 的 概念 . 

EX SXAR 的 一 个 子 集 .XX 的 子 集 4 叫做 XX 的 一 个 闭 集 ,如 果 4 在 
X PRIE X - 4 是 的 一 个 开 集 .简短 地 说 ,4 是 闭 集 如 果 X - A 是 开 集 . 

引用 开 集 的 定义 ,就 得 出 4 是 X 的 闭 集 的 下 列 检验 法 :X- 4 的 每 一 点 有 一 
个 不 与 4 相交 的 邻 域 .例如 ,由 单独 一 个 点 所 组 成 的 集合 ,总 是 任 一 稍 大 集合 
中 的 闭 集 ;因为 ,若是 这 个 单独 的 点 ,而 y 是 任 一 别 的 点 ,车 7 小 于 或 等 于 从 x 
到 y 的 距离 , 则 N, r) 不 包含 x. 同 样 地 ,一 平面 或 空间 中 的 一 直线 工 ,是 任 一 
较 大 集合 中 的 一 个 闭 集 ; 因 为 ,车 y 不 在 L 上 ,而 7 是 从 y 到 LL 的 最 近 点 的 距离 ， 
则 N(y,7) 与 工 不 相交 . 

从 所 举 的 每 个 开 集 , 作 它 的 补 集 ,就 得 到 一 个 闭 集 的 例子 .在 图 4.2 和 矩形 A 
的 例 中 ,外 部 了 的 补 集 是 4 与 其 内 部 已 的 并 集 . 因 了 是 一 个 开 集 ,从 而 4 U UE 
RP 的 一 个 闭 集 .同样 ,4 UV 是 RR 的 一 个 闭 集 . 因 UU 了 是 开 集 而 4 是 VUY 
的 补 集 ,从 而 A 是 R 的 闭 集 . 

X 中 的 一 个 集合 4 与 它 的 补 集 式 ~- 4 之 间 的 关系 是 互 逆 的 :X - 4 的 补 集 
是 4. 在 蕊 的 子 集 之 间 的 这 种 对 应 关系 叫做 忒 中 的 对 偶 性 . 开 集 和 闭 集 是 对 偶 

念 ,因为 一 个 开 集 的 对 偶 是 一 个 闭 集 , 并 且 反 过 来 也 对 . 

由 于 开 集 与 闭 集 之 间 的 这 种 对 偶 性 ,我 们 能 从 已 证 明 的 关于 开 集 的 每 个 定 
理 推演 出 关于 闭 集 的 一 个 正确 的 “对 偶 ” 定理 .在 作出 对 偶 命题 时 ,重要 的 办 法 
是 利用 下 述 事实 :并 集 和 交集 在 下 述 意义 下 是 “对 偶 ” 运算 .4 与 B 的 并 集 的 补 
集 ,是 4 的 与 B 的 补 集 的 交集 

X-(AUB)=(X-A)N(X-B) 
同样 地 ,4 与 B 的 交集 的 补 集 ,是 4 的 与 B 的 补 集 的 并 集 
X-(ANB)=(X-A)U(X-B) 
于 是 下 面 四 个 关于 闭 集 的 定理 ,对 应 于 那些 关于 开 集 已 证 明 的 定理 .关于 两 个 
开 集 的 交集 定理 ,给 出 对 偶 

定理 4.1 GASBREX 的 闭 集 , 则 它们 的 并 集 4 U BEX 的 一 个 闭 
集 . 工 的 任意 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 X 的 一 个 闭 集 . 

要 获得 名 与 X 都 是 开 集 的 对 偶 命 题 ,只 需要 注意 到 名 与 X 在 X 中 互 为 补 
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eeX=- BOB =- XN X-K = Ø. 

定理 4.2 空 集 避 与 自身 这 两 个 集合 , 既 都 是 的 开 集 ,又 都 是 的 闭 
集 . 

XX 的 一 个 开 集 通常 不 是 X 的 一 个 闭 集 , 反 过 来 也 一 样 .在 第 7 节 中 将 对 于 
中 的 既 开 且 闭 的 子 集 进行 仔细 研究 . 

关于 任意 多 个 开 集 的 并 集 的 定理 ,给 出 它 的 对 偶 

E43 丰 的 任意 多 个 (有 限 多 个 或 无 穷 多 个 ) 闭 集 的 交集 ,是 XX 的 一 个 
闭 集 . 

定理 4.4(X 的 开 集 族 是 X 自身 与 R" 的 开 集 族 的 交集 族 ) 的 对 偶 命 题 是 

定理 4.4 若 XCR", 则 碟 的 闭 集 族 就 是 蕊 自身 与 R" 的 全 体 闭 集 的 交集 
族 . 

KRACXCR MARR HAF, AEH AN XEXHAR.A 
Af) X =A,%% 

推论 ” 设 4 是 了 "的 一 个 闭 集 . 如 果 R 的 子 集 式 包含 4, 则 ABX Ht 
闭 集 . 

不 要 认为 R" 的 每 一 个 子 集 或 者 是 R" 的 开 集 ,或 者 是 R" 的 闭 集 ;许多 集合 
两 者 都 不 是 . 半 开 区 间 (a, b] 在 R 中 既 不 是 开 集 又 不 是 闭 集 . (a,b] WFF b 
的 任 一 点 x, 就 有 某 一 邻 域 属于 这 区 间 . 另 一 方面 ,5 的 每 一 个 邻 域 包含 着 
(a, b] 外 的 点 .在 图 4.2 的 例 中 ,内 部 U 加 上 4 的 单独 一 个 点 , 既 不 是 RR 的 开 
集 也 不 是 它 的 闭 集 ,前 面 提 到 过 它 不 是 开 集 . 它 也 不 是 闭 集 ,因为 A 的 任 一 点 x 
的 每 一 个 邻 域 N(x,r) 包含 U0 的 点 .但 是 由 检验 一 个 集合 为 闭 集 的 标准 , 它 的 
补 集 的 每 一 点 必 有 一 邻 域 不 与 它 相 交 . 

现在 转 到 用 开 集 概念 来 阐述 函数 的 连续 性 . 阐述 的 简易 ,已 足以 表明 将 来 
研究 连续 问题 时 , 开 集 多 么 有 用 . 

定理 4.5 ”函数 /:X 一 了 连续 的 充分 必要 条 件 是 Y 的 每 个 开 集 的 原 象 是 
的 一 个 开 集 .等 价 地 ,了 连续 的 充分 必要 条 件 是 Y 的 每 个 闭 集 的 原 象 是 X 的 一 个 
闭 集 . 

回忆 第 3 节 中 函数 /连续 的 条 件 : 对 于 每 个 x E 和 与 每 个 e > 0, 存 在 一 个 
6 > 0, 使 x 的 6 邻 域 的 f 象 属于 fr 的 e 邻 域 .现在 ,定理 中 的 条 件 是 :对 于 了 的 
每 个 开 集 V, AV 是 X 的 开 集 .这 一 条 件 的 叙述 无 疑 地 比较 简单 . 

要 证 明 这 定理 , 先 设 /连续 ,并 且 了 是 了 的 一 个 开 集 . 我 们 必须 证 明 :每 个 点 
x E 广 !Y 有 一 个 邻 域 属于 f-!1V. 现 在 fx €E V, 而 且 V 是 Y 的 开 集 ,所 以 有 一 个 
Me > 0 使 N(frx,e,Y) c V. 因 了 连续 ,存在 一 个 数 6 > 0, 使 N(x,6,X) 的 了 
RE N(fc,e, Y) 中 ,从 而 在 了 中 .所 以 N(«,8,X) c 1V, 而 这 就 证 明了 对 于 
Y 的 每 个 开 集 了 , f VERNE. 
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为 证 充分 性 , 设 f 具 有 性 质 :对 于 了 的 每 一 个 开 集 V,f-'V 是 开 集 ;然后 证 明 
连续 . 令 x EX, HS Ee > 0, N(fx,e,Y) 是 了 的 一 个 开 集 ,所 以 它 的 在 莽 中 的 
原 象 /1N(fx,e,Y) Æ XFER; WU = fN(e, Y). Ax EU 并 且 U 是 开 
集 ,x 有 某 邻 域 WMOx,S,X) c U. 从 而 fN(x,6,X) CC N( fx, e, Y) ,这 就 证 明了 了/ 

已 经 证 明定 理 中 关于 开 集 的 部 分 . 关于 闭 集 的 对 偶 部 分 是 下 列 事实 的 结 
果 : 对 于 任意 函数 : 太 :和 了 ,了 的 一 个 子 集 4 的 原 象 在 X 中 的 补 集 即 4 在 了 中 
的 补 集 的 原 象 .用 符号 表示 ,对 于 每 个 子 集 4 C 了 

X- 广 4= 广 (了 -4) 
这 公式 的 证 明 作为 简短 的 练习 , 留 给 读者 .让 我 们 承认 这 个 公式 ,并 设 /连续 以 
及 4 是 了 的 闭 集 .从 而 Y- 4 是 Y 的 开 集 .由 定理 的 第 一 部 分 ,/-!(Y- A) EX 
的 开 集 . 它 在 中 的 补 集 因而 是 X 的 闭 集 .上述 公 式 告 诉 我 们 , 这 个 补 集 是 
f'A; RT SA'A 2X WA. 

为 着 完成 本 定理 的 证 明 ,再 设 每 个 闭 集 的 原 象 是 一 个 闭 集 . 设 4 是 了 的 一 
个 开 集 , 则 了 - 4 是 Y 的 闭 集 ;因此 六 '(Y - A) Æ X KAE. AERE X P 
的 补 集 是 的 开 集 .上 述 公 式 说 这 补 集 就 是 /-14 .于 是 ,对 于 每 个 开 集 4 , 广 !4 
是 开 集 .所 以 连续 .这 就 完成 了 证 明 . 

定理 4.6 ASf:X>YVSe:¥> 2Z 都 是 连续 函数 , 则 它们 的 复合 函数 of: 
X> Z 也 连续 . 

S 下 为 Z 的 一 个 开 集 . 因 g 连续, 前 一 个 定理 断言 :g-! 歼 是 了 的 一 个 开 集 . 
MA f ER, CMA: (e W) 是 的 一 个 开 集 . 留 给 读者 来 证 明 

(ef) |W = f(g! W) 
作为 简短 的 练习 .于 是 ,对 于 2Z 的 每 个 开 集 丈 证 明了 (g 站 )-! 丈 是 开 集 .根据 前 面 
的 定理 ,这 就 说 明 gf 连续. 

在 后 继 的 各 节 中 经 常用 “一 个 空间 X” 的 说 法 .虽然 毫 无 例外 地 ,还 是 某 
个 R" 的 子 集 ; 但 是 ,我 们 的 观点 是 ,只 提 X ASX 的 开 集 ,不 问 周围 的 空间 
R". 这 叫做 内 蕴 的 观点 .请 读者 复习 本 节 中 的 定义 与 定理 ,并 且 注 意 除 定理 4.4 
与 4.4 外 ,所 用 的 都 是 内 区 言词 .在 第 8 节 中 将 讨论 这 个 观点 的 重要 性 . 

5 实数 系 的 完全 性 

本 节 的 要 点 是 论述 :存在 着 足够 多 的 实数 .更 仔细 地 说 ,如 果 把 实数 看 做 是 
能 用 十 进 制 小 数 (位 数 有 限 或 无 穷 多 ) 表示 出 来 的 数 , 则 实数 已 足够 完全 填 满 
我 们 的 数 直 线 . 

数学 史记 载 着 数 系 不 断 发 展 的 过 程 .首先 ,史前 的 人 类 用 一 、 二 .三 与 多 来 
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计数 .接着 是 正 整 数 的 无 穷 序列 的 概念 ,连同 它们 的 名 称 与 缩写 的 记号 .其 次 出 
现 分 数 或 有 理 数 ,接着 是 代数 方程 的 “ 根 ” 或 代数 数 ,然后 是 零 与 负数 ,最 后 是 
超越 数 .中 

在 各 个 阶段 中 , 某 些 使 用 到 数 的 人 ,逐渐 意识 到 他 们 所 了 解 的 数 的 概念 有 
缺陷 ,已 不 够 用 .几经 尝试 以 后 ,他 们 终于 成 功 地 创造 了 新 的 数 ; 把 新 数 与 日 数 
合 在 一 起 ,就 弥补 了 那 种 缺陷 . 绝 大 多 数 人 都 充分 地 了 解 我 们 需要 整数 与 有 理 
数 以 及 它们 的 负数 与 零 .很 好 地 了 解 到 为 什么 这 些 还 不 够 的 人 就 少 些 . 

毕 达 哥 拉 斯 学 派 首先 发 现 V2 不 是 一 个 有 理 数 ;明确 地 说 , 即 没 有 一 个 分 


数 , 它 的 平方 是 2. 这 里 是 欧 几 里 得 的 证 明 . 用 反 证 法 B 是 一 个 分 数 , 它 的 平 


方 为 2. 实际 能 假设 二 是 既 约 分 数 ,就 是 说 :m 与 n 没有 不 等 于 1 的 整数 的 公 因 
数 .特别 是 ,它们 都 不 会 同 是 偶数 (所 有 的 公 因数 2 等 都 已 被 “消去 ”). 把 等 式 
Ce = 2 写成 m? = 2n? BLA m 是 一 个 偶 整 数 .现在 ,一 个 奇 整数 的 平方 
仍 是 奇数 
(2r +1)? =4r+4r+1=2(2r+2r)+1 

因 m 是 偶数 ,从 而 m 是 偶数 ,所 以 m = 站 ,其 中 大 是 某 个 整数 .把 m 的 这 个 值 
代入 m? = 2 于 中 , 变 成 4 大 = 2n?, Bl n? = 2 及 .这 表示 是 偶数 ,因而 n 是 偶 
数 .于 是 ,m 与 n 都 是 偶数 ,与 让 为 既 约 分 数 的 事实 矛盾 . 这 矛盾 表明 了 不 存在 
平方 是 2 的 分 数 . 

因为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 都 是 几何 学 者 ,他 们 需要 V2 这 个 数 . 他们 从 长 度 
为 d 的 一 线段 出 发 ,利用 直 尺 与 圆规 ,可 以 作 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 . 由 勾 股 定 
理 ,对 角 线 的 长 应 为 /2d. 

用 下 面 的 方法 来 想象 数 系 的 逐步 发 展 .用 一 条 直线 工 与 1 上 叫做 0 与 1 的 
两 个 点 开始 ,人 们 能 利用 圆规 挨个 儿 标 出 其 余 的 整数 点 2,3,… 与 - 1, -2,…. 
利用 男 一 个 涉及 作 辅 助 线 的 作 图 法 ,能 把 每 个 区 间 [ n,n + 1] 按 所 要 求 的 分 成 
许多 等 份 .于 是 ,从 0 与 1 两 点 开始 ,L 上 的 坐标 为 有 理 数 的 点 ,都 能 作出 来 . 

现在 ,在 荆 上 稠密 地 散布 着 有 理 点 (稠密 的 意义 是 指 :两 个 这 样 的 点 之 间 还 
均匀 地 散布 着 无 穷 多 这 样 的 点 ). 容易 理解 人 们 会 从 而 不 知 不 觉 地 设想 这 些 有 
理 点 就 是 二 上 的 所 有 的 点 .但 是 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 发 现 , 边 长 为 1 的 正方 形 
的 对 角 线 ,将 它 在 L 上 标 出 时 (图 5.1) 所 得 的 点 Y2, 却 不 是 这 些 有 理 点 中 的 一 
个 .这 个 发 现 对 于 发 现 者 该 是 怎样 一 个 震动 啊 ! 这 促使 人 们 创造 新 的 数 ,与 由 这 
种 几何 作 图 所 产生 的 L 上 的 新 点 相对 应 . 


@ 关于 数 的 概念 的 发 展 的 详细 论述 , 见 《 新 数学 丛书 》 中 的 第 一 卷 ,Ivan Niven 的 : Numbers: Rational 


and Irrational. 


618 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


不 幸 , 有理数 平方 根 的 发 现 , 仍 没有 给 出 足够 的 
数 .三 等 分 一 个 角 或 两 倍 一 个 立方 体 需 要 取 有 理 数 的 
立方 根 ,而 这 些 经 常 不 是 有 理 数 的 平方 根 . 所 以 数学 
家 被 迫 去 创造 有 理 数 的 n 次 根 以 及 甚至 于 更 多 的 代 
数 数 .代数 数 是 整 系数 多 项 式 方程 的 根 . 

约 在 一 百年 以 前 人 们 发 现代 数 数 还 不 够 ; 就 是 图 5.1 
说 , 数 直线 上 还 有 点 不 跟 代 数 数 相 对 应 .特别 是 ,曾经 
证 明 x 这 个 数 (一 个 圆 的 圆周 与 它 的 直径 之 比 ) 不 是 一 个 代数 数 , 人 们 不 禁 要 
问 :这 个 发 展 过 程 有 没有 终止 的 时 候 ;如 果 有 ,什么 时 候 结 束 ? 

十 进 制 与 数 的 十 进 小 数 展开 的 发 展 ,赋予 这 些 问 题 一 个 新 的 观点 .就 已 被 
创造 出 的 所 有 的 数 而 论 , 它 们 都 能 用 它们 的 小 数 展开 式 来 表示 .应 该 着 重 指 出 ， 
有 理 数 的 绝 大 多 数 以 及 所 有 其 他 的 数 都 有 无 终止 的 小 数 展开 式 . 在 这 阶段 , 自 
然 地 会 想到 把 事情 倒 过 来 看 ;采取 下 述 看 法 : 任 一 小 数 展开 式 代表 一 个 实数 . 那 
就 是 说 ,可 以 把 实数 集合 R 定义 为 小 数 展开 式 的 集合 . ( 依 惯例 约定 :把 后 面 都 
是 九 的 小 数 展开 式 与 后 面 都 是 零 的 展开 式 看 做 是 同一 个 数 ,例如 3.269 99… = 
3.270 00…) 这 实际 正 是 我 们 所 要 做 的 .要 说 明 这 定义 正确 ,我 们 必须 表明 它 终 
止 了 创造 新 数 ;集合 R 的 数 完全 填 满 了 数 直 线 . 

必须 解释 “ 填 满 这 直线 ”的 意义 . 回忆 求 平方 根 例如 /2 
的 标准 方法 .从 几何 图 形 看 ,这 是 用 方程 y = x? WIRE M- ae 
试 着 去 确定 它 与 水 平 线 y = 2 的 交点 的 横 坐 标 (图 5.2). 首 
先 检验 头 几 个 整数 ,看 出 1 = 1 太 小 ,而 22 = 4 又 太 大 . 若 x 
从 一 个 正 数 递增 到 另 一 个 , 它 的 平方 也 随 着 增加 . 这 个 事实 
告诉 我 们 2 在 区 间 Io = [1,2] 的 某 一 处 ,而 它 的 小 数 展开 
式 的 整数 部 分 是 1. 其 次 ,把 区 间 Ip 分 成 十 份 ,并 计算 1.0, 图 5.2 
1.1,1.2,…,1.9,2.0 各 数 的 平方 .找到 (1.4)? 小 于 2 而 (1.5)? 大 于 2. 于 是 V2 在 
区 间 A = [1.4,1.5] 中 ,而 V2 的 小 数 展开 式 的 开头 是 1.4. 再 把 六 分 成 十 等 份 ， 
检验 每 个 分 点 的 平方 数 而 找到 V2 在 区 间 p = [1.41,1.42] 之 内 .这 样 继续 下 
去 ,就 确定 出 一 个 无 穷 区 间 序 列 Ip ND hoo ho, PREZA. (5 
是 C 的 反 向 ,而 “4 D B” 读 作 “4 包含 B”) 每 一 个 区 间 是 它 前 一 个 的 十 分 之 一 ， 
而 V2 的 小 数 展开 式 能 从 区 间 的 左 端点 的 小 数 展 开 式 读 出 来 ,先是 1, 然后 是 1. 
4, 再 后 是 1,41 ,等 . 

设想 一 个 类 似 的 ,但 更 普遍 的 问题 .不 限于 考虑 y = x? 而 考虑 y = 应 ,其 中 
/是 任 一 连续 函数 , 它 随 x 的 递增 而 递增 ;并 且 不 限于 找 一 数 x 使 x? = 2, 而 求解 
Tike fe = 9, 其 中 2 是 某 个 已 知 数 . 若 能 找 出 一 个 起 始 的 区 间 o = [n,n+ 1]， 
使 所 < 5 而 f(n +1) > 5b, 那 就 能 进行 一 再 十 等 分 区 间 的 步骤 .这 给 出 一 个 无 
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FW KAIF Io > ND hae Dh D+ TERE 2 这 个 数 的 情形 一 样 ,综合 
这 些 区 间 左 端点 的 小 数 展开 式 ,能 得 出 一 个 数 a 的 小 数 展开 式 , 数 a 在 每 一 个 
这 种 区 间 中 ,所 以 应 该 是 我 们 的 问题 :fa = 4 的 一 个 解 .这 就 强 有 力 地 提示 出 如 
下 的 结论 :如 果 我 们 同意 每 个 小 数 展开 式 确定 一 个 实数 , 那 就 有 足够 多 的 实数 
a 来 解 出 上 述 类 型 的 任何 问题 . 

现在 我 们 来 提出 与 证 明 一 个 定理 ,确切 地 重 述 前 面 的 思想 . 

定义 ”实数 闭 区 间 的 一 个 无 穷 序 列 Io, h, To sIn, 叫做 一 个 收缩 
序列 ,如果 每 个 区 间 包 含 下 一 个 区 间 ,因而 包含 所 有 跟 在 后 面 的 区 间 

WOH ahaha ea ha 

一 个 收缩 序列 叫做 一 个 正则 收缩 序列 , 若 m = [m,m + 1) 是 一 个 整数 m 到 下 
一 个 整数 + 1 的 闭 区 间 , 并 且 , 对 于 每 个 n= 1, 是 1_1 的 十 等 份 中 的 一 个 
区 间 . 于 是 1, 是 hh 的 十 分 之 一 ,了 是 工 的 十 分 之 一 , 照 此 类 推 .的 长 度 是 
10-". 

完全 性 定理 ”每 一 个 收缩 区 间 序 列 有 一 个 公共 点 ;就 是 说 ,这 一 族 所 有 区 
间 的 交集 是 非 空 

首先 考虑 正则 收缩 序列 的 情形 .对 于 每 个 n = 0,1,2,…, 令 a 表示 1 的 左 
端点 ;于 是 ag = m 是 一 个 整数 . 因 的 长 度 是 10-", = [aa + 10-"]. 把 
[1 分 成 十 等 份 的 点 是 


Qn-1，Qn-1l + L ai 本 Z, dp- + E + 10 
10” 10” 10” 10” 
因 1, 是 这 十 个 子 区 间 中 的 一 个 , 它 的 左 端点 应 该 是 
kn 
Qn = Qn-1 + 10" 


HP k 是 数字 0,1,2,… ,9 中 的 一 个 .按照 这 种 方式 ,这 区 间 序 列 决定 一 个 整数 
m 与 数字 的 一 个 无 穷 序 列 记 ,ho，,…,,，…. 令 c 表示 实数 
ki ky kp 
c= Mb Tg + gf FF igs FO 
(BP c 的 小 数 展开 式 是 m. ky kok). Bl 
ki k k, 
Qn = m + 10 7 192 T tio 


显然 a, < c. 现 在 a, + a 与 c 的 小 数 展 开 式 在 小 数 点 后 ,第 n 位 小 数 以 前 的 


数字 都 相同 ,但 c 的 第 ”位 小 数 是 玉 ,而 a, + = 的 第 ”位 小 数 是 太 + 1. 从 而 


1 
an SO <A + Ton 
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这 些 不 等 式 断 言 c € n FFAAAMB TBR ”它们 都 成 立 , 从 而 c 在 序列 的 
每 个 区 间 中 ,于 是 在 所 有 区 间 的 交集 中 . 这 就 证 明了 序列 是 正则 收缩 序列 时 的 
定理 . 

现在 令 lo, Ti, 是 任 一 收缩 序列 ; 令 Io = Lao, bol, L = Lai, bi], — 
M1, = lan, bn]. FEADER 

Qsas Sac" S b ci < ba < bo 
选取 一 个 整数 + < ao 与 一 个 整数 。 > bo, 于 是 得 一 区 间 = [r,s], EBE i 
与 所 有 其 他 的 区 间 . 用 与 * 之 间 的 整数 ,把 区 间 7 分 成 长 为 1 的 子 区 间 . 令 
lo =[m,m +1] 是 这 样 一 个 子 区 间 , 它 的 起 点 m 前 面 只 有 有 限 多 个 a, (收缩 序 
列 的 区 间 的 起 点 ) ,而 所 有 的 a, 都 在 它 的 终点 m + 1 前 面 . 换 句 话说 ,那些 确实 
包含 序列 的 an 的 lo 的 子 区 间 中 ,7 是 最 靠 右 的 那 一 个 .现在 把 10 分 成 十 等 份 ， 
MS Ti = Lei,dij 为 [60 的 这 样 一 个 子 区间 , 使 得 仅 有 有 限 多 个 a, 在 ci 前 面 ， 
而 所 有 的 a, 在 a, 前 面 .再 把 了 分 成 十 等 份 ,而 令 ra = [cs, ds] 为 这 样 一 份 ， 
使 得 仅 有 有 限 多 个 a, 在 cs 前面, 而 所 有 的 a, Æ d 前 面 .继续 用 这 个 方式 以 至 
于 对 每 个 n,7, = [cn, dj] 是 7,_1 的 十 分 之 一 份 ,并 且 仅 有 有 限 多 个 a, Ee, AT 
面 ,而 所 有 的 a 在 d 前面. 因 序 列 7o,71,… 正 则 收缩 ,所 有 这 些 区 间 有 一 个 公 
共 点 c. 于 是 ,对 于 所 有 n, A cn scs dh. Al, 的 长 度 是 10-"*, 有 a scs 
c +10-" = d,, 所 以 
da sc +10" 与 ¢-10" gen 

我 们 要 证 明 : a, < c < b, ATEA n 都 成 立 .用 反 证 法 . 设 对 于 某 个 整数 入 

A c< an, 因 10 的 指数 无 限制 地 增加 ,我 们 总 能 找到 整数 ,使 
ay z c 


在 这 些 n 之 中 ,选取 一 个 大 于 NN 的 整数 n; 对 这 样 一 个 n, A 


a,2ay 与 10> PEF 


第 二 个 不 等 式 能 改写 成 ay- c > 10°" Ray > c + 10-"; 它 与 第 一 个 不 等 式 合 
并 ,就 给 出 o。> c + 10°". Ad, 不 超过 c + 10°", AM d, < oa, 与 所 有 a, ted, 
前 面 这 事实 相 了 矛盾 . 这 个 矛盾 表明 对 于 所 有 的 n,a, < c. 要 证 明 对 于 所 有 的 m， 
c < 如 ,还 用 反 证 法 . 设 对 于 某 个 整数 W, 有 bw < c. 然 后 c - by > 0, 并 且 能 选 
取 一 个 大 于 N 的 整数 ”使 


10” > 


ñ 1 

10” > ae by 

然后 有 ba < by 5107" < c -bw. 合 并 这 些 就 给 出 b, < c - 10-". 这 个 不 等 式 
与 上 面 关 于 c, 的 那 一 个 不 等 式 ( 即 c - 10-" < c,) 蕴涵 着 b, < 6c,. 因 所 有 a 在 
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所 有 6 的 前 面 ,这 个 b < ci 说 明 所 有 a 在 6c 前 面 .这 是 一 个 矛盾 ,从 而 得 。 < 
b, 对 于 所 有 的 n. 这 证 明了 c € 1 对 于 所 有 的 n, 完 成 了 定理 的 证 明 . 


6 时 至 性 

如 果 R” 的 一 个 子 集 被 包含 在 某 个 足够 大 的 球 中 ;也 就 是 ,如 果 有 一 个 点 
xo 与 一 个 数 r > 0 使 XC N(xo,7) ,我 们 就 说 是 有 界 的 .线段 . 圆 球 、 三 角形 
等 等 都 是 有 界 集 的 例子 . 线 , 半 线 、 射 线 . 平 面 .R? 中 圆 的 外 部 全 部 空间 R 以 
及 有 理 数 都 是 无 界 集 的 例子 .直观 地 说 ,一 个 集合 ,如 果 沿 着 它 能 够 一 直 走 向 无 
穷 , 这 个 集合 就 是 无 界 的 . 

R” 的 任 一 子 集 ,如果 它 既 是 R" 的 闭 子 集 又 是 有 界 子 集 , 它 就 具有 下 述 
最 重要 而 又 值得 注意 的 性 质 :对 于 任何 连续 映射 f: X> R", RE 克 HAMA 
界 .本 节 主 要 目的 就 是 证 明 这 个 事实 . 这 证 明 有 点 曲折 ,不 是 那么 直接 ; 它 的 历 
史 发 展开 始 于 Cauchy(1789 一 1857) 的 工作 ,经 历 过 许多 阶段 .特别 是 , 它 蕴 涵 着 
Bolzano-Weierstrass 定理 与 Heine-Borel 定理 这 些 分 析 学 中 常 引 用 的 命题 . 

在 将 要 给 出 的 证 明 中 ,我 们 首先 要 表明 闭 而 有 界 这 性 质 等 价 于 另 一 个 叫做 
“ 紧 致 ”的 性 质 .这 是 论证 的 主要 部 分 .一 旦 这 个 完成 了 ,就 容易 表明 :只 要 XB 
致 而 且 f 连 续 ,f/X 就 紧 致 .我 们 将 通过 展示 无 界 集 与 非 闭 集 的 一 个 共同 性 质 ,来 
引进 紧 致 的 定义 . 

令 氏 为 R” 的 一 个 无 界 子 集 ,而 xo 为 R" 的 一 点 .想象 下 面 这 邻 域 N(xo,7) 
的 序列 ,其 中 r+ 取 r = 1,2,3,…. 这 些 邻 域 形成 开 集 的 一 个 扩张 序列 ,其 并 集 是 
整个 R” ,因为 对 于 每 一 个 x E R”, HEB d(x,xo) 小 于 某 个 足够 大 的 整数 r. 
FAL, 2642 X N N(xo,r),r = 1,2,3,…, 形 成 人 的 开 集 的 一 个 扩张 序列 ,它们 
的 并 集 是 整个 ;但 X 不 等 于 这 些 开 集 的 任 一 个 ,因为 无 界 .此 外 ,不 包含 
在 任何 有 限 个 这 些 开 集 的 并 集 之 中 ,因为 它们 的 并 集 正好 是 最 大 的 那 一 个 . 

HES X AR" 的 一 个 有 界 但 非 闭 的 子 集 ( 这 种 X 的 一 个 特例 是 
[0,1). 一 一 译 者 ), 则 在 的 补 集 R” - 蕊 中 有 某 个 点 y 使 得 每 一 个 邻 域 N(y， 
r) 包含 的 点 (看 第 4 节 中 闭 集 的 定义 ). (并 看 特例 X = [0,1), 从 而 y = 


1, 一 一 译 者 ) 对 于 每 个 整数 = 1,2,3,…, 令 Ui 为 以 y 为 中 心 以 十 为 半径 的 
圆 的 外 部 .每 个 U ER" 的 一 个 开 集 ,因为 如 果 x E Ui, 则 N(x,d(%,y) - 4) 
是 x 的 一 个 邻 域 被 包含 在 Ui 中. Ui 形成 一 个 扩张 的 序列 Ul C Us C …, 而 且 它 
们 的 并 集 是 y 的 补 集 , 因 为 对 于 每 个 点 * zy, 存在 着 一 个 上 使 得 (十 ) < d(x， 
y). 从 而 交集 天 站 Ur( 在 特例 :X = [0,1) 与 y = 11) BE, X A Ui = [0 二 ). 一 


en : 
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译 者 ) 形成 艺 的 开 集 的 一 个 扩张 序列 ,它们 的 并 集 是 整个 XA 下 并 不 等 于 这 
些 集合 的 任 一 个 ,因为 每 一 个 N(y, +) BE XA. Ih, X 不 在 有 限 个 这 些 
集合 的 并 集中 ,因为 它们 的 并 集 正 好 是 最 大 的 那 一 个 . 

于 是 ,如 果 式 是 无 界 的 或 非 闭 的 ,我 们 能 在 X PREX 的 开 集 的 一 个 扩张 
序列 ,其 并 集 为 和 ;但 下 却 不 是 其 中 任意 有 限 个 开 集 的 并 集 . 这 就 引导 出 紧 致 性 
的 定义 .不 过 首先 ,我 们 需要 “ 开 覆 盖 ” 的 定义 . 

EX OX AR" 的 一 个 子 集 . 如 果 R 的 一 些 子 集 的 并 集 包 含 X, 这 些 子 
集 所 形成 的 族 C, 叫 做 XX 的 一 个 覆盖 ;就 是 说 ,的 每 一 点 至 少 在 C 的 一 个 元 素 
中 .X 的 一 个 覆盖 C 叫做 有 限 的 ,如 果 C 的 元 素 的 个 数 有 限 . 著 的 一 个 覆盖 C 叫 
做 包含 的 一 个 覆盖 D: 如 果 D 的 每 一 元 素 也 是 C 的 一 个 元 素 .(D 也 叫做 C 的 
一 个 子 覆 盖 . 一 一 译 者 )X 的 一 个 覆盖 叫做 的 一 个 开 禾 盖 :如 果 覆 盖 的 每 一 元 
素 是 XX 的 (注意 :这 里 的 “XX 的 ”这 两 个 字 ! 一 一 译 者 ) 一 个 开 集 . 最 后 ,空间 无 叫 
做 紧 致 的 ,如 果 X 的 每 一 个 开 覆 盖 包 含 的 一 个 有 限 覆 盖 ; 那 就 是 说 ,能 从 外 的 
开 集 的 任何 无 穷 族 ( 其 并 集 是 X) ,挑选 出 一 个 有 限 的 子 族 ,其 并 集 也 是 X. 

UWR X ER” 中 是 无 界 的 或 非 闭 的 ,上 面 作出 的 开 集 的 扩张 序列 是 的 一 
个 开 禾 盖 .它们 的 任意 有 限 个 的 并 集 就 是 其 中 最 大 的 那 一 个 . 因为 它们 中 没有 
一 个 是 工 的 全 部 ,从 而 它们 之 中 任何 有 限 个 都 不 能 覆盖 住 ;因而 XY 不 是 紧 致 
的 .现在 把 已 得 的 这 些 结果 ( 即 R™ 的 一 个 无 界 的 或 非 闭 的 子 集 必然 不 是 紧 致 
的 .一 一 译 者 ) ,正面 地 叙述 成 下 面 的 定理 : 

定理 6.1 R” 的 每 一 个 紧 致 的 子 集 在 R" 中 是 有 界 的 并 且 是 闭 的 . 

我 们 最 终 还 必须 证 明 逆 定理 :R” 的 每 个 闭 的 并 且 有 界 的 子 集 是 紧 致 的 .这 
是 比较 困难 的 ,要 分 几 步 来 完成 . (目前 ,只 有 那些 具有 有 限 个 点 的 集 显然 是 紧 
致 的 ,因为 能 从 它 的 任 一 覆盖 选取 包含 每 个 点 的 一 个 元 素 ) 第 一 步 , 区间 是 第 
一 个 但 并 非 不 重要 的 例子 : 

实数 的 任何 一 个 闭 区 间 7 = [a,b] 是 紧 致 的 . 

用 反 证 法 ,假设 C 是 7 的 一 个 开 覆 盖 ,而 它 没 有 有 限 的 子 覆 盖 成 为 7 的 一 个 
徐 盖 ,然后 引出 矛盾 . 在 这 个 假设 下 我 们 要 作 区 间 的 一 个 收缩 序列 1 = 万 
Loh D … 使 每 个 区 间 是 它 前 一 区 间 的 一 半 , 并 且 这 些 区 间 中 没有 一 个 被 C 
的 一 个 有 限 子 覆盖 所 覆盖 .然后 应 用 第 5 节 中 的 完全 性 定理 ,表明 这 些 区 间 中 
确实 有 一 个 天 ,被 包含 在 C 的 一 个 单独 的 元 素 覆 盖 着 ,这 是 个 矛盾 . 

为 作 收缩 序 列 ,我 们 注意 到 ,根据 假设 , 1。= 7 不 被 C 有 限 地 覆盖 着 . 1 的 
中 点 把 o 分 成 两 个 闭 区 间 7 与 Po, 它 们 的 并 集 是 Ip. lo, P 中 至 少 有 一 个 不 
被 C 有 限 地 覆盖 着 ;因为 ,如 果 不 然 , C 包含 ro 的 有 限 子 覆 盖 C 与 P 的 C’ , 那 
ACUC 会 是 四 的 有 限 覆 盖 . 选取 那 不 被 C 有 限 地 覆盖 着 的 万 的 一 半 IEA 
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叫 它 1. (在 两 个 一 半 都 不 被 有 限 地 覆盖 着 时 , 选取 右边 的 一 半 , 使 选择 确定 ) 
现在 把 1, 分 成 两 半 ,并 照 前 进行 . 设 10,71,…, 1_1 已 正式 作 好 ,我 们 像 上 面 那 
样 论证 ,因为 pa 不曾 被 C 有 限 地 覆盖 着 ,所 以 至 少 它 的 一 半 不 被 C 有 限 地 覆 
盖 着 . 取 这 一 半 并 叫 它 〗. 这 就 完成 了 存在 收缩 序列 的 归纳 证 明 . 

由 于 R 的 完全 性 ( 见 第 5 节 ), 存 在 着 一 个 点 x 使 x € 1, 对 于 所 有 的 k. 因 
x ET 并 且 C 覆盖 着 7, 存 在 着 开 覆 盖 C 的 一 个 开 集 U, 使 x E U. 因 此 ,存在 着 
一 个 数 r > 0 使 N(x,r,1) c U. 现 在 区 间 

Ios lis sts 
包含 x 并 有 递减 的 长 度 
(b - a),(b - a)/2,:,(b - a)/2*,- 
如 果 选 取 一 个 足够 大 的 使 (5 - a)/2 < 1, BA 会 完全 位 于 N(x,r,7) 中 . 
这 里 出 现 了 矛盾 :存在 着 一 个 使 得 
Ic N(x,r, D) cU 
所 以 是 被 C 的 一 个 单独 元 素 忆 覆盖 着 ,可 是 我 们 序列 的 每 一 个 区 间 又 不 以 C 
的 任何 有 限 子 覆 盖 为 覆盖 , 这 个 矛盾 表明 了 了 是 紧 致 的 . 

在 开始 下 一 个 例子 以 前 ,需要 定义 R” 的 m 维 盒 子 B. 设 对 于 i = 1,2,…， 
m, 有 数 对 a; < bi FF ABR x; E [aibi], BP a; < x < bi B RE R” 中 所 有 
以 这 样 的 (xi, xz，…,xn ) 为 坐标 的 点 x 组 成 的 一 个 子 集 . 在 m = 1 时 ,了 8 正好 是 
一 个 闭 区 间 . 当 mm = 2 时 ,8B 是 一 个 边 与 坐标 轴 平 行 的 长 方形 以 及 它 的 内 部 . 当 
m = 3 时,B 是 一 个 面 与 坐标 平面 平行 的 长 方 盒子 以 及 它 的 内 部 . 

我 们 也 需要 能 将 这 盒子 B 再 分 成 较 小 
HAT. AAA: EKE a,b], i = 
1,2, , m 的 每 一 个 用 它 的 中 点 c; 分 成 两 个 
区 间 ; 所 分 成 的 每 个 盒子 以 [a;,ci] 或 
[ci, 6;] 作为 它 的 第 i 个 区 间 . 于 是 , 当 m = 
2 时 长 方形 被 直线 xı = cl 与 xx = ca 分 成 
4 =22( 个 ) 全 等 长 方形 , 它 的 各 边 长 是 B 的 
对 应 边 长 的 一 半 ( 图 6.1). 4 m = 3 时 盒子 图 6.1 
被 三 个 平面 xi; = c1,x2 = cz 与 x3 = c3 分 成 
8 =23( 个 ) 全 等 的 盒子 , 它 的 各 条 楼 长 是 B 的 对 应 楼 长 的 一 半 . 一 般 , 妃 被 普 个 
超 平面 x = ci(i = 1,2,…,m) 分 成 2 个 全 等 的 盒子 , 它 的 各 条 楼 长 是 B 的 相 
应 棱 长 的 一 半 . 

任何 m 维 盒子 B 是 紧 致 的 . 

这 里 的 证 明 将 类 似 于 证 明 一 维 盒子 (区 间 ) 时 的 方式 ,用 反 证 法 .假设 C 是 
B 的 一 个 开 覆 盖 ,而 它 没有 有 限 的 子 覆 盖 成 为 B 的 覆盖 .我 们 来 作 盒子 的 一 个 
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收缩 序列 Bo, B1,…, Bi,… 使 得 Bo = B, 其 中 没有 一 个 被 C 有 限 地 覆盖 着 ,并 
且 对 于 每 一 个 上 > 0, Bi 是 Bi_1 所 分 成 2 个 盒子 中 的 一 个 .由 假设 , By = BAR 
被 C 有 限 地 覆盖 着 .从 此 开始 我 们 序列 的 归纳 作法 .假设 By, Bi,…, Bi_| BZ 
当地 选 定 ,考虑 Bi_1 所 分 成 的 2" 个 盒子 .如 果 每 一 个 会 被 C 的 一 个 有 限 的 子 覆 
盖 窗 盖 着 ,那么 这 些 2" 个 子 覆 盖 将 会 合并 为 C 的 一 个 有 限 的 子 覆 盖 , 它 成 为 
B, 的 一 个 覆盖 . 因为 这 不 可 能 , B, 的 这 些 盒子 中 至 少 有 一 个 不 被 C 有 限 地 
Bm IR B, 是 这 样 一 个 盒子 . 这 就 完成 了 存在 着 序列 Bo, Bi, B,,- 的 归 
纳 证 明 . (图 6.1 说 明 m = 2 时 的 前 三 步 ) 

我 们 断言 :对 于 每 个 = 1,2,…, 存 在 着 一 点 x E B,. 为 了 说 明 这 个 ,考虑 
SUP SIZES i 坐标 轴 上 的 投影 ,其 中 i = 1,2,…,m. 在 每 个 轴 上 的 投影 组 成 区 
间 的 一 个 收缩 序列 . 令 %; 为 在 第 i 坐标 轴 上 由 投影 形成 的 所 有 区 间 的 一 个 共同 
的 数 .于 是 ,对 于 所 有 的 k, R” 中 坐标 是 (x1, xz，…, x) 的 点 x FEB, 的 一 个 点 . 
因为 x € 了 ,存在 着 覆盖 C 的 一 个 开 集 U 使 得 x E U. 因而 有 一 个 数 > 0 使 得 
N(x,r,B) CU. 令 4 表示 8 的 最 长 棱 边 的 长 度 . 因为 在 作 序 列 的 每 一 步 又 中 


所 有 的 村 都 被 平分 ,从 而 B 的 最 长 楼 的 长 度 是 番 . 由 色 股 定理 ,Bi 的 对 角 线 长 
度 最 多 是 W294 . 取 一 个 足够 大 的 整数 上 ,使 


oS ymd 
于 是 <r 
从 而 有 B, c N(x,r,B) CU 


因此 Bi 被 包含 在 C 的 一 个 元 素 中 ,而 这 与 Bi 不 为 C 有 限 地 覆盖 着 这 一 事实 相 
AVS. RANE B 是 不 紧 致 的 已 经 引 到 一 个 矛盾 ;所 以 B 是 紧 致 的 . 

利用 下 面 这 一 有 用 的 命题 ,可 将 能 被 证 明 为 紧 致 的 集 的 族 大 为 扩大 . 

定理 6.2 ”如果 XX 是 一 个 紧 致 空间 ( 即 R 的 紧 子 集 .一 一 译 者 )B 的 一 个 
ATÆ, N X EZAK. 

为 证 明 这 定理 , 取 XX 的 任 一 开 覆 盖 C, 并 扩大 C 的 每 个 元 素 使 得 扩大 的 元 
素 组 成 的 一 个 开 履 盖 C' .然后 ,利用 B 的 紧 致 性 从 C' 挑选 一 有 限 的 子 覆 盖 ， 
并 且 看 出 那 相应 的 未 扩大 的 元 素 组 成 所 寻找 的 X 的 有 限 的 覆盖 ， 

XT X HFAA C 的 每 一 个 元 素 U, 令 U = UU(B-X), ACER 
以 这 些 较 大 的 U 为 元 素 的 族 . 首先 我 们 要 表明 U EB 的 一 个 开 集 .一 点 x E 
U' ,或 在 U 中 或 在 B -中 .如 果 x © B -对 ,X 在 B 中 是 闭 集 的 假设 告诉 我 们 ; 
存在 着 一 个 r > 0 使 得 N(x,r,B8)cC (B-X)cU .如果 xE€ U, 在 XX 中 U 是 
开 集 这 事实 意味 着 存在 一 个 + > 0 使 得 N(x,r,X) c U, 因 此 N(x,r,B) c 
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U U(B - X) = U' .这 就 证 明了 UV' 在 B PEFR. 

MES y 为 B 的 任 一 点 ;或 y E X, Ey € B- 针 ,如 果 y € 对, 则 对 于 茶 
个 UEC,y EU, 从 而 对 于 相应 的 UE C',y E U.W y © B- XRF 
MAM UCC Aye UV. 所 以 C 是 B 的 一 个 开 和 覆盖 .因为 B 是 紧 致 的 ,C' 
的 有 限 个 元 素 , 璧 如 U'|, UV,,…,U'; 覆盖 有 ,因此 也 覆盖 X. 从 而 C 的 相应 元 
素 , 即 U,, U2,…, Ui, 组 成 的 一 个 有 限 覆 盖 ; 对 于 被 Uj 覆盖 着 的 式 的 每 一 个 
点 也 被 U 覆盖 着 .这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

把 闭 的 并 且 有 界 的 集合 放 在 一 个 m 维 盒子 ( 它 已 被 证 明 是 紧 致 的 ) 中 , 然 
后 运用 定理 6.2, 就 能 证 明定 理 6.1 的 逆 定 理 . 

定理 6.3 R" 的 每 个 闭 的 并 且 有 界 的 子 集 是 紧 致 的 . 

S XER” 中 为 闭 且 有 界 . 因 针 有 界 ,就 有 一 个 点 5 ER” 与 一 个 数 + > 0 
使 得 XC N(b,r). 令 B 表示 中 心 在 b 且 所 有 棱 的 长 都 等 于 2r 的 m HAF A 
切 地 说 ,如 果 R” 中 一 点 y 的 坐标 (7 ，…, Ym) 满足 

b-r<y, <bi+r,i=1,,m 
y 就 在 B 中 .于 是 B 包含 N(b5,r), 所 以 B > X;A XQ B= X.mMAxXEB 
WHE; AX ZR” 的 闭 集 ,根据 定理 4.4 ,B 的 闭 集 族 就 是 B 自身 与 R" 的 闭 集 
族 的 交集 族 .和 是 紧 致 的 这 所 求 的 结论 ,现在 是 前 面 定理 的 一 个 推论 . 

对 于 R” 的 子 集 , 紧 致 的 性 质 等 价 于 既 闭 而 且 有 界 的 性 质 , 现在 已 完全 证 
明了 .这 就 已 准备 好 来 证 明 本 节 的 主要 命题 . 

定理 6.4 ”如果 天 是 一 个 紧 致 空间 ,并且 f: XX 一 了 是 连续 的 , 则 象 太 是 紧 
致 的 . 

证 明 令 C 为 克 的 一 个 开 和 覆盖 .我 们 需要 表明 CAE LX 的 一 有 限 覆 盖 . 
对 于 每 个 UE C ,考虑 原 象 f-1U, 又 令 C 为 全 体 这 些 原 象 所 形成 的 族 .因为 f 
连续 并 且 U EAX 的 一 个 开 集 ,每 个 原 象 S U 是 下 的 一 个 开 集 . 对 于 每 个 x © 
了 ,fr TERT UC C 中 ,因为 CRSA: ATU x 在 对 应 的 广 :7 中 .于 是 C' 是 X 
的 一 个 开 覆 盖 . 因 和 是 紧 致 的 ,存在 着 C 的 一 有 限 子 族 D' 覆盖 着 X. C 的 对 应 
子 族 D RA RA A ee PX AW WR x € PUSS UED 中 ,那么 
fe E U, XB UED +. FH CHEK HARB te. 这 就 完成 了 XK BREN 
证 明 . 

下 面 是 定理 6.4 的 直接 推论 . 

Hit ”如果 针 是 R" 的 一 个 闭 的 并 且 有 界 的 集合 ,又 如 果 f:X 一 R" 连续， 
TWX Æ R 的 一 个 闭 的 并 且 有 界 的 集合 . 

定理 6.5 实数 的 一 个 紧 致 的 非 空 集合 有 一 极 大 值 与 一 极 小 值 ;就 是 


”说 ,中 存在 着 数 m 与 MM, 使 得 m 是 中 的 最 小 数 , M 是 X 中 的 最 大 数 . 


为 着 深刻 理解 这 结论 的 威力 , 先 看 一 些 例子 .首先 ,全 体 实 数 集合 及 没有 最 
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大 数 与 最 小 数 .实际 上 , 数 的 任意 无 界 集 了 一 定 不 会 有 一 个 极 大 值 或 一 个 极 小 
值 ;因为 如 果 两 个 它 都 有 ,那么 任意 兼 有 这 极 大 值 与 这 极 小 值 的 开 区 间 会 包含 
Y 的 全 部 ,于 是 了 将 会 是 有 界 的 .其 次 ,还 存在 着 既 无 一 个 极 大 值 也 无 一 个 极 小 
值 的 有 界 集 .例如 一 个 开 区 间 (c,) 就 是 既 没有 一 个 最 大 数 也 没有 一 个 最 小 
数 .这 些 例 子 表 明 : 要 获得 定理 的 结论 ,我 们 必须 既 要 求 X 是 有 界 的 ,并 且 还 必 
须 增 加 某 些 不 为 开 区 间 所 满足 的 额外 条 件 .因为 一 个 紧 致 的 集合 是 既 闭 并 且 有 
界 , 单 单 这 紧 致 性 的 条 件 就 保证 了 有 界 , 并 且 排 斥 了 开 区 间 . 

让 我 们 继续 证 明定 理 .因为 X 是 紧 致 的 , 它 就 有 界 ; 因 而 存在 着 一 个 包含 
的 闭 区 间 Io = lao, bo]. 我 们 来 造 一 个 具有 下 列 性 质 的 区 间 的 收缩 序列 To, 
Loy Ky BAKA 天 是 大 的 一 半 ; 每 个 天 至 少 包 含 天 的 一 个 点 ;最 后 ,大 
的 右 端 点 bi 是 X 的 一 个 上 界 ,就 是 说 ,对 于 所 有 的 x E X, RIA x < brk = 
0,1,2,…. 训 无 疑问 m 含 有 蕊 的 一 个 点 ( 因 天 是 非 空 的 ) ,并 且 bo 是 X 的 一 个 上 
界 .假定 已 妥当 地 选取 了 Ip ty ha L eH ha = Cage, bri] BPA. OR 
c 是 的 一 个 上 界 , 取 I, = [ari c] ,如 果 C 不 是 一 个 上 界 , 取 I, = [ce, b1]. 
在 两 种 情形 的 任 一 种 时 , 1 都 具有 所 要 求 的 性 质 . 

由 于 R 的 完全 性 ( 见 第 5 节 ) ,存在 着 一 个 数 M, 使 得 对 于 每 个 k = 0,1, 
2,…, 有 ME .我 们 将 首先 证 明 MIETX RTA, AX AIR, ASE R - X 
就 是 开 集 ;于 是 会 有 一 个 > 0 使 得 N(M,r) cR- X. WR d 表示 的 长 度 ， 


wu J, EES, AE 个 充分 大 的 整数 KRIE < +, 所 以 LOEM#HE 
它 的 长 度 小 于 7; 因而 


hcNM,r)cR-X 

这 与 每 个 到 SAX 的 一 个 点 的 事实 相 矛盾 .从 而 M 必须 属于 XX. 

现在 我 们 证 明 :M 是 X 的 最 大 数 .假设 不 然 ,就 会 有 一 个 x € X 使 得 x > 
M. 取 + =x- M ,因而 r > 0, 选 取 一 个 整数 ,使 其 数值 足 能 使 丰 < r. A 
M EL 并 且 Z 的 长 度 小 于 7, 从 而 b < x; 所 以 by REX K ER. ECE KE 
by 是 一 个 上 界 . 这 个 矛盾 证 明了 M 是 无 的 最 大 数 . 

存在 着 极 小 值 的 证 明 同样 地 进行 . 区 间 的 收缩 序列 是 这 样 选 取 的 ,使 每 个 
区 间 包 含 X 的 某 个 点 ,并且 每 个 区 间 的 左 端点 是 的 下 界 . 证 明 的 细节 留 给 读 
者 .运用 由 有 = - «所 定义 的 映射 /:R~ 尺 ,从 极 大 值 的 存在 也 能 得 出 极 小 值 的 
存在 .因为 是 紧 臻 的 ,定理 6.4 断 言 /X 是 紧 致 的 .然后 克 有 一 极 大 值 ,譬如 
M' .从 而 AM! 是 所 求 的 X 的 极 小 值 . 

本 节 最 后 的 定理 提供 了 第 1 节 中 主要 定理 的 部 分 结论 . 

定理 6.6 ”如 果 氏 是 R" 的 一 个 闭 的 有 界 的 非 空子 集 ,又 如 果 f:XX 一 民 是 
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定义 在 式 上 的 一 个 连续 的 实 值 函数 , 则 象 X 有 一 极 大 值 M 与 一 极 小 值 m. 

因 钨 既 闭 并 且 有 界 , 它 就 是 紧 致 的 . 因 X 是 紧 致 的 并 且 f 连 续 , 象 扩 就 是 紧 
致 的 . 因 AX 是 紧 致 的 又 是 实数 的 非 空 集合 ,前 面 的 定理 保证 了 m5 M 的 存在 . 
这 就 完成 了 证 明 . 


Rene nen 


为 了 证 明 本 文 的 主要 定理 ,我 们 需要 闭 区 间 的 两 个 重要 拓扑 性 质 . 这 两 个 
的 第 一 个 紧 致 性 ,已 在 第 6 节 中 研究 了 .现在 讨论 另 一 个 叫做 “连通 性 ”的 性 质 . 

有 些 空间 能 自然 地 分 成 两 部 分 或 更 多 的 部 分 . 例如 ,两 不 相交 直线 所 组 成 
的 空间 能 分 成 两 条 直线 . 作为 另 一 个 例子 ,平面 中 圆 的 补 集 有 两 部 分 : 圆 的 内 部 
与 圆 的 外 部 .再 者 ,如 果 是 直线 工 的 一 点 ,那么 二 中 的 补 集 自然 是 由 p RE 
的 两 个 半 直 线 (p 的 挖 去 把 工 切 割 成 两 部 分 ) . 

在 上 面 所 举 的 每 一 个 例 中 , 恰 出 现 一 种 自然 的 分 法 .有 理 数 集合 Q 能 有 许 
多 种 分 法 .每 一 个 无 理 数 x 产生 Q 的 一 种 分 法 :大 于 x 的 那些 有 理 数 的 部 分 与 
小 于 x 的 那些 有 理 数 的 部 分 .无 理 数 集合 能 被 每 一 个 有 理 数 用 同样 方法 分 开 . 

男 一 方面 , 某 些 集合 不 能 以 任何 自然 方式 分 成 一 些 部 分 ,这 是 真 的 ,例如 ， 

直线 一 线段 一 平面 与 一 圆 片 . 

当然 强行 分 成 几 份 是 可 能 的 .例如 ,如 果 了 I 是 区 间 [a,b] 并 且 如 果 c 是 一 个 
数 使 得 a < c< 5, 则 < 把 1 分 成 两 个 区 间 [a,c] 与 [c,6b]. 不 过 , 因 它 们 都 有 共 
同 的 ,我 们 不 把 这 种 分 法 看 成 一 种 妥当 的 分 法 .从 这 两 个 分 开 的 集合 之 一 删 
去 ,譬如 说 从 第 二 个 删 去 ,我们 就 获得 一 个 妥当 的 分 法 . 令 4 = [a,e] 与 
B=(a,bj, 则 4 U B= 了 与 4 门 B = 区. 我 们 不 认为 了 的 这 种 分 法 或 “分 裂 ” 
是 自然 的 .因为 集合 下 在 点 c 处 “接触 ”到 集合 4. 如 果 我 们 也 从 4 删 去 c 来 避免 
这 个 “接触 性 ” ABZ AU Be I,m AU BEI Pe 的 补 集 ; 因 而 这 个 例子 类 似 
于 直线 工 中 一 点 pb 的 补 集 的 例子 . 

我 们 需要 的 正确 概念 ,现在 叙述 于 下 : 

定义 ”空间 X 的 一 个 分 离 是 X 的 一 对 非 空 子 集 4 5B, AU B= X, 
A 门 B = 名 ,并 且 4 与 B 都 是 X 的 开 集 .没有 分 离 的 空间 叫做 连通 的 . 

例如 ,考虑 平面 中 一 个 圆 C HEX. S 4 为 圆 的 内 部 ,B 为 圆 的 外 部 ;就 
是 说 ,4 包含 与 圆心 距离 小 于 圆 半径 的 所 有 点 ,而 BEX BA 的 补 集 .一 个 分 离 
的 条 件 易 于 验证 .X 中 4 与 都 是 开 集 这 一 事实 ,从 图 7. 1 中 是 显而易见 的 ;4 的 
每 一 点 有 包含 在 4 中 的 一 邻 域 ,而 B 的 每 一 点 有 包含 在 B 中 的 一 邻 域 . 

令 工 为 一 直线 ,p 为 L 的 一 点 ,而 为 L 中 p 的 补 集 . 令 4 为 L 上 位 于 p 左 
边 的 点 的 集合 (图 7.2),B 为 L 上 位 于 p 右边 的 点 的 集合 .此 外 4 的 每 个 点 有 一 
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邻 域 在 4 中 ,同样 ,B 的 每 个 点 有 一 邻 域 在 B F. 
现在 回忆 区 间 I = [a,b] 的 “强行 "分 为 4 = B (-) 
[a,c] 与 B = (c,b] 的 分 隔 .如 果 用 分 离 的 三 个 条 件 
来 检验 ,我 们 发 现 除 下 面 一 个 外 都 满足 .4 在 7 中 不 是 
开 集 ,因为 点 。€ A 没有 邻 域 完全 在 4 中 
这 些 预备 性 的 考虑 说 明 ,分 离 的 定义 与 连通 空间 


的 定义 精确 地 表达 出 我 们 心目 中 粗糙 的 几何 概念 ,后 ARI 
面 的 定理 将 完全 验证 这 些 定义 的 合理 性 ， 
A B 
a Fi 一 
图 7.2 


分 离 的 定义 能 改 用 若干 等 价 的 提 法 .因为 4 与 8 在 X 中 互 为 补 集 , 一 个 是 
开 集 当 且 仅 当 另 一 个 是 闭 集 . 于 是 能 同样 地 要 求 4 与 B 都 是 X PHAR. KN 
也 可 以 不 管 B, 而 说 的 一 个 分 离 是 的 一 个 子 集 4, 它 既是 的 一 个 开 集 又 是 
X 的 一 个 闭 集 ,并 且 它 既 不 是 空 集 又 不 是 处. 从 而 它 在 了 中 的 补 集 B 有 同样 性 
质 .( 记 住 , 必 与 X 在 X 中 都 既是 开 的 又 是 闭 的 ) 

这 样 , 下 面 的 任何 一 个 都 可 以 作为 空间 X 的 一 个 分 离 4 与 B 的 定义 : 

1. A 5 B 都 是 X 的 非 空 子 集 使 得 4U B = X,AN B = 名 ,并 且 4 与 B 在 
中 都 是 开 的 ; 

2.4 与 BB 都 是 X 的 非 空 子 集 使 得 4U B = X,A4 门 B= 名 ,并 且 4 与 B 在 
X 中 都 是 闭 的 ; 

3.4 是 X 的 一 个 子 集 , 它 既是 的 一 个 开 集 又 是 的 一 个 闭 集 ,并 且 它 既 
不 是 各 也 不 是 X. 

证 明 一 个 空间 不 连通 ,往往 比 证 明 它 连通 容易 .在 第 一 种 情形 ,我 们 只 需要 
举 出 一 个 分 离 ,并 且 验 证 它 确 是 一 个 分 离 ,而 在 第 二 种 情形 , 则 必须 顾 到 X AY 
除名 与 X 以 外 的 所 有 开 集 , 即 证 明 每 一 个 这 样 的 开 集 不 是 中 的 闭 集 .下 列 定 
理 不 仅 证 明 某 些 简单 的 空间 是 连通 的 ,并 且 也 提供 了 验证 许多 空间 连通 性 的 技 
巧 . 

定理 7.1 实数 的 一 个 闭 区间 是 一 个 连通 集 . 

令 7 为 及 的 一 个 闭 区 间 ,又 令 4 为 了 的 一 个 闭 区 间 ,4 BARES MAE I. 
为 了 证 明 这 定理 ,我们 将 证 明 4 在 了 7 中 不 是 开 的 . 因 4 OMA 71, 就 有 一 个 
点 a € 4 与 一 个 点 5 € 1- 4. 令 T 表示 区 间 [a,b]( 或 [5,aj], 如 果 b < a). 为 
了 画 出 这 个 ,想象 区 间 /由 图 7.3 所 示 的 子 集 4 与 B 组 成 ,其 中 4 是 闭 集 而 8B 是 
4 在 7 中 的 补 集 . 因 4 与 7 都 是 闭 集 , 所 以 它们 的 交集 4 N Tr 是 闭 集 . 因 A 站 了 
又 有 界 , 它 是 一 个 紧 致 的 集合 .由 定理 6.5,4 门 7 有 一 极 小 值 m 与 一 极 大 值 M. 
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WMR a< b, Mj m = a, 因 a 是 7 的 左 端点 . 因 右 端点 5 不 在 4 中 ,我 们 有 m = 
a < M< b. Am 的 每 个 邻 域 包 含 介 于 MM 与 5 之 间 的 数 ; 这 些 都 不 在 4 中 ， 
因此 4 不 是 开 的 .如 果 a > b, M) M = a,b < msa, ŻE m 的 每 个 邻 域 包含 
介 于 5 与 m 之 间 的 数 ;这 些 都 不 在 A 中 ,所 以 A 仍 不 是 开 的 .这 就 证 明了 了 的 唯 
一 的 既 开 又 闭 的 子 集 是 7 与 名 .所 以 了 7 是 连通 的 . 


b b a 
I m< 7 ats 
ant Ee arbo $ q 
1 
roa” — M I'NA m a=M 
图 7.3 


定理 7.2 WR SX > 了 是 一 个 连续 映射 ,并 且 4 与 B 是 象 /X 的 一 个 分 
离 , 则 原 象 4 = f'A SB’ = 1B 形成 X 的 一 个 分 离 . 

我 们 必须 验证 A’ 与 B' 这 对 集合 满足 一 个 分 离 的 各 个 条 件 .因为 4 不 是 空 
的 ,就 有 一 个 点 y € 4. 因 为 4 CPX RAT x © X fife = y; 所 以 x E A’, 
因而 A’ 不 是 空 的 .同样 , B' 不 是 空 的 .任意 点 x € 民有 它 的 象 在 让 = AUB 
ATLA fx E A Bf E B. 相 应 地 ,x E A Wax € B'. 这 表明 对 = A’ UB'. 如 
A A’ 与 B 有 一 公共 点 x, 那 就 蕴涵 fe 是 4 与 B 的 公共 点 .这 是 不 可 能 的 ,所 以 
A 门 B' = 如 .最 后 ,因为 4 与 B 在 太 中 是 开 的 并 且 f 是 连续 的 ,它们 的 原 象 在 
和 中 是 开 的 ( 见 定理 4.5). 这 证 明了 A’, BY 是 的 一 个 分 离 . 

这 定理 能 再 说 得 简短 些 :如 果 /连续 并 且 /X 不 连通 , 则 氏 不 连通 .因此 一 个 
等 价 的 断言 是 : 

推论 WR f:X 一 了 是 连续 的 并 且 X 是 连通 的 , 则 /X 是 连通 的 . 

这 一 提 法 是 对 我 们 最 有 用 的 一 种 ;例如 , 它 使 我 们 能 证 明 : 

推论 ”每 一 条 线段 是 一 个 连通 集 . 

证 明 如 果 工 是 一 条 线段 ,7 是 一 个 区 间 , 就 有 一 个 相似 变换 f:1 一 工 ,使 
得 fl = 工 .因为 相似 变换 是 连续 的 ( 见 第 3 节 ) 并 且 /是 连通 的 ,因此 L 连通 . 

两 条 相交 于 一 点 的 线段 合 起 来 ,形成 一 个 连通 集 ;这 在 直观 上 是 显然 的 . 它 
的 证 明 依 赖 于 下 面 两 个 引 理 . 

定理 7.3 ”如 果 针 是 不 连通 的 并 且 4 与 B 是 的 一 个 分 离 , 则 针 的 每 一 个 
连通 子 集 或 者 完全 在 4 中 ,或 者 完全 在 B P. 

设 C 是 XX 的 一 个 子 集 , 它 包 含 4 的 一 点 与 B 的 一 点 , 则 C 门 4 与 C 门 B 都 
不 是 空 集 ,都 是 C 的 一 个 开 集 ;它们 的 并 集 是 C 而 它们 的 交集 是 空 的 .所 以 C 
是 不 连通 的 .这 就 证 明 : 一 个 连通 子 集 不 能 同时 包含 4 与 B 的 点 . 

定理 7.4 ”如果 两 个 连通 集合 2 与 下 有 一 个 公共 点 , 则 Z U OW FESR. 
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用 反 证 法 . 设 Z U WW 有 一 个 分 离 4,B. 令 c 为 Z 与 下 的 公共 点 .如 cE 4， 
WW Z 与 WW 都 是 包含 4 的 一 个 点 的 连通 集 .根据 引 理 7.3( 连 同 Y = ZU W),Z 
与 WF 完全 在 4 中 . 故 8 必 为 空 的 .如 cE€ B, RIAH Z 与 多 完全 在 中 中 ,于 是 
A= 包 . 这 两 种 情况 的 任 一 点 ,都 出 现 矛 盾 ; 所 以 Z U WW 是 连通 的 . 

引 理 7.4 的 一 个 简单 应 用 表明 :两 条 相交 于 一 点 的 线段 合 起 来 形成 一 个 连 
通 集 ;在 这 相交 的 两 线段 上 ,逐次 接 上 另 一 条 线段 ,就 作成 一 条 折线 ,所 以 每 一 
条 折线 是 一 个 连通 集 . 

下 一 个 定理 是 证 明 某 些 空间 具有 连通 性 的 重要 工具 . 

定理 7.5 一 空间 X 是 连通 的 XX 的 每 一 对 点 位 于 庆 的 某 个 连通 子 集 中 ， 

定理 的 “=>” 这 部 分 的 证 明 是 明显 的 .平凡 的 .因为 整个 当然 是 它 自身 的 
一 个 连通 子 集 ,并 且 包 含 六 的 每 一 对 点 .从 而 自身 就 是 结论 中 的 “ 某 一 连通 
子 集 ”. 

为 着 用 反 证 法 来 证 明定 理 的 “二 ”这 另 一 半 ,假设 Xx 有 这 样 的 性 质 : 它 的 每 
一 对 点 位 于 蕊 的 一 连通 子 集中 ,并 设 下 不 连通 . 令 4 与 B 为 X 的 一 个 分 离 , 又 令 
x€ 4,yE B( 记 住 4 与 8 都 不 是 空 集 ). 由 假设 ,在 X 中 存在 着 包含 x 与 y 的 

一 个 连通 子 集 C. 但 是 根据 引 理 7.3, C 或 者 完全 在 4 中 ,或 者 完全 在 B 中 .这 个 
邓 盾 指出 不 能 有 分 离 , 所 以 是 连通 的 ,定理 得 证 . 

记 住 R” 的 一 个 子 集 叫做 凸 的 , 如 果 它 包含 它 的 每 一 对 点 的 连接 线段 ( 例 
如 ;平面 中 一 个 圆 的 内 部 是 凸 的, 而 它 的 外 部 不 是 ). 因为 线段 是 连通 的 ,定理 
7.5 AME 

推论 ”每 一 个 凸 集 是 连通 的 . 

一 个 连通 集 不 一 定 是 凸 集 .尽管 一 个 圆 
的 外 部 不 是 凸 集 ,但 它 却 是 连通 的 , 因为 它 
的 任何 两 点 都 可 以 用 位 于 外 部 的 一 条 折线 
连接 起 来 (图 7.4) ,同样 , 介 于 两 圆 之 间 的 一 
个 平 环 的 任 两 点 可 用 一 条 折线 连接 ; 因此 ， 

一 个 平 环 是 连通 的 . zA 
现在 我 们 回转 来 研究 直线 的 子 集 ( 即 实 
数 的 子 集 ) ,得 到 关于 连通 性 的 最 后 命题 . 

定理 7.6 ”实数 的 一 个 紧 致 .连通 集合 是 一 个 闭 区 间 . 

本 定理 的 逆 定 理 , 即 一 闭 区 间 既 紧 致 又 连通 ,已 经 证 明 过 了 ( 见 第 6 节 与 定 
理 7.1). 

证 明 令 针 为 实数 的 任 一 连通 集 ,又 令 a 与 5 为 X 中 的 数 ,并 且 a <b. 
证 明 任 何 适合 a。< < < b 的 数 c 也 在 中 .这 一 点 。 决 定 它 在 RR 中 的 补 集 RR 
c 的 一 个 分 离 ; 令 4 包含 所 有 小 于 e 的 数 , 又 令 B 包含 所 有 大 于 ce WR. 如果, 同 
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我 们 所 要 证 明 的 相反 ,X 不 包含 c, 它 就 会 是 4 U B 的 一 子 集 ,又 因 XX 是 连通 的 ， 
根据 引 理 7.3, 它 将 完全 在 4 中 或 完全 在 B 中 .但 XX 包含 a 与 5, 所 以 这 不 可 能 . 
于 是 我 们 证 明了 实数 的 一 连通 集 包 含 它 的 任何 两 数 之 间 的 所 有 数 . 

如 果 关 还 是 紧 致 的 ,定理 6.5 断言 :有 一 极 小 值 m SRAM. A X 
的 确 是 这 闭 区 间 [m, M]. 


8 拓扑 性 质 与 拓扑 等 价 

这 些 节 的 基本 任务 是 证 明 第 一 节 所 述 的 主要 定理 :如 果实 值 函 数 fr 在 闭 
区 间 a < x < b 中 有 定义 且 连 续 , 则 函数 太 有 一 极 小 值 ,一 极 大 值 ,并 取得 介 于 
二 极 值 间 的 任 一 值 .我 们 已 经 完成 为 证 明 所 需要 的 全 部 工作 ; 只 需 把 各 部 分 汇 
总 起 来 .下 列 三 个 命题 都 已 证 明 : 

1. 实数 的 一 个 闭 区 间 是 一 紧 致 的 连通 集 . 

2. 紧 致 集 的 连续 象 是 紧 致 的 ,连通 集 的 连续 象 是 连通 的 . 

3. 实 数 的 一 个 紧 致 并 连通 的 集合 是 一 闭 区 间 . 

把 第 6 节 中 已 证 明 的 关于 紧 致 性 的 断言 ,与 第 7 节 中 已 证 明 的 关于 连通 性 
的 断言 合并 起 来 ,就 得 出 前 两 个 命题 的 每 一 个 .第 三 个 命题 是 定理 7.6. 这 三 个 
命题 结合 在 一 起 断言 :一 个 闭 区 间 在 R 的 连续 象 本 身 是 一 个 闭 区 间 . 这 恰好 是 
主要 定理 的 另 一 个 说 法 . 

我 们 已 经 做 了 比 证 明 主 要 定理 超出 很 多 的 工作 ;我 们 已 证 明了 好 些 具有 相 
当 一 般 性 的 定理 ,并 且 分 析 了 论证 ,使 能 获得 与 主要 定理 相似 的 定理 不 会 有 更 
多 的 困难 .例如 ,把 一 个 闭 且 有 界 集 是 紧 致 的 这 一 结论 (第 6 节 ), 跟 命题 2 与 3 
结合 起 来 ,我们 就 能 断定 : 

WÈ XER 中 的 一 个 闭 的 有 界 的 .并且 连通 的 集合 ,并 且 如 果 f:X—>R 
连续 , 则 象 XX 是 一 闭 区 间 . 

在 R 的 闭 的 有 界 连通 子 集 的 许多 不 同类 型 中 ,有 一 种 是 R 中 一 个 球 的 表 
面 .因此 ,一 个 定义 在 球 上 的 连续 实 值 函数 必 有 一 极 大 值 和 一 极 小 值 ,并 能 取 遍 
其 间 的 任 一 个 值 .我 们 现在 能 看 出 :主要 定理 中 关于 /的 定义 域 是 闭 区 间 这 一 
假设 是 不 必要 的 限制 ;只 要 要 求 定义 域 是 闭 的 .有 界 的 连通 的 就 够 了 . 

现在 我 们 开始 回答 问题 :什么 是 拓扑 学 ? 

EX R" 的 子 集 X 的 一 种 性 质 叫 做 拓扑 性 质 ,如 果 它 等 价 于 一 个 只 利用 
X 的 开 集 的 概念 与 集合 论 的 一 些 标准 概念 (元 素 、 子 集 , 补 集 、 并 集 、 交 和 集 、 有 限 
集 、 无 限 集 等 ) 来 下 定义 的 性 质 . 简 短 地 说 ,R”" 的 子 集 X 的 拓扑 性 质 就 是 可 以 表 
达 为 的 开 集 族 的 性 质 的 那 一 种 性 质 . 

紧 致 性 与 连通 性 都 是 拓扑 性 质 .建议 读者 仔细 地 复习 第 6 节 与 第 7 节 中 给 
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出 的 这 些 概 念 的 定义 ,并 且 注 意 其 中 没有 提 到 的 X AA) FER KE RA 
及 体积 等 性 质 .同样 ,X 中 一 闭 集 是 一 拓扑 概念 ,因为 根据 定义 ,一 闭 集 是 式 中 
一 开 集 的 补 集 . 

一 旦 知道 了 一 种 性 质 或 概念 是 拓扑 的 ,我 们 就 可 以 自由 地 利用 它 来 定义 别 
的 拓扑 性 质 与 概念 ;例如 闭 集 、 紧 致 性 以 及 连通 性 概念 ,就 可 以 这 样 利用 . 

下 面 是 一 些 特种 集合 的 拓扑 性 质 的 几 个 例子 .一 直线 工 是 一 连通 集 , 而 了 
的 每 一 点 在 L 中 的 补 集 不 连通 . 换 句 话说 : 挖 去 直线 的 任 一 点 ,这 直线 就 不 连 
通 .一 个 圆 没有 这 性 质 ;但 是 挖 去 它 的 任 一 对 点 , 它 就 不 连通 了 .一 平面 的 一 些 
拓扑 性 质 是 : 它 连 通 , 它 不 紧 致 , 挖 去 它 的 任意 有 限 个 点 , 它 并 非 不 连通 . 

R” 的 子 集 X 的 一 种 性 质 如 果 牵 涉 到 XX 或 它 的 子 集 的 诸如 大 小 、 形 状 、 角 
E 长度、 面积 或 体积 等 特性 , 它 就 不 可 能 是 拓扑 性 质 .例如 有 界 性 指 的 是 的 
KN. X ER" 中 为 闭 集 的 性 质 牵 涉 到 R” - X 这 集合 ,而 不 只 是 牵涉 到 XX 的 一 
些 开 集 .从 表面 看 来 ,有 界 与 闭 这 两 个 性 质 没有 一 个 有 可 能 是 拓扑 性 质 .但 是 马 
上 做 轻率 的 结论 ,在 这 里 是 危险 的 .如 果 考虑 在 R" 中 既 有 界 又 闭 这 一 性 质 ， 
我 们 会 同样 地 认为 它 不 是 拓扑 性 质 ;但 在 第 6 节 中 已 证 明 , 它 等 价 于 紧 致 性 这 
一 拓扑 性 质 .显然 ,要 肯定 某 一 种 性 质 不 是 拓扑 性 质 , 需 要 一 种 实用 的 检验 法 . 
这 样 一 种 检验 法 根据 于 两 个 点 集 拓扑 等 价 这 个 概念 . 

EX RF RX SR 的 子 集 Y 叫 做 拓扑 等 价 的 (或 同 胚 的 ) ,如 果 存 在 
一 个 一 对 一 的 函数 /:X 一 了 使 得 /连续 ,并 且 /"':Y 一 站 也 连续 .此 外 ,这 函数 
了 叫做 拓扑 等 价 (或 同 肛 ). 

我 们 来 考虑 一 些 例 子 .我 们 已 经 观察 到 任 两 线段 是 相似 的 ,并 且 相 似 变换 
是 连续 的 . 因 相 似 变 换 的 反 函 数 也 是 相似 变换 ,从 而 任 两 线段 是 拓扑 等 价 的 (图 
8.1). 

如 图 8.2 所 示 ,我 们 可 以 利用 以 z 为 中 心 的 一 个 径 向 射影 来 定义 一 线段 与 
一 圆 弧 之 间 的 拓扑 等 价 . 作 由 邻 域 W( 庆 ,ss) 与 点 z 所 确定 的 棉 形 域 ,然后 取 正 
数 6 如 此 小 使 N(x,6) 落 在 这 个 棉 形 域内 ,就 可 证 明 /是 连续 的 .因为 广 缩短 


图 8.1 图 8.2 


事实 上 ,一 条 升降 频繁 的 曲线 能 与 一 线段 拓扑 等 价 . 图 8.3 表示 定义 在 区 
闻 了 上 的 一 连续 函数 /的 图 形 C. 令 g:C 一 7 为 垂直 射影 ,所 以 g(x,fx) = x. 
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显然 g 是 一 对 一 的 ,而 且 对 于 所 有 x E 1,g 1x = (x ,应 ) .作为 垂直 射影 ,g 缩 
短 距离 , 故 g 连续 . g-! 的 连续 性 是 了 连续 的 推论 .所 以 任何 连续 函数 /的 图 形 C 
与 线段 了 拓扑 等 价 . 
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图 8.3 
粗略 地 说 , 设 一 质点 连续 地 从 一 点 p 走 到 另 一 点 g , 描 出 一 条 不 自 交 的 曲 
线 ,这 曲线 与 一 线段 拓扑 等 价 (图 8.4). 
挖 去 了 北极 p 的 一 个 球面 $, 到 它 赤道 平面 忆 的 球 极 平面 射影 提供 同 胚 的 
另 一 个 例子 (图 8.5). 这 射影 是 5 -pp 与 P 之 间 的 一 个 拓扑 等 价 .如 果 我 们 把 这 
射影 限制 在 单独 一 个 通过 p 的 大 圆 C 上 ,就 得 到 C - p 与 一 直线 三 之 间 的 一 个 
拓扑 等 价 . 


图 8.4 图 8.5 
已 经 说 明了 拓扑 等 价 概念 ,让 我 们 返回 来 讨论 拓扑 性 质 . 下 面 的 定理 讲 明 
这 两 个 概念 的 基本 关系 . 


定理 8.1 WER 的 一 个 子 集 X 与 R" 的 一 个 子 集 了 拓扑 等 价 , 则 蕊 与 了 
这 两 个 子 集 的 每 一 个 ,有 另 一 个 所 具有 的 每 一 种 拓扑 性 质 . 

这 是 显而易见 的 ,因为 一 个 拓扑 等 价 或 同 胚 f:X 一 了 建立 起 两 个 集合 的 点 
之 间 的 一 一 对 应 关系 , 与 它们 的 子 集 之 间 的 一 一 对 应 关系 ( 因 A C X, 就 有 
fACY, XA BC YRA £'B Cc 外), 这 对 应 关系 是 这 样 的 , 它 使 得 开 集 对 应 
于 开 集 ,并 保留 集合 论 的 关系 与 运算 (例如 在 中 4 C B 当 且 仅 当 在 Y 中 fA c 
JB). 对 于 有 关头 的 点 ,的 子 集 , 站 的 开 集 ,以 及 它们 的 集合 论 关系 的 任何 真 命 
题 ,如 果 把 其 中 的 所 有 点 与 子 集 用 它们 在 Y 中 的 同 胚 象 蔡 换 ,所 得 到 的 关于 
Y 的 新 命题 自然 也 真 . 
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我 们 用 不 连通 这 一 性 质 来 说 明 这 论点 .用 开 集 来 说 ,命题 是 :有 两 个 非 空 
FÆ 4 与 B, 使 得 4 UU B = 与 4 门 B = 名 .如果 取 f 作 用 下 的 象 并 利用 明显 
KZ IX = Y, Ø = Ø,f(AU B) = fA U fB 5f N B) = AN BM 
得 :YY 有 两 个 非 空 开 集 f 5 BEA U fB = Y5fA fB = 名 . 故 了 不 连通 . 

我 们 用 定理 8. 1 来 说 明 R” 的 子 集 X 的 某 些 性 质 不 是 拓扑 性 质 . 因为 一 线 
段 拓 扑 等 价 于 任 一 别 的 线段 ,所 以 线段 的 长 度 不 是 拓扑 性 质 . 因为 一 线段 与 圆 
的 一 段 弧 等 价 ,所 以 线段 的 平 直 不 是 拓扑 性 质 .因为 在 球 极 平面 射影 下 , 控 去 一 
点 了 的 球面 5 与 一 平面 P 等 价 ,所 以 S - p 的 有 界 性 不 是 一 个 拓扑 性 质 .因为 P 
在 R 中 是 闭 的 ,而 S- p ER PREAH, P 在 Ri 中 是 闭 集 这 一 性 质 不 是 拓 
扑 性 质 . 

到 此 ,对 于 “什么 是 拓扑 学 ”这 问题 的 回答 应 该 是 相当 明显 了 :拓扑 学 是 研 
究 点 集 拓扑 性 质 的 学 科 . 

这 是 一 个 满意 的 回答 ,但 是 并 不 完全 .我 们 还 必须 包括 函数 的 拓扑 性 质 . 设 
f:X 一 了 是 一 函数 ,其 中 钴 CR" 与 YC R".f 的 一 个 性 质 叫 做 拓扑 性 质 ,如 果 
它 等 价 于 一 种 性 质 , 其 定义 只 用 到 对 与 Y 的 开 集 , 象 与 原 象 ,以 及 集合 论 的 标准 

例如 ,连续 性 就 是 函数 的 一 个 拓扑 性 质 , 因 为 定理 4.5 说 到 /连续 当 且 仅 当 
Y 的 每 个 开 集 的 原 象 是 X 的 一 个 开 集 . 容易 找 出 函数 的 拓扑 性 质 . 另 一 个 例子 ， 
是 一 个 常 函 数 这 一 性 质 是 一 拓扑 性 质 .再 有 ,对 于 每 一 点 y E fly ex 
一 个 紧 致 子 集 ,f:XX 一 了 的 这 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 . 

原 问 题 的 完满 回答 是 :拓扑 学 是 研究 点 集 与 函数 的 拓扑 性 质 的 学 科 . 

按照 这 些 定义 的 精神 ,我 们 再 检查 一 下 主要 定理 的 证 明 . 在 本 节 开 始 时 , E 
要 定理 已 分 成 三 个 命题 .第 二 个 命题 是 纯 拓 扑 的 ; 它 讲 到 : 的 一 拓扑 性 质 ( 紧 
致 性 ) 与 的 一 拓扑 性 质 (连续 性 ) 蕴涵 /X 的 一 拓扑 性 质 ( 紧 致 性 ). 用 连通 性 蔡 
代 这 命题 中 的 紧 致 性 ,新 命题 同样 成 立 .第 一 个 命题 叙述 了 R 中 的 闭 区 间 这 一 
熟知 对 象 的 两 个 拓扑 性 质 . 第 三 个 命题 是 第 一 个 的 逆 命 题 : 紧 致 性 与 连通 性 这 
两 个 拓扑 性 质 , 刻 画 出 及 中 闭 区 间 的 特征 ,把 闭 区 间 从 了 及 的 其 他 子 集 区 别 出 来 . 
因此 我 们 能 得 出 结论 ;主要 定理 的 证 明 几 乎 全 是 拓扑 的 证 明 . 

拓扑 学 曾经 被 人 们 叫做 橡皮 几何 学 . 如 果 要 描绘 与 一 特定 点 集 OX The 
价 的 那些 点 集 ,把 蕊 看 成 是 用 橡皮 制 成 的 , 确 是 一 种 好 的 直观 办 法 . 如 果 把 橡 
皮 制 成 的 外 ,这儿 扯 长 些 ,那儿 缩短 些 ,并 且 扭 弯 一 些 (但 决 不 撕 裂 开 , 也 不 把 不 
同 部 分 粘连 起 来 ) ,变形 成 点 集 了 , 则 蕊 与 了 是 拓扑 等 价 的 . 例如 ,一 个 小 球面 
(气球 ) 能 膨胀 成 一 个 大 球面 , 它 也 能 被 挤 压 成 一 椭 球 ,还 能 再 挤 压 成 一 个 哑铃 
的 表面 .还 有 ,能 让 一 个 吹 鼓 了 的 球面 收缩 ,直到 它 恰 紧 绷 在 一 长 方 盒子 或 一 四 
面体 表面 (图 8.6). 


图 8.6 
因为 两 个 拓扑 等 价 的 点 集 具 有 完全 相同 的 拓扑 性 质 , 拓 扑 学 者 把 它们 看 成 
本 质 上 是 相同 的 (从 拓扑 观点 来 看 ,无 区 别 的 ). 这 类 似 于 欧 氏 几何 学 中 把 两 个 
重合 的 图 形 看 做 完全 等 价 这 一 观点 .所 以 拓扑 学 者 被 人 们 称 为 不 能 区 别 出 一 个 
油 炸 面 圈 与 一 咖啡 杯 的 数学 家 .图 8.7 表示 一 个 实心 油 炸 面 圈 变 形成 一 个 咖啡 


杯子 的 几 个 中 间 步 又 . 


图 8.7 
在 每 一 种 经 典 几何 学 中 ,都 有 等 价 图 形 这 一 概念 .已 经 指出 ,在 欧 氏 几何 学 
中 ,两 图 形 等 价 , 如 果 它 们 重合 ,特别 是 ,如 果 有 一 刚体 运动 ,把 一 图 形变 成 男 一 
个 .在 射影 几何 中 ,如 果 有 一 个 射影 变换 把 一 图 形变 成 男 一 个 , 则 这 两 图 形 等 
价 .射影 变换 包括 重合 与 相似 ,以 及 足够 多 的 别 种 变换 ,因而 任何 两 个 三 角形 是 
等 价 的 , 任 一 圆 与 任 一 椭圆 是 等 价 的 (图 8.8). 


在 微分 几何 中 ,等 价 叫做 等 距 ( 等 度量 ). 这 里 , 两 个 图 形 等 价 , 如 果 在 它们 
的 点 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,使 得 在 定义 域 中 任 一 曲线 的 长 度 等 于 值 域 中 相应 曲 
线 的 长 度 .例如 ,圆柱 面 的 一 部 分 能 铺 开放 在 平面 的 一 部 分 上 面 . 同样 , 锥 面 的 
一 部 分 能 铺 开放 在 平 环 的 一 扇形 上 面 (图 8.9). 所 以 这 些 曲面 都 等 距 . 


AA = 


重合 性 ,射影 对 应 性 ,与 等 距 性 都 是 拓扑 等 价 ;因为 在 每 种 情形 ,两 个 等 价 
图 形 之 间 的 对 应 关系 是 一 对 一 的 ,并 且 在 每 一 方向 都 连续 . 从 而 一 个 这 种 图 形 
的 每 一 个 拓扑 性 质 也 是 另 一 个 图 形 的 一 个 性 质 , 所 以 一 个 拓扑 性 质 也 是 欧 氏 几 
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何 意义 下 、 射 影 几何 意义 下 与 微分 几何 意义 上 的 一 个 性 质 .结果 ,拓扑 学 的 一 个 
定理 自动 地 成 为 这 些 几何 学 中 每 一 种 的 一 个 定理 .由 此 ,有 充分 正当 的 理由 来 
说 :拓扑 学 是 基本 的 几何 学 . 


9 _ 半 于 不 动 点 的 一 个 定理 

如 果 一 个 函数 f 的 定义 域 与 值 域 是 同一 个 集合 X,f 就 叫做 的 一 个 自 映 
射 .和 的 自 映射 了 可 能 会 使 x 的 某 个 点 X 原 地 不 动 ,就 是 可 能 会 使 及 = x. 具 有 
这 性 质 的 点 x 叫 做 自 映 射 /的 一 个 不 动 点 .如 果 把 一 圆 片 绕 中 心 旋转 一 直角 ， 
片 中 心 是 唯一 的 不 动 点 .这 映射 如 果 限 制 在 圆 片 的 边缘 圆周 上 ,就 没有 不 动 点 . 
一 空间 的 每 一 个 常 值 自 映射 有 一 个 不 动 点 .于 是 一 个 集合 的 一 个 自 映 射 有 和 否 不 
动 点 ,取决 于 这 集合 与 这 自 映 射 .但 是 ,在 集合 为 一 线段 ( 闭 区 间 ) 的 情形 ,有 下 
面值 得 注意 的 结果 . 

定理 9.1 一 线段 的 每 一 个 自 映 射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

设 在 直线 上 引进 了 坐标 ,使 线段 成 为 一 区 间 [a,b]. 于 是 线段 的 一 个 自 映 
射 恰好 是 一 个 连续 函数 f:[a,b] 一 [a,b]. 对 于 每 一 个 x E [a,b], H gx = 
应 -x 来 定义 一 个 新 函数 g:[a,b] 一 R. 于 是 g 给 出 从 x EMR WA eB 
离 . 当 反 在 x 之 右 , 即 fh > x 时 ,距离 是 正 的 , 当 反 在 x 之 左 ,距离 是 负 的 . 找 f 
的 一 个 不 动 点 ,就 是 找 使 g 为 零 的 点 .如 果 两 个 端点 的 任 一 个 是 不 动 点 ,就 已 符 
合 定理 的 结论 ,没什么 还 要 证 明 的 .现在 假设 两 个 都 不 是 不 动 点 .因为 fa 与 用 
都 在 [a,5] 中 ,a < fa mfb < b; AM ga > 0,gb < 0. 因 为 g 连续 ( 它 是 两 连 
续 函 数 之 差 ) , 主要 定理 断言 :g Rea 与 gb 之 间 的 每 一 个 值 . 故 对 于 某 个 x E 
[a,b], VA gx = 0, 而 这 个 x 就 是 所 寻求 的 f 的 不 动 点 . 

设 图 9.1 的 曲线 是 f 的 图 形 .我 们 可 以 从 图 形 的 观点 
来 检验 定理 9.1.f 的 不 动 点 就 是 f 的 图 形 与 对 角 线 的 交 
FAC BURR fx = x W(x, fc) = (x,x) 在 对 角 线 上 ). 因 为 
a < fa, HU (a, fa) 这 点 位 于 对 角 线 上 方 ,同样 (5,p) 
这 点 位 于 对 角 线 下 方 . 因为 对 角 线 把 平面 分 成 它 上 方 与 
它 下 方 两 部 分 ,而 f 的 图 形 是 一 连通 集 ,所 以 它 必 与 对 角 
线 相交 . 函数 g 给 出 图 形 与 对 角 线 之 间 的 垂直 距离 . 
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圆 具 有 下 述 的 一 个 奇特 性 质 : 
定理 10.1 圆 到 直线 的 每 一 个 映射 都 把 某 对 对 径 点 映 成 同一 个 象 点 . 
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证 明 ” 令 f:C 一 工 为 圆 到 直线 的 一 个 
映射 .在 LK 上 引进 坐标 ,就 可 把 的 值 域 看 做 P 
是 实数 及 .考虑 C 上 的 一 对 对 径 点 p Sp’ (Al 
10.1); 设 它们 在 L 上 的 象 点 分 别 有 坐 标 

fp = a 与 p' = 0. 这 一 对 固定 的 对 径 点 p 与 
p' 把 圆 分 成 两 个 闭 的 半圆 ,都 以 p 与 p' 为 端 ” 。 a 
点 . 令 x 5x 为 圆 上 的 变动 的 一 对 对 径 点 ; 10.1 
当 x 沿 着 一 个 闭 的 半圆 从 p 走 到 p' ,x' 就 沿 着 另 一 个 闭 的 半圆 从 m 走 到 p .现在 
观察 由 下 面 的 式 子 定义 的 函数 g 
ex = fe- fx’ 

它 的 定义 域 是 x 走 过 的 闭 的 半圆 ;函数 g 连续 ,因为 连续 .显然 ,在 定义 域 的 两 
端 处 

ep = fp — fp’ =a- b,gp' = fp’ -fp=-(a-6b) 
因为 a -8 或 者 等 于 零 ,或 者 不 等 于 零 , 所 以 相应 地 ,函数 g 在 p 5 p 处 或 者 都 
是 零 ( 这 时 ,p 与 p' 的 / 象 相同 ) ,或 者 g 在 Sp’ 处 的 值 有 相反 的 符号 .在 第 二 
种 情形 ,应 用 主要 定理 到 g 的 半圆 定义 域 ,就 获得 其 中 的 一 点 g 使 gg = 0 = 
fa - fa. Alt fo = 万 ', 即 一 对 对 径 点 q So’ WSR. 

类 似 于 圆 的 对 径 点 的 ,在 椭圆 上 是 对 极 (Antipodal) 点 ;椭圆 的 一 对 对 极点 
关于 椭圆 中 心 对 称 .因为 圆 是 椭圆 的 特例 ,所 以 对 径 点 是 对 极点 的 特例 .因而 自 
然 会 问 : 对 于 椭圆 的 对 极 ,是 否 成 立 类 似 的 定理 . 

如 果 圆 与 椭圆 Y 有 同一 个 中 心 z, 并 且 在 同一 平面 上 ,下 述 的 作 图 最 容易 
给 出 一 个 同 胚 . 作 以 z 为 起 点 的 任 一 射线 交 下 于 一 点 ,也 交 了 于 一 点 ;这 两 个 点 
的 对 应 就 是 一 个 同 胚 .这 实质 上 是 第 3 节 中 所 提 到 的 从 已 到 和 的 满 的 径 向 射 
影 ,并 且 在 该 节 中 已 经 证 明 它 是 连续 的 .如 果 钛 与 Y 不 是 同心 的 , 则 先 把 了 径 向 
射影 到 与 了 同心 的 圆 X* 上 ,然后 再 找 同 胚 (图 10.2). 因 为 与 Y 相似 ,就 与 
X 拓扑 等 价 , 而 X 已 与 Y 拓扑 等 价 .此 外 ,由 径 向 射影 与 相似 变换 复合 而 成 的 
FE Y 一 外, 保持 对 极 性 ; 即 如 果 9 Sq’ 是 对 极点 ,并 且 gq 的 象 是 p, 则 gq' 的 象 
是 p 的 对 径 点 p' .所 以 把 对 极点 与 对 径 点 理解 为 扮演 同一 角色 时 ,这 对 径 点 定 
理 对 于 椭圆 也 成 立 . 

类 似 的 论点 还 证 明 , 对 于 任意 星 形 闭 曲线 ,如 图 10.3 中 的 多 边 形 B, 这 结 
果 也 成 立 .通过 一 个 以 z 为 中 心 的 ,从 B 到 圆 C 的 满 的 径 向 射影 ,就 获得 一 个 同 
E, CEI z 的 同一 直线 上 的 如 的 每 一 对 点 变 成 该 直线 上 C 的 一 对 对 径 点 . 
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10.2 图 10.3 
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薄 煎 饼 的 第 一 个 问题 可 以 大 致 叙述 如 下 :设想 两 个 形状 不 规则 的 薄 煎 饼 放 
在 同一 个 圆 形 的 案板 上 . 试 证 :一 刀 能 把 两 个 饼 正 好 都 切 成 两 半 . 如 果 每 个 薄 前 
饼 的 形状 都 怡 好 是 圆 形 的 ,那么 沿 着 它们 的 圆心 的 连 线 切 一 刀 ,就 能 达到 目的 . 
但 是 在 薄 前 饼 的 形状 不 加 限制 时 ,问题 就 变 得 比较 困难 . 下面 是 精确 的 数学 定 
理 . 

定理 11.1 如 果 4 与 8 是 同一 平面 中 的 两 个 有 界 区 域 ,那么 平面 中 存在 一 
条 直线 , 它 把 每 个 区 域 分 成 等 面积 的 两 半 . 

所 谓 平面 中 一 个 区 域 , 指 的 是 平面 的 一 = A) 
个 连通 开 子 集 . 定 理 即 使 在 两 个 薄 前 饼 之 一 
堆 迭 在 另 一 个 上 面 时 仍旧 成 立 , 也 就 是 说 ， 
当 两 个 区 域 部 分 地 重 和 迭起 来 时 仍旧 成 立 . 

因为 证 明 相 当 长 ,我 们 先 给 出 它 的 主要 
步骤 , 而 把 两 个 次 要 命题 的 证 明 推迟 . 因为 
4 与 也是 有 界 的 ,我 们 可 以 选取 一 个 圆 C 把 


AU B 包含 在 它 的 内 部 (图 11.1). 令 z 与 7 i 
分 别 表示 C 的 中 心 与 半径 .对 于 任 一 x © C, 
令 x' 表示 它 的 对 径 点 , D, 表示 从 x 到 x 的 图 11.1 


直径 .我 们 以 后 要 证 明 的 第 一 个 命题 是 

(1) 对 于 任 一 x E€ C, EEEF D, 的 全 体 直线 中 ,有 而 且 只 有 一 条 直线 
L(A, x) 把 4 按 面积 分 成 两 半 , 有 而 且 只 有 一 条 直线 L(B,x) 把 B 按 面积 分 成 
两 半 . 

用 ox, 与 xp HAD, L(A, x) 5 LB, x) 的 交点 .在 D. 上 我 们 有 一 个 
以 z 为 原点 的 自然 尺度 (或 坐标 系 ) : 一 点 的 坐标 是 它 到 z 的 有 向 距离 ,按照 该 
点 与 x 在 同 侧 或 异 侧 , 它 的 坐标 就 分 别 是 正 的 或 负 的 . 令 gnx 与 gpx 分 别 表示 各 
与 xp 的 坐标 .现在 ,对 于 每 个 x E C, 规 定 


hx = gax 一 gpx 
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我 们 以 后 要 证 明 的 第 二 个 命题 是 

(2) RB h: C > R 连续 . 

h 的 一 个 决定 性 的 性 质 是 : 它 在 圆 的 任 两 对 径 点 处 的 值 ,绝对 值 相等 而 符 
号 相反 , 即 

hx! = - hx XFCE x E C 
这 个 式 子 的 证 明 如 下 . 注意 到 Dy = D, LCA,x) = L(A,x'),L(B,x) = 
L(B,x’  ); 因 而 x’, = x, Hx’, = xp. BÆ, E Dy 上 ,坐标 的 正 向 与 D, 上 的 相 
反 ; 从 而 gax! =- gx 与 gpx =- gBx, 所 以 
hx’ = gax’ — gpx’ =— Bax + SB = 一 jx 

现在 ,由 定理 10.1, 存 在 C 的 一 点 x 使 得 ix' = hx. 对 于 这 个 x,hx”= hx 与 
hx’ = - jx 都 成 立 ;因而 ix = 0, 这 草 涵 着 xy = xg. FÆ LCA, x)= L(B,x) 这 
同一 条 直线 把 4 与 B 按 面积 各 分 成 两 半 . 

命题 (1) 的 证 明 

给 定 一 数 y, D, 上 就 有 一 个 以 y 为 坐标 的 点 . 令 L 表示 通过 这 点 并 垂直 于 
D, WAR, XS fy RIRAL EMCE y HEA R) 的 那 部 分 面积 .于 是 
SENERA KER, fs ROR. 4y A - r Æa r it, ER LEC 的 内 
部 扫 过 一 遍 . 设 想 L FE — RR ED, 上 ,并 且 与 D, 成 直角 . 当 钢 针 的 支 
点 沿 着 横 槽 D, 从 x' 到 x 时 ,这 钢 针 横扫 C 的 内 部 . 当 y = — 时 , 钢 针 在 * 处 ， 
全 部 4 在 正 的 一 侧 ,所 以 f(- r) 是 4 的 面积 . 当 y = r 时 , 钢 针 在 x 处 ,全 部 4 
在 负 的 一 侧 , 所 以 fr = 0. 

为 了 证 明 f 连续 , 令 y,y ER, HP y< y. TE 
fy -fy 是 4 在 直线 LL 与 Ly 之 间 的 那 部 分 面积 .因为 这 是 
包含 在 图 11.2 中 用 阴影 表 出 的 矩形 域 中 , 从 而 | fy - 
fy 1<2r1y 一 y 1. 对 应 于 一 个 e > 0, 我 们 取 6 = €/2r. 
于 是 , 当 y 在 y 的 6 邻 域 中 时 ,fy' 就 在 fy We 邻 域 中 .所 
A SE y 处 连续 .因为 对 每 个 y 都 如 此 ,所 以 了 连续 . - 

根据 主要 定理 , 当 y 从 -ral +r 变化 时 ,fy BORM Eia 
4 的 面积 开始 直到 零 的 诸 值 .因此 至 少 有 一 个 y 值 ,使 fy 
正好 是 4 的 面积 的 一 半 , 因 而 L, = L(4,x) 把 4 按 面积 制 成 两 半 . 我 们 还 需要 
证 明 只 有 一 个 这 样 的 分 市. 用 反 证 法 : 设 工 与 都 把 4 分 成 两 半 ( 即 fy = fy’), 
ME yy, PDR y < y'. 令 0 表示 介 于 万 SL, 之 间 的 带 形 区 域 , 它 是 一 个 
开 集 , 它 的 补 集 分 成 两 部 分 ,一 份 包含 L 的 正 侧 而 男 一 份 包含 Ly 的 负 侧 .因为 
A 是 连通 的 并 且 包 含 这 两 部 分 的 每 一 份 中 的 点 ,4 必 包 含 0 的 一 点 , 辟 如 p. 因 
为 4 与 0 都 是 开 集 ,4 门 0 是 开 集 ,所 以 它 包含 jp 的 一 个 邻 域 . 所 以 4 门 0 有 
正 的 面积 ,因而 fy > fy'. 这 与 fy = fy’ 矛盾 ,就 证 明了 唯一 性 .同样 可 以 证 明 
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L(B,x) 的 存在 与 唯一 性 .命题 (1) 证 毕 . 

命题 (2) 的 证 明 

AVA h 是 差 g4 - gp, 只 要 证 明 g, 与 gp 连续 就 行 了 . 令 ec 为 C 的 一 点 ;我 们 
要 证 明 gy 在 点 c 处 连续 .又 按照 上 面 的 记号 , 令 cy 为 直径 Do 上 的 那个 点 ,在 该 
点 处 垂 线 L(A, c) 把 4 切 成 两 半 ( 参 看 图 11.3). 令 x% 为 C 的 挨 近 c 的 一 点 .过 
L(A,c) 与 C 的 交点 4 与 v, 分 别 作 D, WERK 45K’. HR L(A,c) 把 C 的 内 
部 分 成 U 与 V 两 部 分 . 介 于 与 K' 之 间 的 带 形 罕 条 把 它 在 C 内 部 中 的 补 集 分 
MU 与 V 两 部 分 ,使 Vc USV Cc V. 所 以 U SV 的 每 一 个 至 多 包含 4 的 
面积 的 一 半 . 从 而 垂直 于 D, 的 并 且 把 4 分 成 两 半 的 直线 L(4,x) 在 这 窗 条 中 ， 
因而 L(4,%) 与 D, 的 交点 x 也 在 这 罕 条 中 .因为 过 点 co 的、 以 z 为 中 心 的 圆 与 
D, 相遇 于 这 罕 条 的 内 部 ,从 而 

| gax — gae |< w 


其 中 w 是 这 罕 条 的 宽度 . 


图 11.3 
要 得 到 w 的 大 小 的 估计 ,注意 由 两 个 三 角形 的 相似 得 
d(e,x) 


w 
d(u,v) © d(z,x) 
其 中 e 是 x 到 万 .的 垂 足 . 因 为 r = d(z,x), ERE 
= du.) aile, x) 


S 
ALA d(u,v) < 2r, #H d(e,x) < dlc, x), 44 

w < 2d(c,x) 
所 以 | gax - gac | < 2d(c,x) 


车 e > 0, 而 x © N(c, 访 ), 从 而 


| gax — gac |< € 
这 就 证 明了 ga 连续 .同样 地 gp 连续 .这 完成 了 命题 (2) 与 定理 11.1 的 证 明 . 
关于 薄 硬 饼 的 第 二 个 问题 ,要 求 沿 着 两 条 垂直 的 直线 ,把 薄饼 两 刀 切 成 四 
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块 相等 的 部 分 . 

定理 11.2 WẸ 4 是 平面 中 的 有 界 区 域 ,那么 存在 着 两 条 垂直 的 直线 ,把 
A 分 成 面积 相等 的 四 份 . 

如 同 先 前 一 样 , 把 4 放 在 一 个 圆 C 的 内 部 . 对 于 
fit «€ C4 L HEBFT D, 的 分 A 成 两 半 的 直线 ， 
XLS K, 为 平行 于 D, 的 分 4 成 两 半 的 直线 .这 两 条 线 
把 A 分 成 四 份 , 它 们 的 面积 按 逆 时 针 方向 依次 用 P, 
Q,,R,,S, 表示 (图 11.4). AW L, 5K, 各 把 4 分 成 两 
半 ,我 们 有 

P, + Q, = R, + Sy 
与 Q, + R, = S, + P, 
这 些 等 式 相 减 ,得 P, = R 5Q, = 5,. 如果 碰 着 好 运 
气 还 有 P, = Q WER L SK, 就 解决 了 问题 .但 一 般 并 不 是 这 样 ;在 P, 不 等 
于 Q, 时 , 设 差 P, - Q, = fZ: x 绕 圆 移动 时 这 函数 庆 怎样 变化 . 如 果 
y EC 是 这 样 一 点 , 它 使 D, 垂直 于 D,, 则 显然 有 L = K, SK, = L,. Ai 
P, =Q, 5Q, = R,.AW P, = R,, 得 

fP = P,- Q, = Q - P, =-(P,- Q,) =- fe 

所 以 当 x 移动 一 段 90? IREF , KR SAE TAS. HERT /连续 ,就 会 从 主要 
定理 得 出 结论 :在 每 一 段 90? 弧 的 某 点 处 , 庆 = 0. 这 样 的 一 点 提供 了 所 求 的 切 
žl. 

我 们 只 简略 地 描述 一 下 连续 性 的 证 明 .因为 了 是 两 函数 的 差 ,只 要 证 明 P, 
连续 就 行 了 ( 0. 连续 的 证 明 类 似 ). 令 c E C 是 我 们 要 证 明 P, 在 那里 连续 的 一 
KA, LO x 为 挨 近 C 的 一 点 .从 一 对 垂 线 L, K, 过 渡 到 类 似 的 一 对 垂 线 L,, K,， 
能 用 两 步 完 成 . 首先 绕 着 L-K, 的 交点 p ,把 L, K, 旋转 到 分 别 与 5,,K, 平 行 的 
一 对 垂 线 L'e K',. 旋 转角 a 是 C EM c 到 x 的 劣 弧 所 对 的 角 . 第 二 步 是 把 Le, 
K', 平 移 到 LL, K,. 可 以 看 到 ,从 P, 到 P'。 的 改变 量 不 会 大 于 顶点 在 P 而 角 为 a 的 
C 的 偏心 扇形 的 面积 ,这 面积 至 多 是 2rd(c,x), 其 中 > 是 C 的 半径 . 介 于 LL, 与 
L, 之 间 并 且 在 C 内 部 的 面积 U BAER 2, HP u RL. Sl, 之 间 的 距离 . 同样 ， 
KF K'. 5K, 之 间 的 面积 V 至 多 是 2m. 从 P'. 到 已 的 改变 量 显然 小 于 

U+V=<2r(u+v) 
还 可 以 看 出 ,LL SL, 的 交点 gq 是 在 C 的 内 部 ,因为 L. 与 L, 分 4 成 两 半 并 且 4 是 
连通 的 .这 说 明 d(p,q) < 2r; 于 是 ,由 于 相似 三 角形 ,w < 2d(c,x). 同 样 ,sw < 
2d(c,x). 把 这 些 估计 放 在 一 起 ,就 得 出 
| P, - P. |< 10rd(c,x) 
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所 以 , 如 果 给 定 一 数 。 > 0, W 8 = e/107r, 则 对 于 每 一 x E N(c,6), 都 有 
| P, -P, I< e. Wt. 


PE EELE S 

下 一 个 定理 是 主要 定理 的 代数 学 上 的 应 用 . 

定理 12.1 一 个 实 系 数 的 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 零点 . 

要 领会 这 定理 的 含义 ,让 我 们 观察 偶 次 多 项 式 与 奇 次 多 项 式 的 一 些 特例 . 
首先 , 阁 多 项 式 为 一 次 ,fr = ax + b,a 40,0] y= ox + 5b 的 图 形 是 一 条 直线 ， 
它 交 4 轴 于 x = - 二 ,所 以 多 项 式 以 * 的 这 个 值 为 零点 .其 次 ,考虑 抛物 线 y = 
x? + 1, 作 为 二 次 多 项 式 的 一 个 例子 (图 12.1). 这 曲线 完全 位 于 上 半 个 坐标 平面 
内 . x? + 1 的 最 小 值 是 1, 因为 对 于 任何 实数 x,x? > 0; 因 而 多 项 式 没有 实 零点 . 
同样 ,xs + 1 没有 实 零点 ;x - 2x2 + 5 也 没有 ,因为 

xt — 2a? +5 = (x? ~1)? 44 
绝 没 有 一 值 小 于 4( 图 12.2). 另 一 方面 , 偶 次 多 项 式 x? - 4x + 3 有 实 零 点 x = 1 


44 
34 
24 
1| DJ 天 2+1 y=x4-2x2+5 
L 1 1 Se. a a ae 4 “< = 二 
-2 -1 0 1 2 322-10 1 2 3 y=x2—4x+3 
图 12.1 图 12.2 图 12.3 


yaw -x+5 在 -2 与 -1 之 间 的 某 处 穿 过 x% 轴 .多 项 式 x5 -2x34+x+ 
4 的 次 数 为 5; 它 在 - 1.7 与 - 1.6 之 间 的 某 处 穿 过 x AH. 

在 我 们 的 例子 中 ,每 一 个 奇 次 多 项 式 的 图 形 从 - % 上 升 , 穿 过 * 轴 ,最 后 趋 
向 + o . 偶 次 多 项 式 的 图 形 从 + % 下 降 , 再 回升 到 + % ,其 间 可 能 有 一 些 摆动 ， 
在 我 们 的 例子 中 ,有 些 从 不 穿 过 x 轴 . 定 理 12.1 的 要 点 是 : 奇 次 多 项 式 决 不 会 这 
样 ;每 一 个 实 系数 的 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 零点 . 

要 证 明定 理 12.1, 只 需要 考虑 形 如 

fle) = x" + aya! + + anx + an 

的 多 项 式 . 因为 如 果 最 高 次 项 的 系数 不 是 1, 能 用 这 系数 的 倒数 遍 乘 多 项 式 的 
每 项 而 不 至 于 改变 多 项 式 的 零点 .对 于 x 0, 可 以 把 f(x) 写成 
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或 f(x) = x"qg(x), 其 中 
Cn-l Qn 
gn} x” 
我 们 证 明 的 方法 在 于 说 明 奇 次 多 项 式 /在 某 些 * 处 是 负 的 ,在 另外 一 些 x 处 却 
是 正 的 ,并 且 是 连续 的 .于 是 从 主要 定理 就 会 获得 所 寻求 的 结论 . 
如 果 x 是 这 样 一 个 数 ,使 得 


es Ree 
q(x)=1+ + + 


的 每 一 项 的 绝对 值 小 于 ,那么 这 n 项 的 和 
C2 an 


a 
h(x) = 一 + 本 + 人 + 
x x x 


的 绝对 值 小 于 二 = 1; 这 就 是 说 h(x) 是 介 于 - 1 与 + 1 之 间 , 又 因为 g(x) = 
1 +h(x),gq(x) 是 正 的 .为 找 出 使 这 成 立 的 一 个 数 * , 先 看 
nlail,(nl| a DM | a, (Xe 
中 的 每 一 个 数 , 选 出 比 它们 都 大 的 一 个 数 5b. 要 说 明 对 于 一 个 使 | x | 二 4 的 x， 
q(x) 是 正 的 ,只 需 用 到 下 列 事实 :不 等 式 
| x | > miale tels ate Derai eisa tae 
1 


? 
n 


Ql a2 


1 eee 


? 
n 


对 于 使 | x ls 5 的 x 值 ,多 项 式 的 符号 就 是 x" 的 符号 ,因为 Kx) = x"g(x) 而 
q(x) 是 正 的 .因为 n 是 奇数 ,x" 具有 x 的 符号 .于 是 x = b 时 多 项 式 是 正 的 ,而 
x =- b 时 多 项 式 是 负 的 . 

要 应 用 主要 定理 来 断定 - b 与 之 间 存 在 一 个 零点 ,必须 证 明 多 项 式 是 一 
个 连续 函数 .在 第 3 节 中 已 指出 任 一 常数 函数 ( 即 零 次 多 项 式 ) 与 任 一 恒 等 函 数 
( 即 一 次 多 项 式 ) 都 是 连续 的 . 连续 函数 的 积 是 连续 的 . 从 而 x? = x + * 连续 ， 
a = x2。% 连续 ,并 且 由 归纳 法 ,对 于 每 一 个 fx 都 连续 .因为 x! 与 常数 a MIE 
续 , 同 一 结果 告诉 我 们 任 一 单项 式 art 连续 . 每 一 个 多 项 式 是 它 的 诸 单 项 式 的 
和 ,而 连续 函数 的 任何 和 仍 连续 ;所 以 每 个 多 项 式 连续 . 
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从 本 节 开 始 的 目的 是 证 明 一 对 联 立 方程 的 解 的 存在 定理 . 这 个 定理 在 第 
18 节 中 叙述 , 它 的 证 明 在 第 26 节 中 完成 .第 27 节 一 直到 第 36 节 是 应 用 这 定理 
到 映射 的 不 动 点 .向 量 场 的 奇 点 以 及 多 项 式 的 零点 等 问题 上 .为 了 提出 这 主要 
定理 ,必须 发 展 前 面 的 一 维 概念 的 二 维 类 似 . 所 需 的 关键 概念 是 平面 中 一 闭 曲 
线 围绕 不 在 该 曲线 上 一 点 的 圈 数 .我 们 将 首先 给 出 这 概念 的 一 个 直觉 定义 连同 
主要 定理 的 一 个 直观 证 明 ( 第 17,18 节 ). 在 第 19 ~ 26 节 中 再 使 定义 精确 ,证 明 
严密 . 

记 住 ,前 面 12 节 主 要 定理 讨论 的 是 从 一 线段 到 一 直线 的 映射 fla, b] 一 

R, 还 给 出 点 y E 及 所 应 满足 的 条 件 ,使 得 在 这 条 件 下 能 断言 y EER fla, b] 
中 ( 即 fa < y 三 用). 本 节 开 始 的 主要 定理 将 讨论 从 平面 P( = R) 的 一 部 分 D 
到 P 的 映射 f:D 一 了, 并 给 出 能 断定 一 点 y E P 在 象 /D 中 的 条 件 @. 

还 应 记 住 ,我 们 看 到 f:[a,b] 一 RR 的 图 形 这 一 概念 在 说 明 主 要 定理 的 意义 
以 及 在 几何 直观 地 揭露 它 的 真实 性 方面 都 非常 有 用 .在 二 维 空间 中 我 们 也 可 以 
谈 映 射 f:D 一 的 图 形 .但 必须 注意 它 牵涉 到 这 样 一 个 事实 :平面 P = RR 的 一 
个 点 由 两 个 实数 (xi ,x2) 表示 , 它 的 了 象 需要 另 两 个 , (yt, yz). 于 是 这 点 以 及 它 
的 象 所 组 成 的 这 一 对 点 由 四 个 数 表 示 , 并 且 图 形 上 的 一 个 点 是 四 维 空间 的 一 
点 .这 样 ,f 的 图 形 是 Rt 中 的 一 个 曲面 . 

这 里 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 困难 .用 图 形 说 明 我 们 的 定理 ,需要 我 们 具有 能 
看 出 四 维 空间 中 一 个 曲面 的 能 力 (我 们 没 人 有 此 能 力 ). 所 以 我 们 必须 采取 一 种 
不 同 的 看 出 映射 的 方法 :如 同 第 2 节 中 所 简 述 的 用 图 表示 象 以 及 原 象 的 方法 . 
在 这 一 节 的 其 余部 分 中 ,我 们 将 用 同样 的 方法 来 讨论 较 复杂 的 映射 .我 们 的 意 
图 是 加 强 几 何 直观 ,并 指明 后 续 各 定理 的 一 般 性 程度 . 

在 第 2 节 中 我 们 讨论 了 平移 .旋转 .反射 以 及 相似 变换 作为 平面 的 自 映 射 . 
一 个 较 复 杂 的 映射 是 : 它 在 一 个 方向 放大 长 度 而 在 另 一 方向 缩小 之 .图 13.1 说 
明 一 个 映射 /, 它 使 水 平方 向 的 长 度 扩 大 一 倍 而 使 垂直 方向 的 长 度 缩小 一 半 . 
显然 它 改变 了 角 与 形状 . 它 把 一 圆 映 成 一 椭圆 . 惊奇 的 是 它 把 任 一 直线 映 成 直 
线 . 

图 13.2 说 明 一 个 剪 切 变换 P 一 已 .设想 有 一 个 格子 栅 拦 ,是 用 许多 水 平 的 
与 铅 垂 的 长 而 罕 的 木 条 做 成 的 ,水平 木 条 与 铅 垂 木 条 的 每 一 交点 处 用 一 个 钉子 


OPERERE EERE E 

名 ”在 引言 中 我 们 说 过 本 定理 是 讨论 一 对 联 立方 Lon, ) = 5 的 ;这 形式 现 转变 
Hane DIRT en x) BRT Ce, JAO FEU TOE G. 
并 且 把 数 对 (xi x2), Cyr y2) 作为 P PA x, y 的 坐标 . 
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图 13.1 
钉 着 .这 样 一 个 结构 不 是 刚体 的 ,而 在 手指 碰 着 它 时 , 它 就 能 回转 , 作 一 个 剪 切 
变换 . es 把 直线 映 成 直线 . 


图 13.2 
直到 现在 为 止 ,所 考虑 的 映射 都 是 一 对 一 的 .我 们 也 要 考虑 不 是 一 对 一 的 
映射 .图 13.3 表明 沿 着 P 的 一 条 直线 把 P 简单 地 折 符 起 来 . 沿 着 折 秋 线 , 这 映 
射 是 一 对 一 的 ,但 在 折 释 线 上 部 的 每 一 点 是 平面 的 两 个 不 同 点 的 象 . 


图 13.3 
图 13.4 说 明 一 平面 盖 满 它 自身 两 次 的 一 种 映射 .中 心 点 z 映 成 它 自身 . 射 
线 虐 的 每 一 点 也 固定 .每 一 条 以 z 为 起 点 的 射线 刚体 地 映 成 一 条 以 z 为 起 点 的 
射线 ,但 后 者 与 工 的 夹 角 两 倍 于 前 者 与 的 夹 角 . 考虑 一 条 以 常 角速度 绕 :旋转 
的 射线 ; 它 的 象 是 用 两 倍 于 这 速度 绕 z 旋转 的 射线 . 当 第 一 条 射线 绕 过 半 转 时 ， 
它 的 象 完成 一 个 整 圈 . 把 :除外 ,这 个 映射 是 2 到 1 的 .每 一 个 以 z 为 中 心 的 圆 转 
绕 自 身 两 次 .用 一 个 整数 n 乘 角速度 ,就 得 出 一 个 类 似 的 映射 . 它 是 nn 到 1 的 ,z 
除外 . 
还 有 更 复杂 的 映射 :把 P 缠绕 P 无 限 多 次 .图 13.5 就 表示 出 这 么 一 个 映 
射 .水 平 线 工 映 成 单独 一 个 点 z, 而 每 条 铅 垂 线 刚体 地 映射 成 过 z 的 一 条 直线 . 
当 铅 垂 线 以 常 速度 沿 水 平方 向 移动 时 , 它 的 象 以 常 角速度 绕 着 z 旋转 . 此 图 只 
显示 出 180 的 旋转 .这 个 映射 是 o 到 1 的 .z 的 原 象 是 一 整 条 直线 工 .任何 其 他 
点 的 原 象 由 两 排 孤 立 的 点 组 成 ,一 排 在 上 之 上 而 另 一 排 在 L 之 下 ,一 排 中 每 对 
相 邻 的 点 都 等 距 . 


13.4 


图 13.5 
能 够 用 几 句 话 明确 地 描述 的 映射 ,通常 都 太 简单 , 远 不 能 说 明 一 般 情形 下 
的 映射 的 复杂 性 .图 13.6 说 明 一 个 较 复 杂 的 映射 .我 们 不 详细 地 描述 它 , 只 说 ; 
它 把 一 族 同心 圆 映射 成 一 族 8 字形 ; P 的 象 正好 是 P 在 两 条 射线 所 围 区域 中 的 
那 一 部 分 . 直观 地 说 , P 的 象 可 以 看 做 是 沿 着 一 条 直线 抖 出 来 的 一 串 同 心 圆 ,其 
中 的 每 个 圆 还 都 同时 扭 变 成 8 字形 . 


Renee ese 


在 一 维 空间 诸 定理 的 叙述 与 证 明 中 , 区 间 是 一 个 重要 角色 . 对 于 二 维 空间 
的 定理 , 圆 片 将 起 类 似 的 作用 .我 们 规定 :平面 中 C 与 它 的 内 部 的 并 集 叫 
做 一 个 圆 片 D. 圆 C 叫做 D 的 边界 . 圆 片 D 由 它 的 中 心 z 与 它 的 半径 > 确定 .点 
在 圆 片 中 如 果 它 与 z 的 距离 小 于 或 等 于 半径 ;也 就 是 ,x E D 指 的 是 d(%,z) < 


Fa 
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我 们 已 注意 到 , 任 两 区 间 是 相似 的 ,所 以 是 拓扑 等 价 的 ; 任 两 圆 片 D 与 D 
也 如 此 ;如 果 D 与 D' 的 中 心 不 是 同一 点 , 则 可 以 把 D 平移 到 与 有 同一 中 心 
的 D 处 .于 是 ,在 z 处 一 个 适当 的 放大 或 缩小 将 把 D" 映 成 D. 

在 一 维 时 , 直线 的 任 一 子 集 若 与 一 区 间 拓 扑 等 价 , 则 这 子 集 本 身 是 一 个 区 
间 ,因为 它 必 须 是 紧 致 的 .连通 的 .但 在 平面 中 就 有 许多 很 不 相同 的 子 集 与 一 个 
圆 片 拓扑 等 价 .例如 在 一 个 剪 切 变换 下 ,一 圆 片 能 映 成 一 椭圆 与 它 的 内 部 .图 
14.1 说 明 一 圆 片 映 成 一 简单 闭 曲线 与 它 的 内 部 的 一 个 拓扑 映射 .中心 z 映 成 
z ,而 也 的 每 条 径 向 线段 zy 由 一 相似 变换 (放大 或 缩小 ) 映 成 平行 线段 zy' .对 
于 任何 凸 多 边 形 ,例如 三 角形 或 矩形 ,也 可 以 用 同样 的 办 法 . 


14.1 

在 二 维 时 的 存在 定理 中 ,能 把 圆 片 这 个 名 称 解释 为 ,与 圆 片 拓扑 等 价 的 这 
些 图 形 中 的 任 一 个 .但 因为 圆 片 的 对 称 性 以 及 易于 描述 ,我 们 宁愿 选择 它 来 代 
表 其 他 拓扑 等 价 的 图 形 . 

圆 片 D 当然 是 有 界 集 ,因为 它 处 于 任 一 个 以 它 的 中 心 为 中 心 而 半径 较 大 
的 圆 之 内 . 它 也 是 一 个 闭 集 , 因为 它 的 补 集 的 每 个 点 有 一 个 邻 域 不 与 D 相遇 ; 
事实 上 , 若 y ME DAM d(y,z) -大 于 也 的 半径 ,从 而 半径 为 ”= d(y,z) - 
r 的 y 的 圆 邻 域 就 不 包含 D 的 点 .因为 D 是 闭 的 而 且 有 界 , 从 而 D 是 一 紧 致 集 . 
于 是 ,在 任 一 映射 f:D > PEAT, Z fD 是 紧 致 的 ,所 以 是 闭 而 有 界 的 . 

对 于 D 的 任意 两 点 ,连接 它们 的 线段 也 在 D 中 .所 以 D 是 一 个 连通 集 .于 
是 ,对 于 任 一 映射 f: D > P,fD 是 连通 的 . 


Re NEn 


二 维 时 的 主要 存在 定理 类 似 于 一 维 时 的 主要 定理 . 它 说 :如 果 f:D 一 P 是 
从 圆 片 到 平面 的 映射 , 则 对 于 满足 一 定 条 件 的 每 一 点 y E P, 方 程 及 = y 有 一 
个 解 x E D. 这 个 条 件 的 提 法 颇 为 复杂 .我 们 将 先 提 出 几 个 简单 而 貌似 合理 的 
条 件 ,然后 说 明 它 们 为 何不 够 恰当 ;经 过 这 么 几 个 阶段 来 获得 明确 提 法 . 

在 一 维 的 定理 中 ,D EAK a,b], y 所 满足 的 条 件 是 它 介 于 fa 与 及 之 
间 . 这 里 a 与 为 区 间 端 点 ,并 且 把 区 间 与 直线 的 其 余部 分 分 开 . 在 圆 片 的 情 
形 ,D 的 最 外 边 的 点 是 边界 圆 C 的 点 ,而 C 把 D 与 平面 的 其 余部 分 分 开 . 于 是 要 
提出 的 条 件 可 以 说 成 y 以 某 种 方式 与 fC 有关. 说“y 介 于 fC 间 ”, 这 明显 是 胡扯 . 
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如 果 把 一 维 时 的 条 件 改 说 成 :要 求 y 被 fa 与 p 包围 着 ,这 跟 “ 介 于 fa 与 用 之 间 ” 
有 同样 意义 ,而 二 维 时 的 类 似 语 “y 被 fC 包围 着 ” 却 有 了 直观 的 意义 .让 我 们 试 
着 确切 地 提出 这 个 说 法 .作为 尝试 的 第 一 步 ,考虑 “y 是 以 JC 为 边界 的 圆 片 的 一 
点 ”. 这 不 恰当 ,因为 对 于 许多 映射 /来 说 ,fC 不 是 一 个 圆 . 它 很 容易 是 一 椭圆 或 
一 矩形 .作为 第 二 步 尝 试 ,考虑 “y 是 以 JC 为 边界 的 区 域 的 一 点 ”. 这 比较 好 些 ， 
但 排斥 了 fC 是 8 字形 这 种 可 能 情形 .作为 第 三 步 尝 试 ,试用 “y 是 某 个 有 界 区 域 
的 一 点 ,这 区 域 的 边界 包含 在 fC 中 ”. 在 我 们 检查 一 下 图 15.1 所 示 的 一 个 /: 
D 一 PP 的 例子 之 前 ,这 说 法 似乎 是 所 需要 的 .映射 /: D 一 PP 最 好 用 从 左 到 右 所 
画 出 的 几 步 来 描述 .首先 ,把 D 拉 成 一 长 的 窜 条 EE. 其 次 ,把 E 弯 成 一 弯曲 形状 
的 己 , 它 像 加 厚 了 的 一 个 圆 的 四 分 之 三 .最 后 ,把 严 继 续 往 下 弯 ,到 两 端 重 迭 在 
最 后 的 图 形 fD 中 为 止 . 标 出 的 点 y 不 在 /D 中 ,可 是 它 属于 一 个 有 界 区 域 ,其 边 
FE fC 中 . 


图 15.1 
最 后 这 个 例子 清楚 地 显示 出 我 们 必须 克服 的 困难 . D 中 标 以 y 的 点 与 AC 
有 什么 关系 ,而 点 y 却 没有 这 种 关系 ?答案 的 提 法 用 到 我 们 将 要 发 展 的 一 个 新 
概念 :曲线 围绕 一 点 的 围绕 数 .我 们 将 看 到 /1 C 围绕 点 y 的 圈 数 不 是 零 , 而 它 
围绕 点 y 的 圈 数 是 零 . 这 就 是 为 什么 fe = y 有 一 个 解 x E DAA fe = y 却 无 解 . 


信人 一 人 ~ 人 一 ~ 一 ~ 全 ~ 一 一 一 ~ 下 一 一 一 下 


在 这 以 前 “曲线 ”这 个 词 指 的 是 连续 函数 f:[a,65] > RR 的 图 形 .现在 我 们 
需要 在 下 列 比 较 广 的 意义 下 用 这 个 词 .平面 中 一 条 曲线 定义 为 从 实数 的 某 个 区 
间 [ a,65] 到 平面 P 的 一 个 映射 p:[a,5] 一 P. 每 一 数 :€ [a,5] 可 以 看 成 时 间 
的 一 瞬间 ,对 应 点 ge © 已 可 以 看 成 一 动 点 在 时 刻 : 的 位 置 .于 是 一 条 曲线 可 以 
当做 一 动 点 走出 来 的 道路 .特别 是 任何 一 条 曲线 有 一 个 定向 ,意思 是 选 定 沿 曲 
BA pa 到 gb 的 方向 为 正 向 .这 是 随 着 时 间 增 加 的 运动 方向 . 画 曲 线 的 图 形 时 ， 
用 箭头 表示 定向 ,如 图 16. 1 所 示 . 注意 ,我 们 容许 一 条 曲线 自 交 ; 即 动 点 能 在 几 
个 不 同时 刻 通过 同一 点 .再 者 , 动 点 也 可 以 在 一 段 时 间 内 保持 静止 . 例如 ,把 整 
PETAL a, b] 映 成 单独 一 点 的 常 值 函 数 就 是 我 们 意义 上 的 一 条 曲线 .如 果 一 条 
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曲线 的 起 点 和 终点 是 同一 点 , 即 ga = ob, 
它 就 叫做 闭 曲线 ， 
在 P 中 ,从 一 点 4 到 一 点 B 的 线段 可 


以 表示 为 一 曲线 . 记 住 , 任 两 线段 总 是 相似 图 16.1 
的 .所 以 ,如 果 pgp:[a,b] 一 工 是 相似 变换 ， 
使 ga = 4 与 gb = B, 则 gp 定义 一 条 曲线 , 它 的 象 是 工 .这 例子 中 的 动 点 具有 常 
速度 . 

连续 函数 f: [a,b] 一 R 的 图 形 是 一 条 曲线 . 我 们 只 要 对 于 每 个 t E€ 
[a,b], & gi 是 坐标 为 (1, 有 ft) 的 点 即 可 .这 种 类 型 的 曲线 既 不 自 交 , 也 不 是 闭 
的 ,因为 t) A t 蕴涵 gti 与 ot, 这 两 点 有 不 同 的 横 坐 标 . 


任 一 圆 C 按 下 述 标准 方式 可 看 做 是 一 条 闭 曲 oh) 
线 . 令 z 表 示 C 的 中 心 并 令 Lo 表 示 从 z 出 发 的 一 固 ý 
定 射 线 (包含 起 点 的 半 直 线 ). 对 于 :€ [0,1] ,定义 pt 
gt 如下: g0 是 Lo 与 C 的 交点 ,gi 是 C 的 这 样 一 点 ， popr 10 


使 连接 z 到 gt 的 线段 与 Jo 在 处 的 交角 是 3607. 
例如 pC) 是 在 90° 处 的 点 ( 绕 圆子 圈 处 ). (图 
16.2) 因为 整个 圆 有 360, 我 人 有 p1 = 90. 在 这 个 国 16.2 
情况 下 , 动 点 也 有 一 个 常 速度 . 
矩形 的 边界 同样 可 以 看 做 是 一 条 闭 曲 线 . 取 一 区 间 [ a,e], 用 a < b < e< 
d < e 的 数 5,c,d 把 这 区 间 [ a,e] 分 成 四 个 子 区 间 . 命 矩形 的 四 个 顶点 按照 同 
样 顺 序 为 4,B, C ,了 .如 同上 例 , 能 定义 p 使 得 它 把 区 间 [a,6],[6,c], [eq] 
与 [d,e] 分 别 映 成 线段 4B, BC, CD 与 D4 .曲线 是 闭 的 ,因为 ga = 4 与 pe = A. 
我 们 用 图 做 的 说 明 , 可 能 会 使 人 们 倾向 于 把 一 曲线 p 看 做 不 过 是 象 集 
g[a,5]; 这 却 是 误解 . 故 必须 强调 指出 曲线 是 映射 p. 例如 ,把 圆 看 做 是 闭 曲 
线 ,就 有 无 穷 多 的 标准 表示 法 , Lo 的 每 一 选择 就 有 一 个 表示 、 
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& 9p:La,5b] 一 P 为 一 闭 曲线 , 令 y 为 平面 已 的 不 在 曲线 上 的 一 点 ,对 于 区 
间 中 的 每 个 1, 令 L 表示 从 点 y 开始 并 通过 gi 的 射线 . H t a 变 到 b 时 ,点 gt 
描 出 这 曲线 ,而 射线 L 绕 着 它 的 固定 端点 y 旋 转 .因为 曲线 是 闭 的 ,最 后 回 到 
它 的 初始 位 置 L = L. 所 以 这 射线 在 运动 的 全 过 程 中 ,围绕 着 y 旋转 了 若干 个 
整 圈 . 整 圈 的 个 数 叫做 闭 曲 线 p 在 点 y 处 (或 围绕 y) 的 围绕 数 ,并 用 简单 记号 
Wp, y) 来 表示 这 个 数 .通常 约定 , 逆 时 针 方 向 旋转 时 这 个 数 是 正 的 , 顺 时 针 方 
向 旋转 时 是 负 的 . 
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在 图 17.1 中 ,把 圆 看 做 16 节 所 述 的 一 条 闭 曲 线 , 它 围绕 它 的 中 心 一 次 . 它 
也 围绕 圆 内 任 一 点 一 次 .但 是 它 围绕 圆 外 任 一 点 的 围绕 数 是 零 . 设 y 是 圆 外 任 
一 点 ,以 y 为 起 点 的 射线 中 恰 有 两 条 与 这 圆 相 切 ,它们 小 于 180* 的 夹 角 包 含 这 
个 圆 . 当 gi 描 出 这 个 圆 时 ,固定 在 y 处 的 射线 到 扫 过 平面 夹 在 两 切线 之 间 的 部 
I. L 先 向 一 个 方向 扫 去 ;达到 一 边界 ( 切 于 圆 的 射线 之 一 ) 后 就 逆转 方向 , 结 
果 是 未 旋转 完 一 次 就 回 到 它 的 初始 位 置 (图 17.2). 


y 
图 17.1 图 17.2 

在 图 17.3 中 , 闭 曲线 是 沿 顺 时 针 方向 描 出 一 次 的 一 个 椭圆 . 对 于 它 内 部 的 
任 一 点 ,围绕 数 是 - 1, 而 对 于 它 外 部 任 一 点 ,围绕 数 是 零 . 

图 17.4 是 一 条 8 字形 的 闭 曲 线 . 它 在 一 个 有 界 区 域内 部 的 每 一 点 处 的 围绕 
数 都 是 1 ,而 在 另 一 个 有 界 区 域内 部 的 每 一 点 处 的 围绕 数 却 是 - 1. 当然 在 无 界 
区 域内 的 每 一 点 处 的 围绕 数 都 是 零 . 

图 17.5 表示 在 15 节 中 所 讨论 的 例子 .在 此 例 中 ,存在 一 有 界 区 域 ,在 其 内 


的 点 处 ,曲线 的 围绕 数 是 零 . 对 于 另 两 个 有 界 区 域 ,围绕 数 是 1 与 2. 注意 ,在 同 
一 个 连通 集 的 两 点 处 ,围绕 数 总 是 同一 个 数 . 
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图 17.3 图 17.4 图 17.5 


图 17. 6 表示 常 值 函数 所 给 出 的 常 曲线 (全 部 只 单独 的 一 点 ). 它 围 绕 每 个 
其 他 的 点 零 次 . 

17.7 指出 可 能 性 是 无 止境 的 . 

现在 令 C 为 一 圆 , 令 f:C 一 P 为 从 C 到 平面 的 一 映射 , 令 p:[0,1] ~> C 为 
把 C 看 做 16 节 所 述 闭 曲 线 时 的 标准 表示 法 .于 是 复合 函数 fp:[0,1] > P 仍 是 
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一 闭 曲线 ,因为 p0 = o1 AM fp0 = fp1. 设 y 是 P 中 不 在 fC 上 的 任 一 点 ,这 曲 
线 在 y 处 有 一 围绕 数 .这 叫做 了 在 y 处 的 围绕 数 ,并 用 Wf, y) 表示 . 


图 17.6 图 17.7 


Ne anan n nanan anana 


利用 围绕 数 这 个 概念 ,现在 就 能 确切 提出 二 维 时 的 主要 定理 . 

定理 18.1 设 f:D 一 P 是 从 一 圆 片 到 平面 的 映射 ,C 是 D 的 边界 圆 ,并 设 
y 是 平面 中 不 在 fC 上 的 一 点 .如 果 f1C 在 点 y 处 的 围绕 数 不 是 零 , 则 y E fD; 
也 就 是 说 ,存在 一 点 x E 也 ,使 得 庆 = y. 

下 面 是 一 个 简短 的 直观 证 明 . 设 C 的 半径 是 >, 中 心 是 z. 对 于 每 一 个 *,0 < 
s <r, Ñ C, 表示 以 ;为 半径 的 ,C 的 同心 圆 ;于 是 C, = C, Co 是 中 心 z. 设 y 是 
平面 上 不 在 D 中 的 一 点 . 则 对 于 [0,r] 内 的 每 一 个 ;,y' 不 在 fC, 上 ,因为 C 是 
在 DD 中 ,因而 对 于 [0,r] 内 的 每 一 个 ,围绕 数 WI C,,y ) 有 定义 .把 它 简 写 
为 WCs). Z584 ;从 r 下 降 到 0 时 的 全 体 闭 曲线 f1 C,. 这 族 闭 曲线 从 f1C 开 
始 ,最 终 缩 成 常数 曲线 f1 Co, 即 缩 成 点 z. 因为 1 C 随 着 : 的 不 断 减 小 而 逐渐 
变化 ,从 而 下 (s) 是 ;E10,r] 的 一 个 连续 函数 .围绕 数 W s) 怎样 变化 呢 ? 答 案 
是 :根本 不 变 , 因 为 WW 是 ;的 连续 函数 ,而 W) 的 每 个 值 必 是 一 整数 ;不 可 能 从 
一 个 整数 值 跳 到 另 一 个 整数 值 而 不 经 过 其 间 的 非 整 数值 .于 是 对 于 所 有 的 s, 
W(s) 有 同一 个 值 ;特别 是 Wr) = 丈 (0). 但 W0) = 0, 因 为 f1 Co = 户 是 常 
数 函 数 所 给 出 的 闭 曲线 .所 以 对 于 不 在 fD 中 的 每 个 点 y',f 1 C Ey 处 的 围绕 
数 是 零 . 从 而 WI Cy) <A 0 蕴含 着 y 是 在 fD 中 ;而 说 yy 在 1D 中 就 是 说 存在 
一 个 xED 使 fr = y. 

在 图 18.1 的 说 明 中 ,要 想 看 出 上 述 论点 是 怎样 引进 的 ,只 要 看 一 看 s 递减 
的 几 个 阶段 中 的 闭 曲线 f 1 C,.f1 cC 有 两 叶 ( 看 图 15.1 中 的 刀 , 图 18.1 中 的 粗 
曲线 f | C.) ;一 旦 这 两 叶 分 开 ( 例 如 ,图 中 画 出 的 第 三 条 闭 曲线 ) ,y 明显 地 在 这 
个 闭 曲线 之 外 ,从 而 在 y 处 的 围绕 数 为 零 .注意 ,这 与 图 17.5 所 示 结 果 一 致 . 
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图 18.1 


19 什么 时 候 闪 点 算 不 了 证 明 ? 

绝 大 多 数 人 在 看 完 并 且 理 解 了 前 两 节 中 的 论点 之 后 ,都 认为 论点 有 说 服 
力 , 定 理 已 是 真理 ,无 需 再 加 什么 来 获得 一 个 完整 的 .合乎 逻辑 的 证 明 . 但 是 细 
心 的 读者 会 发 现 论证 上 的 缺陷 . 主要 的 缺陷 发 生 在 第 17 节 ; 没 给 出 围绕 数 的 一 
个 精确 定义 .在 那 一 节 里 , 当 从 a 变 到 时 ,射线 L 绕 着 它 的 起 点 y 究竟 旋转 
多 少 个 整 圈 , 留 待 直 观 去 决定 ;这 是 假设 了 我 们 的 眼睛 能 跟着 旋转 的 射线 并 把 
它 的 运动 总 数 加 成 单一 个 旋转 圈 数 .大 家 知道 ,眼力 在 这 种 场合 并 非 完全 可 靠 ; 
例如 ,足够 快 地 映 出 一 串 项 止 画面 时 ,会 使 我 们 产生 一 个 错觉 ,认为 是 在 看 连续 
的 动作 . 

好 在 数学 概念 与 推理 并 不 依赖 于 我 们 看 见 动作 的 能 力 .我 们 必须 处 理 的 是 
静止 的 情形 .我 们 有 一 条 闭 曲线 ,有 不 在 这 曲线 上 的 一 点 y ,我 们 想 要 赋予 y 
与 9 一 个 整数 叫做 围绕 数 ,使 得 这 名 称 符合 于 我 们 的 直观 看 法 . 这 将 在 以 下 7 
节 中 去 做 .如果 读 者 要 尽早 看 一 些 新 概念 和 新 应 用 ,不 准备 停留 在 已 勾画 出 来 
的 概念 的 细致 发 展 ,他 应 该 跳 到 第 27 节 ,而 删 去 以 下 的 7 AY. 

在 我 们 集中 注意 力 到 Wo, y) 定义 的 细节 之 前 ,我 们 要 指出 ,为 完成 主要 
定理 的 陈述 与 证 明 ,只 需要 : 

(1) 精确 地 定义 Woy), 

(2) 在 第 18 节 的 直观 证 明 中 所 用 的 o 的 那 种 变化 下 ,证 明 它 是 连续 的 ,以 
及 

(3) EHRE p 是 常 值 闭 曲线 ,就 有 Wp, y) = 0. 

如 果 我 们 采取 的 定义 是 : WW(g,y) = 0 对 于 全 体 p 与 y, 那 么 这 个 定义 自然 
WEO), (2) 与 (3) 三 个 要 求 ,所 以 主要 定理 的 证 明 对 于 这 个 WW 有 效 ; 但 是 定理 
的 结论 什么 都 没 说 ,因为 不 存在 点 y 使 W(f1 C, y) zz 0. 于 是 ,为 着 使 得 我 们 的 
努力 不 是 白费 ,还 要 增加 下 述 的 要 求 : 
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(4) 对 于 某 些 曲线 p 与 点 y, Wp, y) 应 该 不 是 零 ; 特 别 是 , 它 应 该 与 第 17 
节 中 直观 地 定义 的 围绕 数 一 致 . 


~—~~ 人 ~~~ 和 ~~~ 一 一 一 一 一 一 入 


为 了 提出 围绕 数 的 一 个 良好 定义 ,首先 考虑 “一 曲线 p: la, b] > PEA 
y 处 所 扫 过 的 角 ” 这 个 更 一 般 的 概念 . 我 们 将 分 两 步 来 定义 这 个 角 的 大 小 
Alp, y): 先 对 特殊 类 型 的 曲线 ,后 对 任意 的 曲线 . (除非 另 有 声明 ,我 们 都 用 度 
数 来 量 角 而 略 去 度 的 记号 *) 于 是 我 们 将 看 出 ,一 条 闭 曲 线 所 扫 过 的 角 ,其 大 小 
必 是 360 的 倍数 ,而 用 这 个 倍数 来 定义 围绕 数 Wo, y) 
W(9,y) = A(g,y) 


o7 

有 一 种 特殊 类 型 的 曲线 , 即 , 由 所 谓 
短 曲线 组 成 的 曲线 , 我 们 能 很 容易 而 明 
确 地 定义 它们 在 曲线 外 一 点 y 处 的 4(P， 
y). 称 op 关于 不 在 pg 上 的 点 y 是 短 的 ,如 
果 存 在 一 条 射线 工 , 它 以 y 为 起 点 并 且 不 
交 9p. 例 如 ,一 个 常 函 数 所 给 出 的 曲线 即 
点 曲线 ot = z 闫 yy 对 于 所 有 1: € [a,b], 
它 就 是 关于 y 的 短 曲 线 .图 20.1 给 出 一 
个 稍为 复杂 的 短 曲 线 的 例子 . 当 上 从 ac 变 
ALE b 时 ,gt 沿 曲线 从 pa 变化 到 gb ,而 
从 yy 发 出 的 到 曲线 上 点 gi 的 射线 从 L 旋 
转 到 Ly. > CLL, 表示 这 个 旋转 角 ; 因 p 是 短 的 ,这 个 角 内 不 会 包含 射线 LOAM 
y 开始 ,不 与 p X). EX Alp, y) 为 文 Lls 的 度数 ; 道 时 针 方 向 的 角 是 正 号 而 
顺 时 针 方 向 的 角 是 负 号 . 

设想 我 们 有 一 量 角 器 , 它 的 形状 是 一 个 整 圆 周 C 被 分 成 360 FAS AYO, A 
周 上 从 一 个 零点 开始 依 逆 时 针 方 向 刻 出 从 0 到 359 的 点 .我 们 这 样 放置 C ,使 它 
的 中 心 在 点 y 处 ,而 沿 射线 工 是 零度 ( 即 C 上 的 零点 是 C 与 的 交点 ). 令 pas pr 
依次 表示 C 与 射线 L, 的 交点 ,又 令 xar xs 表示 它们 在 量 角 器 上 的 相应 读数 ， 
则 X LL 的 度数 能 由 下 式 算出 

A(g,y) = Xh — Xa 

注意 :这 个 差 x, - x 不 依赖 于 量 角 器 起 始 射线 的 位 置 , 只 要 这 个 射线 不 被 
包含 在 所 要 测量 的 角 4 之 内 (图 20.2). 这 一 事实 可 证 明 如 下 .假定 把 量 角 器 旋 
转 一 个 角度 a 使 得 它 现在 的 零度 在 射线 L' 处 .这 新 的 量 角 器 读数 是 
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Cot sa-a 上 与 g'at 


结果 xp- a'a = Xp- xo = Alp, y) 
RELL 不 与 作为 曲线 径 向 射影 象 的 C 
的 这 段 弧 pap, 相交 . 容易 看 出 在 这 些 条 
EP , 量 角 器 的 读数 总 是 介 于 0 与 360 之 
间 的 数 ,而 差 x - x 总 是 在 - 360 5 360 
之 间 . 在 图 20.1 中 ,这 个 差 是 正 的 ,并 且 
大 约 是 230. (如 果 曲 线 的 定向 反 过 来 , 即 
如 果 ga 5 ob 互 换 , 则 4(p,y) KAR 
- 230) 于 是 公式 20.2 
ACP, y) = Xp - Xa 

唯一 地 给 出 由 短 曲线 p 在 点 y 处 所 扫 过 的 角 的 度数 .此 外 ,“ 短 ”曲线 的 定义 保 
证 了 存在 一 条 以 y 为 起 点 的 不 与 p 相交 的 射线 二, 了 可 以 作为 我 们 计算 4(e,y) 
的 量 角 器 的 起 点 ;如 果 有 许多 这 样 的 射线 ,选择 哪 一 条 作为 我 们 量 角 器 的 起 始 
射线 都 无 所 请. 

留心 我 们 的 定义 怎样 提供 正 向 与 负 向 运动 的 相互 抵消 .例如 在 图 20.1 中 ， 
射线 L 开始 旋转 一 个 负 30 角 , 但 又 立即 转 回 到 初始 位 置 ,因而 正 负 相 销 了 .类 
似 地 , 当 点 经 过 曲线 顶 上 的 圈 时 ,旋转 角 的 总 和 为 零 . 

如 果 p 是 一 个 点 曲线 ,把 [a,6] 映 成 一 个 单独 的 点 , 则 g 是 一 短 曲线 并 且 
A(g,y) = GAX L = 万 ,因而 


Xa = ty 
函数 4(p,y) 有 一 最 重要 的 性 质 ,叫做 关于 p 的 可 加 性 . 令 a。 < b< cH 
实数 ,又 令 o:[a,c] > PHRF y 的 短 曲线 . 令 p,p 为 9 的 两 部 分 ,其 中 o 
是 p Ela, b] 上 的 限制 而 p: 是 在 [5,c] 上 的 限制 .我 们 可 把 p 设想 为 pi 与 
p: 的 并 集 .显然 pl, pz 也 都 是 关于 y 的 短 曲线 .选择 一 条 以 y 为 起 点 而 不 与 p 
相交 的 射线 工 ,对 于 射线 L, Ly, L 得 到 它们 在 量 角 器 上 的 读数 依次 为 Xas Xps 
xe. Al 
Xe 一 Xa = (x — Xa) + (xe — x5) 
故 A(g,y) = 4(Pl,y) + A(go,y) 


tate ae a aaa ata eer ee 


如 果 p:[a,b]—> P E— HR, WIEL a, b] 分 成 子 区 间 ,依次 取 p 在 每 一 子 
区 间 上 的 限制 ,就 可 把 曲线 o 分 成 若干 段 ,这 样 , p 就 可 分 解 成 若干 较 短 曲线 的 
FESS. 8 不 是 关于 点 y 的 短 曲线 , 则 会 出 现 这 样 的 情况 :在 这 样 一 个 分 解 中 ， 9 
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的 每 一 个 段 是 关于 y 的 短 曲线 .于 是 ,把 各 段 曲线 在 点 y 处 所 张 角 的 度数 加 起 
来 ,就 可 得 到 4(p,y) 的 值 . 

说 得 更 精确 些 ,把 曲线 g:[a,b] 一 尸 分 成 一 些 曲 线 的 并 集 的 分 解 叫做 9 
的 一 个 划分 一 组 成 划分 二 的 首先 是 数 的 一 个 增 序列 ,从 a 开始 到 4 为 止 

a = 加 < 有 二 

其 次 是 曲线 序列 pl ,pz，…, gm, 其 中 pi Ay TERI tisti] G = 1,2,°7,m) 上 
的 限制 .如 果 每 一 段 p 是 关于 y 的 短 曲线 ,我们 就 说 这 划分 在 p 外 一 点 y 处 充 
分 地 细 . 在 这 种 情形 下 ,4( gq;,y) 的 每 一 个 有 定义 ,它们 的 和 用 4(x,y) 表示 


Atsy) = 2 A(gi+¥) = 
A(gp1,y) + ACg2,¥) °° + AC Gms ¥) (21.1) 
我 们 要 证 明 两 个 命题 : 

(1) 如 果 o 是 任 一 曲线 而 y 是 不 在 p 上 的 一 点 , 则 存在 p 在 y 处 充分 地 细 
的 一 个 划分 . 

(2) MR, 5) Æ p E y 处 充分 地 细 的 任 两 划分 , 则 

AQr,y) = AVY’, 7) 

一 旦 我 们 证 明了 这 些 事实 ,就 能 对 于 任 一 曲线 p 定义 4(p,y) 如 下 : 

定义 ”如果 go 是 平面 中 的 一 曲线 而 y 是 不 在 pg 上 的 一 点 ,对 于 o 的 所 有 充 
分 细 的 划分 x,4(z,y) 的 公共 值 是 p 在 y 处 所 扫 过 的 角 的 度量 . 这 个 角 用 
4(p,y) 表示 ,并 可 从 公式 (21.1) 算出 , 右 端 和 式 中 的 每 一 项 由 第 20 节 的 方法 
算出 . 

第 一 个 命题 告诉 我 们 ,能 找到 一 个 划分 必 使 4(4z,y) 有 定义 .第 二 个 命题 
告诉 我 们 ,这 样 得 出 的 数 Ae, y) 不 依赖 于 我 们 选取 的 划分 ,因而 它 只 依赖 于 o 
5 y. 

命题 (1) 的 证 明 ”在 曲线 p 的 任意 点 p = ot, 

Up 为 圆心 以 d(p,y) 为 半径 的 圆通 过 y( 图 O 

21.1). 曲线 p 在 这 圆 内 部 的 任 一 段 ,是 关于 y 的 A = 

短 曲 线 , 因 为 它 与 从 y 发 出 的 并 是 线段 py 在 圆 外 

的 延伸 的 射线 不 相交 .应 用 o 在 i 处 的 连续 性 , 取 

e, = d(p,y). 它 提供 一 个 数 ,> 0, 使 得 对 于 每 一 图 21.1 

个 EN(i,6,), 得 到 gu E N(p,e,). 因 此 对 于 每 个 区 间 7 CN(t,0,), HR o 
| 7 是 关于 y 的 短 曲 线 . 

因 [a,5] 是 紧 致 的 ,并 且 邻 域 |N(i,6,)| 覆盖 着 [ac ,2] ,就 存在 这 些 邻 域 的 
有 限 个 ,比如 说 , Ni, Nas N ,覆盖 着 [a,5b]. 令 5 为 开 区 间 WNi,N,,…, Ny 的 
所 有 端点 的 闭 集 .对 于 s,t E 5 而 s <t, m AMARES dCs, t) 中 的 最 短 的 一 
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个 的 一 半 . 令 为 [o ,0 的 任意 一 个 划分 ,其 区 间 长 度 至 多 为 3. 我们 断言 “在 y 
处 是 充分 地 细 的 .为 了 证 明 这 事实 ,只 要 指出 二 的 每 个 子 区 间 I 被 包含 在 Ni， 
NN;，,… ,Ni 的 某 一 个 中 .因为 了 的 长 度 至 多 是 6 ,7 或 不 包含 8 的 点 ,或 包含 5 的 
一 个 点 , 设 为 C. 在 第 一 种 情形 , 取 任 一 与 7 相交 的 N,(T 是 被 Ni,… N, 所 覆 
盖 ); 于 是 7 c N AAKE r PEERKE N, 的 端点 .在 第 二 种 情形 , 取 任 一 
包含 e 的 Ni; 则 仍 有 7 C Ni, 因 为 了 不 包含 Ni 的 端点 .这 就 完成 了 命题 (1) 的 
证 明 . 

命题 (2) 的 证 明 E g 的 一 个 充分 细 的 划分 . 设 在 的 一 子 区 间 内 
引进 一 个 新 点 把 1 分 成 两 个 子 区 间 了 ,了 ,因而 从 % 获 得 一 个 划分 ww . 则 在 第 20 
节 所 证 明 的 可 加 性 告知 我 们 

A(p17,y)+A(g17,y)= Alol ky) 

两 端 同 时 加 上 所 有 j k 的 各 项 4(g 1 7,y) ,就 有 结果 


A(z,y) = 4( ,y) 
ERDARA i tos thst tm | 叫做 的 顶点 .如 果 %,x 是 的 两 个 划分 ,使 得 
必 的 顶点 包含 已 的 顶点 , SL! 叫做 jp 的 加 细 , 并 用 < 来 表示 .w 的 每 个 子 区 


间 必 在 二 的 某 个 子 区 间 之 内 .所 以 如 果 二 充分 地 细 , 所 有 二 的 加 细 也 一 样 . 

如 果 % < ,可取 jz 的 那些 不 是 一 的 顶点 的 顶点 ,每 次 只 引进 它们 中 的 一 
个 .这 样 ,我 们 就 得 到 一 序列 的 加 细 A = mm > m > > pp, = 元 .再 假定 ”是 充 
分 细 的 .于 是 这 证 明 的 头 一 段 的 结果 给 出 

Afz,y) = Aam, y) = Amy) = = Alyy) = 4( 必 ,7y) 

所 以 < 与 充分 地 细 草 涵 A(x,y) = A, y). 

现在 令 a ya 为 任 两 充分 细 的 划分 .mm 与 的 顶点 的 并 集 是 另 一 个 划分 的 
顶点 集 ,我 们 把 这 另 一 个 划分 叫做 加 .显然 jw < 与 <w. 前 一 段 的 结果 提供 


Alay) = Alm, y) 
与 Afm, y) = Aa, y) 
因而 4(m,y) = Alm, y) 


证 明 完 成 . 


一人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 一 一 ~ 人 ~ 下 


一 旦 找到 了 p 在 y 处 的 一 个 充分 细 的 划分 = po pi, pm| ,只 要 按 例 
行 的 办 法 ,使 用 量 角 器 来 得 到 各 4(9i,y); 并 注意 应 有 的 正 负 号 而 相 加 其 结果 
就 得 出 4(p,y). 在 求 4(wi,y) 时 ,我 们 总 把 不 与 w 相交 的 射线 五 放 在 刻度 为 
零 的 位 置 上 ,然后 取 w 的 两 端点 的 读数 的 差 .于 是 对 于 每 一 个 短 曲 线 ,需要 把 
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量 角 器 重新 定位 .现在 我 们 将 说 明 如 何 能 用 量 角 器 的 单独 一 个 位 置 来 得 到 所 有 
的 读数 ,以 及 如 何 能 把 计算 方法 大 为 缩短 . 

跟前 面 一 样 , 令 C 为 以 y 为 中 心 而 半径 为 1 的 圆 .对 于 各 i = 0,1,…,m, 令 
pi 表示 C 与 以 y 为 起 点 并 且 过 曲线 p 上 的 点 gt; 的 射线 的 交点 .对 各 短 曲 线 pi, 
AL, AW y 为 起 点 并 且 不 与 w; 相交 的 射线 . 圆 上 两 点 pii 与 p; 决定 两 段 弧 ; 令 
piap: 表示 这 两 弧 中 不 与 L; 相交 的 那 一 段 .按照 第 20 节 所 说 明 的 ,A( py) 是 
这 弧 的 角度 量 , 附 有 适当 的 符号 . 弧 的 定向 是 由 pi;_1 到 p;. 如 果 这 定向 系 逆 时 针 
方向 ,A( py) 的 符号 为 正 , 否 则 为 负 . 

为 了 方便 ,假定 量 角 器 的 半径 为 1. 把 量 角 器 的 中 心 放 在 点 y 处 ,并 通过 旋 
转 把 量 角 器 的 零 放 在 C 的 一 点 9 处 ,9 5 pos pis ,pn 都 不 同 . 现 保持 量 角 器 固 
定 , 且 令 xo,x1,… Xm 依次 表示 点 po,p1,… ,pnm 的 直接 读数 ,以 度 计 . 各 x; 都 在 
0 5 360 之 间 . 现 在 我 们 能 叙述 Alp, y) 的 简化 公式 . 

定理 22.1 Sr HE q 的 正 向 弧 p;_1p; 的 个 数 ,又 令 s AB 的 负 向 弧 
pi-1Pi 的 个 数 , 则 

4(p,y) = Xm — xo + (r — s)360 

图 22.1 给 出 定理 的 说 明 .如 果 画 出 射线 yq ,就 看 出 它 遇 曲线 p 三 次 .在 各 
交点 处 ,p 的 定向 ,因而 弧 piip: 的 定向 ,都 能 被 决定 . 先 为 负 , 而 后 再 为 负 , 最 
后 为 正 ; 故 r = 1 而 s = 2. 量 角 器 的 读数 以 4 为 零 , 对 x 为 65, 对 xo 为 195. 故 
4(p,y) = 65 - 195 + (1 - 2)360 = - 490. 

这 定理 的 一 个 推论 是 :虽然 x ,xo,r Ss 确实 依赖 于 零点 g 的 选择 ,但 

Xm — xo + (r — s)360 

这 数 并 不 依赖 于 零点 q 的 选择 . 

为 着 证 明 这 定理 ,回忆 


A(g,y) = 二 4(957) 

各 Alpis y) ÆIR p;_ip; 的 角度 量 ,我 们 将 用 读数 x;_1, x; 把 它 表示 出 来 . 

首先 考虑 一 个 i, EI piip: 如 图 22.2 所 示 , 不 包含 q. 按 照 一 短 曲线 所 
扫 过 的 角 的 定义 ,4(p,y) = xi- xi 注意 ,即使 当 弧 的 定向 为 负 时 ,这 仍 成 
立 , 因 那 时 xii > wi, 故 x; - x, WH. 

其 次 考虑 一 个 i, [EI piip 为 正 向 并 含有 g, 如 图 22.3 Bras. HI piq 与 
IR gp; 所 决定 的 角 相 加 ,得 

A(gi,y) = 360 — x1 + x; = xi — %_1 +360 
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图 22.1 图 22.2 


最 后 考虑 一 个 i, 使 弧 piip 为 负 向 并 含有 g, 如 图 22.4 所 示 . 由 弧 pig S 
IR gp; 所 决定 的 角 相 加 ,得 
A(gi,sy) =- xi1— (360 - x;) = x; — xi-ı — 360 


图 22.3 图 22.4 
以 上 三 种 情况 ,包括 了 所 有 的 可 能 性 . 如 果 相 加 所 有 的 A(gqi;,y),i = 1， 
2,…,m, 每 一 项 将 有 一 个 xi - xi_1, 其 中 7 项 将 各 有 一 个 + 360, 而 s 项 将 各 有 
一 个 - 360. 所 以 
A(@,y¥) = (äm — Xm-1) + (Xm-1 — %m-2) + + 
(x, — xo) + r360 - s360 = 
Xm — xo + (r — s)360 
这 就 完成 了 证 明 . 
系 WR p 是 一 闭 曲线 , 则 4(p,y) = (r - s)360. 
只 要 注意 ,对 于 闭 曲线 ,pa = ob MU x, = xo, 就 可 得 到 系 的 证 明 . 
现在 我 们 已 达到 最 后 的 阶段 来 给 出 围绕 数 的 一 个 精确 定义 
W(p,y) = ELY = es 


从 而 围绕 数 是 一 个 整数 . 
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23 Alpy) 5 Wp y) 的 性 质 


在 精确 地 定义 了 4(p,y) 与 丈 (p,y) 之 后 ,现在 应 该 证 明 它 们 确 有 我 们 声 
称 的 性 质 . 
1. 如 果 p 是 一 个 点 曲线 , 则 
4(p,y) = 0 与 W(g,y) = 0 
因为 ola, b] 是 一 个 点 ,yp 是 短 曲 线 , 平 凡 的 划分 是 充分 地 细 的 . 但 对 于 短 曲 


线 , ga = gb HRA x, = 2, A(g,y) = 0; 因 而 W(g,y) = Aley) = 0. 


2.4(p,y) 具有 关于 o 的 可 加 性 . 明确 地 说 , 设 c < b < c, #H o: 
[a,c] >P. pı =plfo,b 又 tp =p1[bc], 则 4(p,y) = Algisy) + 
4(p,y). 如 果 ga = ob = c, p1, p2, 0 都 是 闭 曲线 ,而 

We,y) = Wei,¥) + Wl 9,,y) 

Saka BNA pi, p 的 充分 细 划 分 , 则 ,zw 诸 顶 点 的 并 集 给 出 9 的 一 
充分 细 的 划分 .因为 4(4,y) 的 各 项 都 与 Aay) + Alm, y) 的 各 项 相同 ,显然 
A(z, y) = AÇa,y) + AVasy) 

这 就 证 明了 第 一 个 关系 .在 p,p pz 为 闭 曲 线 时 ,这 关系 的 各 项 是 360 的 整数 
倍 . 除 以 360, 就 给 出 围绕 数 的 关于 p 的 可 加 性 . 


24 _ 曲线 的 同 伦 

在 下 一 节 中 将 要 证 明 : 曲 线 在 一 点 处 的 围绕 数 不 会 改变 ,如 果 这 曲线 或 这 
点 依 某 种 方式 连续 地 变化 ( 见 第 18 节 ). 本 节 的 目的 是 明确 地 叙述 我 们 将 容许 
的 变化 种 类 . 

定义 ” 令 wo 与 pl 为 空间 了 中 两 条 曲线 , 它们 的 定义 域 是 同一 个 区 间 
[a,b], N] wo 到 2; 的 同 伦 是 一 矩形 0 到 了 的 映射 ,使 Q 的 底 边 映 成 曲线 wo, 而 
顶 边 映 成 pi. 明确 地 说 , 令 O 为 两 变量 (1 ,7) 平 面 中 的 和 矩形 :a ct <b ROK< 
z< 和 1, 则 po 到 pi 的 一 个 同 伦 6B 是 一 个 映射 B:0 一 了 ,使 得 

@(t,0) = got 5 O(t,1) = git, 对 于 所 有 的 1:€ [a,b] 
在 po, pl 都 是 闭 曲线 时 ,作为 闭 曲线 po 到 闭 曲线 p91 的 同 伦 是 上 述 的 同 伦 @, 再 
满足 下 述 条 件 
la,t) = O(b,r) ”对 于 所 有 + € [0,1] 

这 个 定义 有 极 透彻 的 几何 意义 . 画 出 由 水 平 线段 s 组 成 的 矩形 0 ,每 一 值 

rz E [0,1] 有 一 条 s..@ 在 线段 之 一 s. 上 的 限制 决定 一 由 wu = Plt, r) 所 定义 
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的 曲线 gp.:[a,b] 一 7. 于 是 得 到 一 族 曲 线 ; 对 应 于 0 与 1 之 间 每 一 个 值 +, 有 一 
条 曲线 (图 24.1). 如 果 把 zt 看 做 时 间 变 量 ,那么 就 可 把 这 族 曲 线 看 成 是 单独 一 
条 动 曲线 的 各 种 位 置 . 0 中 每 个 铅 垂 线段 映 成 动 曲线 的 一 点 所 描 出 的 道路 . 因 
为 这 个 图 形 ,一 个 同 伦 经 常 也 叫做 一 个 形变 . 


图 24.1 
如 果 两 曲线 po, pl 映射 [a,b] AFE P RER”, WAMA go 到 gi 的 一 种 
特别 的 同 伦 ,叫做 线性 同化 .对 于 O 中 各 对 (i,7) ,定义 线性 同 伦 D, r) 为 把 
从 got Boyt 的 线段 以 比 r : 1- rz 分 割 的 分 点 (图 24.2). 比 0: 1 给 出 线段 的 起 
点 ,而 1:0 给 出 终点 ; 故 B(1,0) = got MO(t,1) = ot. CHONG SARE 
上 的 限制 是 一 相似 映射 ,因为 比 的 保持 是 相似 映射 的 特征 2. 


图 24.3 给 出 线性 同 伦 的 说 明 . 图 中 已 画 出 动 曲线 在 时 刻 = = 0, 才 , 方 ,于 


与 1 时 的 位 置 ;以 及 动 曲线 上 对 应 于 1 = 0, yy poe 51 AAU 


的 直线 道路 .注意 , 动 曲线 上 单独 一 点 总 以 常 速度 运动 ,走出 一 条 直线 段 . 
A 


图 24.2 图 24.3 


必须 证 明 线 性 同 伦 更 连续 @. 用 (c,y) 表示 0 的 一 点 的 坐标 .我 们 要 证 明 
D 在 该 点 处 连续 , 令 (1,r) 表示 Q 的 任 一 其 他 点 的 坐标 .引进 缩写 


O 所 以 ,用 一 sieht saa 可 知 有 在 PR R” 中 的 式 子 


t,t) - pot: gıt- lt,r)=t:l-r 
从 而 又 推导 出 = ( 
=(1- 

这 里 因为 上 已 给 定 , 从 而 pot Sout ROMER, a E got Sot 这 两 点 的 直线 段 
的 以 x 为 参数 的 参数 表示 .一 一 译 者 注 

© 对 于 熟悉 向 量 代数 的 读者 ， 我 们 能 写 @6(ti,r) = (1-7) (got) + Tr(g1t), 并 能 论证 (1 - 7) (got) 
是 连续 的 ,因为 它 是 连续 数量 函数 1 -与 连续 向 量 函 数 got 的 乘积 .同样 , r( pi:) 连 续 .最 后 ,@(i,r) 是 
连续 的 ,因为 它 是 两 个 连续 函数 的 向 量 和 . 
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u = poc = pıc,z = (c, y), Z” = G(cr) 
u’ = Got,v' = git,z’ = B(t,r) 
图 24.4 显示 (i,7) 接近 (c,y) 时 的 情形 . 实 线段 uu’ 5w 为 : 当 rz 从 0 变 到 1 
时 ,点 ge 与 gt 在 同 伦 下 描 出 的 道路 .我 们 要 证 明 : 把 (1,7) 限制 于 (c,y) 附近 ， 
就 能 使 距离 a(z,z') 变 小 (小 于 一 指定 的 。 > 0). 由 三 角 不 等 式 
d(z,z') < d(z,z2") + d(z ,2') 
因为 从 [0,1] 到 线段 w 的 映射 ( 它 把 t 映 成 B(c ,7t)) 是 相似 映射 , 它 是 连续 的 . 


因此 ,对 应 于 正 数 祖 ,有 一 8”> 0, 使 得 对 于 满足 | r - y 1 < 6' 的 每 个 = 
i 
因为 po, pı 都 在 c 处 连续 ,存在 着 数 6。> 0 与 31 > 0 使 得 
d(u,u') < ,对 于 满足 It- el< 60 的 每 个 1 


d(u,v') < ,对 于 满足 lie-cl< 5 的 每 个 


现 令 OA’ ,60 与 51 中 最 小 者 .如 果 (1,7) 在 N((c,yY),6) 中 , 则 所 有 前 述 三 个 
不 等 式 都 成 立 .还 能 证 明 dZ ,z) 不 大 于 d(u,u') 与 d(v,v') 二 者 中 的 较 大 
者 .图 24.4 显 示 出 , 当 d(w,w ) 是 较 大 者 时 ,如 何 证 明 这 个 事实 .通过 vw 作 一 平 
行 于 vu 而 与 uu' 相交 于 s 的 直线 ,通过 2! 作 一 平行 于 ww' 而 交 ws Fu 的 直线 . 
于 是 直线 qu 延长 后 交 wu 于 一 点 .由 相似 三 角形 ,r 分 vw 的 比 ,等 于 z 分 v'w' 的 
比 ;因此 r= .于 是 
d(z",z')<d(2,w)+d(w,z) < 
d(u,s) + d(s,u') = d(u,u') 

所 以 d(2",2!) < 六 .把 这 与 4d(z,z) < S 以 及 三 角 不 等 式 组 合 起 来 ,得 d(z， 
z') < e. 这 就 完成 了 @ 连续 的 证 明 . 

在 两 曲线 wo, pl 都 是 闭 曲线 时 , po 到 gi 的 线性 同 伦 仍然 是 : wo 与 pi HA 
曲线 时 的 同 伦 ;因为 poa = gob 与 91a = gp1b MM poa 到 gia 以 及 从 pob 到 
gpib 的 线段 重合 ,从 而 对 于 所 有 的 r E€ [0,1],@G(a,r) = O(b,r). 

当 同 伦 的 终端 曲线 gp] 是 一 条 常数 曲线 即 单独 的 一 点 时 ,我 们 就 说 该 同 伦 
把 初始 曲线 wo 收缩 成 一 点 .这 种 同 伦 的 一 个 重要 例子 如 下 . 设 刀 为 以 z 为 中 心 ， 
以 圆 C 为 边界 的 圆 片 . 设 wo:[0,1] > C 是 C 作为 闭 曲线 的 标准 表示 ; 即 [0,1] 
恰好 按 逆 时 针 方 向 包围 C 一 次 ( 见 16 节 ). 设 pi:[0,1] 一 z 为 在 中 心 的 常 函 数 
所 给 出 的 曲线 .最 后 设 更 是 从 po 到 gi 的 线性 同 伦 , 则 收缩 go( 或 C) 成 一 点 . 
如 把 同 伦 画 成 一 动 曲线 , 则 在 各 瞬时 它 都 是 以 z 为 中 心 的 圆 ,并 且 各 点 沿 径 向 
运动 趋 于 z. 
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图 24.4 
现在 设 f:D 一 P 是 从 圆 片 到 平面 的 一 映射 ,又 设 © 是 方才 所 描述 的 同 伦 . 
则 复合 大 :0 > P 是 一 收缩 , 它 把 闭 曲线 fpo:[a,b] > P 收缩 成 常 的 闭 曲 线 
Sor BUR 万 .这 个 同 伦 给 出 主要 定理 直观 证 明 中 所 用 的 闭 曲线 族 ( 见 第 18 节 ). 


eR ANN ann 


定理 25.1 KD: Q—> P HAAHR po 到 闭 曲 线 pi 的 同 伦 ,又 设 y 为 不 
FER BC 中 的 一 点 . 则 当 = 从 0 变 到 1 时 ,围绕 数 WC o,, y) 是 常数 .特别 地 ,有 
W(g0,¥) = W( pi,y). 

把 WC 9.59) 缩写 为 万;f 是 定义 在 [0,1] 上 的 函数 ,根据 第 22 节 中 的 证 明 ， 
F 的 每 一 个 值 是 一 个 整数 .证 明 的 主要 部 分 是 指出 :在 z 的 “微小 变化 ” 下 ,f 是 
常数 . 明确 地 ,如 果 a E [0,1], 则 存在 a 的 一 邻 域 W, ,使 得 对 于 每 个 rE N ,有 
fe = 掺 .一 旦 证 完 这 事实 ,就 可 证 明定 理 如 下 :因为 在 NN, 中 /是 常数 , 它 在 V 中 
连续 ,从 而 在 a 处 连续 ;又 因为 这 对 于 每 一 个 a 值 都 正确 , 故 f 在 [0,1] 中 连续 . 
现在 用 反 证 法 . 设 /不 是 常数 并 且 至 少 有 两 个 不 同 的 值 , 则 在 一 维 中 的 主要 定 
理 断 言 :f 取 这 两 个 值 之 间 的 所 有 值 ,包含 其 间 的 非 整 数值 . 这 与 f 的 每 一 个 值 
是 整数 的 事实 相 矛 盾 , 故 f 必 为 常数 . 

为 了 证 明 邻 近 于 a € [0,1] 时 的 常 值 性 ,对 于 gw ,选取 一 充分 细 的 划分 二 
首先 要 找 出 a 的 一 邻 域 V' 使 得 ,对 于 所 有 的 = E N ,对 于 p, 是 充分 地 细 的 . 
然后 ,利用 第 22 节 中 所 述 的 计算 围绕 数 的 方法 ,要 找 一 个 更 小 的 邻 域 N, 使 得 
E N 中 计算 的 每 一 个 个 别 步 又 保持 常 值 性 . 

令 1 有 如 为 二 的 顶点 .对 每 个 子 区 间 

i, = [tkis ty] 
的 细 , 指 的 是 :有 一 从 y 开始 而 不 交 gl MSE L.S D, KARO PAC a) 
到 (&,a) 的 线段 .我 们 将 证 明 有 一 包含 D, 的 矩形 ,使 得 它 的 象 BE, 不 与 射线 
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Ly, 相交 . 令 
V, = ®'(P -LL) 
因为 @ 连续 ,并 且 P - Li 是 开 集 ,从 而 Vi 是 开 集 .因为 BD = gol 是 在 P - Ly 
中 ,从 而 Di c .对 于 每 一 点 p E Di, 可 选 一 圆 形 邻 域 N(p) c .尔后 ,在 
N(p) 中 取 其 边 平行 于 (i, t) 轴 的 最 大 方形 , 令 M) 表示 这 方形 的 内 部 .对 于 
所 有 的 PE D, XE M(p) 的 集合 是 Di 的 一 开 覆 盖 . 因 为 D, 是 紧 致 的 ,这 覆盖 
包含 一 有 限 覆 盖 , 设 为 Mi,M;,…,M. 令 64 表示 这 些 方形 中 最 小 一 个 的 宽度 
的 一 半 , 又 令 E, RI C, r) 值 的 矩形 ,使 得 上 E 与 
lr-al< ð, 
由 于 ô, 的 这 样 选择 ,有 
EECMUMU:-UM,cV, 
这 是 说 :对 每 个 rz E Nla, ôr), Oh, C P - .假定 对 于 每 一 区 间 h,k = 1, 
2,…,m, 已 作出 N(a,6;); 令 6 为 这 些 数 61,6,,…,6。 中 最 小 的 一 个 , LS 
N = N(a,6). 那 么 ,如 果 t CN ,对 于 所 有 的 k= 1,2,…,m, 就 有 pli C P- 
Li. 这 就 证 明 ,对 于 每 个 r E N ,对 于 p 是 充分 地 细 的 . 

我 们 现在 把 第 22 节 中 计算 围绕 数 的 方法 应 用 于 这 划分 % 以 及 各 种 曲线 
port EN' .如 同 第 22 节 , 令 C 表 示 以 y 为 中 心 而 半径 为 1 的 圆 . 令 g:P-y 一 
C 表示 从 y BC 的 径 向 射影 , 则 cD: 0 > C 与 gq;:[a,b] > C 都 连续 ,因为 它 
们 都 是 连续 函数 的 复合 .在 gp 作用 下 ,的 顶点 鼠 在 C 上 的 象 , 即 gqiii ,缩写 为 
pz. 令 Aye RI C EMA pir 到 pirr HM, CAS L, 相交 .如 果 g HEC 上 不 同 于 
Pots PIT. s Pat 的 一 点 , 则 如 同 第 22 节 , 它 的 围绕 数 W psy) fares, 
其 中 r( 相 应 地 *) 是 包含 q 的 正 ( 负 ) 指向 的 弧 的 个 数 . 

挑选 一 点 g E C, 不 同 于 poa, pia, , pra. XI TFE k = 1,2,…,m, 选 取 C 
上 pe 的 一 邻 域 Ui , 它 不 包含 gq 并 上 且 与 L 或 ,1 都 不 相交 , 则 Ui 将 是 C 的 包含 
pe 的 一 个 短 弧 . 因 为 eD 连续 而 U, 是 pya 的 一 邻 域 ,并 且 Oltra) = pa, MA 
mA a 在 [0,1] 中 的 一 邻 域 N, ,使 得 对 于 所 有 的 r E M,, eP(y,7) = pir TEV, 
中 . 令 NN 表示 诸 邻 域 V 以 及 Ni, N23 ,WN 中 最 小 的 一 个 , 则 对 于 每 一 个 k= 1， 
2,…,m,Tt E NAS pir € Ui. GER: ppt = por, 因 为 每 一 个 p, EAHA) FF 
别 是 ,9 与 por,pit,… ,pmn_1iT 都 不 同 ,因为 gq 不 在 这 些 U, 的 任 一 个 之 中 . 

剩 下 来 还 要 证 明 : 对 于 各 rE NURS = 1,2,…,m, 两 个 弧 Ayr 5 Aa 对 
于 9 具有 相同 关系 ;于 是 对 于 p, Fle, ,得 同一 个 计数 - s. 首 先 考虑 k, CE 
U, 与 让 有一 共同 点 的 情况 . 则 Ui_1 U Ur 为 一 连通 弧 ,并 且 它 在 C 中 的 余 弧 
D 为 一 含 g WS L, 相 交 的 连通 弧 ,但 对 于 所 有 的 rE N, 即 不 包含 prir 又 不 包 
E pir. 因 为 刀 是 连通 的 , 它 就 全 部 处 于 CEM pir 到 pir 的 两 弧 中 的 一 个 之 
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中 ;其 中 的 一 个 是 4ir ,而 另 一 个 与 L, 相交 .因为 D SL, 相交 ,从 而 D ARS Ayr 
相交 .因为 q 在 D 中 ,这 就 证 明了 ,对 所 有 的 + E N, Aye 不 包含 g. 于 是 ,在 这 种 
情况 , Aye 对 g 的 关系 ,对 于 r E N, 是 常数 ;也 就 是 ,车 hia 不 含有 g, 则 对 于 + E 
N(a), Ayr 就 不 含有 gq. 

最 后 ,考虑 一 个 上 , 它 使 U 与 U, RAHA. ME CH, U, U Ui 的 余 集 
包含 两 个 弧 DD 与 ,而 令 DD 表示 与 相交 的 那个 弧 . 如 上 面 所 论证 的 ,可 见 对 于 
所 有 的 5 © N, DEH A 相交 .此 外 ,因为 E 不 与 L 相交 ,对 于 zt © N, 所 有 弧 
Ayr 包含 E, 并 且 同 样 地 从 U, 指向 i. 现在 g 不 在 Ui U Ui 中 ,所 以 它 一 定 
E DU EP. WR q E DRAM Aric E N, 包 含 q. WF q E E, MAI 
Art E N, 包 含 g 并 且 是 同样 的 转向 .于 是 当 r 在 w 中 变化 时 , Ar 对 g 的 关系 
是 常数 .这 就 对 于 所 有 的 = € N, 证 明了 围绕 数 fe 的 常 值 性 . 再 用 紧 接 在 定理 
25.1 后 的 论点 ,就 证 明了 在 曲线 的 同 伦 下 围绕 数 的 常 值 性 . 

定理 25.2 设 yp:[a,5] 一 PP 为 平面 中 一 曲线 . 设 yoyi 为 书 的 不 在 曲线 
p 上 的 两 点 ,并且 存 在 一 曲线 y:[0,1] > P, 它 连接 yo 与 和 ,但 不 与 p 相交 , 则 
有 围绕 数 的 等 式 


W(¢,¥0) = We.) 
对 于 各 个 :€ [a,b] 5 r € [0,1], 作 
向 量 以 gi 为 起 点 ,并且 与 从 yr 到 yo 的 向 量 
平行 ,长 度 相 等 . 令 @G(i,r) 为 这 新 作 的 向 
量 的 终点 (图 25.1). 于 是 , 如果 对 于 一 固定 
的 =, 令 
pt = B(t,r) 
则 曲线 p, 可 由 曲线 g 的 平移 而 得 到 .想象 平 
面 忆 为 一 刚 硬 的 金属 片 , 带 有 沿 着 曲线 y 切 
割 出 来 的 一 条 槽 沟 .用 一 直径 小 于 槽 沟 宽 度 
的 钉子 ,在 金属 片 yo 处 , 把 该 片 钉 在 墙 上 . A el 
现在 把 金属 片 贴 着 墙 滑动 使 得 钉子 沿 着 覃 沟 走 ,但 不 容许 金属 片 转动 . 闭 曲线 
的 运动 结果 ,给 出 了 所 建立 的 同 伦 © 的 图 形 . 
根据 在 同 伦 下 围绕 数 的 常 值 性 ,有 
W( go, yo) = W( pi, yo) 
此 外 ,在 从 yo 到 yi 这 向 量 所 给 出 的 平面 平移 下 , (pl,yo) 这 一 对 完全 又 合 
(Congruent) 于 (po,yi) 这 一 对 . 因为 围绕 数 显然 不 会 因 又 合 而 改变 , 故 
W(g1,¥0) = 歼 (9p0,y1) .合并 这 些 等 式 就 给 出 这 定理 的 结论 . 
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26 主要 定理 的 证 明 

在 第 18 节 中 所 叙述 的 主要 定理 , 现在 我 们 手边 有 了 证 明 该 定理 所 需要 的 
一 切 工 具 . 设 y 不 在 象 万 中 . 令 po:[0,1] > C 作为 一 闭 曲 线 C 的 标准 表示 法 . 
A 下 为 第 24 节 所 述 的 同 伦 , 它 将 po 在 D 上 面 收缩 到 D POA. N 三 是 /po 
成 为 在 疡 处 常 曲线 的 同 伦 . 因 ABQ c 有 D,y 不 在 同 伦 的 象 中 .所 以 由 定理 25.1， 
W(foo.y) = Wifey). A fo 是 常 曲线 ,W(fzp1,yY) = 0( 见 第 23 节 ), 因此 
Wfoooy) = 0. 于 是 证 明了 : W y PEMD P, 则 下 (fzpo,y) = 0. 所 以 
W( foo. y) 40 AEE y ED 中 .这 就 完成 了 证 明 . (图 26. 1 说 明 对 于 第 15 节 所 
IRAN BRET S, EE AD 的 相继 阶段 ) 


27 加 在 各 内 点 处 的 国 绕 数 是 一 


eee 


在 本 节 中 我 们 将 证 明 :如 果 一 个 从 圆 片 D 到 一 平面 的 映射 保持 圆 片 边 界 
的 每 一 个 点 都 不 动 , 则 D 的 所 有 点 都 在 D 的 象 中 .为 了 铺 平 证 明 这 一 定理 的 首 
路 ,我 们 首先 来 证 明 在 第 17 节 中 根据 直观 认为 明显 的 下 述 命题 : 圆 在 各 内 点 处 
的 围绕 数 是 一 . 

引 理 ” 若 C 是 平面 中 的 一 个 圆 ,y EC 内 部 的 任 一 点 ,并 且 go:[0,1] 一 C 
是 把 C 看 成 为 一 闭 曲线 的 标准 表示 法 (看 第 16 节 ), 则 

W(go,y) = 1 

为 了 证 明 这 引 理 ,采用 划分 = {0,51}. HNL ?是 这 样 定义 的 :选取 一 参 
考点 G0, FE p 把 各 个 !E [0,1] BERL C HIA ge, AA 80 到 gr 的 弧 所 对 的 圆心 
角 是 3601°. BELL g[ 0,5] 是 着 时 针 方向 从 0 到 9 > 的 半圆 ,g| 51) 是 逆 时 


针 方向 从 9 二 到 gl = po 的 半圆 (图 27.1). 取 y 为 中 心 , 从 第 22 节 的 规定 得 


W(o,y) =r-s, 其 中 r=1,s =0. 于 是 在 y 是 中 心 时 , 引 理 成 立 . 但 各 内 点 都 
能 用 不 与 C 相遇 的 线段 与 中 心 连接 起 来 . 因而 ,由 定理 25.2, 它 与 中 心 有 相 同 
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的 围绕 数 . L 
考虑 把 一 薄 而 可 伸缩 的 橡皮 圆 片 的 圆 边 粘 在 一 
桌面 上 的 效果 ,作为 下 一 命题 的 直 党 的 提 法 .保持 橡 ,1 oe 


皮 圆 片 的 边 不 动 , 同 时 伸 长 .拉扯 或 扭 弯 这 橡皮 圆 片 ; “ 
如 果 想 要 看 见 圆 片 下 面 是 什么 ,我 们 会 什么 也 看 不 9 
见 . 

定理 27.1 设 f:D 一 PP 是 从 一 圆 片 D 到 平面 P 
的 一 个 映射 , 它 保 持 边 界 圆 C 的 各 点 不 动 , 则 象 力 包 27.1 
含 D 的 全 部 . 

S go:[0,1] 一 C H C 的 作为 一 闭 曲线 的 标准 表示 ,又 令 y 为 D 的 一 内 点 . 
A SERR C 的 各 点 不 动 ,f 1 C 是 恒 同 映射 ,就 是 foo = qo. 所 以 W(fpo,y) = 
WW( go,yY). 前 面 的 引 理 断言 Wopo y) 产 0; 因 而 W( foo. y) = 0. 主 要 定理 现在 
适用 并 断言 y € /D.C 的 各 点 在 D 中 , 因 fC = C. 于 是 D 的 全 部 在 有 D 中 . 

作为 本 定理 的 一 个 推论 ,有 

定理 27.2 不 存在 从 圆 片 D 到 它 的 边界 C 的 ,而 保持 C 的 各 点 不 动 的 连 
续 映 射 . 

人 们 当然 能 把 一 矩形 及 其 内 部 映射 成 它 的 边界 中 的 一 条 边 ,使 得 这 条 边 保 
持 固定 ,设想 把 挂 在 墙 上 的 一 幅 国 画 取 下 卷 起 来 ;在 这 映射 /的 作用 下 ,对 于 画 
轴 上 的 全 部 点 x,f = x. 由 画 轴 所 表示 的 边 , 称 为 矩形 区 域 ( 国 画 ) 的 一 个 收缩 
核 .推论 说 的 是 我 们 不 能 把 一 个 圆 的 内 部 卷 起 来 成 为 它 的 边界 ;就 是 说 ,一 个 圆 
不 是 圆 片 的 一 个 收缩 核 .想象 圆 及 其 内 部 好 比 是 鼓 的 边缘 与 鼓膜 .断言 是 : 整 张 
鼓膜 无 法 拉 开 而 卷 成 边缘 .人 们 根据 这 形象 化 的 例子 ,有 时 把 这 个 推论 称 作 鼓 
面 原则 . 


Li 


ee anann 


在 第 9 节 中 ,我们 证 明了 一 条 线段 的 任 一 自 映 射 至 少 有 一 个 不 动 点 . 现在 
我 们 要 对 于 一 个 圆 片 证 明 类 似 定理 . 

定理 28.1 令 f:D 一 DD 为 一 个 圆 片 D 的 自 映射 , 则 了 至少 保持 D 的 一 个 
点 不 动 , 即 存 在 至 少 一 个 点 x E 也 使 得 

fx = % 

假设 不 然 , 即 假设 存在 一 个 无 不 动 点 的 映射 f: D> D, 则 对 于 各 个 x © D, 
fe x 都 不 同 .因而 可 以 作 一 条 射线 L, WM fe 出 发 而 且 通 过 x. 令 gx WL, BC 
的 交点 .如 果 产 在 C 上 ,gx BL, 与 C 相交 的 另 一 点 ;又 如 果 x E C, 则 gx = %. 
图 28. 1 表明 可 能 性 中 的 几 种 .于 是 有 g:D 一 C, 与 g 1C 是 恒 同 变换 .我 们 要 证 
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明 g 连续 ;然后 g 与 定理 27.2 相 矛 盾 ,而 这 矛盾 将 证 明 我 们 的 定理 ， 


es 
2 


图 28.1 

要 证 明 g 的 连续 性 , 令 xo E D, XS VH gro 的 一 邻 域 .我 们 来 作 xo 的 一 
BWER U 使 得 x E URE ex E V. 令 b,c 表示 VV 的 端点 ,又 令 m HRE xo 到 fro 
的 中 点 . 令 HABO Gm 的 直线 ,又 令 尺 为 通过 c Gm 的 直线 .选取 fico 的 一 
个 圆 形 邻 域 V, 使 它 不 包含 HK 的 点 . 因 / 连 续 ,就 有 co 的 一 个 圆 形 邻 域 0 
使 fU' CN. 现 在 选取 xo 的 一 邻 域 U0, 使 U 不 包含 或 K 的 点 ,并 且 Uc UT. 
则 我 们 有 如 图 28.2 所 示 的 情形 :U 是 xo 的 一 邻 域 ,N 是 fo 的 一 邻 域 ,U 与 NV 都 
不 与 及 或 K 相 遇 , 以 及 JU CN. 此 外 ,一 点 x © UD REM fe © NF AE 
且 也 是 K) 的 两 侧 , 因 xo 与 fro 位 于 AGHA K) 的 两 侧 , 并 且 U 与 N 都 是 
不 与 HOAR K) 相遇 的 连通 集 . 


图 28.2 


因此 从 fa 出 发 经 过 x WL, 5 HARK 两 者 都 在 fr 与 x 间 相 遇 . 所 以 
L, EM x 到 gx 这 线段 不 包含 及 或 的 点 . 令 h RIRA m 映 到 C 的 径 向 射影 . 因 
m TEL, E, h HE xo IER gxo. 现 在 hh 把 从 xo 到 这 线段 5' 映 成 C 的 从 gxo 开始 
的 一 条 弧 4' .因为 S A HK HG, A’ 不 能 包含 6 或 c. 因 而 4’ 完全 在 V 中 ， 
故 hx E V. 因 为 5 不 与 或 K 相 遇 , 与 前 面 一 样 ,随即 有 AS C V. gx 的 从 m 到 
C 的 径 向 射影 是 gx, 即 hgx = gx. gx E S,gx = hex, hS CV 这 三 个 断言 的 结 
BWA gx E V, 而 这 就 完成 了 g 的 连续 性 的 证 明 . 


平面 或 空间 中 的 一 个 向 量 是 一 对 有 顺序 的 点 .习惯 上 用 连接 两 点 的 一 条 有 
向 线段 来 表示 一 个 向 量 , 其 方向 用 从 第 一 点 指向 第 二 点 的 箭头 表明 . 向量 的 代 
数 性 质 使 得 向 量 成 为 研究 高 维 欧 氏 空间 几何 必 不 可 少 的 工具 .在 数学 物理 中 ， 
用 向 量 来 表示 力 .速度 以 及 加 速度 ,也 非常 重要 . 

我 们 将 要 运用 速度 向 量 这 一 概念 ,来 帮助 我 们 直观 地 领会 下 面 几 节 中 所 要 
证 明 的 定理 .如 果 一 动 点 通过 一 点 x, 它 在 x 处 的 速度 向 量 是 以 x 为 起 点 、 以 运 
动 的 瞬时 方向 为 指向 而 长 度 为 瞬时 速率 的 这 个 向 量 ". 如 果 这 点 以 同一 速率 在 
同一 方向 继续 运行 一 单位 时 间 , 它 就 会 到 达 v 的 终点 x'. 常 速 ( 即 常 方向 与 常 速 
率 ) ARR OL ,但 我 们 必须 考虑 动 点 沿 一 曲线 的 运动 . 当时 , 当 点 沿 曲线 移 
动 时 , 它 的 方向 与 速率 通常 会 改变 . 曲线 每 一 点 处 的 速度 向 量 切 于 这 曲线 ,指向 
与 曲线 的 方向 相同 , 它 的 长 度 是 瞬时 速率 (( 弧 长 )/( 时 间 ) 在 时 间 趋 近 于 0 时 的 
极限 ). 例 如 , 设 一 质点 沿 一 曲线 运动 ,在 i 单位 时 间 时 , 它 在 曲线 的 点 1 处 ,t = 
0,1,2,3,…( 图 29.1 左 ) ,而 附 在 各 点 的 切 向 量 表示 质点 在 这 些 点 处 的 速度 (图 
29.1 右 ). 于 是 ,在 点 1 与 2 处 较 小 的 速度 向 量 ,符合 于 从 1 到 2 以 及 从 2 到 3 较 
短 的 距离 ;其 他 各 点 处 的 切 向 量 表明 点 3 人 处 的 速度 突 增 ,点 4 处 减速 而 在 点 5 处 


4 5 
6 5 6 
0 2 0 
图 29.1 
HEH "是 一 个 函数 , 它 对 于 平面 (或 空间 ) 一 个 hye 


区 域 的 每 一 点 x, 指定 一 个 以 x 为 起 点 的 向 量 vx. 如果 A S7 
考虑 流动 的 液体 或 气体 ,不 同 质点 在 单独 一 瞬时 的 速 A Yi | | 
度 向 量 形成 一 个 向 量 场 .例如 在 一 个 以 不 变速 度 和 定 人 
常 方向 的 稳定 流体 中 ,向 量 都 平行 而 等 长 .作为 男 一 图 29.2 
例 ,考虑 平面 绕 着 一 点 z 作 常 角速度 的 旋转 (图 29.2). 
在 一 点 x 处 ,vx 垂直 于 连接 z 与 x 的 直线 ,而 其 长 度 与 4(z,x) 成 比例 .向 量 vz 
是 有 序 的 一 对 点 (z,z); 它 无 方向 而 长 度 为 零 .这 样 的 一 个 向 量 叫做 零 向 量 . 

一 流动 液体 的 向 量 场 在 所 有 时 刻 都 相同 时 ,叫做 稳定 流 .明确 地 说 ,速度 向 
量 仅 依赖 于 质点 在 平面 (或 空间 ) 中 的 位 置 , 而 不 依赖 于 时 间 . 在 不 同时 刻 通过 
同一 点 的 两 质点 在 该 点 有 同一 速度 向 量 . 上面 讨 论 的 两 例 ,都 是 稳定 流 的 例 .这 
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样 的 流 有 流 线 ,都 是 质点 的 道路 . 它们 形成 一 曲线 族 , 使 得 通过 每 一 点 仅 有 一 曲 
线 ,并 且 在 该 点 处 的 速度 向 量 切 于 曲线 . 沿 任何 流 线 的 质点 始终 在 该 流 线 上 .能 
把 流 线 当成 是 沿 它 自身 的 滑动 .在 上 面 的 第 一 例 中 , 流 线 形成 一 族 平行 线 .在 第 
二 例 中 ,它们 形成 以 z 为 中 心 的 一 族 圆 .通过 z 的 流 线 是 在 z 处 的 常 曲线 . 


人 ~ 一 人 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 一 人 ~ 一 人 ~ 一 ~ 个 ~ 下 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 


乍 一 看 ,要 用 数学 方法 来 处 理 向 量 场 ,似乎 是 相当 困难 的 .但 是 按照 下 列 广 
式 ,向 量 场 的 概念 完全 等 价 于 映射 的 概念 . 设 /:4 一 P 为 从 平面 的 一 子 集 4 到 
平面 的 一 个 映射 . 令 。 为 P 的 一 固定 参考 点 , 称 它 为 原点 .对 于 每 个 x E 4 , 令 
wx 为 从 x 出 发 的 向 量 , 它 与 从 。 到 fr 的 向 量 平行 且 等 长 .于 是 对 于 每 个 映射 / 规 
定 了 一 个 向 量 场 ". 反 之 ,如 果 在 4 上 已 给 定 了 一 个 向 量 场 », 就 能 定义 如 下 ; 
fc E o 为 起 点 的 ,并 且 与 vx 平行 而 等 长 的 向 量 的 终点 .容易 看 出 ,向 量 场 与 
映射 二 者 之 间 的 这 个 对 应 是 一 对 一 的 . 

能 用 两 向 量 等 价 这 概念 来 弄 清 这 个 对 应 . 两 个 向 量 称 为 等 价 的 向 量 ,如 果 
它们 平行 ,等 长 且 有 同样 的 指向 . 如果 其 中 一 个 为 零 向 量 , 则 只 有 两 个 都 为 零 时 
才 等 价 .现在 如 果 v 是 一 个 向 量 场 ,x 处 的 向 量 vx 等 价 于 o 处 的 唯一 一 个 向 量 ， 
而 这 向 量 由 它 的 终点 fe 唯一 确定 .反之 ,如 果 /:4 P 是 一 映射 ,我 们 就 能 获 
得 对 应 的 向 量 场 » 如 下 :定义 vx 为 < 处 的 ,并 且 等 价 于 从 。 到 诺 这 向 量 的 向 量 . 

图 30.1 的 左 图 , 画 出 了 半径 为 > 的 圆 C 上 的 向 量 场 ,由 各 点 处 长 为 证 r 并 且 
指向 逆 时 针 的 切 向 量 组 成 .图 30.1 的 右 图 , 画 出 了 对 应 的 映射 的 象 .这 时 候 / 是 
一 个 相似 变换 :把 C 收缩 到 以 。 为 心 ,大 小 为 C 的 一 半 的 圆 ,并 且 把 C 旋转 了 
90 .图 30.2 画 出 了 一 个 外 向 的 ,长 为 广 7 的 法 线 场 .这 时 ,/ 把 圆 缩小 一 半 , 但 不 
旋转 .具有 等 长 的 内 向 法 线 场 会 给 出 男 一 个 /, 它 是 上 面 的 那个 /再 加 上 绕 o 旋 


转 180°. 
Vx ix fC 
"2) 


图 30.1 
在 /是 常 函数 ,把 4 的 全 部 映 到 单独 的 一 点 时 ,对 于 全 部 x COA, fe EIA 
一 点 .于 是 对 于 全 部 x € 4A, 有 序 的 点 对 (o, 反 ) 都 相同 ,并 且 对 应 场 的 全 部 向 量 
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fC 
e 


图 30.2 
都 平行 ,都 有 同一 长 度 与 同一 指向 .这 样 的 场 叫做 常 向 量 场 . 
因为 向 量 场 与 映射 间 的 一 对 一 的 对 应 ,我 们 能 把 为 映射 而 定义 的 概念 和 性 
质 转 用 到 向 量 场 .例如 ,如 果 一 向 量 场 " 的 对 应 函数 /连续 ,我们 就 称 v 连续 . 


信人 ~ 人 一 人 ~ 人 ~ 人 ~ 一 一 一 一 一 人 ~ 人 一 一 一 人 ~ 一 人 ~ 一 一 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 一 一 


令 by 表示 平面 P 的 子 集 4 上 的 一 连续 向 量 场 ,又 令 o:[a,b] > 4 为 4 中 的 
一 闭 曲 线 . 设 想 曲 线 是 一 动 点 所 描 出 的 .在 曲线 的 各 个 位 置 x 处 ,向 量 vx AGE 
义 . 当 动 点 描 出 这 曲线 时 ,向 量 将 连续 变化 ,旋转 它 的 方向 并 改变 它 的 长 度 . 当 
这 点 回 到 它 的 初始 位 置 时 ,向 量 应 恢复 到 它 的 初始 方向 与 长 度 . 人 们 能 问 : 当 点 
走 过 这 曲线 时 ,向 量 的 方向 要 旋转 多 少 整 圈 . 利用 第 30 节 的 相应 映射 f:4 一 PP， 
能 够 非常 清楚 地 陈述 这 个 问题 以 及 它 的 答案 .复合 函数 fp:[a,b] > P 是 平面 
中 的 一 闭 曲 线 .如 果 原 点 o 不 在 fp 上 , 则 围绕 数 WHfo,0o) 有 定义 .我 们 把 它 叫 
做 向 量 场 v 沿 着 闭 曲线 p 的 指数 并 且 用 I(v ,wp) 表示 .于 是 

I(v,9) = W(fe,o) 

在 图 30.1 的 例 中 ,显然 有 I(v,C) = 1. 图 30.2 的 例 也 一 样 对 ,而 内 向 法 线 
的 第 三 例 也 一 样 .但 是 图 31.1 中 的 常 向 量 场 的 指数 是 零 .图 31.2 给 出 沿 着 一 贺 
的 指数 为 2 的 一 向 量 场 . 

fC 
fC 
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图 31.1 图 31.2 
定理 31.1 令 v 为 定义 在 平面 中 一 圆 片 D 上 的 一 连续 向 量 场 ,并 且 使 得 DD 
的 边界 圆 C 上 的 任 一 点 x 处 的 向 量 vx 不 是 零 向 量 . 如果 v 的 沿 着 C 的 指数 1(y， 
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C) AS WIZE D 中 至 少 有 一 个 点 x, 它 那里 的 向 量 vx ER. 

把 二 维 时 的 主要 定理 的 “映射 ”语言 ,翻译 成 “向 量 场 ” 语言 ,恰好 就 是 本 定 
H.S f:D 一 P 为 对 应 于 场 vy HER IFAS p:[0,1] 一 C 为 把 C 作为 闭 曲线 
的 标准 表示 法 .由 假设 W(fo,o) = 1(v,gq) 不 是 零 .主要 定理 断言 :方程 及 = o 
至 少 有 一 解 x. 于 是 对 应 的 vx 必 是 零 向 量 , 因为 它 等 价 于 从 0 到 o 的 向 量 . 

定理 31.2 邻 y 为 定义 在 圆 片 D 上 一 连续 的 非 零 向 量 场 .于 是 在 DD 的 边界 
C 上 ,至 少 有 一 点 x, 在 该 处 的 vx 是 一 外 法 线 ,至 少 有 一 点 x' ,在 该 点 处 的 vx' 
是 一 内 法 线 , 并 且 C 上 至 少 有 两 个 点 ,在 那些 点 处 的 向 量 都 与 C 相 切 .一 般 地 ， 
对 每 个 角 a ,至 少 有 一 点 x € C, 使 得 vx 与 在 x 处 的 外 法 线 夹 角 为 a. 

这 些 结论 的 成 立 , 主 要 由 于 vv 在 D 内 部 非 零 这 一 假设 .例如 , 令 DD 的 中 心 为 
0, 令 f:D 一 PP 为 恒 同 映射 .对 应 的 v 正 好 有 一 个 零 在 D 的 中 心 .定理 的 结论 在 
这 里 不 成 立 ; 因 为 在 C 的 每 点 x 处 ,vx 都 是 外 法 线 . 常 向 量 场 是 一 个 说 明 这 定理 
的 好 例子 (图 31.1); 各 a 恰好 出 现 一 次 . 

只 需要 证 明定 理 31.2 的 最 后 结论 AN CAMA MNS Ait. RES a = 
O° 与 a = 180 ,就 分 别 得 到 关于 外 法 线 与 内 法 线 的 结论 , 令 a = 90° 5 270° 就 得 
到 关于 切线 的 结论 . 

为 证 明 这 最 后 结论 , 令 a 固定 .选取 DD 的 中 心 为 原点 o, 又 令 f:D 一 PP 为 场 
”的 对 应 映射 .用 g RIR P RE o 转 过 角 - a 的 旋转 .用 表示 从 。o 到 盖 满 C 的 
径 向 射影 . 因 v 永 不 为 零 ,fD 与 gfD 不 会 包含 o. 从 而 hef: D> C 有 定义 .因为 
C CD,hef 能 看 成 为 一 映射 D> DD. 定 理 28.1 断言 :hef 至 少 保持 一 个 点 不 动 ; 
那 就 是 ,存在 一 点 x © C 使 hgfx = x. vx 为 在 映射 hef 作 用 下 对 应 于 x 的 向 
量 .由 定义 , 它 平 行 于 从 o 到 hgfx = x 的 向 量 . 所 以 wz 是 在 * 处 的 外 法 线 .但 对 
于 刀 的 任 一 点 y, 好 与 wy 怎样 区 别 呢 ?因为 我 们 得 到 hgf, 是 首先 运用 g 到 f, 然 
后 运用 h 到 gf, 从 而 得 到 wy , 它 是 先 把 vy 绕 着 y 转 过 角 - a ,然后 把 长 度 改 为 
C 的 半径 长 .于 是 ,在 C 上 的 固定 点 x 处 ,向 量 vx 与 wx 的 夹 角 一 定 是 c ,其 中 
v'x 已 说 明 是 外 法 线 . 

推论 WR ABAD 上 一 连续 向 量 场 ,又 如 果 在 C 上 v 永 不 与 C 相 切 
(或 永 不 为 C 的 法 线 ) , 则 在 D 中 v 至少 有 一 个 零 . 

前 面 的 结果 在 稳 流 的 研究 中 是 重要 的 .向 量 场 的 零 只 发 生 在 流 中 保持 不 动 
的 点 处 . 设 圆 片上 的 向 量 场 是 这 样 的 向 量 场 , 在 其 边界 C 上 , 场 为 内 法 线 .流体 
显然 在 C HERRA D. 直观 告诉 我 们 流体 必 在 D 内 某 处 堆积 .因为 场 没 有 
与 C 相 切 之 处 ,上 述 推论 告知 我 们 ,流体 能 汇集 在 流 的 至 少 一 个 不 动 点 处 . 

32 球 到 平面 的 映射 


一 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 人 ~ 一 ~ 一 ww 一 ~ 一 ~ 一 一 


我 们 说 球 5, 指 的 是 空间 中 与 一 点 z( 中 心 ) 的 距离 为 一 固定 正 数 r( 半 径 ) 
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的 点 的 全 体 .如 果 x € S, x 的 对 径 点 x' 是 连接 x 与 z 的 直线 与 $ 的 另 一 交点 , 即 
S 的 一 直径 交 S 于 相对 的 两 点 x Box’. 

如 果 用 垂直 射影 /把 球 $ 映 到 一 平面 P, 则 有 一 对 对 径 点 x 与 x' 使 得 fk = 
fx’ Bat z 而 垂直 于 忆 的 直线 与 5 的 一 对 交点 .奇怪 的 是 ,这 结果 的 一 部 分 ,对 
于 5S 映 到 P 的 任何 映射 都 成 立 . 下 面 类 似 于 定理 10.1 的 定理 是 数学 家 K. Borsuk 
和 S. Ulam 在 1933 年 发 现 的 . 

定理 32.1 球 到 平面 的 每 一 个 映射 f:S > PHS 的 某 对 对 径 点 映 成 同一 
点 ;也 就 是 ,对 于 至 少 一 对 对 径 点 x 与 x fs = fr’. 

为 了 证 明定 理 , 随意 选取 P 中 一 点 o 作为 原 Jr gx 
点 .定义 从 5 到 P 的 一 个 对 应 g:S 一 PP 如 下 :5 的 P 
任 一 点 x 决定 了 它 的 对 径 点 六 (图 32.1) ,并且 j 决 六 
ET fc 5f 以 及 从 fr 到 fx' 这 向 量 ;gx 是 等 价 于 gx 
这 向 量 的 以 o 为 起 点 的 那 向 量 的 终点 . 于 是 g: 图 32.1 
S 一 了 有 人 性质: 对 于 每 个 x © S, gxr 与 gx 关于 o 对 
称 ;因为 x Ax’ 的 对 径 点 ， 只 要 把 从 fi Bll fe’ 的 箭头 反 转 过 来 ,就 得 到 ex’. 只 要 
能 证 明 g 把 $ 的 某 点 映 成 o, 定 理 就 证 明了 ;因为 只 有 这 样 , 向 量 与 它 的 反 向 量 
才 重 合 . 

假定 已 知 g 连续 ;这 在 以 后 会 证 明 的 . 令 P 为 通过 5 的 中 心 z 的 一 个 固定 
平面 , 令 C 表 示 忆 与 $ 相交 的 圆 ,又 令 D 为 以 C 为 边界 的 P' 中 的 圆 片 .如 果 象 
gC 包含 o, 即 存在 $ 的 一 点 x 使 得 gx = o ,定理 就 证 明了 .所 以 现在 只 需要 考虑 
eC 不 包含 o 的 情形 . 令 HAS 被 P' 所 分 成 的 两 个 半球 中 的 一 个 ,又 令 jy:D 一 
HAA BD 的 垂直 射影 的 逆 映 射 , 则 复合 映射 gy:D->P 在 边界 C 上 与 g HA. 
S 9 为 C 作为 闭 曲线 的 标准 表示 法 (第 16 节 ). 证 明 围绕 数 WW( gp,o) KEE, 
本 定理 就 证 明了 .因为 一 旦 知道 围绕 数 不 是 零 ,主要 定理 (第 18 节 ) 就 向 我 们 保 
证 : 中 存在 一 点 y 使 gyy = o, 并 且 这 点 y 给 出 5 的 点 x = py 满足 gx = 0. 

我 们 将 说 明 W( go, 0) 是 奇 整数 (回忆 零 是 偶数 ,因为 2 . 0 = 0) ,来 证 明 


W(gp,0) 40.4 pi 5 p 为 9 在 子 区 间 [0, 广 ] 与 [二 ,的 限制 . 令 mo = 
90 = 91, 则 它 的 对 径 点 wo = 9 了 .此 外 ,9; 表示 C 的 一 个 半圆 ,作为 从 xo 到 


wo 的 曲线 ,gs 表示 另 一 个 从 x'o 到 xo 的 曲线 .现在 选取 [ 0, > ] 的 一 划分 ,对 于 

曲线 gp, 关于 o 它 是 充分 细 的 ,并 利用 第 22 节 的 结果 来 计算 4(gpi,o) ,得 
A(gp1,0) = u — v + (r — s)360 

HP r- s 是 整数 ,而 与 "分 别 是 从 o 到 gx'o 与 从 0 Bl exo 的 两 射线 在 量 角 器 

上 的 读数 .因为 xo,x'o 是 对 径 点 ,gx'o,o,gxo 这 三 点 都 在 一 直线 上 ;因而 wv 
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为 平角 的 测量 度数 , 即 wu -v = + 180. 从 而 A( go), 0) 是 180 的 奇数 倍 
A(gg,,0) = (2m + 1)180 


图 32.2 表明 倍数 为 - 3 的 情形 . 
其 次 考虑 从 gx'o 回 到 gro 的 曲线 gor. 令 h: 5 
P—> P Wo it 180 的 旋转 .如 果 +€ [ot], ” a 


We + > € [1] 5 pole + 4) 是 gut 的 对 径 Mey 


点 .从 而 由 g 的 对 称 性 ,有 了 
Bp2(t + >? = hgg,t ,对 所 有 的 t E [0.5 ‘ioe 
&Y, 


也 就 是 说 ,曲线 ep, 是 由 曲线 go 经 过 180° 旋转 而 Fad 
得 . Ay We #2 (RIF AE, Alepo) = A( gq, 0). 


运用 4 的 可 加 性 质 ,得 mara 
A(gp,0) = A(gg,,0) + Al gp2,0) = 
2A(gp1,0) = 
2(2m + 1)180 = 
(2m + 1)360 
因此 W(gg,0) = Alee o) = 2m+1 


这 就 完成 了 Wep, 0o) 是 奇数 的 证 明 . 

g 的 连续 性 还 待 证 明 . 令 xo 为 $ 的 一 点 ,又 令 NN 为 gxo 的 半径 为 > 的 圆 形 
BR. S U, U 分 别 为 fro, fx'o 的 圆 形 邻 域 ,其 半径 都 为 了 . 因 ,/ 连续 ,分 别 有 xo, 
x'o 的 邻 域 V,V 使 1V CUS CU. 的 点 的 对 径 点 集合 7 是 xo 的 一 邻 域 ; 
S 下 为 包含 于 V 与 7 两 者 之 中 的 xo 的 邻 域 ,于 是 , 若 * 是 下 中 一 点 ,我 们 有 x E 
V 与 x E V KAMA & CUS E UV'. 令 yy 为 P 的 点 ,使 得 由 fro 到 y 的 向 
量 等 价 于 由 fe Bl fe’ 的 向 量 (图 32.3). 既 然 由 定义 ,从 o 到 gx 的 向 量 也 等 价 于 
从 fe Bl fc’ 的 向 量 ,而 从 o 到 gxo 的 向 量 等 价 于 从 fico 到 foc’ 的 向 量 ,可 见 距 离 

d(gx, gx0) = d(y,fx'o) 
由 三 角形 不 等 式 , 这 距离 所 以 小 于 或 等 于 

d(y, fx’) + d( fx’, fux'g) 
SPAT IIE dy, fx) = d( fro, fx) ,并且 这 个 距离 与 d( fr’, fa'o) 两 者 都 小 
Fy RENAUD Er ARABE gx € N. 因 而 g 把 WW 映 入 N. 这 证 明了 
g 的 连续 性 ,于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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图 32.3 

我 们 来 给 出 一 个 应 用 . 设 地 球 表面 为 一 球面 5, 并 且 在 任何 瞬时 ,气压 px 
与 气温 iw 都 是 x € 5 的 连续 函数 .在 平面 P 中 ,选取 一 原点 ,过 该 点 的 两 条 互相 
垂直 的 有 向 直线 以 及 一 量度 单位 ,作成 直角 坐标 系 .对 于 $ 的 任 一 点 x, 令 fe 
P 的 点 ,其 坐标 是 (px , ix). 因 为 p 及 i 连续 ,从 而 f:S > P 连续 .现在 把 定理 应 
用 到 这 个 f, 就 得 到 

推论 ”在 各 瞬时 ,地 球 表 面 有 一 对 对 径 点 ,在 该 两 点 处 的 气压 相等 ,并 且 
气温 也 相等 . 

显然 气压 与 气温 的 物理 性 质 都 与 结论 无 关 ;p 与 1 可 以 是 任何 两 个 定义 在 S 
上 的 连续 实 值 函数 . 

也 可 注意 ,如 果 考 虑 一 个 单独 的 函数 ,例如 气温 , 则 定理 10.1 告诉 我 们 ,在 
每 一 个 大 圆 上 有 一 对 对 径 点 ,该 两 点 处 的 气温 相等 . 


信人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 w~ 人 一 ~ 一 ~ 一 一 一 一 一 


本 节 定 理 系 定理 11.1 的 三 维 推广 .该 定理 说 ,平面 中 任何 一 对 有 界 连通 区 
域 能 被 单独 的 一 条 直线 恰好 分 成 两 半 ( 面 积 相等 的 两 半 ). 

定理 33.1 令 4,B,C 为 空间 中 三 个 有 界 连通 开 集 , 则 存在 单独 的 一 个 平 
面 , 它 把 每 一 个 都 恰好 分 成 体积 相等 的 两 半 . 

三 个 球体 以 及 通过 它们 中 心 的 平面 提供 了 一 个 例子 ,定理 的 力量 在 于 , 即 
使 区 域 不 规则 它 也 成 立 . 如果 把 A, B 解释 为 面包 片 而 C 为 夹 在 它们 之 间 的 火 
腿 , 则 结论 能 解释 为 :能 把 火腿 三 明治 用 一 刀 切 开 , 使 得 两 片面 包 与 一 片 火腿 都 
恰好 分 成 两 半 . 

为 着 证 明 此 定理 , 先 选 取 包 含 4, B,C 的 一 个 球 $. 存 在 着 这 样 一 个 球 , 因 
为 4,B,C 都 有 界 . 令 球 的 中 心 为 z, 半 径 为 MFR x € SOL, 表示 过 z 与 
x 这 直径 的 直线 .我 们 将 证 明 : 

(1) 对 于 各 x E 5, 在 L, 上 存在 着 恰好 一 个 点 x ,使 得 在 x, SER L,Y 
平面 把 4 按 体积 分 成 两 半 . 

一 旦 证 明了 这 一 事实 ,就 令 ghx 为 距离 d(z,xa), 它 附 有 正 号 ,如 果 xa 在 由 
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z 到 x 的 线段 上 ,而 附 有 负 号 ,如果 x 在 由 Z 到 x 的 对 径 点 * 的 线段 上 .因为 二 
Sly 重合 ,并 且 在 L 5 Ly 所 取 的 坐标 系 的 指向 相反 ,又 因为 x'。 = x4; 所 以 
Bax’ =- gax 

FA B 5 C 分 别 替 代 4 ,用 类 似 的 方式 分 别 定义 xp, ggx 5 xe, gcx. 现 在 考虑 
映射 f: S 一 已, 对 各 x E 5, 规 定 象 点 的 坐标 为 

fr = (gax - Bex, gax — gox) 
我 们 将 证 明 : 

(2) f 连续 . 

一 旦 证 明了 (1) 与 (2), 就 能 很 快 地 完成 定理 33.1 的 证 明 如 下 . 由 定理 
32.1, 存 在 一 点 x 使 有 = fx'. 从 fr 与 fr' 的 坐标 相等 ,得 到 

BAX 一 BBX = Bax’ — gBX 

Bak — BOX = gar’ 一 BCX 
再 凭借 上 面 已 说 明 的 关系 Bax’ = — BAX, ger’ = — gex 以 及 gcx” =- gcx ,第 一 个 
方程 化 简 为 gax = gpx 而 第 二 个 为 gix = gcx. 因 而 ,对 于 点 x € 5, 它 的 象 与 它 
的 对 径 点 x' 的 象 重合 ,有 x4 = xg = xc, 并 且 在 这 点 x 处 垂直 于 忆 的 平面 把 所 
有 三 个 区 域 分 成 两 半 . 

为 着 证 明 (1) ,对 各 点 y E LS P, 表示 过 y WEAF L 的 平面 .考虑 4 的 
Ej x TEP, 的 同一 侧 的 那 部 分 ; 令 hy 表示 它 的 体积 . 当 y Ax 变 到 x 时 ,hy 从 4 
的 体积 变 到 零 . 若 yi y RE L 中 , 差 1 hy, - hy | 至 多 是 实 球 在 两 平面 Py, 5 
Py, 之 间 的 那 部 分 体积 ,而 这 是 小 于 rr | yi- yo | ÉJ. BCUEAA h TEL, 的 各 点 7 
处 连续 ( 取 6 = 让). 所 以 一 维 时 的 主要 定理 保证 ,存在 一 点 y 使 hy 是 4 的 体 
积 的 一 半 . 如 果 有 两 个 这 样 的 点 , 那 将 会 有 两 个 平行 的 平面 P 与 P, 都 把 4 分 
成 两 半 . 空 间 在 已 与 P 之 间 的 那 块 厚 片 0 ,将 其 余 的 空间 分 成 两 个 不 连通 部 
分 .因为 4 是 连通 的 ,并 且 在 各 部 分 有 它 的 一 半 体积 ,4 必 包 含 0 内 部 的 一 点 g. 
因为 4 与 @ 都 是 开 集 ,就 有 9 的 一 球形 邻 域 U 包 含 在 4 N 0 之 中 .既然 UV 有 正 
体积 ,所 以 4 门 0 也 如 此 .从 Pi 移 到 Pa, hy 就 改变 了 4 N 0 那么 大 的 体积 ,所 
以 Pi 与 P, 都 不 能 分 A 成 两 半 . 这 就 证 明了 (1). 

为 着 证 明 (2),f 的 连续 性 ,只 要 证 明 f 的 各 坐标 的 连续 性 就 够 了 .我 们 将 只 
证 明 g 连续 ,其 余 的 留 给 读者 . 令 c 为 $ 的 一 点 ,要 证 明 在 该 点 处 g 连续 ,又 令 
Cy 为 Lc 上 的 点 ,在 该 点 处 垂直 于 Ze 的 平面 已 切 开 4 成 两 半 . 令 为 $ 上 挨 近 
c 的 点 ,又 设 x, Py 类 似 地 定义 .图 33.1 显示 出 我 们 关心 的 图 形 与 过 c,x,z 的 
平面 的 相交 .我 们 要 证 明 , 将 * 限制 于 挨 近 c( 在 N(c,6) 中 ), 能 使 | gxx - ge | 
小 于 预定 的 。 > 0. 

SI c 与 x 的 大 圆 交 已 于 与 v 两 点 . 令 P 与 记分 别 为 过 ww So 而 垂直 
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图 33.1 
F L, 的 两 平面 . 令 N 表 示 $ 的 内 部 .与 EP 同 侧 的 那 部 分 被 包含 在 与 c 在 
P, 同 侧 的 那 部 分 和 N 之 中 .既然 4 Cc N, 与 c 在 P' 同 侧 的 4 的 那 部 分 被 包含 在 与 
c 在 已 同 侧 的 4 的 那 部 分 之 中 .所 以 ,如 果 以 了 表示 4 的 体积 ,与 c 在 P' 同 侧 的 


A 的 那 部 分 体积 至 多 是 考 . 由 类 似 的 论证 ,与 。 在 PP 异 侧 的 4 的 那 部 分 体积 ,至 
多 是 二 .从 而 P, VEP 与 户 之 间 . 所 以 ,车 w 是 P' SPY 之 间 的 距离 ,我 们 有 


| 24X 一 Bac |< w 
要 得 到 w 的 大 小 的 估计 ,注意 从 两 三 角形 的 相似 ,得 


w 7 d(e,x) 
d(u,v)  d(z,x) 


其 中 e 是 x 在 大 上 的 垂直 射影 .因为 d(z,x) = r, 即 得 


w= Mae, x) 
FARA d(u,v) < 2r, #H d(e,x) < d(c,x), 4 
w < 2d(c,x) 
所 以 | gax — gac | < 2d(c,x) 


对 于 一 已 知 s > 0, 取 6 = 与, 则 x E N(c,0) BAS | gax- gac |1<e. 这 证 明 
g4 在 c 处 连续 .因为 这 对 各 个 c € 5S 成立, 从 而 g4 在 S$ 上 连续 .定理 33.1 的 证 
明 到 此 完成 . 

34 一 球面 的 切 向 量 场 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 下 ~ 一 


令 vy 表示 定义 在 空间 一 球面 $ 上 的 一 个 向 量 场 ( 见 第 29 节 ). 对 于 5 的 每 一 
点 x, 它 指定 了 一 条 以 x 为 起 点 的 有 向 线段 .如 果 对 于 5 的 各 x ,以 x 为 起 点 的 各 
线段 都 切 于 5 ,或 等 价 地 ,垂直 于 半径 zx ,其 中 z 是 $ 的 中 心 ,我 们 就 说 场 y 是 S 
的 切 向 量 场 .如 同 第 30 节 中 那样 , 取 一 原点 o, 并 定义 gx Aho 出 发 而 与 vx F 
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行 且 等 长 的 向 量 的 端点 ,这 样 来 把 S 映 入 空间 的 一 映射 g 与 v 配合 .我 们 说 , 当 
配合 的 g 连续 时 ,wv 就 连续 . 

定理 34.1 令 v 为 在 一 球面 $ 上 定义 的 并 且 与 $ 相 切 的 连续 向 量 场 , 则 s 
上 存在 至 少 一 个 点 x 使 得 vx = 0. 

能 把 S 的 一 个 切 向 量 场 解释 为 一 个 流 .定理 蕴涵 :球面 上 任 一 稳定 流 至 少 
有 一 个 静止 点 . 举 一 个 实际 例子 , 设 地 球 表 面 是 一 个 球面 ,并 且 风 流 的 速度 向 量 
是 连续 的 . 则 在 任 一 瞬间 ,地 球 上 的 某 一 点 处 无 风 . 

如 果 把 一 球 绕 着 一 轴 以 常 角速度 旋转 ,我 们 得 到 具有 两 个 静止 点 的 流 . 

为 了 说 明定 理 ,让 我 们 作出 5 的 一 个 切 向 量 场 ， 
具有 恰好 一 个 零 在 点 xo 处 . 令 工 为 5 的 过 点 xo 的 一 有 
向 切线 .在 任 一 不 同 于 xo 的 点 xE 5S, 由 x 与 L 决 定 一 
平面 P,, EX S FEC. AT C. 以 相同 于 其 切线 二 的 
指向 .定义 vx AP, 中 一 向 量 , 它 以 x 为 起 点 并 且 切 于 
C ,长 为 距离 d(x,x) 之 半 , 而 指向 与 C, 一 致 . 图 
34.1 显示 P, 中 若干 个 切 于 C 的 向 量 ;我 们 已 把 志 的 
指向 向 上 ,于 是 C 逆 时 针 方 向 .注意 到 当 x 趋 近 于 xo 
时 向 量 越 来 越 短 .规定 vxo = 0 来 完成 v 的 定义 而 获 
得 一 连续 场 . 图 34.1 

与 一 球面 形成 对 照 , 环 面 (车 轮 内 胎 ) 具有 无 处 为 
零 的 .连续 的 切 向 量 场 . 画 出 车 轮 内 胎 绕 一 轴 旋 转 的 速度 场 .同样 , 画 出 一 烟 圈 . 

证 明 ” 选 定 一 个 过 5 的 中 心 z 的 平面 已 . 令 C 表示 圆 P 门 5, 又 令 D 为 P 
中 心 C 为 边界 的 圆 片 .用 五 与 厂 表示 S 的 由 C 所 决定 的 两 个 闭 半 球 .考虑 过 z 
并 垂直 于 PHBA: SES HRM 的 交点 分 别 为 极点 p 及 p'. 令 hh:H 一 DD 为 
M p 作 球 极 射影 所 给 定 的 拓扑 等 价 .明确 地 说 ,如 果 x © Wl hx 是 D 与 从 p 
到 x 这 线段 的 交点 .类 似 地 , 令 :五 一 D 为 从 p' 作 球 极 射影 所 给 定 的 拓扑 等 
价 . 

只 要 能 证 明 下 述 断 言 就 够 了 :如 果 v 在 两 个 半球 之 一 上 无 零 向 量 , 璧 如 说 
在 厂 上 , 则 在 石上 必 有 一 个 零 向 量 .作为 第 一 个 主要 步骤 ,我 们 将 证 明 : 

(1) BRAY AEH’ EHA v RAD ERG w ,使 得 在 对 应 点 处 的 向 量 等 
长 .同样 ,h' EH EDG v 投射 成 D 上 的 场 w. 

一 旦 完成 这 证 明 ,v EF 上 无 零 向 量 的 事实 将 蕴涵 w' 在 D 上 无 零 向 量 , 因 
而 由 定理 31. 1, 指 标 1(w' , C) = 0. 然 后 ,作为 第 二 个 主要 步骤 ,我 们 将 证 明 

(2) 在 C 的 一 点 x 处 ,向 量 wx 与 wx 是 把 vx BC 的 切线 , 先 按 一 个 方式 旋 
转 90? 而 后 按 另 一 个 方式 旋转 90? 所 得 到 的 .这 一 事实 以 及 w, C) = 0 就 蕴涵 
I(w,C) = 2. 
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一 旦 证 明了 这 个 ,应 用 定理 31.1 以 及 Iw, C) < 0, 就 可 得 到 w 在 D 的 某 
点 处 有 一 零 向 量 的 结论 ;从 而 v 在 H 的 对 应 点 处 有 一 零 向 量 .所 以 留待 证 明 的 
是 (1) 与 (2). 

对 于 5 的 各 点 x, 令 7, 表 示 过 x 而 与 5 相 切 的 平面 . 
当 x 在 好 中 时 ,用 平行 于 过 p 与 x 的 直线 的 一 族 平行 线 
的 平行 射影 来 定义 映射 he: T, > P. 明确 地 说 , 对 于 
q ET, 过 g 作 一 直线 平行 于 过 p 与 x 的 直线 , 则 六 (9) 
是 所 作 的 直线 与 PP 的 交点 (图 34.2). 证 明 从 p 到 x 的 直 
KT, 的 夹 角 等 于 它 与 P 的 夹 角 , 只 是 初等 几何 的 一 
个 习题 .所 以 h, 是 等 距 ( 保 持 距离 ) 映射 .定义 D 中 的 
Hw 如 下 :x E€ H 给 出 D 中 的 hx = y.P 中 y 处 的 向 
量 wy EXAKT, Pleat vx 在 P 中 的 象 .因为 hh 是 
等 距 映 射 ,向 量 wy 与 vx 等 长 .同样 ,对 于 © 万 ,我 们 利用 平行 于 过 p' 及 x 的 
直线 来 定义 h's: T, > P, 并 目 在 y = hx 时 ,wy 是 vx 的 hr, 象 .这 就 定义 了 DD 
上 的 场 w 与 w' ,并 且 完 成 了 (1) 的 证 明 . 

X x EC 时 ,有 hx = x 与 hx = x. 此 外 ,平面 T, 5 P 都 跟 过 p 与 x 的 直 
线 作 成 45 fA. WUA T, BRE P 的 映射 h, 可 以 看 成 是 把 了 绕 着 C 在 x 处 的 切线 
L, 旋转 90? 的 结果 .同样 地 ,hh', 是 把 7 绕 着 L, 但 在 相反 方向 旋转 90 的 结果 .所 
以 作 平面 P 关 于 C 在 x 处 的 切线 的 镜面 反射 ,向 量 wx 就 是 w'x 的 反射 象 . 

如 同 第 30 节 中 所 指出 的 , D 上 的 场 w' 可 解释 为 一 映射 f: D -> P. 因 为 w 
TFE, [D 不 包含 原点 .把 C 在 D 上 缩 到 D 的 中 心 点 的 标准 收缩 5:0 一 >D， 
与 / 作 复合 映射 硬 ,就 给 出 从 闭 曲 线 fC 到 单独 一 个 点 (参看 第 24 节 与 第 25 
T) 的 一 个 同 伦 .把 这 同 伦 的 对 应 于 一 个 值 rE [0,1] 的 每 一 阶段 重新 解释 为 
C 上 的 一 个 向 量 场 w', ,其 中 向 量 都 在 已 中 . 当 r* 从 0 变 到 1 时 ,我 们 得 到 C 上 
的 一 个 变动 的 向 量 场 ; 那 就 是 ,对 一 固定 的 x€ C, 当 r 从 0 变 到 1 时 ,向 量 w'x 
绕 x 旋转 . 当 r = 0 时 ,w'o 场 是 w' ,而 当 r = 1 时 ,w'， 是 常 向 量 场 (全 部 向 量 


图 34.2 


HEFE PAF L, 的 反射 ,定义 wx 是 向 量 w' x 4 
在 这 反射 下 的 象 .于 是 ,对 于 各 个 r, w, EC 上 的 一 个 S 
向 量 场 ,其 向 量 都 在 P 中 .并 且 当 zt 从 0 变 到 1 时 ,我 
们 得 到 从 场 w = wo 到场 wi 的 一 个 同 伦 .因为 wx 永 
KAS, 从 而 w 与 wi 在 C 上 有 同一 指数 . WRAY 
34.3, 就 容易 算出 指数 (w, C). C EARE w 用 
实 线 向 量 表示 . 场 w 用 虚线 向 量 表示 .在 C 的 各 点 x 
处 ,虚线 向 量 wy x 是 实 线 向 量 w'ix 关于 切线 LL, 的 反 
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射 象 .在 图 34.3 中 , 设 我 们 从 C 的 最 高 点 开始 , 沿 顺 时 针 方向 绕 C 跑 一 圈 . 开 始 
wix aw x 指向 右 .在 走 过 C 的 四 分 之 一 时 ,wix 已 逆 时 针 方 向 转 了 180? ,并 
指向 左 . 当 我 们 继续 绕 着 C 跑 , 它 继续 以 同一 速度 旋转 . 当 我 们 绕 C 跑 完 一 圈 ， 
它 就 逆 时 针 方 向 转 了 720?, 所 以 Iwi, C) = 2. 因 I(w,C) = 1(wi,C), 从 而 
I(w,C) =2. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


~ 和 ~ 人 ~ 一 ~ 和 ~ 和 ~~~ 


一 个 实 变数 x 的 某 些 多 项 式 , 例 如 nt + x + 1, 没 有 实 零 点 ,这 是 大 家 都 知 
道 的 ,这 种 多 项 式 中 最 简 的 是 x? +1, 它 使 人 们 引进 了 纯 虚 数 V - 1, 用 i 表示 . 然 
后 发 现 其 他 多 项 式 的 零点 都 能 表 成 a + ib 这 种 形式 ,其 中 a 与 是 实数 .例如 ， 
x4 + x? + 的 零点 是 


1 .3 1 .V3 

ee Le tyg 

1 .V3 1 .¥3 
Ta i he kg 


这 能 用 直接 代入 来 验证 . 

我 们 应 该 把 数 系 的 这 种 扩大 , 跟 第 5 节 所 讨论 的 各 种 扩大 比较 .需要 这 种 
扩大 的 原因 完全 类 似 :求解 多 项 式 方程 时 ,实数 系 已 显得 不 够 .这 就 立刻 产生 两 
个 问题 :必须 用 多 大 的 一 类 数 才 能 使 每 个 多 项 式 有 一 个 零点 ?怎样 几何 地 描绘 
新 的 数 ?下 一 节 中 我 们 将 要 说 明 :复数 集合 就 足够 大 了 .本 节 中 我 们 将 复习 复数 
的 基本 性 质 与 它们 的 几何 解释 . 

-正如 实数 能 用 直线 上 的 点 表示 一 样 , 复数 a 
能 用 平面 P 上 的 点 表示 .一 个 复数 x + iy RA iy ee sey 
过 是 一 对 实数 (*,y). 在 P BEE TEL ME gi | 
直 的 坐标 轴 和 长 度 单位 后 ,实数 对 (x,y) 能 画 i | 
成 以 (x,y ) 为 坐标 的 点 ,如 图 35.1 中 所 表明 的 ， 上 
y = 0( 即 形成 为 x 或 (x,0)) 的 复数 叫 实数 . 它 | 9| 1 72 3x 
们 是 x 轴 上 的 点 .x = 0( 即 iy 形式 的 或 (0,y)) 
的 复数 叫 纯 虚 数 .它们 是 y 轴 上 的 点 .任何 复数 
x + iy 在 两 坐标 轴 上 的 垂直 射影 是 x 与 iy. 实 数 x,y 叫 做 x + iy 的 实 部 与 虚 部 . 

为 着 使 复数 形成 数 系 ,必须 定义 复数 的 加 法 与 乘法 这 两 种 运算 . 两 复数 相 
加 是 把 它们 的 实 部 与 虚 部 分 别 相 加 

(x1,Y1) 十 (x2, y2) = (xi + %2，Y1 + y2) 


图 35.1 


或 等 价 地 


T" ty” se 
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(x1 + iyi) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + Cy + y2) 
加 法 的 几何 图 形 就 是 向 量 加 法 的 一 几何 图 形 ,其 中 各 7 artxi) 
复数 (x,y) 表示 为 从 原点 到 点 (x,y) 表示 为 从 原点 到 oe 
点 (x,y) 的 向 量 .两 向 量 的 和 正好 是 以 这 两 向 量 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 (图 35.2). 

乘法 比较 复杂 . 用 坐标 来 表示 时 , 容易 用 下 面 的 

规律 来 得 到 乘积 35.2 

(xlyy1) À (x2, y2) = (x1%2 — Y1Y2, %12 + x2y1) 
例如 (2, -3) + (4,5) = (14,9) 
假定 了 复数 适合 分 配 结合 与 交换 律 ,以 及 阅 = - 1 这 一 个 额外 的 规则 ,就 能 推 
导出 乘法 规则 如 下 


(xi + iyi)(x2 + iy2) = xix + Xliy2 + iyl1%2 + iyliy2 = 


xixa + 这 y1y2 + ix1y2 + ix2y1 = 
(x1%x2 — y1y2) + i(x1y2 + x271) 

乘法 的 几何 图 形 根据 于 向 量 的 夹 角 以 及 长 
度 .在 原点 的 角 都 从 正 x 轴 量 起 .于 是 任何 以 原点 
为 起 点 的 向 量 , 由 一 对 数 [r,0] 决定 .其 中 0 BE 
与 x 轴 夹 角 的 度数 ,r > 0 是 它 的 长 .两 向 量 (复数 ) 
相 乘 是 把 它们 的 角 相 加 ,它们 的 长 相 乘 (图 35.3). 
例如 ,i = [1,90], Alm ? = [1,180] = 
(- 1,0) = - 1. 从 代数 规律 推导 出 这 几何 规律 是 图 35.3 
三 角 学 中 的 一 个 习题 .在 代数 规律 中 代入 xi = ricos 01,y1 = risin 0; 等 ,然后 
应 用 正弦 及 余弦 的 加 法 公式 . 

还 应 做 许多 工作 来 说 明 这 些 定义 合理 .第 一 ,对 于 沿 x 轴 的 数 , 必 须 验证 其 
加 法 与 乘法 同 实数 的 一 样 .这 就 表明 复数 形成 实数 的 一 种 扩展 .其 次 应 证 明 , 关 
于 实数 的 一 切 代数 规律 对 复数 都 成 立 , 例如 加 法 与 乘法 的 结合 律 .交换 律 以 及 
分 配 律 .实数 1 = (1,0) 是 复数 的 单位 ,就 是 (1,0) . (x,y) = (*,y). 原 点 (0,0) 
是 加 法 与 乘法 两 者 中 的 零 

(0,0) + (x,y) = (x,y¥),(0,0) + (x,y) = (0,0) 

最 后 应 该 证 明 加 法 与 乘法 都 是 连续 运算 . 

习惯 上 总 把 (x,y) 缩写 成 z, 于 是 z = x +iy. 从 而 ,z2? = 2-2 = (x-y, 
2xy). 对 所 有 的 整数 n > 1, 用 归纳 法 规律 2 = z' | REX z. Fe fe = 2" 
定义 从 复数 集合 到 自身 的 一 个 映射 P 一 P. 如 果 n = 1,f 只 不 过 是 恒 同 映射 . 
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WMR n = 2, 则 了 是 两 倍 从 x 轴 量 起 的 角 以 及 平方 从 原点 量 起 的 距离 .从 0 出 发 
的 各 射线 映 成 两 倍 角 的 射线 .以 0 为 中 心 . 以 r 为 半径 的 圆 映射 到 以 0 为 中 心 、 
以 让 为 半径 的 贺 上 ,并 绕 它 两 次 .最 好 把 PP 设想 为 从 0 出 发 的 射线 扇形 .于 是 2? 
窗 盖 这 扇形 自身 两 层 . 

ARE, fe = 2" WARI n 并 且 把 半径 升 到 n KE. WOW AUD A r WEE 
的 圆 ,缠绕 以 0 为 中 心 、 以 r 为 半径 的 圆 n 层 .于 是 ,如 果 C 是 以 0 为 中 心 的 任 
一 圆 , 对 于 这 函数 fe = 2”, BER WS C,0) Æ n. 

n 次 多 项 式 了 的 定义 正如 同 实数 的 一 样 . 它 是 由 公式 

fz = a" + Az + + a22 + ajz + ao 
所 给 出 的 函数 ,其 中 系数 oo, al,…, a, 都 是 指定 的 复数 ,并 且 a, «0. (要 记 住 ， 
每 个 实数 也 是 一 个 复数 , 系数 的 全 部 或 一 部 分 可 以 是 实数 )f 作为 一 个 函数 定 
义 一 映射 f:P 一 P. 它 的 连续 性 可 以 利用 复数 的 加 法 与 乘法 的 连续 性 来 证 明 . 


~ 人 ~ 人 ~ 人 ~ 人 ~ 一 ~ 一 ~ 入 


定理 36.1 令 n > 1 为 一 整数 ,又 令 f 为 以 复数 为 系数 的 一 个 n 次 多 项 式 ， 
则 了 至 少 有 一 个 零点 , 即 至 少 有 一 个 复数 a 使 得 f(a) = 0. 
因 /中 z 的 系数 不 是 零 , 故 能 用 它 去 除 各 项 而 得 二 = g 或 / = ag HH g 
的 首 项 系数 为 1 
8(2) = 2+ aye] 4 azt a 
因为 g 的 一 个 零点 也 是 f 的 一 个 零点 ,只 需 证 明 g 有 一 个 零点 .为 着 这 一 目的 ， 
考虑 映射 g:P 一 P, 并 将 说 明 有 一 个 圆 C, 它 的 g 象 绕 零点 na 次 :W(g1C,0) = 
n. 既 然 n = 0, 二 维 时 的 主要 定理 断言 C 内 部 有 一 点 a 使 得 ga = 0. 
从 0 到 一 个 复数 z 的 距离 d(z,0) 叫做 该 复数 z 的 绝对 值 ,简写 为 | z |. 我 
们 所 求 的 圆 C 将 以 0 为 中 心 ,而 它 的 半径 > 将 是 较 实数 
nla,l,(n | a, za, Ge | a, Pr 
的 最 大 值 ro 更 大 的 任 一 数 . WW(g 1 C,0) 的 直接 计算 太 困难 ,所 以 我 们 要 建立 一 
个 从 g 1 C 到 由 多 项 式 z 所 给 定 的 较 简单 映射 的 同 伦 . 在 第 35 节 中 ,我 们 已 见 
到 W(2" 1 C,0) = n. 所 以 如 果 我 们 能 指出 0 不 在 这 同 伦 的 象 中 , 则 围绕 数 的 常 
值 性 蕴含 W(g 1 C,0) =n. 
令 A(z) = + Gee 
并 且 用 公式 
e(z,t) = [14+ O- rh(z)],z E COctr<l 
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来 定义 g | CHI. K r = 1 时 ,g(z,zr) 化 简 为 z; 而 当 r = OW, g(z,0) = 
gz. 还 待 证 明 :0 不 在 这 个 同 伦 的 象 中 , 即 , 对 于 全 体 z € C 与 全 体 r € [0,1], 
g(z,T) #0. 
现在 2 € C 的 意思 是 1z1= r. 因 r > (nl anh,k = 1 ,nm, 从 而 六 > 
n | as 1, 而 这 蕴含 着 对 于 全 体 zE€E C 
| ak | | ak | 1 
< 


[at = n 

因为 在 C 上 ,h(z) E n 项 ,各 项 的 绝对 值 小 于 工 ,从 而 在 C 上 , | h(z) 1< 1. 又 
因为 11-rt1<1, 求 得 1 (1 -rt)h(z)1< 1.1 与 绝对 值 比 1 小 的 复数 之 和 永 不 
为 零 .所 以 对 于 全 体 zE C 与 rE [0,1],1+(1- cr) A(z) 不 为 零 .因为 当 z 和 
C 时 ,z?* 也 不 为 零 ,从 而 乘积 z*?[1+ (1 -rt)h(z)] = glz, r) PER. ERER. 

高 于 1 次 的 多 项 式 仅 有 一 个 零点 ,代数 学 家 对 此 是 不 会 满意 的 .下 述 定理 
给 出 完整 的 结果 . 

定理 36.2 令 f 为 n 次 ( 实 或 ) 复 系数 多 项 式 , 则 有 nn 个 复数 a1,as,…, ai， 
使 得 了 分 解 成 n 个 线性 因 式 的 乘积 

f(z) = an(z - ai)(z -aa) (z - an) 

如 果 命 z = a;, 第 i 个 因子 是 零 ; 因 而 每 一 个 a; 是 f 的 一 个 零点 .如 果 命 z = 
a ,该 a 是 不 同 于 a1,… ,a 的 数 , 则 每 个 因子 都 不 是 零 ;从 而 f(a) 4 0. ERT 
alya2, ,Qn 都 是 /的 零点 ,并 且 它 们 是 仅 有 的 零点 .如 果 一 个 特别 的 数 在 序列 
中 出 现 两 次 或 更 多 次 ,该 数 就 叫做 f 的 一 个 重 零 点 ,出 现 的 次 数 叫做 它 的 重 数 . 

定理 的 证 明 需 要 下 述 引 理 . 

引 理 ”如 果 f 是 一 个 n 次 多 项 式 ,a 是 任 一 复数 , 则 有 一 个 n - 1 次 多 项 式 
g 使 得 f(z) = (z - a)g(z) + f(a). 


我 们 用 长 除法 求 一 全 ,来 证 本 引 理 . 令 g 表示 商 ,r 表示 余 项 ,有 
fiz) g(z) + 


Z-a z-a 


r 


乘 以 z - a, 得 
f(z) = (z-a)g(z)+r 

为 了 计算 r, z = a, 从 而 得 f(a) = r. 

现在 应 用 定理 36. 1 来 证 明定 理 36.2, 前 一 定理 说 f 至 少 有 一 个 零点 , 设 为 
al. 因 为 f(a1) = 0, 引 理 断 言 有 一 个 n - 1 次 的 多 项 式 g ,使 得 

f(z) = (z - a)g(z) + flai) = (z - ai)g(z) 

因为 f(a1) = 0, 所 以 余 项 消失 了 .如 果 n - 1 > 1, 我 们 可 以 应 用 定理 36.1 而 获 
得 g 的 一 个 零点 as. 于 是 引 理 说 ,有 一 个 n - 2 次 的 多 项 式 h, 使 得 
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g(z) = (z - ag) h(z) 


f(z) = (z - a1) (z — a2) h(z) 

Æ n > 3,h 就 有 一 个 零点 a3, 并 且 A(z) = (z - a3)k(z); 从 而 

f(z) = (z -ai)(z = a2)(z - a3)k(z) 
每 一 步 把 最 末尾 因 式 的 次 数 降低 1. n 步 之 后 ,末尾 因 式 的 次 数 为 零 , 因 而 它 
是 常数 c FFA 

f(z) = (z = aı)(z 一 az) (z 一 ane 
如 果 把 右 端 乘 出 来 ,2 的 系数 是 c. 所 以 c = a, WEBSTER. 

历史 注释 .定理 36.1 叫做 代数 的 基本 定理 .高 斯 在 1797 年 首先 给 出 它 的 严 

格 证 明 ( 见 D.E.Smith, A Source Book of Mathematics, Dover, 1959, 292 页 ) . 在 
以 后 的 年 代 中 ,他 给 出 了 几 个 很 不 相同 的 证 明 ,但 没有 一 个 像 上 面 所 陈述 的 . 


37 RE: HB © HE 


从 一 维 情形 过 渡 到 二 维 情形 时 ,我 们 遇 到 了 严重 的 困难 ; 只 能 凭借 发 展 一 
个 新 概念 一 一 闭 曲 线 p 在 一 点 y 处 的 围绕 数 丈 (p,y) , 才 解 决 了 这 困难 .可 以 
预期 在 过 渡 到 三 维 以 及 更 高 维 情形 时 ,会 出 现 男 外 的 困难 . 困难 确实 出 现 了 ,不 
过 在 二 维 时 已 见效 的 很 多 想法 略 加 改变 都 可 以 推广 到 高 维 . 关 于 这 类 问题 已 有 
很 多 成 果 ,简短 地 、 粗 线条 地 介绍 其 中 的 一 部 分 是 值得 的 . 因为 这 一 部 分 体现 了 
现代 数学 研究 的 一 些 最 好 的 成 果 . 

在 从 平面 P 过 渡 到 n 维 欧 氏 空 间 R" 时 ,自然 要 把 圆 片 与 其 边界 圆 代 之 以 n 
维 球体 B 与 其 边界 nn - 1 维 球 S.S 广 B >R 为 一 映射 ,而 y 是 R" 的 不 在 /5 
上 的 一 点 .主要 定理 说 :车 下 (f15,y) 关 0, 则 至 少 有 一 个 点 xx E BEE fx = y. 
首要 问题 在 于 定义 W(f 1 S, y) 这 个 数 ,使 得 它 具 有 n = 2 时 围绕 数 的 所 有 性 
质 . 当 n = 3 时 ,最 好 称 WW(f1 S,y) 为 包 说 数 .例如 , 球 5 应 该 包围 B 的 各 内 点 
正好 一 次 .这 项 工作 已 完成 :对 所 有 维 数 ,已 精确 地 定义 了 数 WSI 5,y), 并 
且 已 证 明 它 具有 n = 2 时 的 同样 性 质 .例如 ,在 不 通过 y 的 任 一 同 伦 下 , 它 是 不 

一 旦 主要 定理 已 经 证 明 , 则 在 27 ~ 36 节 中 所 讨论 的 = 2 时 的 应 用 , 仅 需 
稍 许 改变 符号 与 说 法 ,就 能 对 所 有 的 维 数 都 可 陈述 并 且 证 明 . 现在 让 我 们 陈述 
其 中 的 几 个 .因为 球 S 包围 球 B 各 内 点 一 次 ,保持 S 的 全 体 点 不 动 的 任 一 映射 
f:B 一 R", 具 有 性 质 f8 DB. 其 次 , 任 一 映射 B > B 至 少 有 一 个 不 动 点 .再 者 ， 
WR R” 中 的 一 球 S 映 到 R"-!, 则 某 些 对 对 径 点 有 同一 象 点 . 

AK R” PERS 的 切 向 量 场 的 定理 必须 加 以 修改 . 当 是 偶数 时 ,5 具有 一 
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连续 的 非 零 切 向 量 场 (例如 ,在 ”= 2 时 $ 是 一 圆 ). 当 
是 奇数 时 , S 的 任 一 连续 的 切 向 量 场 至 少 有 一 个 零 . 
在 跳 到 ” 维 情 形 时 , 有 两 个 问题 我 们 略 去 未 提 ， 
但 值得 给 予 更 多 注意 . 其 中 第 一 个 是 :在 主要 定理 中 
的 球体 与 球面 能 否 用 其 他 图 形 替代 ,而 不 改变 其 结论 《， em 
的 精确 性 ?自然 ,人 们 总 能 用 拓扑 等 价 的 图 形 替代 , 诸 
如 实心 盒子 以 及 它 的 边界 面 .但 用 拓扑 相 异 图 形 替代 图 37.1 
时 ,主要 定理 的 结论 能 否 不 引起 本 质 的 改变 ?在 维 数 大 于 2 时 答案 是 “肯定 的 ”. 
例如 ,在 BR 中 令 7 为 一 环 面 而 D 为 它 的 内 部 (例如 ,D 是 一 实心 环 而 7 是 它 的 边 
界面 ). 人 们 能 定义 一 个 包 豆 数 W(f 1 T, y) EE TEARD 的 各 内 点 一 次 ,而 包 
A D 的 补 集 的 各 内 点 零 次 .在 Ri 中 多 连通 曲面 以 及 它们 的 实心 内 部 ,提供 了 R 
中 另外 的 例子 .图 37.1 表示 有 三 个 洞 的 油 炸 甜 饼 以 及 它 的 边界 . 

第 二 个 我 们 曾经 略 去 未 提 的 问题 是 :为 什么 我 们 只 考虑 n 维 集合 映 到 n AE 
集合 的 映射 ?我 们 的 主要 定理 能 否 推广 到 容许 大 维 集合 映 到 R 的 映射 ?我 们 将 
简略 地 说 明 , 在 k = 2 与 n = 3 时 ,如 何 能 在 这 方面 获得 一 些 成 果 . 令 f:D 一 R 
为 圆 片 映 到 空间 的 映射 . 令 @ [a,b] > RB’ Re PARAS fC 相交 的 闭 曲线 .对 于 
给 定 的 f1C 与 p 这 两 条 曲线 ,规定 一 个 整数 WFC, 9) ,叫做 它们 的 环绕 数 . 
图 37.2 中 的 五 个 例子 ,按照 从 左 到 右 的 顺序 有 环绕 数 0,1,2,4 与 0. 主 要 定理 的 
新 陈述 如 下 :如果 环绕 数 W(f 1 Cp) 不 是 零 , 则 fD 与 闭 曲线 gq 至 少 相交 于 一 
点 .读者 应 把 它 与 图 37.2 中 的 五 个 例子 相 核对 ,在 第 一 与 第 五 例 中 ,人 们 能 画 
出 一 个 曲面 , 它 以 下 面 的 闭 曲 线 为 边界 而 不 与 上 面 的 闭 曲 线 相交 . 这 个 曲面 会 
是 万 . 在 其 他 三 例 中 , 无 论 我 们 如 何 安装 上 一 个 以 下 面 的 曲线 为 边界 的 曲面 
用 ,这 个 曲面 总 与 上 面 的 曲线 相交 . (在 例 3 及 4 中 ,人 们 能 画 出 一 个 扭 弯 的 带 
子 , 即 一 麦 比 乌 斯 带 , 它 不 与 上 面 的 曲线 相遇 ,而 它 的 周 界 是 下 面 的 曲线 ;但 是 
它 不 能 是 一 个 亡 ,因为 它 是 单 侧 的 ) 
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37.2 
注意 :在 平面 中 国 绕 数 W(f 1 Coy) 涉及 一 条 闭 曲 线 与 一 个 点 ,而 过 渡 到 把 
一 个 圆 片 映 到 R 时 ,替代 y 这 个 点 的 是 一 条 闭 曲线 p, 围 绕 数 变 成 环绕 数 . 如 果 
对 于 把 圆 片 映 到 Rs 的 映射 ,我们 要 陈述 一 个 类 似 主要 定理 的 定理 ,就 会 需要 R 
中 的 一 条 闭 曲线 f1C 与 一 个 闭 曲 面 p 的 “环绕 数 ”W(f C, p) 的 概念 .R 中 的 
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一 个 闭 曲 面 是 一 个 球面 ,或 一 个 环 面 ,或 多 连通 闭 曲面 的 任 一 种 映 到 Rt 的 一 个 
连续 映射 象 . 

拓扑 学 中 对 于 任意 维 数 n ,定义 了 一 个 概念 叫做 圈 . 一 个 点 ,一 条 闭 曲线 以 
及 一 个 团 曲 面 分 别 是 0 维 ,1 维 及 2 维 的 圈 . 以 圈 为 边界 的 图 形 ( 例 如 区 间 , 圆 
片 ,球体 等 ) 都 叫做 链 . 圈 , 链 ,它们 的 同调 与 同 伦 ,以 及 它们 的 交 与 环绕 ,形成 
同调 理论 的 一 系列 引人入胜 题材 的 主要 精华 ,而 同调 理论 是 拓扑 学 的 一 个 主要 
部 分 . 

我 们 已 阐明 了 如 何 运 用 拓扑 学 的 一 些 简 单 观 念 来 证 明定 理 , 这 些 定理 既 直 
觉 地 使 人 满意 ,同时 又 意义 深刻 .它们 是 存在 定理 .这 些 定理 的 高 维 推广 ,人 们 
能 用 同调 理论 的 概念 来 阐述 并 且 加 以 证 明 . 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


附录 于” 结构 思想 十 七 讲 


庞 加 莱 猜 想 的 证 明 是 现代 数学 的 一 个 重大 成 就 . 它 综合 地 应 用 了 现代 数学 
的 许多 思想 和 方法 .其 中 颇具 法 国 数学 家 特点 的 结构 思想 .他 们 认为 ,全 部 数学 
基于 三 种 母 结构 :代数 结构 , 序 结构 和 拓扑 结构 .为 了 更 好 地 理解 这 一 现代 数学 
思想 ,我 们 选编 了 法 国 索 尔 本 大 学 教授 G. 硕 克 和 法 国 数学 教师 联合 主席 G . 
瓦 卢 辛 斯 基 编 的 原 汁 原 味 的 十 七 个 讲座 . 

1956 年 ,法 国 数学 会 决定 与 公立 学 校 数 学 教师 联合 会 一 起 专 为 各 级 学 校 的 
数学 教师 组 织 几 期 讲座 . 

第 一 期 的 七 个 讲座 (1956 年 2 月 至 6 月 ) 讨论 代数 结构 ;第 二 期 的 十 个 讲座 
(1956 年 11 月 至 1957 年 6 月 ) 讨论 拓扑 结构 . 

所 有 的 讲座 都 是 在 巴黎 索 尔 本 大 学 的 昂 利 - 普 昂 卡 雷 学 院 进行 的 ,众多 的 
在 职 教师 专心 听讲 ,新 教师 与 老 同行 又 济济 一 堂 . 

这 些 讲 演 经 各 位 作者 本 人 撰写 成 文 ,分 期 发 表 于 《数学 教师 联合 会 公报 》， 
从 而 传达 给 全 国 各 级 学 校 的 两 千 六 百 多 名 联合 会 成 员 . 就 我 们 所 知 , 有 些 讲稿 
还 曾 发 表 在 比利时 数学 教师 联合 会 的 刊物 《数学 与 教育 》 以 及 一 份 意大利 的 杂 
ae. 

现 将 这 些 讲稿 汇集 在 一 起 , 为 没有 得 到 这 些 刊物 相应 各 期 (有 的 已 售 缺 ) 
的 读者 提供 便利 ;同时 ,这 也 体现 了 教育 界 的 一 项 合作 事业 , 它 的 意义 是 值得 强 

其 实 , 本 文 并 非 研究 论著 (优秀 的 论著 已 经 问世 ) .不 过 是 科普 作品 ,因此 注 
定 是 不 痛 不 痒 的 .更 恰当 地 说 ,本 文 应 视 为 学 习 和 研究 当代 研究 论著 的 一 个 人 
门 资料 .无 论 如 何 ,本 文 将 使 读者 向 往 了 解 近代 数学 各 方面 的 内 容 . 此 外 ,组 织 
这 些 讲座 正 是 要 实现 这 个 目标 .讲授 已 经 定型 的 学 科 的 人 与 讲授 正在 成 型 的 学 
科 的 人 ,这 两 者 之 间 人 们 感到 需要 有 这 样 的 接触 ,这 一 点 由 于 讲座 的 成 功 已 经 
得 到 证 明 . 

研究 的 领域 日 益 扩 展 ,发 现 的 成 果 日 新 月 异 ,这 也 使 从 事 初等 教育 的 教员 
们 不 得 不 更 新 他 们 的 理论 知识 .学 院 中 学 到 的 学 问 应 该 定期 地 加 以 更 新 ;他们 
的 教学 本 身 应 该 利用 科学 的 新 成 就 :今日 须 教 今日 的 数学 . 这 样 将 使 学 生 对 于 
他 们 将 来 的 学 习 或 研究 获得 较 好 的 预备 知识 . 

这 些 讲 座 有 助 于 形成 一 种 经 常 性 的 教育 体系 ,以 满足 科学 及 教育 本 身 的 发 
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展 这 两 方面 提出 的 要 求 .人 们 正确 地 批评 了 一 种 只 讲 “ 职 业 诀 窒 ”,“ 成 功 之 途 ” 
而 无 视 科 学 进步 的 教育 研究 .与 之 相反 ,这 些 讲座 开辟 了 俯视 当代 科学 景色 的 
窗口 ,有 可 能 使 教育 研究 有 一 个 飞跃 的 进展 ,适应 对 科学 教育 法 的 大 量 需 要 . 

瞻 望 未 来 ,这 项 研究 的 前 景 应 该 说 是 乐观 的 .在 这 些 讲座 进行 期 间 , 各 级 现 
职 教师 都 表现 出 一 种 令 人 十 分 满意 的 合作 与 尊重 的 气氛 .可 以 一 眼看 出 ,各 学 
院 的 教授 们 真是 尽 了 最 大 的 努力 ,对 于 各 位 讲演 者 堪 为 楷模 的 全 心 全 意 的 精 
神 ,我 们 并 致谢 忱 .同时 ,如 果 中 学 教师 能 够 使 他 们 的 学 生 对 于 大 学 学 习 有 和 较 好 
的 预备 知识 ,这 将 同样 是 对 教授 们 的 帮助 . 至 少 ,这 种 合作 正好 反映 了 科学 教学 
高 度 的 一 致 性 ;科学 教学 应 当 采 用 多 种 多 样 适当 的 方法 ,使 学 生 一 直到 大 学 学 
习 阶 段 都 保持 着 每 个 儿童 身上 几乎 总 要 表现 出 来 的 巨大 而 惊人 的 创造 才能 . 


第 一 讲 ”代数 结构 ? 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 下 ~ 人 下 ~ 一 


近 几 十 年 来 ,我们 目睹 到 代数 在 数学 中 名 副 其 实地 到 处 渗透 .特别 是 20 世 
纪 20 年 代 以 后 ,在 卫 ' 诺 特 的 推动 下 ,数学 家 日 益 清 楚 地 意识 到 代数 的 基本 概 
念 在 数学 的 几乎 所 有 分 支 中 所 起 的 作用 ;更 确切 地 说 ,例如 ,他 们 意识 到 有 可 能 
把 纯 代 数 中 某 些 多 少 算是 深刻 的 定理 用 来 考虑 分 析 问 题 . 诚然 ,这 种 应 用 本 身 
并 非 今日 方 有 (尤其 应 当 提 到 19 世纪 末 李 氏 理 论 的 发 展 ) ;特别 新 颖 的 东西 才 
能 引起 人 们 的 注意 . 

随 着 目前 数学 的 这 种 代数 化 ,任何 研究 人 员 再 也 不 能 无 视 近 世代 数 这 一 必 
不 可 少 的 工具 了 .反之 ,代数 也 从 这 种 形势 下 得 益 不 浅 , 因 为 拓扑 与 分 析 不 断 向 
代数 提出 一 些 新 问题 ,产生 了 几 十 年 前 也 许 几 乎 无 法 想象 的 进展 . 

中 学 的 数学 教学 ,至 少 在 最 后 一 个 学 年 ,理应 受到 这 个 演变 的 影响 . 如 果 说 
要 重视 新 观点 ,问题 无 疑 不 在 修订 教学 大 纲 ,而 在 如 何 闭 述 古 典 理论 .这 无 疑 就 
是 法 国 数学 会 发 起 组 织 这 一 系列 讲座 的 理由 . 

然而 代数 是 什么 呢 ? 用 几 句 话 给 出 代数 的 定义 ,使 得 代数 与 其 他 数学 分 支 
的 界限 一 目 了 然 ,这 是 不 容易 的 .诚然 ,在 科学 发 展 的 每 个 时 期 ,每 位 数学 家 对 
什么 是 代数 与 什么 不 是 代数 的 看 法 是 足够 清楚 的 .但 是 任何 明确 的 定义 在 以 后 
科学 的 发 展 中 都 有 变 得 陈旧 或 过 于 狭隘 的 危险 .事实 上 ,不 可 能 预先 给 代数 划 
定 什么 不 可 和 逾越 的 范围 (任何 科学 分 支 的 情形 也 是 如 此 ) ,因为 无 法 预见 到 在 探 
索 过 程 中 会 显现 出 哪些 新 领域 . 

粗略 地 说 ,可 以 认为 代数 是 研究 过 一 个 或 几 个 集合 的 元 素 施行 的 某 些 运 
算 ,而 不 考虑 这 些 元 素 本 身 的 性 质 .对 于 给 了 某 些 运算 的 一 个 集合 ,一切 所 能 痢 
述 的 内 容 也 完全 适用 于 与 它 同 构 的 任何 其 他 集合 (后 文中 要 介绍 同 构 的 概念 ). 
对 代数 的 这 种 理解 可 能 一 个 世纪 以 来 都 占 上 风 , 然 而 最 近 的 进展 无 疑 必 将 使 代 
数 扩 大 其 过 于 狭窄 的 范围 ,因而 上 述 理 解 今日 可 能 已 经 过 时 了 .这 里 ,我 们 只 限 
于 用 几 个 例子 来 说 明 我 所 谓 的 经 典 的 代数 概念 ,至 于 开创 了 目前 某 些 进展 的 那 


O 原作 者 H. Cartan( 索 尔 本 大 学 教授 ) . 
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些 新 观点 ,过 几 十 年 再 让 别人 向 读者 说 明 吧 ! 


OR eee 


从 算术 起 就 有 了 运算 的 概念 .运算 是 一 个 法 则 :对 于 两 个 元 素 a 与 5, 相 应 
地 给 出 一 个 元 素 c( 元 素 c< 有 时 称 为 a 与 6 的 和 ,有 时 称 为 它们 的 积 , 有 时 还 有 另 
外 的 名 称 ). 其实, 这 里 不 过 就 是 一 个 函数 的 概念 :给 了 三 个 集合 4,B 与 C, 考 虑 
由 元 素 a € 4 与 元 素 5 € BEREX Ca, b) 的 集合 ,叫做 4 与 B 的 积 集合 ， 
ive Ax B; 于 是 ,一 个 运算 就 是 定义 在 集合 4 x B 上 并 在 集合 C 中 取 值 的 函 - 
数 .我 们 也 说 ,运算 是 把 4 x BRA C 的 一 个 映射 . 

一 个 重要 情形 是 这 三 个 集合 4,B 与 C 相同 的 情形 ,此 时 ,考虑 的 是 一 个 映 
Bt f:A x 4 一 4, 这样 的 函数 叫做 内 合成 法 则 .如 果 只 假定 B = C, 则 得 到 所 谓 
的 外 合成 法 则 : 即 是 把 4 x B 映 人 B 的 函数 .此 时 ,每 个 元 素 a E A 确定 一 个 把 
B IRA B 的 映射 , 即 是 与 5 相应 的 是 f(a,b). 不 过 ,把 B 映 入 B 的 映射 也 称 作 B 
的 一 个 变换 ,于 是 外 合成 法 则 相应 于 4 的 每 个 元 素 给 出 8B 的 一 个 变换 ;集合 4 
就 叫做 算 子 域 ,并 说 A EMF B. 

下 面 举 几 个 合成 法 则 的 例子 .整数 加 法 :与 一 对 整数 对 应 的 是 一 个 整数 . 整 
数 乘法 也 一 样 .这 些 都 是 整数 集合 中 的 内 合成 法 则 . 分 数 、 实 数 、 复 数 的 加 法 与 
乘法 ,以 及 一 个 变量 或 多 个 变量 的 多 项 式 的 加 法 与 乘法 ,也 都 是 内 合成 法 则 .在 
初等 几何 中 有 位 移 概念 .我 们 知道 相继 施行 位 移 a 与 位 移 4b 就 得 到 一 个 位 移 。， 
有 时 称 为 a 与 5 的 积 (或 合成 ). 这样, 相应 于 一 对 位 移 (a,b) 我 们 得 到 一 个 位 
移 c, 这 是 位 移 集 合 中 的 内 合成 法 则 . 

下 面 是 另外 一 些 例子 . 设 开 与 了 是 同一 集合 天 的 两 个 子 集 , 其 交 天 门 了 是 
E 中 同时 属于 与 Y 的 那些 元 素 组 成 ,其 并 UY 是 E 中 至 少 属于 集合 与 Y 
之 一 的 那些 元 素 组 成 .在 E 的 所 有 子 集 构成 的 集合 4 中 ,对 于 偶 对 (X,Y) 相应 
HOY HE X 门 了 的 法 则 是 一 个 内 合成 法 则 ; 同样 ,对 于 (X,Y) 相应 地 给 出 并 
XU 了 Y 的 法 则 也 是 4 中 的 内 合成 法 则 . 

按照 另 一 种 思想 ,我 们 也 会 考虑 两 个 整数 a 与 b 以 及 它们 的 最 大 公约 数 
dla, b); Ikita, b) > d(a,b) 是 整数 集中 的 内 合成 法 则 .最 小 公 售 数 情形 也 
是 一 样 . 

再 给 出 字 的 例子 . 设 有 集合 E, 所谓 “ 字 ” 是 指 E 中 元 素 组 成 的 有 限 序列 
uvwxy, 这 些 元 素 可 以 不 同 , 也 可 以 相同 .其 中 还 有 一 个 “ 空 字 ”, 即 是 空 序列 定义 
的 字 . 给 了 两 个 字 uvwxy 与 pars, 相继 写 下 这 两 个 字 可 确定 出 一 个 新 字 
uvwxypqrs. 这 是 E 的 元 素 生成 的 字 集 4 中 的 一 个 内 合成 法 则 . 如 果 将 字 uvw 与 
空 字 合成 , 仍 得 到 同一 个 字 uw. 
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上 述 所 有 例子 都 是 内 合成 法 则 的 例子 .现在 举 两 个 外 合成 法 则 的 例子 . 考 
虑 初等 几何 中 的 平面 (或 空间 ), 取 定 一 点 0. 对 每 个 实数 1, 我 们 使 以 0 为 中 
心 , 以 上 为 比例 常数 的 位 似 与 之 相应 ;这 是 一 个 变换 .这 里 我 们 得 到 一 个 外 合成 
法 则 ,其 算 子 域 4 是 实数 : 的 集合 ,相应 的 集合 B 是 几何 学 中 的 平面 (或 空间 ). 

再 考虑 空间 的 “图 形 ”( 例 如 三 角形 ). 一 个 位 移 将 图 形变 成 图 形 . FEER 
位 移 集合 为 4 ,空间 图 形 的 集合 为 B, 就 得 到 一 个 外 合成 法 则 ,其 算 子 域 是 位 移 
集合 . 

以 后 我 们 几乎 只 讨论 内 合成 法 则 . 


3 内 会 成 法 则 的 各 种 性 质 

综合 性 ”一 个 合成 法 则 ,比如 记 作 乘 法 (ab 表示 与 5 的 合成 ) , 称 为 结合 
的 ,如 果 对 任意 的 a,b 与 <, 有 (ab)c = albe). 

在 上 面 例子 中 我 们 给 出 的 所 有 内 合成 法 则 都 是 结合 的 . 容易 给 出 非 结合 法 
则 的 例子 :对 一 对 实数 (o ,5 ) RIER MZE 与 之 相应 ;立即 可 以 验 明 
这 个 法 则 不 是 结合 的 . 

如 果 一 个 法 则 是 结合 的 ,可 以 定义 任何 有 限 多 个 元 素 的 序列 ai, an 的 
合成 ,并 证 明 有 关 结 合 性 的 一 个 一 般 定 理 ; 例 如 ,有 

(ab) (cdef) g = (abc) (de) (fg) 

交换 性 ”一 个 内 法 则 (为 确定 计 记 作 乘 法 ) 称 为 交换 的 ,如 果 对 任意 a 与 
b, A ab = pa. 在 上 述 例子 中 ,实数 复数 以 及 多 项 式 的 加 法 与 乘法 都 是 交换 法 
则 .同样 ,集合 的 交 运 算 与 并 运算 也 是 交换 的 ; 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 或 最 小 
公 售 数 的 法 则 也 是 交换 的 .与 此 相反 ,几何 中 位 移 的 合成 不 是 交换 的 ;“ 字 ”的 
合成 也 不 是 交换 的 . 

这 样 , 就 存在 结合 的 但 不 是 交换 的 法 则 . 同样 也 有 一 些 交换 的 但 不 是 结合 
的 法 则 ,例如 求 两 实数 a 与 b 之 和 之 半 的 法 则 . 

一 个 法 则 如 果 既 交换 又 结合 , 则 可 以 定义 任意 元 素 组 (自然 是 有 限 组 一 一 
译注 ) 的 合成 ,而 不 必 计 及 它们 的 次 序 . 

中 性 元 ”给 了 一 个 内 法 则 (为 确定 计 记 作 乘 法 ) ,元 素 e 称 为 中 性 元 , 若 对 
每 个 元 素 a, 有 ae = ea = a. 这 种 元 素 不 一 定 存在 ,但 车 存在 必 唯 一 ,因为 车 e 
与 e' 是 两 个 中 性 元 , 则 有 e = ce’ = e. 

逆 元 ”考虑 一 个 有 中 性 元 e 的 内 法 则 .我 们 说 a 5b BHI, ab = 
ba =e. 

如 果 a 至少 有 一 个 逆 元 ,并 且 法 则 是 结合 的 ,那么 a 的 逆 元 是 唯一 的 ; 因 
为 , 若 b Eb 都 是 a WET, WA 
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b = be = b(ab’') = (ba)b' = eb' = b 
如 果 考 虑 的 法 则 表 作 加 法 (通常 只 是 在 法 则 是 交换 的 时 候 才 行 ) ,其 中 性 元 
若 存在 ,一般 记 作 0( 零 ) .我 们 有 
a+0=0+a=a 
IERT, “EIC” WRH RIC" Aa + b = 0, 则 称 a 5b HART. 


全 全 ~ 一 人 人 一 一 人 ~ 人 一 一 一 一 - 


4 由 一 个 或 多 个 念 成 法 则 定义 的 代数 结 移 


设 E 是 一 集合 .给 了 一 个 或 多 个 合成 法 则 ,就 在 上 定义 了 一 个 代数 结 
构 . 所 有 的 代数 结构 (不 论 定义 在 哪个 集合 上 ) ,只 要 定义 它们 的 法 则 数目 一 样 ， 
满足 同样 一 些 明确 罗列 的 条 件 , 就 都 用 同一 个 名 称 .用 几 个 例子 来 说 明 这 点 . 

a ”集合 E 上 的 群 构造 是 由 一 个 合成 法 则 定义 的 ,这 个 法 则 必须 满足 下 
列 条 件 (或 “公理 ”): 

公理 1 法 则 是 结合 的 ; 

公理 2 ”存在 中 性 元 ; 

公理 3 每 个 元 素 具 有 道 元 . 

具有 这 样 一 个 合成 法 则 的 集合 E 就 称 为 群 . 

例如 ,整数 ( 正 、 负 及 零 ) 的 加 法 是 一 个 群 法 则 . 实数 或 复数 的 加 法 也 是 群 
法 则 ;具有 前 述 合成 法 则 的 位 移 集合 是 一 个 群 . 非 零 实数 或 非 零 复 数 的 乘法 是 
一 个 群 法 则 .反之 , 正 整 数 的 乘法 法 则 不 是 群 法 则 ,因为 一 个 正 整数 一 般 没有 逆 
元 .集合 的 交 运 算法 则 或 并 运算 法 则 也 都 不 是 群 法 则 . 同样 ,“ 字 ”的 合成 法 则 
不 是 群 法 则 . 

一 个 群 称 为 交换 群 ( 或 阿 贝尔 群 ) , 若 其 合成 法 则 是 交换 的 . 

环 一 个 集合 4 上 的 环 构造 是 由 两 个 合成 法 则 定义 的 ,分 别称 为 加 法 与 
乘法 ;这 两 个 法 则 必须 满足 下 列 公理 : 

公理 1 加 法 是 一 个 阿 贝 尔 群 法 则 (其 中 性 元 记 作 0). 

公理 2 ”乘法 是 结合 ,有 中 性 元 ( 称 做 单位 元 ) , 记 为 1; 约 定 1 = 0. 

公理 3 ”乘法 对 于 加 法 是 分 配 的 

a(b +c) = (ab) + (ac),(b +c)a = (ba) + (ca) 

易 见 ,每 个 元 素 与 0 的 积 等 于 0; 因而 0 没有 乘法 逆 元 .一 个 环 称 为 交换 环 ， 
若 其 乘法 是 交换 的 . 

环 的 例子 :全 体 整数 ;实数 或 复数 集 ; 实 系数 或 复 系 数 的 多 项 式 . (其 加 法 与 
乘法 运算 如 平常 所 定义 ) 

体 ”一 个 体 是 一 个 环 4 并 满足 下 面 补充 条 件 : 每 个 非 零 元 素 都 有 乘法 道 
元 素 ; 这 也 就 是 说 ,4 的 非 零 元 素 构成 一 个 乘法 群 . 
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例子 ”整数 集 不 是 一 个 体 ,多 项 式 全 体 不 构成 一 个 体 ; 有 理 数 集 ,实数 集 y 
以 及 复数 集 都 是 体 . 
当然 ,存在 各 种 各 样 的 群 , 环 与 体 . 伽 罗 瓦 已 经 确定 了 所 有 的 有 限 体 , 亦 即 
具有 有 限 多 个 元 素 的 体 . 最 简单 的 是 只 有 两 个 元 素 0 与 1 的 体 ,其 加 法 与 乘法 是 
显然 的 (特别 有 1 + 1 = 0). 对 每 个 素数 p 与 每 个 整数 指数 = 1, 存 在 恰好 有 p 
个 元 素 的 体 ,并 且 这 样 的 体 是 唯一 的 . 记 整 数 p/ 为 n, 体 中 每 个 元 素 x 满足 方程 
x -x = 0( 这 就 给 出 一 个 例子 ,说明 存 在 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 , 对 变量 所 有 
的 值 均 为 零 ;这 个 多 项 式 是 m 次 的 ,并 且 变 量 仅 能 取 个 不 同 的 值 ,因为 体 中 仅 
有 上 个 元 素 ) .如果 整数 n 不 是 pf 形状 的 数 , 则 不 存在 由 n 个 元 素数 组 成 的 体 . 


~ 和 ~ 和 ~ 和 ~ 和 ~ 和 ~ 一 ~~~ 和 ~ 人 ~ 


方才 说 存在 唯一 一 个 具有 P 个 元 素 的 体 . 这 不 完全 对 .正确 的 说 法 是 :如 
果 两 个 体 有 同样 多 个 元 素 , 则 它们 是 同 构 的 . 就 是 说 在 这 两 个 体 的 元 素 之 间 存 
在 一 个 一 一 对 应 ,并且 这 个 对 应 保持 加 法 与 乘法 .一 般 , 对 各 有 其 代数 结构 的 两 
个 集合 EE 与 ,可 以 建立 同 构 的 概念 ;例如 ,两 个 群 之 间 的 同 构 是 这 两 个 群 的 
元 素 之 间 的 一 一 对 应 ,并 保持 每 个 群 的 合成 法 则 ;例如 ,指数 函数 /x) = a GX 
里 a 是 不 等 于 1 的 正常 数 ) 就 是 把 实数 加 法 群 映 成 正 实数 乘法 群 的 同 构 , 因 为 
f(x + y) = f(x)f(y). 又 两 个 环 ABA’ 之 间 也 有 同 构 概念 : 即 是 一 个 一 一 对 
应 ,保持 加 法 与 乘法 ,还 使 4 与 4' 的 单位 元 彼此 对 应 . 

代数 对 象 实际 上 只 研究 到 同 构 为 止 .这 正 是 实质 所 在 , 因为 我 们 只 关心 所 
研究 运算 的 性 质 .如 果 有 两 位 数学 家 谈 到 整数 环 ,我 们 并 不 问 他 们 是 否 谈 的 是 
同样 的 对 象 ,因为 从 他 们 对 整数 环 研究 出 来 的 那些 性 质 推 知 ,任何 两 个 环 如 果 
有 具 有 这 些 性 质 就 必然 同 构 . 


6 从 已 有 的 代数 对 象 构造 新 的 


一 一 ~ 一 一 ~ 一 w~ 一 ~ 一 一 人 人 全 ~ 人 信人 一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 


代数 对 象 :多 项 式 环 的 例子 
设 给 了 一 个 交换 环 4( 例 如 实数 体 或 整数 环 ,等 ) .我 们 来 定义 一 个 新 环 , 称 
为 字母 了 的 (形式 ) 多 项 式 环 . 它 的 元 素 用 行 号 >) aX" 表示 ,这 里 诸 w 是 4 中 


元 素 , 只 有 有 限 多 个 不 为 零 ;记号 如 暂时 没有 任何 内 容 ,只 是 一 个 形式 记 法 , 因 
此 ,定义 多 项 式 的 ,不 过 就 是 一 序列 “系数 "ao, ayy pans BT RE RR 
除 有 限 多 个 外 全 为 零 . 在 多 项 式 集合 中 定义 加 法 如 下 :多 项 式 》 ou 和 与 多 项 


RY bX" 的 “和 ”定义 为 多 项 式 >) (on + 6b,) XX", 其 系数 是 相应 系数 之 和 a, + 


n>=0 n>0 
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bn. 立刻 可 见 这 个 加 法 是 交换 的 ,结合 的 ,具有 零 元 0( 所 有 系数 全 为 零 的 多 项 
式 ), 并 且 每 个 多 项 式 都 具有 “ 反 元 ”; 换 句 话 说 ,多 项 式 集 构成 加 法 群 . 
p 次 单项 式 是 指 一 个 多 项 式 >) a,Y ,使 得 n zp 时 所 有 系数 a AEX 


样 的 单项 式 可 以 简 记 作 a. 我 们 看 到 每 个 多 项 式 D) aX 是 其 各 次 单项 式 
au 的 和 .这 就 反 过 来 说 明了 所 用 记 法 的 理由 . 

多 项 式 的 乘法 定义 如 下 :首先 定义 单项 式 aX? 与 单项 式 bx? 的 积 为 单项 
R (apb) 和 9+, 其 次 数 p + g 是 两 个 单项 式 的 次 数 之 和 ,其 系数 a,b, 是 系数 与 
by 的 积 .为 了 定义 两 个 多 项 式 > aX 与 3) b,x" 的 积 , 先 把 每 个 多 项 式 分 解 为 
它 的 不 同 次 数 的 单项 式 ,然后 对 这 些 单项 式 两 两 求 积 再 相 加 ;这 给 出 下 列 公 式 ; 


积 是 多 项 式 > cs 如 ,这 里 c, = 2 apbn-p: 


可 以 验 明 , 字 母 X 的 多 项 式 集 4[X], 照 上 面 那样 定义 加 法 与 乘法 后 ,成 为 
一 个 交换 环 , 其 单位 元 是 系 为 1 的 零 次 单项 式 .这样 就 定义 了 字母 X ULAR 
环 (系数 在 交换 环 A 中 ). 

纯粹 是 一 个 符号 .但 我 们 可 以 用 “ 值 ” 来 替代 它 .给 了 一 个 元 素 x © 4, 约 
定 :对 每 个 单项 式 a,X" ,我 们 相应 地 有 A 的 元 素 a,c" (FB a, 与 x 的 KRH 
积 ); 然 后 ,对 多 项 式 >) aw 也 相应 地 有 这 些 asx" 的 和 . 这样 就 得 到 A 的 一 个 元 
素 , 称 为 这 个 多 项 式 在 X PUE x 时 的 “ 值 ”. 当 x 在 4 中 变化 时 ,一 个 多 项 式 的 
“ 值 ”就 是 x 的 一 个 函数 ,其 值 属于 4. 这样, 每 个 多 项 式 都 定义 一 个 函数 ,但 一 
开始 就 应 该 提防 将 形式 多 项 式 与 它 所 确定 的 函数 混为一谈 . 

现 取 定 元 素 a CA, 对 每 个 多 项 式 ax, 我 们 有 与 它 相 应 的 值 
>) aa" E 4. 这 就 得 到 一 个 映射 /, 把 环 4[x] 映 入 环 4; 这 个 映射 使 得 对 应 于 
两 个 多 项 式 之 和 的 值 ,就 是 这 两 个 多 项 式 之 值 的 和 ,而 对 应 于 两 个 多 项 式 之 积 
的 值 , 则 是 这 两 个 多 项 式 之 值 的 积 .我 们 定义 形式 多 项 式 的 加 法 与 乘法 的 方式 ， 
正 是 为 了 保证 映射 /具有 上 述 性 质 .于 是 , 设 u So 为 两 个 多 项 式 , 则 有 

flu +v) = flu) + flv), fw) = flu)f(v), fC) = 1 

只 要 两 个 环 B 和 4 以 及 把 B BRA A 的 映射 /满足 这 些 条 件 , 就 说 是 把 B 
EA A 的 一 个 同 态 . 同 态 的 概念 可 以 推广 至 其 他 种 种 代数 结构 中 ;粗略 地 说 , 同 
态 是 一 个 保持 合成 法 则 的 映射 . 

再 来 讨论 多 项 式 ,我 们 可 以 将 前 面 所 述 推广 . 设 4' 是 包含 4 的 一 个 环 ;可 
以 将 字母 了 换 成 属于 4' (不 再 只 属于 A) 的 值 ;这 时 ,每 个 多 项 式 > aX BH 
D a, 这 个 值 是 4' 的 元 素 .只 要 x 与 4 的 元 素 可 交换 , 即 对 于 每 个 a。 CASA 
ax = xa ,上述 做 法 仍然 定义 了 一 个 把 环 4[x] RAI A 的 同 态 .例子 : 设 4 是 
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实数 体 ,E 是 三 维 空间 中 由 原点 O 发 出 的 向 量 构成 的 向 量 空间 . 把 E BRACE BY 
线性 映射 构成 一 个 环 ( 我 们 知道 如 何 定义 两 个 线性 映射 的 和 , 相继 施行 两 个 线 
性 映射 就 得 到 它们 的 积 ) ;这 个 环 4' 包含 了 以 0 为 中 心 的 全 体位 似 构成 的 环 4， 
FR A 可 以 与 纯 量 体 ( 即 实数 体 ) 等 同 .于 是 ,如 果 在 实 系数 多 项 式 >) a, X" 中 ,将 
XX 换 成 把 E 映 入 E 的 线性 映射 x, 就 给 出 了 >) aww", 这 仍然 是 一 个 把 EE 映 入 EE 的 
线性 映射 .这 个 法 则 使 得 与 每 个 多 项 式 对 应 的 是 一 个 线性 映射 ,这 对 研究 向 量 
空间 的 线性 变换 十 分 重要 . 这 个 例子 使 我 们 看 到 从 形式 多 项 式 概念 得 到 的 好 
处 , 即 是 可 以 将 “变量 "X 换 成 系数 环 的 元 素 以 外 的 东西 .另外 一 个 例子 是 把 外 
换 成 线性 微分 方程 理论 中 讲 的 那 种 微分 算 子 . 


RRR An nee 


从 已 有 代数 结构 造 出 新 的 代数 结构 时 (例如 ,从 整数 环 造 出 有 理 数 体 或 从 
实数 体 造 出 复数 体 ) ,常常 需要 等 价 关 系 的 概念 .集合 E 的 元 素 % Sy 之 间 的 关 
R R( x,y) 称 为 一 个 等 价 关 系 ,如 果 

(1) R(x,x) 总 是 真 的 (“ 反 身 律 ”); 

(2) R(x,y) 蕴涵 R(y,x)(“ 对 称 律 ”); 

(3)R(x,y) 与 R(y,z) 蕴涵 R(x, z) (“FERRE”). 

下 面 是 代数 中 出 现 的 等 价 关系 的 若干 例子 : 

1) 设 m 为 已 知 整数 ,两 个 整数 x 与 y 之 差 x - y“ 被 m 整除 ”这 个 关系 是 整 
Ka Sy 之 间 的 等 价 关 系 . 

2) 更 一 般 地 , 设 C 为 乘法 群 (元 素 x IE x), HONG 的 子 群 , 即 是 
含 单位 元 e 的 一 个 子 集 ,使 得 x € HLS yE HAM y € AF CMTE 
«By, KA xy E 五 是 6 中 的 一 个 等 价 关 系 . 例 1) 的 情形 就 是 : 6 是 整数 加 法 
Ht, H Æ m 的 倍数 构成 的 子 群 (这 时 用 加 号 表示 合成 法 则 ). 

3) Bla, b), (a,b) 是 两 对 整数 ,满足 5 20,b' 40.4 ab’ = a'b, WEK 
它们 等 价 .需要 验 明 ,这 的 确 是 一 个 等 价 关 系 . 易 见 这 个 关系 是 反 身 的 与 对 称 
的 ,于 是 只 要 说 明 它 是 传递 的 即 可 .这 有 三 对 整数 (ga,b),(a’,b') Ba", b"), 
WE ab' = a'b,a'b = a'b' ,问题 是 要 证 明 ao = a". 将 式 子 abp = a'b 两 边 
RA ? ,注意 乘法 的 结合 性 与 交换 性 ,有 ab'b” = a'bb" = ba'b" , FE a'b" = a'b', 
前 式 后 一 元 素 等 于 ba”b' ,于 是 ab'b” = ba”b', 从 而 b'(ab” - a'b) = 0; 因 为 
b' 关 0, 而 一 个 乘积 只 有 当 一 个 因子 为 零 时 才能 为 零 , 所 以 得 到 ab” = a'b. 

注意 ,上 面 的 论证 对 于 下 面 更 一 般 场合 仍然 有 效 . 不 考虑 整数 对 ,而 考虑 一 
个 环 4 的 元 素 对 (a,5), 这 里 5 x 0, 这 时 要 求 4 满足 下 面条 件 :4 是 交换 环 , 且 
Á Sv 不 为 零 时 , 积 w 不 能 为 零 .这 种 环 称 为 整 环 . 
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整 环 的 例子 : 设 4 是 交换 环 ,A[x] 是 字母 了 的 多 项 式 环 ,P 与 0 为 两 个 非 
零 的 多 项 式 , 亦 即 其 系数 不 全 为 零 , 所 以 有 P = aX? + ap XP +, a, 4045 
Q = bX! + by XT! +…,bs 关 0. 于 是 积 PQ EMM aba) Xt 及 次 数 > 
p +q 的 单项 式 的 和 . 如果 系数 环 4 是 整 环 ( 例 如 4 是 体 ), 则 积 a,b, 4 0, ATIR 
积 多 项 式 PO 不 为 零 . 这 就 证 明了 环 4A[X] 也 是 整 环 .这 时 我 们 就 可 以 在 多 项 式 
对 (P,Q) 与 (P',0')( 这 里 Q 20,0 #0) 之 间 定 义 一 个 等 价 关系 ,这 实质 上 
就 是 有 理 分 式 的 等 价 , 这 里 无 须 诉 诸 函 数 的 概念 而 是 纯粹 形式 地 把 有 理 分 式 的 
等 价 化 成 多 项 式 的 恒 等 . 

现在 再 来 讨论 等 价 关系 的 一 般 理 论 . 设 愉 是 集合 已 中 的 等 价 关系 ,* 是 五 的 
元 素 , 所 有 与 x 等 价 的 元 素 的 集合 称 为 x 的 等 价 类 .条 件 (1),(2) 与 (3) 说 明 x 
属于 x 的 等 价 类 ; 若 * Sy EE 的 两 个 元 素 , 则 x% 的 等 价 类 与 y 的 等 价 类 或 者 完 
全 相同 或 者 没有 公共 元 素 .所 有 等 价 类 的 集合 记 作 E/R, 也 称 为 E 对 等 价 关 系 
R 的 商 集合 .我 们 也 说 E/R 是 把 E 中 关于 RR 等 价 的 元 素 黏 合 而 得 . 

现在 再 考虑 上 面 讨论 过 的 那些 等 价 关 系 的 例子 1) ,2) 53). 01) 的 等 价 类 
称 为 模 m 整数 (或 模 m 等 价 类 ) ; 商 集合 称 为 模 m 整数 集 . 例 2) 的 等 价 类 称 为 
G 对 子 群 及 的 一 个 右 陪 集 ;x € G6 的 右 陪 集 记 作 x 及 ,由 形 如 xu 的 元 素 组 成 ,这 
E u HRH PER. M3) 的 等 价 类 正 是 一 个 分 数 ( 当 4 是 多 项 式 环 时 ,就 是 “有 
理 分 式 ”). 


8 与 等 你 关系 相 家 的 合成 法 则 

设 R 是 集合 E 中 的 等 价 关系 , 还 给 了 EE 中 一 个 内 合成 法 则 (为 确定 计 记 为 
RE). 如果 合 成 元 xy 的 等 价 类 仅仅 依赖 于 x 的 等 价 类 与 y 的 等 价 类 ,就 得 到 等 
价 类 集合 E/R 中 的 一 个 合成 法 则 . (此 时 亦 说 这 个 合成 法 则 与 等 价 关 系 相 容 ) 

例子 ” 设 x 与 y 为 两 个 整数 ,考虑 它们 的 和 x + y.x y 的 模 m 类 并 不 因 
用 x! 代替 x 而 有 所 改变 ,只 要 x - x' Am 整除 ; 它 也 不 因 用 y 代替 y 而 有 所 改 
变 , 只 要 y- y 为 m 整除 .由 此 可 得 模 m 整数 的 加 法 ,这 是 模 m 整数 集中 一 个 
合成 法 则 ;这 是 交换 的 与 结合 的 .同样 , 积 xy 的 等 价 类 仅仅 依赖 于 x 与 y 的 等 价 
类 ;由 此 可 得 模 m 整数 的 乘法 . 容易 验 明 , 模 m 整数 全 体 构成 一 个 交换 环 . 此 
外 , 若 m 是 素数 , 它 还 是 一 个 体 . 

现在 定义 分 式 的 乘法 0: AEX la, b) z 0) 集合 中 考虑 合成 法 则 : 
(a,b)(a',b’) = (aa' ,bb'), 这 是 交换 的 与 结合 的 法 则 ,有 单位 元 (1,1). 可 以 
WEH, Caa’ ,bb') 的 等 价 类 仅仅 依赖 于 (a ,5) 与 (a',b') 的 等 价 类 ;由 此 可 得 两 


O ”这 时 相应 的 环 4 自然 假设 是 整 环 .一 一 译 者 注 
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个 分 式 的 积 .于 是 分 式 的 乘法 是 交换 的 与 结合 的 ; 此 外 ,每 个 不 在 (0,1) 的 等 价 
类 中 的 元 素 (正确 地 说 ,应 是 这 个 元 素 所 属 的 等 价 类 ) 具有 逆 元 ,因为 当 a o0, 
b < 0RF, (a,b) 与 (0,a) 的 积 等 价 于 (1,1). 

注 HARC, b) 的 集合 中 下 述 合成 法 则 ,容易 定义 分 式 的 加 法 ,这 个 
法 则 只 是 当 8 = b 时 才 对 (a,b) Ala, b) 有 定义 , 即 是 (ao,p) + (a’,b') = 
(a + a',5). 将 此 法 则 过 渡 到 商 集 后 , 环 4 的 分 式 集合 0 就 有 了 加 法 与 乘法 ,而 
且 成 为 一 个 环 , 也 是 一 个 体 .此 外 ,对 每 个 元 素 a © 4, 使 一 个 分 式 , 即 (a,1) 的 
等 价 类 与 之 对 应 ,我 们 看 到 ,这 就 得 到 一 个 同 构 f, 把 环 4 映 成 体 0 的 一 个 子 环 . 
这 时 我 们 说 ,f 可 以 把 4 粘 到 体 @ 的 一 个 子 环 上 . (例如 ,可 以 把 整数 环 粘 到 有 理 
数 体 的 一 个 子 环 上 ,也 可 以 把 字母 了 的 多 项 式 环 粘 到 字母 了 的 有 理 分 式 体 的 一 
个 子 环 上 ) 

最 后 例子 ”拓扑 空间 XX 的 基本 群 ( 亦 称 “ 普 昂 卡 雷 群 ”). 

我 们 不 来 定义 所 谓 的 拓扑 空间 ,而 只 指出 若干 的 实例 :通常 的 欧 氏 空间 BR 
面 、 环 面 以 及 带 孔 的 圆 盘 ,等 . 

让 我 们 确切 地 定义 空间 X 中 的 道路 , 即 曲 线段 的 概念 :这 就 是 指 把 数 直 线 
的 线段 [0,1] 映 入 空间 X 的 一 个 连续 映射 :一 f(1) .我们 指出 ,对 于 “参数 ”i 的 
不 同 的 值 ,f(i) 可 取 相 同 的 值 ;这 点 是 没有 妨碍 的 . 

此 后 取 定 空间 的 一 点 以 .以 M 为 起 点 的 闭路 定义 为 一 条 道路 1 -> fa), 
使 得 f(0) = M 5f) = M. 以 M 为 起 点 的 闭路 集合 L 中 ,定义 一 个 合成 法 则 
如 下 :给 了 闭路 f 与 g, 定 义 闭路 为 


h(t) = f(t) Gsis H 


h(t) = g(2e-1) (A ere) 


换 句 话说 ,在 头 一 半 “ 时 间 ” 里 跑 过 闭路 ,然后 在 后 一 半 时 间 里 跑 过 闭路 g .这 
个 法 则 不 是 结合 的 ,因为 如 果 有 三 条 闭路 f,g Gh ,那么 闭路 (fg)h 是 头 四 分 之 
一 的 时 间 跑 过 f, 第 二 个 四 分 之 一 的 时 间 跑 过 g ,而 在 后 一 半 时 间 里 跑 过 h; SR 
而 ,闭路 f(gh) 则 是 在 前 一 半 时 间 里 跑 过 f, 第 三 个 四 分 之 一 时 间 里 跑 过 g m 
最 后 四 分 之 一 时 间 里 跑 过 h. 

现在 ,在 闭路 集合 工 中 引进 一 个 等 价 关系 玉 :闭路 f 称 为 等 价 于 (或 说 同 伦 
于 ) 闭路 g ,如 果 存 在 一 个 连续 形变 , 即 是 连续 变化 的 一 族 以 M 为 起 点 的 闭路 ， 
把 f 变 成 g; 精 确 地 说 ,这 是 指 存在 一 个 连续 函数 (1,u), 两 个 变量 1 与 4 在 
[0,1] 中 变化 ,使 得 

F(t,0) = f(t), F(t,1) = g(t) 
F(0,u) = F(l,u) = M 

可 以 验 明 ,这 的 确 是 一 个 等 价 关 系 , 并 且 闭 路 的 合成 法 则 与 这 个 关系 相 容 ; 这 
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样 ,在 闭路 等 价 类 的 集合 L/R 中 就 有 一 个 合成 法 则 ,这 一 次 是 结合 的 了 . 可 以 
证 明 这 是 一 个 群 法 则 ,其 单位 元 。 是 满足 下 述 条 件 的 闭路 f 的 等 价 类 : 当 0 < 
t< 1 时 ,f(t) = M( 即 是 坚守 在 点 M 不 动 的 闭路 ). 设 有 闭路 f, 由 (1) = 
fC - i) 定义 的 闭路 f (这 是 同一 条 闭路 ,但 以 “相反 的 方向 " 跑 过 ) 具 有 下 述 性 
质 :f 和 了 的 等 价 类 在 闭路 等 价 类 的 群 ZXR 中 是 互 逆 的 . 

方才 定义 的 群 (空间 蕊 以 1 为 基点 的 基本 群 ) 在 拓扑 学 中 与 在 函数 ( 自 守 
函数 ) 论 中 都 起 重要 的 作用 .从 最 后 这 个 例子 我 们 看 出 代数 的 概念 如 何 进入 数 
学 的 其 他 领域 . 
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二 讲 W, ER, MRO 


1 定义 与 若干 简单 性 质 的 回顾 

考虑 任 一 集合 4 = {a,b,…|, 集 4 称 为 一 个 环 ,如 果 4 上 定义 了 两 个 运 
算 , 亦 即 内 合成 法 则 ,分 别 叫 做 加 法 与 乘法 ,用 通常 的 记号 表示 ,满足 下 述 公理 : 

工 .4 关于 加 法 是 阿 贝尔 群 , 即 加 法 是 结合 的 :ae + (b+ c) = (a+b) +e; 
交换 的 :a + b = b+ al(“ 阿 贝尔 ”这 个 词 就 表示 这 个 交换 性 质 ) ;存在 单位 元 , 叫 
做 零 元 , 记 为 0, 满足 a + 0 = a; 对 每 一 元 a € 4 有 一 反 元 - a 满足 a + 
(- a) =0( 简 写成 a - a = 0). 

本 .乘法 是 结合 的 :a(bec) = (ab)c. 

亚 .乘法 关于 加 法 是 分 配 的 

a(b + c) = ab+ac,(b+c)a = ba+ca 

上 述 各 种 性 质 当然 是 假定 对 4 HEM a,b,c 都 成 立 . 

若 乘法 是 交换 的 , 环 就 叫 可 换 的 .本 文 讨论 的 主要 是 可 换 环 . 

在 定义 环 的 公理 中 , 没有 假设 存在 单位 元 e 或 1( 乘 法 单位 元 : 对 任意 的 
aE4, 有 ea = ae = a)@. 如 果 存 在 单位 元 ,就 称 4 是 有 单位 元 的 环 .在 只 
个 零 元 素 构 成 的 环 内 , 零 就 是 乘法 单位 元 ,不 过 ,我 们 提 到 有 单位 元 的 环 时 ,一 
般 不 是 指 这 种 情形 . 

易 见 , 在 每 个 环 AA, 乘法 关于 减法 是 分 配 的 , SICH 0 满足 :0 . a = 
a* 0 =0( 对 任意 a € 4), 即 只 要 有 一 因子 为 零 乘积 就 为 零 ,但 这 乘积 为 零 的 
充分 条 件 只 有 对 一 些 特殊 的 环 才 是 必要 条 件 ; 我 们 要 碰见 一 些 很 简单 的 环 , 有 
些 非 零 元 之 积 可 以 为 零 . 

多 于 一 个 元 素 的 环 K,K zz {0} ,关于 乘法 决 不 能 成 群 ,这 是 因为 

ar0a:0=0:.a=0 

但 是 ,K - [0] 关于 天 的 乘法 有 可 能 成 群 ( 即 K 中 两 个 非 零 元 的 积 不 是 零 ， 

存在 单位 元 e ,并 且 每 一 元 a 4 OR AMIE a-!:aa-! = ala = e). 如果 这 


Q@ 原作 者 P. aa 学 教授 ) . 
a Ea ,我 们 的 定义 与 H . 豪 当 在 其 关于 代数 结 吉 构 的 讲演 中 所 给 出 的 定义 不 同 ,要 一 般 些 ,而 
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样 ,就 说 天 是 体 . 


全 体 整 数 的 集合 Z = pe, - my, -1,0,1,2,…,n,…| 是 环 ;全 体 偶 数 
的 集合 也 是 环 ,因为 我 们 不 要 求 环 具有 单位 元 . i 

有 理 数 集 Q, 实 数 集 R, 复 数 集 C 都 是 体 (包含 集合 Z) ,代数 数 的 集合 三 也 
是 体 . 所谓 代 数 数 ,就 是 有 理 系 数 或 整 系数 (两 者 是 一 回 事 ) 代数 方程 的 根 ( 实 
HMR), 

给 了 一 个 环 4 ,例如 上 面 诸 例 之 一 ,我 们 可 以 定义 系数 在 4 中 的 字母 的 
多 项 式 环 4[T]@, 以 及 系数 在 ALX] 中 的 字母 了 的 多 项 式 环 4[X][Y]; 后 面 这 
种 多 项 式 可 以 写成 Dax, aj E 4( 诸 系数 a; 中 仅 有 有 限 多 个 不 为 零 ) ,关于 
字母 和 Y 显然 对 称 ,这 就 得 到 所 谓 的 系数 在 4 中 的 字母 X 5 Y 的 多 项 式 环 ， 
记 成 4LX,7]. 可 以 递 推定 义 系数 在 A 中 的 ,n 个 未 定 元 X1,X,,…,%, 的 多 项 式 
环 ALX, Xn]. 

男 一 个 重要 的 环 是 模 m 整数 环 ,m 是 给 定 的 整数 .这 个 环 是 用 模 m 的 算术 
同 余 关系 R 定义 的 ,其 中 加 法 与 乘法 与 同 余 关 系 是 相 容 的 (也 可 以 说 ,这 个 同 
余 关 系 关 于 整数 环 Z 的 加 法 与 乘法 是 一 个 正规 等 价 关 系 ): 这 个 环 就 ZZ 关于 ( 同 
R) 等 价 的 商 集 Z/R 或 ZA(m), 可 以 表示 成 (以 m 作 除 数 所 得 m 个 余数 的 ) 集 
合 10,1,…,m = 1. 对 于 每 个 给 定 的 m ,容易 造 出 模 m 整数 集 Z/(m) 的 加 法 与 
乘法 表 , 从 而 可 以 发 现 一 个 值得 注意 的 情况 :例如 ,对 于 m = 4 我 们 有 2.2 = 0; 
XF m = 6, 我 们 有 2.3 = 0, 一 般 , 只 要 m 不 是 素数 ,Z/(m) 就 不 是 整 域 (或 整 
环 ); 反 之 , 若 p 为 素数 , 则 Z/(p) 是 整 域 ,甚至 是 体 ( 稍 过 片刻 我 们 就 要 定义 整 
域 ). 

TER BUA C 中 ,我 们 考虑 如 a + pi 的 复数 ,这 里 w ,8 是 有 理 数 :a,B EQ. 
这 些 数 的 集合 显然 是 体 , 记 为 Q(Gi). 记 号 Q(i) 表明 ,这 里 C 中 包含 体 Q 与 数 i 的 
最 小 子 体 .我 们 说 ,Q(i) 是 由 添加 i 而 得 .可 以 不 使 用 C, 而 从 Q 出 发 用 下 述 方 
法 直接 构造 体 Q(i) ,这 是 后 面 要 讨论 的 符号 添加 法 的 特例 . 

在 多 项 式 环 Q[x] 中 ,考虑 多 项 式 x? + 1, 现 在 让 它 担任 前 面 讨论 整数 环 Z 
时 模 m 的 那 种 角色 .我 们 说 ,Q[x] 的 两 个 多 项 式 p(x) Myla) AXR R, WR 
p- pEr + 1 的 倍数 .这 样 定义 的 关系 R 是 一 等 价 关 系 ,并 且 关 于 多 项 式 的 加 


D Ri i iir 函数 的 理论 . 
BAH, Cartan 关于 代数 结构 的 讲演 .字母 《是 “ 纯 符 号 ”, 也 称 为 未 定 元 ,其 作用 犹如 循环 半 群 
的 生成 元 .在 有 单位 元 的 环 中 ， XX 是 一 个 特殊 的 多 项 式 (al = e; iz TAY a; = 0). 
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法 与 乘法 是 正规 的 . 等 价 的 多 项 式 构成 的 类 , 其 相 加 与 相 乘 如 同 所 含 多 项 式 的 
相 加 与 相 乘 , 于 是 多 项 式 等 价 类 的 集合 构成 环 , 称 为 商 环 , 或 剩余 类 环 , 记 为 
Q[x]/R 或 Q[x]A(x?+ 1).Q 中 不 同 的 数 属 于 不 同 的 等 价 类 ,可 以 把 两 者 看 成 
一 样 .每 个 等 价 类 中 都 含有 一 个 一 阶 多 项 式 ox + B, 即 是 类 中 各 个 多 项 式 用 
x? +1 去 除 所 得 的 公共 余 式 .车 用 i 表示 包含 多 项 式 x 的 等 价 类 , 则 包含 ax + 8 
的 等 价 类 是 ai + 8( 根 据 正则 性 ). 因 为 x? + 1 与 0 是 两 个 等 价 的 多 项 式 , 故 有 
241 = 0. 最 后 , 若 a,8 不 全 为 零 , 则 a + Bil 0) TEs BP ARTES 
就 是 包含 QIT x? + 1 = 0 的 根 i 的 体 (显然 ,不 存在 任何 更 小 的 体 具有 此 性 
质 ). 

上 面 的 纯 代数 方法 起 始 于 柯 西 , 如 用 实数 体 R 代替 有 理 数 体 Q, 也 可 用 这 
种 方法 造 出 复数 体 C = R(i) .我 们 也 可 以 把 - 1 换 成 一 个 不 是 完全 平方 的 整数 
d, 仍 按 上 述 方法 构造 出 体 Q(Vad) = Q[x]/x? - 4d, 特别 ,可 以 用 纯 代数 的 方法 
界定 形 如 /a 的 无 理 数 . 上 面 的 方法 叫做 符号 添加 法 ,可 以 用 来 定义 任意 的 代数 
数 ,这 是 后 话 .今后 要 着 重 考虑 关于 环 的 加 法 与 乘法 的 正规 等 价 关 系 ;为 简化 说 
法 以 及 联想 到 这 一 概念 的 算术 来 源 , 我 们 把 这 些 关系 称 为 同 余 关系 . 

在 如 上 造 出 的 体 QA) 中 , 有 一 个 简单 但 值得 注意 的 环 :就 是 形 如 a + 
b Vd 的 数 所 成 的 环 ,这 里 a,b 是 任何 整数 :a,b E B. 特 别 , 数 a + bi 是 高 斯 整 
数 ;高 斯 整数 构成 的 环 由 平面 的 “ 整 点 格 ” 表示 , 所 谓 整 点 就 是 坐标 为 整数 的 

虽然 我 们 只 讨论 交换 环 , 但 要 提醒 , 一 个 环 4( 可 以 是 体 ) 中 的 元 素 组 成 的 
n 阶 方 阵 构 成 一 个 环 (n > 1 时 为 非 交 换 环 ). 


RRR ne an 


整 域 (或 整 环 ) 是 一 个 交换 环 DD ,使 得 DAW xy 4A x hy 至 少 有 
一 为 零 时 才能 为 零 . 换 句 说 话 :D - 10} 中 两 个 元 素 的 积 仍 在 D - {10} F, D- 
10} 是 乘法 封闭 的 .此 外 ,ab = ac 与 a + OFM b = c; 形 如 ab = ac 的 等 式 在 
D — {0} MAR. E D - 10} 为 有 限 集 , 则 在 其 乘法 表 中 ,一 个 元 在 每 一 行 或 每 一 
列 正好 出 现 一 次 ,这 就 是 说 ,方程 ax = b THAR, D- 10} 是 乘法 群 (当然 是 
阿 贝 尔 群 ), 于 是 D 是 体 ;每 一 有 限 整 域 都 是 体 .p 为 素数 时 ,ZA/(p) 就 是 一 例 . 


4 D 是 非 有 限 的 整 域 , 考 虑 分 式 (a ,6) RP (a,b E€ D,b 关 0), 便 可 造 出 


701 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


一 个 含有 DD 的 (最 小 的 ) 体 , 称 为 整 域 D 的 商 体 .这 个 体 的 元 素 是 分 式 的 等 价 
EO, 

设 K 是 (交换 ) (KSA x,y E K, xy = 0,y OM, x EK AEX !, 

于 是 
0 = x«'(xy) = (x-lx)y = y 
所 以 ,K 中 任何 一 个 环 ,特别 是 天 自身 ,都 是 整 域 . 

今 考虑 多 项 式 环 D[x], 这 里 D 是 整 域 ,n 次 多 项 式 f(X) = a + 
aX +o +a X” (a, 关 0) 与 p 次 多 项 式 g(X) = bo + bX + + bX (b, #0) 
的 积 是 n +p 次 多 项 式 aobo + … + abp" (AX arb 不 为 零 ). 若 4 是 任意 环 ， 
那么 ,在 环 Al x] 内,n 次 多 项 式 与 p 次 多 项 式 的 积 至 多 是 n + p 次 ; 若 4 不 是 整 
域 , 则 存在 乘积 的 次 数 小 于 n + p 的 例子 . 当 A 不 是 整 域 时 ,有 个 很 值得 注意 的 
意外 :一 多 项 式 f(x) € A[x]. 当 x = a,x = 5 时 为 零 ,a,bE A,b za, Ri 
并 不 能 断言 此 多 项 式 能 被 (x - a)(x - b) 整除 ;此 外 ,一 个 n 次 多 项 式 f(x) E 
全 可 能 对 于 个 以 上 不 同 的 x 值 为 零 .例如 , 取 A = 2Z/(4) ,一 次 多 项 式 2x 当 
x =0 与 x = 2 时 为 零 . 


一 个 ~ 下 下 一 一 一 


设 环 4 具有 单位 元 e,n 是 整数 .车 n 是 正 整数 ,x E AMS 
nx = x+ +x (个 相 加 ) 
E n = E Z) ,我 们 令 0x = 0(E 4). 若 是 负 整数 ,我 们 令 
nx =-(|n|x) 
Ala = ex, WA 
nx = (ne)x 
因此 , 若 存 在 非 零 整数 ”, 使 得 
ne = 0 (*) 
则 对 所 有 x € 4 有 
nx = 0 
BE no 是 满足 如 上 等 式 的 正 整 数 中 之 最 小 者 ,这 时 ,我 们 说 ,no 是 环 4 的 特征 数 . 
若 不 存在 任何 非 零 整 数 满 足 方 程 (* ) ,就 说 4 的 特征 数 为 零 ( 因 为 这 时 0 


D 参看 H.Cartan 关 于 代数 结构 的 讲演 .D 中 单位 元 的 存在 不 是 必须 的 (我 们 用 分 数 呈 代替 二 ,用 
4 代 蔡 全 ) .构造 一 个 整 域 的 商 体 ,可 以 更 简单 地 从 构造 包含 已 知 阿 贝尔 半 群 S 的 最 小 群 而 得 (集合 $ 


是 阿 贝尔 半 群 是 指 :$ 具有 结合 的 、 交 换 的 乘法 运算 ,并 满足 约 简 规 则 : ab = ac 蕴涵 b = c) . 阿 贝尔 半 群 
得 箔 槐 也 完全 可 以 用 来 从 自然 数 出 发 定义 整数 ,或 者 从 正 实数 出 发 定义 任意 实数 ,这 里 ,所 考虑 的 运算 
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是 满足 下 述 条 件 的 唯一 整数 :对 任何 xE 4 有 0e = 0,0x = 0). 

整 域 Dp 的 特征 数 或 为 0 或 为 一 素数 p .否则 , 若 no = momoymoymo <0, 
1, 则 moe = a¥0,ne = b ~0,ab = noe = 0, 这 样 D 就 不 是 整 域 了 . 

请 特别 注意 ,教学 工作 中 经 党 有 人 说 ,“ 所 有 代数 计算 规则 ”都 是 特征 为 零 
的 整 域内 有 效 的 计算 规则 ,我 想 这 是 不 确切 的 . 

现在 让 我 们 来 考察 特征 数 p x 0 的 整 域内 某 些 有 趣 的 特点 . 

在 每 个 交换 环 内 ,二 项 式 公 式 成 立 


(a +b)" = a” +Clan-1D +. + Cha®-"ok 4+ :e+ b" 
nine e+) n! 
w = kl(n- k)! 
(在 非 交 换 环 内 ,例如 我 们 只 Has b) = (a+b)la+b) =a? +ab+ 


ba +b°) 
在 上 面 二 项 式 公式 中 , 取 n = 整 域 Dp HER, A k 0, k = pitt C} x 
P 的 倍数 , 故 有 
(a+b)? =a ab 
H a - b Ra 
(a-b) = aœ- BP 
逐步 使 用 这 公式 ,又 得 
(ait + a)’ = ate +a? 
(a+ b)” = 
(ea WY = = a? — bP (Sf 是 任意 自然 数 ) 
设 D 具有 单位 元 e. 在 上 面 公式 中 , 取 a = a, = … = a, = e, 将 re 写成 
r, 则 对 任意 的 自然 数 > 有 
Por 
特别 是 ,这 个 公式 对 模 整数 体 Z/(p) ARAL. MIR TYR FANON ZINA, 
可 见 对 所 有 自然 数 * ARDEA 
x? = x(p) 
现在 设 4 是 任意 交换 环 ,在 多 项 式 环 4[x] 中 ,可 用 纯 代 数 方 法 定义 多 项 
f(x) 的 导数 :把 Kx + h) 按 AEE 
fx+h)= f(x) + hf (x) +: flx +h) € Alx,h] 
其 中 h 的 系数 就 定义 为 f(x) 的 导数 . 由 此 容易 得 到 导数 的 计算 法 则 :车 
fle) = ag” + + ajx + ag 
则 f (x) = nag"! ++ ay 
Sf (x) 至 多 是 n - 1 次 多 项 式 ; 当 环 4 的 特征 数 是 0 时 ,f(x) 确 为 n -1 次 ; 反 
之 , 若 4 的 特征 数 是 no, 而 是 no 的 倍数 , 则 f(x) 的 次 数 表 定 小 于 nn — 1. 特别 ， 
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E 4 是 具有 单位 元 的 整 域 或 特征 数 为 p 的 体 , 则 x? 的 任何 多 项 式 

f(x) = ax + + a,x? + ag 
有 零 导 数 ( 即 " 恒 为 零 "). 可 以 想见 ,这 结果 在 代数 方程 的 理论 中 是 又 动 一 时 的 ， 
ER A 是 特征 数 为 p 的 某 些 体 , 则 上 述 结果 与 Ax) 在 4[x] 中 的 既 约 性 并 非 不 
相 容 .例如 DA EREN t 的 , 系数 在 体 K = Z/(p) 中 的 有 理 分 式 体 K(i); 
f(x) =x - t. 


esse 


在 交换 环 4 中 , 设 尺 是 同 余 关系 ( 即 对 4 的 加 法 与 乘法 的 正规 等 价 关 系 ). 
等 价 类 的 集合 或 商 集 4/R 是 一 个 环 , 简 单一 些 就 记 成 4. 设 x 是 包含 4 的 元 x 的 
等 价 类 .映射 x 一 x 是 把 4 映 成 4 的 映射 (4 的 每 个 元 x 至 少 是 4 的 一 个 元 的 
象 ) ,并 且 这 映射 还 保持 4 与 4 的 加 法 与 乘法 , 即 
Ley =auty XY = XY 
具有 上 述 性 质 的 任何 映射 4 > A 称 为 ( 环 的 ) 同 态 映射 ; 环 4 叫做 与 4 同 
态 , 也 叫做 4 的 同 态 象 , 记 为 


A~4 

因此 ,4 内 每 一 同 余 关系 尽 都 产生 一 个 与 4 同 态 的 环 4 ,也 就 是 商 环 A/R. 

考察 4 的 元 素 0 所 属 的 等 价 类 0,0 显然 是 环 4/R 的 零 元 ,但 同时 又 是 4 的 
一 个 子 集合 M ,具有 如 下 两 个 重要 性 质 : 

1° M 是 4 的 加 法 子 群 ;事实 上 ,由 定义 M 包含 0, 又 x,y E M 蕴涵 x +y, 
- x EM.( 利 用 一 个 群 的 子 群 M 的 简单 特性 ,可 以 更 简捷 地 验 明 x,y€ MA 
ix - y E M) 

2° 4 对 MM 可 以 施行 乘法 , 即 对 任意 的 a € A,m E M ÙA am E€ M, 这 是 因 
Ham = a0 = OCR). 

因为 R 关于 加 法 是 正规 的 ,所 以 x = y(R) Sx -y =0(R), Bx -y Ee 
M 同时 成 立 . 若 已 知 零 类 MN ,由 此 可 得 同 余 关系 R. 

交换 环 4 的 一 个 子 集 如 果 具 有 上 述 性 质 1 与 2 , 则 称 为 理想 ;按照 上 面 的 
论证 ,一 个 同 余 关系 R 的 零 类 就 是 理想 .反之 ,假定 先 有 A 的 一 理想 Mi; 如 果 4 
的 两 个 元 素 x Sy 满足 x - y E 1M .就 定义 x 与 y 有 关系 尺 , 则 尺 显 然 是 一 等 价 
关系 ,并 且 关 于 4 的 加 法 与 乘法 是 正规 的 ,所 以 是 一 同 余 关系 ,其 零 类 恰好 是 
M. 

这 样 , 交 换 环 4 的 所 有 理想 M 与 所 有 同 余 关 系 R 成 一 一 对 应 . 因此, 商 环 


J D ”这 个 例子 的 讨论 要 用 到 几 个 眼下 无 法 介绍 的 命题 
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A/R 可 写成 4/M. 

现在 假定 先 有 环 的 同 态 映 射 

A>A 

在 这 映射 下 ,4 的 元 x 以 4 的 元 x 作为 象 . 对 于 4 的 两 个 元 素 x 与 y, 我 们 说 x 与 
y ARAR, WR x = y. 容易 验 明 , RR 是 一 个 等 价 关 系 ( 称 为 同 态 等 价 ) ,并 且 是 
一 同 余 关 系 .于 是 可 以 构造 出 商 环 4/R. 按 作法 ,关于 R 的 等 价 类 , 即 是 4/R 的 
TOR ,与 A 的 元 成 一 一 对 应 .因为 这 个 一 一 对 应 保持 加 法 与 乘法 ,所 以 是 同 构 映 
射 .因此 ,4 与 商 环 4/R = A/M 同 构 . 理 想 M RER RREA 的 这 样 一些 元 素 
的 集合 ,它们 被 这 个 同 态 映 射 映 成 4 的 零 元 素 (我 们 说 M 是 这 个 同 态 映射 的 
核 ). 

所 以 ,在 同 构 的 意义 下 ,4 的 同 余 关 系 , 即 是 4 的 理想 就 确定 了 所 有 与 4 同 
态 的 环 . 


6 HA OF 

在 交换 环 4 的 理想 所 成 的 集合 中 ,定义 如 下 运算 : 交 ( 在 集合 论 的 意义 下 )， 
和 以 及 积 . 4 的 两 个 理想 a 与 6 的 和 a +b 是 形 如 a + 的 元 素 所 成 的 集合 ,这 
里 a € a,b EBD. 这 显然 是 包含 a 与 的 理想 . 积 ap 是 由 积 ab 生成 的 理想 , 即 
和 aibi +… + ab (r REE) 的 集合 .这 里 w € a,b; € .为 避免 累 歼 ,关于 理 
想 的 运算 ,我 们 不 多 介绍 ,其实 它们 是 很 重要 的 ,而 且 可 以 据 以 定义 商 以 及 剩 
余 . 

现在 让 我 们 只 讨论 一 种 基本 的 生成 方式 ;为 简便 计 , 假 定 环 4 具有 单位 元 

在 环 A 中 取 定 h SICK a1,…, a; ,容易 验 明 , 形 如 a = xa, + … + Xan 
(x; ECA) 的 元 素 的 集合 是 一 个 理想 a, 记 为 

nE += pig 

我 们 说 ,a 是 由 a; 生成 的 , al,… ,ay 是 它 的 (有 限 ) 基 . 由 一 个 元 素 生 成 的 任何 
理想 a = (a) 叫做 主 理想 .单位 元 e 生成 的 主 理想 (e) 就 是 环 A ,这 个 理想 常 叫 
单位 理想 .元 素 0 生成 的 主 理想 就 是 0, 称 为 零 理 想 . 

在 体 K 内 ,只 有 和 零 理 想 与 单位 理想 .事实 上 , 设 M 是 K 的 理想 ;M “< 0. 于 是 
MM 至 少 含有 一 个 元 x 0;A K 是 体 , 故 这 个 元 素 a 有 逆 元 素 a-!, 因 之 。 -= 
a-'a EM, 故 K = (e) &F M, tht M = K = (e). 

在 整数 环 Z 内 ,以 及 在 系数 属于 体 的 x 的 多 项 式 环 k[x] 内 ,所 有 的 理想 
都 是 主 理想 . 

BLM kL x] 为 例证 明 上 述 结论 . 零 理 想当然 是 主 理想 . 今 设 a “< (0) 是 一 理 
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想 ,f 是 a 中 一 个 最 低 次 的 非 零 多 项 式 ,g 是 a 中 任 一 多 项 式 . 用 f 除 g:g = of + 
r, 这 里 ,r 的 次 数 低 于 了 的 次 数 .多 项 式 > 属于 理想 a, 故 必 为 零 多 项 式 ,所 以 g 
属于 主 理想 (7) ,从 而 (六 = a. 

对 于 整数 环 Z, 证 明 类 似 : 在 这 个 环 内 , 除 模 m 确定 的 算术 同 余 外 ,不 存在 
别 的 同 余 关 系 ;m 是 与 算术 同 余 相 应 的 主 理想 的 生成 元 . 

一 个 环 , 如 果 其 中 存在 带 剩余 的 除法 ,就 叫 欧 氏 环 ;一 个 环 的 每 个 理想 如 果 
都 是 主 理想 ,就 叫 主 理想 环 (简称 主 环 ) ,前 面 的 论证 不 难 推广 :每 个 欧 氏 环 都 是 
主 理想 环 . 高 斯 整数 环 也 是 欧 氏 环 ( 为 定义 带 剩 余 的 除法 ,利用 元 素 w = a + ib 
的 范 数 NCa) ,而 范 数 N Ca) 的 定义 是 N(a) = a? + 久 , 在 未 定 元 的 多 项 式 除法 
中 起 次 数 的 作用 ). 

多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 4 ,例如 Q[x,y],CLx,y]j, 不 再 是 主 理想 环 :事实 
上 ,理想 (x,y) 不 可 能 有 唯一 的 生成 元 ;注意 , 这 个 理想 有 一 个 简单 的 几何 意 
义 : 它 是 4 中 在 原点 为 零 的 多 项 式 的 集合 . 设 K 是 任 一 体 ,n 元 多 项 式 环 
Kl xian] 中 ,理想 的 生成 遵从 一 个 简单 的 法 则 :在 这 样 的 环 中 ,每 个 理想 都 
有 有 限 基 .具有 这 种 性 质 的 环 , 称 为 诺 特 环 ( 诺 特 是 德国 女 数 学 家 Emmy Noether 
的 姓 .她 利用 “ 极 大 条 件 ” 与 “因子 链 的 公理 ”给 出 了 另 一 些 公理 定义 ,并 得 到 诺 
特 环 中 理想 理论 的 基本 结果 ). 

刚才 提 到 的 “ 环 K[ x1,…, x] 是 诺 特 环 ” 的 定理 是 希 尔 伯 特 得 到 的 .确切 
点 说 ,这 是 一 类 “迁移 定理 ”的 一 种 表现 形式 :具有 单位 元 的 环 4 ,如果 是 诺 特 
环 , 则 AL x | 也 是 诺 特 环 . 


RRR RR nen en 


交换 环 A 的 诸 理想 M 中 ,使 得 相应 的 商 环 即 是 剩余 类 环 4/M 具有 重要 性 
质 的 理想 ,自然 更 应 重视 .让 我 们 来 研究 使 A/M 是 体 或 整 域 的 理想 入 . 
理想 M 称 为 无 因子 理想 或 极 大 理想 ,如果 A 是 唯一 的 严格 包含 M 的 理想 . 


我 们 有 下 述 定理 : 
欲 使 A/M 是 体 , M 必须 是 无 因子 理想 . 若 4 具有 单位 元 ,这 必要 条 件 还 是 
充分 的 . 


证 明 1 设 4/M 是 体 . 

S M 是 严格 包含 W 的 理想 :M c M, ik a © M ,a ¢ M( 不 属于 M). 用 
a 表示 包含 a 的 等 价 类 : a 不 是 零 类 M = 0E 4/M. 因 此 ,车 x 是 4 的 任意 元 素 ， 
x 是 含有 x 的 等 价 类 . 则 存在 y( = ala) Ea = ay, AME y 表示 4 中 属于 
等 价 类 y 的 一 个 元 素 , 则 
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换言之 
x =ay+m meCMcCM 
MaE M 得 x © M', 故 4 = M' ;M 是 无 因子 理想 . 

2 KA 具有 单位 元 e, M 是 无 因子 理想 .为 了 证 明 4/M 是 体 ,只 需 证 明 每 个 
不 是 0 = M 的 等 价 类 a 都 有 逆 元 .属于 类 a 的 元 素 a 不 属于 MM: 理 想 M + (a) 
严格 包含 M, Hik 

M+(a)=A 
特别 ,单位 元 e 也 属于 左 端 , 即 存在 m © Myr € 4, 使 得 
e=m+ra 
由 此 , 取 模 m 等 价 类 , 便 得 
ra= e, Bil r=a_ 

上 述 定理 有 如 下 的 重要 应 用 . 考虑 体 KK 以 及 环 K[x] = 4 的 既 约 多 项 式 
fx), 即 fx) 不 是 同一 环 内 次 数 起 码 为 1 的 两 个 多 项 式 的 积 . A 中 的 主 理想 (7/) 
是 无 因子 理想 , 故 4/(7) 是 体 , 记 为 K'. 因 的 两 个 相 异 元 不 能 模 f 同 余 , 故 含 
有 KK 中 元 素 的 等 价 类 与 K 的 元 成 一 一 对 应 ; 这些 等 价 类 构成 一 个 与 天 同 构 的 
体 ,将 这 个 体 与 天 等 同 ,于 是 天 是 及 的 子 体 . 

若是 含有 多 项 式 * 的 等 价 类 , 则 f(a) 是 含有 多 项 式 f(x) 的 等 价 类 (根据 
同 态 映射 4 ~ A/(f)) BERA f(x) 的 等 价 类 是 K 的 零 元 素 . 故 在 K 内 有 

fla) =0, 这 样 ,我 们 就 构造 出 一 个 体 K ,在 其 中 f(x) = 0 至 少 有 一 个 根 :本 质 
上 讲 , 这 就 是 符号 添加 法 . 

环 A 的 理想 p. 如 果 使 得 环 A/p 是 整 域 ,就 叫做 素 理想 .p 为 素 理想 的 充 要 

条 件 是 :在 A/p = 4 内 下 列 关系 成 立 
x 0,y < 0A xy 0 


1 


所 以 在 4 内 
x g Py g PFI xy g p 
这 表明 补 集 合 4 - p 是 乘法 封闭 的 . 
素 理想 这 个 概念 在 代数 理论 本 身 以 及 算术 、 几 何 的 应 用 中 ,都 是 极 重 要 的 . 
我 们 只 指出 ,在 有 单位 元 的 环 4 内 ,每 个 无 因子 理想 M 都 是 素 理想 (事实 
上 ,4/M 是 体 ,因而 是 整 域 ). 
最 后 ,作为 例子 ,考虑 复 系数 三 元 多 项 式 环 4 = C[x,y,z], 以 及 理想 
a = (xy,z),o = (xy),aa = (x) 
A/a, 5 CRH , PRUE; A/a 与 多 项 式 环 C[ z] 同 构 ,C[ z] 是 整 域 ; A/a, 与 多 
项 式 环 Cly, z] 同 构 , 也 是 整 域 . 诸 理想 a ,az ,as 满足 下 列 包含 关系 
Bchca cA = (1) 
每 一 个 都 是 素 理想 ,am 还 是 无 因子 理想 . 
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第 三 讲 ”向量 空间 ,线性 形式 与 线性 方程 ? 


一 个 一 一 ww 一 人 下 一 下 一 一 


中 等 教育 的 许多 材料 已 涉及 向 量 的 概念 :平移 的 合成 .速度 的 合成 . 力 的 合 
成 ; 纯 量 积 ,向 量 积 ,一 个 向 量 关于 一 点 的 矩 ,再 往 后 ,就 是 一 些 隐 约 可 见 的 代数 
形式 ,例如 多 项 式 .线性 形式 等 . 因 之 ,使 用 向 量 这 个 字眼 ,其 含意 并 不 总 是 一 样 
的 :时 而 是 约束 向 量 ,时 而 是 滑动 向 量 ,时 而 又 是 自由 向 量 . 

本 讲 只 讨论 自由 向 量 . 

我 们 常常 利用 向 量 的 几何 表示 , 即 是 一 端 带 有 箭头 的 直线 段 ,这 可 能 使 我 
们 以 为 ,可 以 孤立 地 考虑 一 个 向 量 ,而 不 管 别 的 向 量 如 何 ,尽管 如 此 ,但 不 久 我 
们 就 会 看 到 ,要 把 一 个 数学 对 象 叫做 向 量 , 它 必须 和 另 一 些 相 似 的 对 象 共 同 组 
成 一 个 集合 ,可 以 对 这 个 集合 施行 某 些 有 精确 定义 的 运算 . 

这 些 对 象 之 所 以 能 够 叫做 向 量 , 正 是 由 于 这 些 运算 的 本 性 ,而 不 是 每 个 对 
象 的 个 别 特 性 .例如 多 项 式 , 连 续 函 数 , 方 阵 可 以 叫做 向 量 , 正 是 这 个 道理 . 

含混 地 说 ,数学 对 象 构成 的 一 个 集合 可 以 叫做 向 量 的 集合 ,如 果 我 们 能 在 
该 集合 中 把 两 个 向 量 相 加 ,同时 又 可 用 任何 一 个 数 去 乘 每 个 向 量 . 

精确 一 点 ,我们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 ”实数 体 R 上 的 向 量 空间 是 指 一 个 集合 ,满足 下 述 条 件 : 

1) 上 定义 了 一 个 内 合成 法 则 @, 叫 做 加 法 ,E 关于 加 法 成 为 交换 群 . 

2) EE 上 定义 了 一 个 外 合成 法 则 :对 于 每 个 数 4 ,py E 及 与 每 个 x E 已, 相应 
地 给 出 五 的 一 个 元 Xx ,使 得 : 

a) A(x +y) = Ax + dy; 

b) (A + u)x = Ax + px; 

c) AC ux) = (Ap) x; 

d)l-x=rx. 

集合 E 的 元 叫 向 量 ;R 的 元 叫 纯 量 . 


Q@ 原作 者 G.Choquet( 索 尔 本 大 学 教授 Ja 
a a O 参见 H- Cartan 关于 代数 结构 的 讲演 .由 于 E RRR O xt y 表示 * y 的 合成 ,- * 表 
7K % JU. 
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R 的 0 与 群 E 的 零 元 素 , 显 然 并 非 同一 元 素 ,但 我 们 同时 用 0 表示. 
从 上 面 的 关系 a) ,b) ,e) ,d) 容易 得 出 如 下 关系 
Ox = 0,A0 = 0,(-A)x = à(- x) =- Ax 

关系 a) ,b),c),d) 只 涉及 及 上 存在 加 法 与 乘法 ;因此 ,似乎 也 可 定义 环 4 
上 的 向 量 空间 ,这 个 环 4 起 前 面 定义 中 R 的 作用 .不 过 ,只 有 当 环 4 是 一 个 体 
时 ,才能 得 到 与 R 上 的 向 量 空间 类 似 的 理论 .这 主要 是 因为 ,4 是 一 个 体 时 , 关 
Bax = 0 蕴涵 = 0 或 x = 0, 但 若 4 仅 为 一 个 环 , 上 述 蕴 涵 关 系 未 必定 成 . 

最 常用 的 体 有 实数 体 R 与 复数 体 C. 

上 面向 量 空间 的 定义 中 ,没有 用 到 体 R 具有 序 结构 这 一 事实 .只 有 当 人 们 
希望 在 (R 上 的 ) 向 量 空间 E 中 定义 半 直 线 以 及 区 间 的 概念 ,从 而 可 以 谈 凸 集 
时 , 才 涉 及 序 结构 . 正 是 这 个 事实 , 才 使 R 上 的 向 量 空 间 具 有 一 种 特殊 的 作用 . 
本 文 不 打算 引入 半 直 线 与 凸 集 的 概念 . 


向 量 空间 的 例子 
1) n 个 实数 所 成 序列 x = (x1, sán) 的 集合 是 尽 上 的 向 量 空间 ,只 要 令 
XX+y= (xi + Y1: %2 + V2 Xn + Yn) 


Ax = (Ax1, Ax2,'* ,Axn) 

这 个 空间 就 是 欧 氏 空间 R". 

特别 是 n = 1 时 ,R 自身 可 看 成 R 上 的 向 量 空间 . 

2) 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 数值 函数 的 集合 是 R 上 的 向 量 空间 , 只 要 定义 
h=f+g 5k = Xf 为 :对 每 个 x € 10,1] 

h(x) = f(x) + g(x), k(x) = Af(x) 

这 个 空间 的 下 列子 集合 也 是 R 上 的 向 量 空 间 :[0,1] 上 的 连续 函数 的 集合 . 
[0,1] 上 的 无 限 可 微 函 数 的 集合 ;多 项 式 ( 或 者 n 次 多 项 式 ) 的 集合 ;三 角 多 项 
式 的 集合 ,等 . 

3) 复 平面 C 上 的 正则 解析 函数 的 集合 是 体 C 上 的 向 量 空间 . 

要 确认 一 个 集合 是 否 为 向 量 空间 , 并 非 都 是 一 样 容易 的 事 . 例如 , 考虑 
[0,1] 上 的 连续 函数 的 集合 ,其 中 每 个 函数 的 表示 曲线 均 有 有 限 长 度 . 两 个 这 
样 的 函数 的 和 是 否 仍 有 同样 的 性 质 , 并 不 显然 . 又 如 , 令 已 是 实数 的 无 限 序列 
x = (x1,%2，…,%a，"…) 所 成 的 集合 ,每 个 序列 都 满足 

ee ee an 
要 确认 两 个 这 种 序列 的 和 xz + y = (zi + viet tn + no) 仍 有 同样 的 性 质 ， 
也 不 显然 . 

iE EUR < n 的 实 系数 多 项 式 所 成 的 向 量 空间 . 若 P = (aax + 

azs"? +… + an) È E WI, EE p 由 其 系数 所 成 的 序列 (al …，an) 决定 ,由 
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b) E 的 每 个 自由 子 集 至 多 含有 个 元 ;车 恰好 含有 nn 个 元 , 它 就 是 一 个 基 
Ik. 

c) 的 每 个 向 量子 空间 V 至 多 是 n 维 ; 若 它 是 n 维 ,就 是 本身 . 

d) 巨 的 每 个 异 于 五 的 向 量子 空间 都 有 互补 的 子 空间 ,这 两 个 互补 子 空间 维 
数 的 和 等 于 E 的 维 数 n. 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 下 一 一 


在 古典 分 析 与 现代 分 析 中 , 占 主导 地 位 的 概念 之 一 是 线性 函数 的 概念 ,这 
个 概念 只 是 在 向 量 空间 的 范围 内 才 表 现 出 它 的 全 部 意义 . 

定义 ” 若 五 与 尺 是 在 同一 体 到 上 的 两 个 向 量 空间 .把 ERA F RER 

射 , 是 指 把 EE 映 入 F 的 任何 映射 ,使 得 对 任何 x,y € 天 ,GE 天 有 
f(x+y) = f(x) + fly), f(x) = Af(x) 

例如 ,把 E 映 成 的 同 构 映 射 不 外 平 就 是 把 E 映 成 F 的 一 一 线性 映射 . 

线性 映射 的 例子 

1) E 是 向 量 空间 EI, E2, , E, 的 积 .对 于 EE 中 任何 x = (x;), 98 E WR E; 
的 映射 x > x; 是 线性 的 . 

2) AX, FX, 是 空间 的 两 个 互补 子 空间 ,把 上 映 成 Xi 的 上 映射 x 一 prix 
是 线性 映射 . 

3) S P, 是 一 个 变 元 的 n 次 多 项 式 p(x) 构成 的 向 量 空间 .车 f(p) 表 示 p 的 
n 次 项 , 则 把 P, BRA P, 的 映射 /是 线性 映射 . 

4) > E F£(0,1] 上 的 可 微 实 函 数 x (1) 构成 的 空间 ,用 x!’ 表示 函数 % 的 导 
数 : 

a) 把 E 映 入 R 的 映射 x > x (1) 是 线性 映射 . 

b) #8 E BRALO, 1) 上 的 数值 函数 构成 的 空间 的 映射 x 一 * 是 线性 映射 . 

5) $ E (0,1) 上 的 实 连续 函数 空间 : 


a) EX XU) = 上 x(u)du, 每 个 都 有 其 相应 的 X, 映 射 x 一 是 把 E 映 
A E 的 线性 映射 . 
b) 把 E 映 入 RR 的 映射 < 一 | x(u)du 是 线性 映射 


6) ERE EMA? + y < 1 上 的 连续 函数 空间 ;是 定义 在 该 圆周 界 
上 的 连续 函数 空间 .考虑 的 元 素 p 在 圆周 上 的 限制 ,这 个 对 应 关系 是 把 E 映 
A F 的 线性 映射 . 

一 些 明显 的 性 质 

其 中 最 重要 者 列 出 如 下 : 
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向 量子 空间 . 一 个 子 集 生成 的 子 空间 

在 Ra 中 , 非 0 的 向 量子 空间 是 通过 原点 的 诸 直 线 与 平面 . 

在 一 个 变 元 的 多 项 式 空间 中 ,nm 次 多 项 式 的 集合 ,可 以 被 一 个 已 知 多 项 式 
整除 的 多 项 式 的 集合 ,以 及 只 有 偶 次 项 的 多 项 式 的 集合 ,都 是 向 量子 空间 .一 般 
有 如 下 定义 . 

定义 ” 设 巨 是 向 量 空间 .如 果 的 子 集 4 满足 :x Sy C 4 蕴涵 x + y E 
4 以 及 对 任意 纯 量 * ,Xx € 4 ,就 称 4 是 E 的 向 量子 空间 . 

显然 ,EF 的 每 个 向 量子 空间 都 是 E 的 加 法 子 群 . 

另 一 方面 , 若 (4;);e 1 表示 EE 的 一 族 向 量子 空间 , 则 属于 每 个 4; 的 元 素 的 集 
合 , 即 诸 A, 的 交集 合 , 仍 为 E 的 向 量子 空间 . 

特别 , 命 为 E 的 任 一 子 集 .5 中 包含 X 的 向 量子 空间 , 除 E 外 可 能 还 有 别 
的 ;所 有 这 些 向 量子 空间 的 交集 4(X) 显然 是 中 包含 的 最 小 向 量子 空间 ， 
我 们 说 ACX) 是 蕊 生成 的 向 量子 空间 . 

现在 引入 一 个 新 概念 来 确定 X 的 元 素 的 性 质 : 

定义 ” 命 了 是 向 量 空间 E 的 子 集合 .5 中 每 个 形 如 x = DA 的 元 称 为 


天 的 元 素 的 线性 组 合 ,这 里 (xi)iey 是 X 中 一 族 有 限 多 个 元 素 ， 而 诸 是 纯 量 . 

的 元 素 的 任何 线性 组 合 都 属于 包含 X 的 任何 向 量子 空间 ,特别 是 属于 
4(X); 另 一 方面 ,所 有 的 线性 组 合 显然 构成 E 的 一 个 向 量子 空间 ;这 个 子 空间 
包含 和 ,所 以 也 包含 A(X), ELET A(X), 因 此 两 者 恒 同 .换言之 : 

E 的 子 集 X 生 成 的 子 空间 4(X) 恒 同 于 六 的 元 素 的 线性 组 合 构成 的 集合 . 

互补 子 空间 

在 Ri 中 ,平面 与 从 原点 出 发 且 与 平面 只 在 原点 相交 的 直线 是 互补 子 空间 
的 例子 . 

定义 ”Xl 与 乱 是 EE 的 两 个 子 空间 ,如 果 E 的 每 个 点 x 都 能 唯一 地 写成 


X= XX, +X. X, © XI,x> EX» 


就 说 Xi 与 X 互补 . 

容易 验 明 , 上 述 条 件 相 当 于 (Xi U X) ÆR EHX N X = {0}. 

我 们 说 ,xi HE x EX, 中 的 分 量 ,或 者 说 x, 是 x 在 XI 上 平行 于 XX, 的 投影 . 

若 记 xi = prix, 则 可 验证 

pri(xX + y) = prix + priy, pri(àx) = Aprix 

例子 ”1)E 是 x 的 实 系数 多 项 式 集合 ; X 是 能 被 x* + 1 整除 的 多 项 式 集 
合 ;X 是 次 数 不 高 于 1 的 多 项 式 集合 . 

2) 是 R 上 的 函数 空间 ;Xl 是 偶 函 数 (f(- x) = f(x)) 构成 的 子 空间 ; XY 
ERRA x) =- f(x)) 构成 的 子 空间 . 

在 空间 R 中 ,一 个 平面 的 互补 子 空间 全 都 是 直线 ,就 是 说 ,互补 子 空间 总 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


是 同 构 的 ,这 是 如 下 一 般 命 题 的 特例 : 

命题 ”在 向 量 空间 E 中 ,车 X, 与 六 ,是 同一 子 空间 X 的 两 个 互补 子 空 
间 , 则 平行 于 X 的 投影 是 X 与 六 ,之 间 的 同 构 映射 . 

证 明 WEA x E 和 xz = x + XH) KH x. x’, EX, LPT X: 
的 投影 .但 这 个 等 式 也 可 写 在 xz = x'a + (- x1), 故 x's 又 是 x 在 XY， 上 平行 
于 Xi 的 投影 . 

因此 ,如 上 的 (投影 ) 映射 xz 一 x’, 是 把 X, 映 成 XY, 的 一 一 映射 ;因为 是 投 
影 ,也 有 

(x2 + y2)! = x'2 + y'2,(àx2)' = Ax', 


故 这 是 同 构 映射 . 


Oe eee 


几何 中 ,讨论 把 R 的 一 个 向 量 沿 着 三 个 已 知 向 量 的 方向 进行 分 解 时 ,已 碰 
见 过 线性 无 关 的 概念 ;在 代数 中 ,研究 线性 方程 组 的 可 解 条 件 时 也 碰见 这 个 概 
念 .我 们 要 说 明 , 这 个 概念 怎样 才能 不 依赖 于 所 研究 向 量 的 性 质 而 且 与 坐标 系 
的 特殊 选取 无 关 . 

定义 ”向 量 空间 的 一 族 有 限 多 个 元 素 (a;);ej 叫 做 自由 的 ,如 果 每 一 关 


A Dida: = ORE i HA, = 0. 


如 果 一 一 族 任意 多 个 向 量 的 每 一 个 有 限 子 族 都 是 自由 的 ,就 说 该 向 量 族 是 自 
由 的 . 
非 自 由 的 族 叫做 约束 族 . 
若 一 个 族 是 约束 族 , 则 存在 形 如 a = 0 的 一 个 关系 ,其 中 有 一 个 4; # 
i€l 


i€ J-0 


的 . 故 : 

一 个 族 是 约束 族 等 价 于 其 中 有 一 个 元 素 是 其 余 元 素 的 线性 组 合 . 

自由 族 的 诸 元 称 为 线性 无 关 的 ;约束 族 的 诸 元 则 称 为 线性 相关 的 . 

同样 可 定义 向 量 空间 的 自由 子 集 或 约束 子 集 的 概念 . 

例子 ”在 R 上 的 函数 空间 中 ,单项 式 序列 1,x,x?,…,x",… 是 自由 的 ; 序 
列 sin x,…,sin mx,… 也 是 如 此 . 

基底 的 定义 ” 向 量 空间 EPERE 的 任何 自由 子 集 称 为 E 的 基底 . 

Ë B = (a;)ic EE 的 一 个 基底 ,每 个 x E EE 唯一 地 表 成 x = Dn 3K 


里 诸 纯 量 x; 中 , 除 有 限 个 外 均 为 零 ,x; 称 为 x 的 第 i 个 坐标 ,xia; 称 为 x 的 第 i 分 


712 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


量 . 

GaN, HER" 中,n 个 元 素 a; = (xi,…,x te = 1, 其 余 为 0) 的 集合 就 是 一 
个 基底 .在 多 项 式 空间 中 ,单项 式 1,x ,x?,… ,x",… 的 集合 是 一 个 基底 . 

可 以 证 明 ,每 一 向 量 空 间 至 少 有 一 个 基底 ,下 面 仅 就 有 限 维 空 间 证 明 这 个 

有 限 维 空间 的 基底 

空间 E 如 果 包 含 一 个 生成 它 的 有 限 子 集 ,就 叫 有 限 维 的 这 个 有 限 子 集 也 
叫做 有 限 生成 组 . 


有 限 维 空间 的 研究 取决 于 下 列 定理 : 

定理 1 者 6G 是 向 量 空间 E 的 有 限 生成 组 ,是 G 的 自由 子 集 , 则 存在 EE 的 
一 个 基底 B, 使 得 Lc Bc G6. 

a L = Lo, 假 设 已 确定 了 CHAATRL,. A L, RERE, MEE G 的 元 
素 zl 不 是 的 元 素 的 线性 组 合 . CHTEL U lx} 显然 是 自由 的 , 记 为 
a 

于 是 我 们 有 Loc Lee L, C bri 这 序列 严格 递增 ; 因 L, CG, 而 G 有 
限 ,所 以 这 序列 有 限 .因此 ,存在 一 个 L, 无 后 继 的 ,1; 换 言 之 ,L, 生成 ,这 L 
就 是 所 求 的 基底 B. 

定理 2 ” 若 6 是 已 的 有 限 生 成 组 ,了 是 已 的 自由 子 集 ( 不 必 合 于 C) , 则 存在 
E 的 一 个 基底 B, 包 含 工 并 含 于 GUL. 

将 定理 1 用 于 自由 子 集 工 与 生成 组 (G U L) 即 得 .特别 ,E 的 每 个 有 限 生成 
组 均 包含 一 个 基底 . 

因此 ,每 个 有 限 维 向 量 空间 都 具有 有 限 基 底 . 另 外 ,这 样 的 空间 不 能 有 无 限 
基底 ,这 一 点 并 不 明显 ,不 过 确实 无 误 , 更 确切 地 说 ,利用 定理 2, 使 用 归纳 法 可 
gg ra ii 每 个 基底 都 是 有 限 的 ,并 且 含有 同样 多 个 元 素 . 

共同 的 个 数 称 为 空间 的 维 数 . 注意 ,这 个 结论 对 于 任意 体 及 上 的 向 量 

dae E ane. 不 过 ,要 紧 的 是 要 确切 说 明 有 关 的 体 K. 事 实 上 ,车 EE 是 体 C 上 
的 n 维 向 量 空 间 , 空 间 E 也 可 视 为 体 R 上 的 向 量 空间 ,但 后 者 的 维 数 不 再 是 n, 
而 是 2n; 例 如 ,C 视 为 C 自 身上 的 向 量 空 间 是 1 维 ,但 视 为 R 上 的 向 量 空间 便 是 
2 维 . 

上 述 结果 有 许多 明显 的 推论 , 今 列 其 最 重要 者 如 下 : 

1) 要 使 R 上 两 个 有 限 维 向 量 空 间 E 与 Er 同 构 , 充 要 条 件 是 它们 的 维 数 相 
等 .特别 ,每 个 n 维 向 量 空间 都 与 R" 同 构 . 

2) 设 一 是” 维 向 量 空间 , 则 : 

a) E 的 每 个 生成 组 至 少 含有 个 元 素 ; 若 恰好 含有 个 元 , 它 就 是 一 个 基 
底 . 
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此 可 以 定义 与 R" 之 间 的 一 一 对 应 
pelai, az, , an) 

这 对 应 还 保持 加 法 与 纯 量 乘法 .所 以 ,可 以 认为 ,E 与 R" 是 同一 个 代数 结构 的 
两 个 不 同 实现 ;这 一 事实 ,可 以 说 成 两 个 空间 与 R" 同 构 . 更 一 般 有 如 下 定义 : 

EX BESE 是 同一 个 体 K 上 的 向 量 空间 .每 一 个 把 E 映 成 Er 的 一 一 
映射 f 称 为 把 E BRAG Ee 的 同 构 映射 ,如 果 对 任意 的 x,y E EAC KA 

Fx +y) = fx) + fly), Ar) = af(x) 

显然 ,把 E 映 成 五 的 逆 映 射 广 : 也 有 同样 的 性 质 . 

WERE ESE’ 之 间 存 在 这 样 的 同 构 映 射 ,就 说 与 Fr' 同 构 . 

注意 ,从 条 件 f(x + y) = f(x) + fly) 可 推 得 对 每 个 有 理 数 4 ,f(Ax) = 
XAf(x); 但 对 任意 的 纯 量 x ,不 能 推出 这 关系 . 因 之 ,上 述 定义 中 的 第 二 个 条 件 才 
是 主要 的 . 

同 构 映 射 的 例子 

1) 设 E 是 向 量 空间 ,4 是 纯 量 zz 0. 把 上 映 成 E 本身 的 映射 x > Ax 是 同 构 
映射 , 称 为 以 0 为 中 心 、 以 4 为 比例 常数 的 位 似 . 

2) 设 El 是 [0,1] 上 的 连续 函数 的 向 量 空间 ,Es, 是 [0,1] E x = 0 时 为 零 
的 连续 可 微 函数 的 向 量 空间 .由 初等 分 析 的 一 个 定理 知 这 两 个 空间 同 构 . 

3) 定义 在 RR 上 的 线性 函数 具有 axi + arx 的 形式 ,因此 ,立即 得 :这 类 函 
数 的 集合 是 同 构 于 RP 的 向 量 空间 . 

4) [0,1] 上 的 连续 函数 空间 同 构 于 (- %, + o ) 上 连续 ,并 且 当 x 一 + om 
或 x 一 - % 时 ,f(x) 趋 于 有 限 极限 的 函数 了 的 空间 . 

5) 在 R 上 连续 且 周 期 为 1 的 周期 函数 的 空间 同 构 于 定义 在 一 圆周 上 的 连 
续 函 数 的 空间 . 

向 量 空间 的 积 

从 RR 出 发 定义 R" 所 用 的 方法 可 以 推广 ,这 使 我 们 可 以 从 已 知 的 空间 构造 
出 新 的 空间 . 

例如 , 设 El 与 Es, 是 R 上 的 两 个 向 量 空 间 , 用 El x Es 表示 偶 对 x = 
(x1,x2) 的 集合 ,这 里 x, © Ex € Ey. Fx = 《x1,X2),y =《y1,y2) ,我 们 令 

x+y = (xi + Y1,Xo + y2), Ax = (Ax1, AX2) 

具有 如 上 运算 的 集合 E x 柬 就 成 为 及 上 的 向 量 空间 , 称 为 E 5 ELA. 

同样 可 定义 任意 一 族 有 限 个 乃至 无 限 个 向 量 空 间 的 积 . 

例子 1) 定义 在 R 上 的 形 如 h(xi,x2) = fla) + g(x2), 且 f(0) = 
g(0) =0 的 函数 A(x), x2) 的 空间 同 构 于 定义 在 R 上 且 f(0) = 0 的 函数 所 成 
空间 的 自 乘 . 

2) [0,1] 上 连续 可 微 函 数 的 空间 同 构 于 R 与 [0,1] 上 连续 函数 空间 的 积 . 
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1) (传递 性 ) Æ SIRE BRA F, g 把 FF 映 和 人 G, 则 当 f 与 g 是 线性 映射 时 ,由 
h(x) = g(f(x)) 定义 的 映射 h = g。f 是 线性 的 . 

2) Æ f SIDE RAF WAR WW EWR SCE) 是 下 的 向 量子 空间 ,不 的 
任 一 向 量子 空间 V ESR (V) 是 的 向 量子 空间 . 

线性 映射 的 秩 

SEEE RAF WA EBRST , ERSE) 的 维 数 称 为 /的 秩 .下 述 命题 常用 
来 确定 秩 : 

了 的 秩 等 于 E 中 与 1(0) 互补 的 子 空间 的 维 数 . 

事实 上 , 令 6 是 与 fr1(0)( 即 是 f(x) = 0 的 根 的 集合 ) 互补 的 子 空间 . 

对 于 每 个 x € E, 有 了 唯一 分 解 x = xo + x XE xo E 广 (0),xrE G. 

我 们 有 f(x) = f(xo) + f(x1) = f(x1), 故 f(G) = SE). 

然而 ,对 每 一 x E G, RE xaO UE flax) OK SEC EWR BIE G 
ER SCE) 的 一 一 映射 ,所 以 这 个 限制 是 G 与 f(E) 之 间 的 同 构 映射 ,由 此 命题 
得 证 . 

推论 ”线性 映射 决 不 增 大 维 数 ; 当 E 有 限 维 时 , 欲 使 /(E) 与 E 维 数 相 等 ， 
充 要 条 件 是 /是 一 一 的 . 

这 个 推论 刻画 了 线性 映射 的 一 个 重要 性 质 ,这 个 性 质 并 非 每 个 连续 映射 都 
具有 的 ,因为 某 些 连续 映射 要 增 大 维 数 . 

生成 组 的 象 

Wf PILE RAF 的 线性 映射 ,不 是 玖 的 子 集 . 

显然 ,X 生成 的 空间 4(X) 的 象 CAC X)) Ff Cx) ER; 4 XERE, f° SE 
全 由 它 在 世上 的 限制 所 确定 .特别 若 XÆ E 的 基底 ,只 要 对 这 个 基底 的 每 个 元 
素 x 确定 了 f(x). 那 么 就 完全 确定 了 . 


4 线性 形式 ,向 量 空间 的 对 偶 空间 

设 是 体 K 上 的 向 量 空间 ,把 EE 映 和 人 KK 的 任何 线性 映射 , 称 为 上 的 一 个 

上 所 有 线性 形式 的 集合 ,可 以 自然 地 具有 (K E) 向 量 空间 的 结构 ,定义 
如 下 : 

设 f 与 g 是 两 个 线性 形式 ,定义 形式 h = f+ gg 与 & = AfA E K) 如 下 :对 
fe x CE 

h(x) = f(x) + g(x), k(x) = Af(x) 
如 上 得 到 的 向 量 空间 称 为 E 的 对 偶 空间 , 记 成 E* 
对 每 个 x © E* ,x'(x) 是 一 个 纯 量 ,一 般 记 为 (zz ). 
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对 于 每 个 固定 的 x', (x,x'’) 是 上 的 线性 形式 . 对 于 每 个 固定 的 x, 
《x,x') 是 E* 上 的 线性 形式 .也 说 (x ,x') 是 定义 在 Ex E* 上 的 典范 双 线 性 形 
式 . 

坐标 形式 . 对偶 基 

我 们 限于 讨论 有 限 维 空间 . 

WwW E din 维 向 量 空间 , (a)i BE 的 基底 .E 的 每 个 x 唯一 地 写成 x = 
b3 &a;. 

JE E RA K 的 映射 x -> 是 线性 的 ,所 以 是 一 个 线性 形式 , 记 作 a';, 称 为 
关于 所 选取 基底 的 第 i 个 坐标 形式 . 

(a';) ic FARE” 的 一 个 基底 , 称 为 EE 的 基底 (ai)icy 的 对 偶 基 .事实 上 ,对 
FEA x' E€ E* ,我 们 有 

x'(x) = Xx (Ea) = >) éx'(a;) = > a'j(x)x'(a;) (1) 
或 者 x’ = >d)x'(a)a’; 

这 表明 诸 w EME’; 另 一 方面 , 诸 a; 又 是 无 关 的 , 这 是 因为 , 关系 
Daaa: =0 等 价 于 对 每 个 族 (6)icy 有 > ))E = 0, 所 以 ,对 每 个 有) = 0. 

ES x! (a;) = &;,B x’ = >) ea’, WARO) 表明 

(x,x') = Dit, (2) 

当 我 们 在 EA 与 E* 中 考虑 两 个 对 偶 基 时 ,公式 (2) EEE (x, x’) 的 标准 形式 . 
这 不 外 是 欧 氏 空间 上 线性 函数 的 熟知 形式 ,例如 „f = ax + by + cz. 因 此 有 如 下 
结论 : 


GE fin 维 空间 , 则 E* 也 是 , 又 车 选取 ES E* 的 两 个 对 偶 基 , 则 
(x,x') = Neri, 


5 aaa 

我 们 所 处 理 的 最 一 般 的 形式 ,可 以 使 代数 与 分 析 中 的 许多 问题 变 得 形式 简 
单 . 

定义 ” 设 E 与 FF 是 同一 体 K 上 的 两 个 向 量 空间 .每 个 形 如 f(x) = yo 的 
方程 称 为 线性 方程 ,这 里 ,f 是 把 E BLA F 的 线性 映射 ,yo 是 下 中 的 已 知 元 . 

E 中 每 个 使 得 f(x) = yo 的 元 素 x 叫 这 个 方程 的 解 . 

方程 Ax) = 0 叫 对 应 于 已 知 方程 A(x) = yo 的 齐 次 方程 . yo 称 为 已 知 方程 
的 右 端 . 

每 个 右 端 为 零 的 线性 方程 称 为 齐 次 线性 方程 . 
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GIF 1) EE MA BA +v < 1 中 ， T Ladi 
的 空间 ,下 就 是 无. 映射 /是 一 个 微分 算 子 ;例如 ,7 是 拉 普 拉 斯 算 子 :2 Le 5. 这 


时 ,方程 f(x) = yo 不 外 就 是 非 齐 次 的 线性 偏 微分 方程 . 

2) EE 是 在 闭 圆 盘 w* + 0? < 1 上 连续 且 在 圆 盘 内 部 调和 的 函数 构成 的 空间 . 
F 是 相应 圆周 上 的 连续 函数 构成 的 空间 . 取 映 射 f: 对 每 个 9 © ,使 go 在 圆周 
上 的 限制 与 之 对 应 . 求 函数 g, 使 得 f(g) = yo, 这 里 yo € ,也 就 是 对 于 函数 
yo 求解 狄 利克 雷 问题 . 

3) 五 是 [0,1] 上 的 连续 函数 x(1) 的 空间 ,下 = BE. $(u,v) 表示 正方 形 
0 <u,v < 1 上 的 一 连续 函数 ,f EHE E RA F 的 映射 ,定义 为 


f(x)(t) = [#(,2)e(e)de 
方程 f(x) = b,b € 下 ,不 过 是 积分 方程 
| $Cr,r)a(r)dr = b(t) 


线性 方程 的 解 的 形式 

EE W(x) = yo 是 一 线性 方程 . 若 xo 是 这 方程 的 任 一 解 ,那么 ,把 对 
应 齐 次 方程 的 任意 解 与 xo 相 加 就 得 到 f(x) = yo 的 全 部 解 .因此 , 解 的 集合 是 
DIRIR xo + 广 !(0) ,由 的 向 量子 空间 /-1(0) 平移 x 而 得 . 

欲 使 方程 至 多 只 有 一 个 解 , 充 要 条 件 是 广 !(0) = {0| ,所 以 ,f 是 把 E 映 成 
SCE) 的 同 构 映 射 . 

上 述 结论 的 证 明 是 明显 的 . 

方程 组 ”一 个 线性 方程 常 可 表 成 线性 方程 组 形式 . 

设 E 是 向 量 空间 ,( Fi);ej 是 一 族 有 限 或 无 限 多 个 向 量 空间 ,对 每 一 i€ I, 
令 是 把 E 映 入; 的 线性 映射 . 

方程 族 (f:(x) = bi)ie1, bi © Fi, 称 为 线性 方程 组 ,这 个 方程 组 的 解 是 指 该 
组 内 所 有 方程 的 公共 解 . 

这 样 的 方程 组 等 价 于 一 个 线性 方程 .事实 上 , 设 F ER F 的 积 空 间 ; = 
(4;),f 是 把 E 映 入 FF 的 映射 , 它 的 分 量 是 所 .方程 f(x) = b 就 等 价 于 所 给 的 方 
程 组 . 

反之 ,一 个 线性 方程 也 可 以 换 成 方程 组 .例如 , 设 是 g 维 空间 , (b,) jc) 是 
的 基底 ;对 每 个 y€ F, 有 y = >) Bb. 

于 是 ,给 出 把 空间 已 映 人 下 的 一 个 线性 映射 ,就 等 于 给 出 9 个 线性 形式 /， 
使 得 对 每 个 x E EA 

f(x) = 2 f(x)b, 
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因此 ,每 个 方程 f(x) = y 等 价 于 一 组 g 个 方程 f(x) = B;, 后 者 还 可 写成 
(xf) = B. 这 样 的 方程 组 称 为 纯 量 方程 组 . 

现在 我 们 再 假定 E 也 是 有 限 维 的 . 

在 有 限 维 空间 上 的 纯 量 方程 组 

定理 ” 设 E 是 n 维 向 量 空间 ;(x';)iey 是 E* 的 7 个 元 素 ( 即 上 的 7 个 线 
性 形式 ) 的 自由 族 , 则 对 任意 的 纯 量 六 , 纯 量 组 

(xx = 1 GED 

有 解 . 解 的 集合 形 如 xo + V, AXE VE Wn - > 维 向 量子 空间 . 

事实 上 ,x'; 属 于 E* 的 一 个 基底 B* ,这 个 基底 是 的 一 个 基底 B 的 对 偶 基 
底 . 

对 于 B* ,每 个 x'; 所 有 的 坐标 , 除 一 个 外 都 为 零 ,所 以 在 对 偶 基 B 与 B* 
下 ,《x,x';〉= 6&, 因 此 上 面 的 纯 量 方程 组 写成 

R= 7 GEI 

于 是 这 个 方程 组 对 于 i € IHE = OF i g 7 以 任意 为 解 . 因 之 ,定理 
PA VEE 中 使 得 坐标 (&;);e 全 为 零 的 向 量 组 成 的 子 空间 ,其 维 数 正好 是 n - 

为 了 研究 任意 的 纯 量 方程 组 ,引入 下 面 定义 : 

E* 中 由 族 (x';);ej 所 生成 的 子 空间 的 维 数 ( 即 线性 无 关 的 x’; 的 最 大 数 
目 ), 称 为 纯 量 方程 组 (x,x';〉= wi(i € 1) WR. 

利用 前 面 的 定理 ,可 以 证 明 : 

定理 ” 设 (x,x;〉= VE 7 了) 是 n 维 向 量 空间 E 上 秩 为 r 的 纯 量 方程 组 . 
要 使 它 至 少 有 一 解 , 充 要 条 件 是 对 每 个 零 线 性 组 合 > Aa’; = 0, 也 有 2) Am = 
0. 

当 这 个 方程 组 有 解 xo 时 , 解 的 集合 形 如 xo + VAE VEE Wn - > 维 向 
量子 空间 . 

推论 1) 要 使 n 维 向 量 空间 E 上 的 齐 次 纯 量 方程 组 有 非 零 解 , 充 要 条 件 是 
EWR > <n. 

2) 要 使 n 维 空间 上 的 一 组 ”个 纯 量 方程 组 有 一 且 仅 有 一 解 ( 克 莱 姆 方程 
组 ) , 充 要 条 件 是 对 应 的 齐 次 组 只 有 零 解 . 

为 了 进一步 研究 纯 量 方程 组 , 特别 是 为 了 给 出 可 以 确定 它 的 秩 的 方便 方 
法 ,要 用 到 行列 式 的 理论 ,本 节 就 从 略 了 . 
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第 四 讲 ”线性 映射 与 矩阵 ? 


这 期 讲座 的 前 面 几 讲 中 ,研究 了 主要 的 代数 结构 : 群 的 结构 , 环 的 结构 , 体 
的 结构 ,以 及 向 量 空间 的 结构 .我 这 一 讲 是 讨论 把 一 个 向 量 空间 映 和 人 另 一 个 向 
量 空 间 的 线性 映射 及 其 矩阵 表示 ,这 一 讲 里 我 们 将 碰 到 上 述 各 种 概念 的 一 些 例 
子 . 

本 讲 的 主题 正好 相当 于 前 不 久 所 谓 的 线性 变换 的 理论 ;老实 说 ,现代 观点 
并 未 产生 任何 实质 上 新 颖 的 结果 .我 要 讲 的 东西 ,你 们 大 家 都 知道 .现代 观点 以 
及 由 此 产生 的 数学 活动 规律 的 变化 ,其 所 以 有 价值 , 正 是 由 于 方法 的 谐 调 一 致 ， 
即 在 于 概括 的 威力 . 

这 时 的 线性 变换 理论 中 表达 方式 和 标号 细腻 入 微 , 在 其 浓 云 迷雾 的 掩盖 
下 ,基本 结果 和 证 明 的 主导 思想 便 很 难 突出 ,行列 式 以 及 由 此 建立 起 来 的 线性 
方程 组 理论 似乎 起 着 主要 的 作用 . 

按照 我 们 新 的 搞 法 ,喜欢 尽 可 能 少 用 表达 式 , 而 对 向 量 和 映射 加 以 直接 的 、 
内 在 的 论证 ,清楚 地 突出 奠定 理论 基础 的 那些 重要 的 代数 结构 ,而 且 不 再 使 用 
行列 式 ; 我 们 觉得 行列 式 是 一 种 工具 ,用 得 过 分 ,就 会 掩盖 那些 基本 代数 事实 简 
单 明白 的 面貌 .在 我 的 讲演 里 ,几乎 不 用 行列 式 ,只 是 讲 特征 值 的 那 部 分 是 个 例 
外 ;那里 不 用 行列 式 也 是 行 之 有 效 的 ,不 过 这 一 点 我 就 不 多 曙 唆 了 .我 仍然 假定 
大 家 知道 古典 的 线性 方程 理论 ,竭力 选择 各 种 不 同 的 证 明 ,以 显示 近世 代数 证 
明 方 式 的 运用 灵活 与 丰富 多 彩 . 

我 要 给 你 们 讲 的 理论 ,无 疑 会 使 你 们 感到 别扭 而 不 会 让 你 们 为 之 倾倒 , 因 
为 你 们 也 和 我 一 样 ,本 来 都 习惯 于 另外 一 套 东 西 .请 你 们 不 要 怪我 过 分 “抽象 ”: 
这 个 颇 为 悦耳 的 不 逊 之 词 究竟 是 什么 意思 ,是 很 难说 清楚 的 ; 而 散布 在 黑板 上 
的 粉笔 灰 的 数量 也 不 能 说 明 我 讲 的 内 容 的 具体 程度 .具体 的 东西 往往 正好 是 我 
们 习以为常 的 东西 , 即 是 在 我 们 个 人 的 成 长 过 程 中 占 主导 地 位 的 东西 .对 于 我 
这 一 代 很 多 数学 家 来 说 ,近世 代数 在 我 们 掌握 之 前 也 显得 抽象 . 而 在 我 们 更 年 
轻 的 同事 中 那些 ( 恕 我 冒 说 一 句 ) 从 小 受到 向 量 空间 甄 陶 的 人 看 来 ,近世 代数 
正 是 光彩 夺目 的 具体 之 物 . 

复习 ”集合 已 上 关于 一 个 可 换 体 K( 纯 量 体 ) 的 向 量 空间 结构 由 下 列 两 个 


O 原作 者 A. Lichnerowicz( 法 兰 西学 院 教授 ) . 
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合成 法 则 确定 : 

1 鳌 的 一 个 内 合成 法 则 ,用 加 法 表示 ,在 正 上 定义 了 一 个 阿 贝 尔 群 的 结构 ; 

2° 一 个 称 为 “用 纯 量 乘 ” 的 合成 法 则 :对 于 © K,x EE 相应 地 给 出 ax E 
E, 具 有 如 下 性 质 :对 任意 的 a,B € K,x,yOEA 

1-x = x,a(Br) = (aB)x 
(a + B)x = ax + Bx,a(x+y) = ax + ay 

这 里 所 考虑 的 向 量 空间 都 假定 为 有 限 维 的 , 维 数 是 指 EF 中 自由 向 量 的 最 
大 个 数 (或 者 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 ). 

E 的 向 量子 空间 是 E 的 子 集 了 ,使 得 对 任意 的 zx,yE TY,aE 天 有 x+ 了 ， 
ax € V.E 的 一 组 向 量 的 线性 组 合 是 EE 的 一 个 子 空间 的 元 素 ,这 个 子 空间 称 为 
“由 该 向 量 组 生成 ”. 向量 组 的 秩 是 其 中 所 含 自由 向 量 的 最 大 个 数 ,也 就 是 这 组 
向 量 生成 的 子 空间 的 维 数 . 

给 了 EE 的 子 空间 V, 则 存在 子 空间 0, 使 得 的 每 个 向 量 都 能 唯一 地 表 成 U 
的 一 个 向 量 与 的 一 个 向 量 的 和 .特别 有 U0 站 V = 0; URV EE 中 的 补 子 


空间 . 


1 th RA ME 

线性 映射 的 概念 

a) 设 有 两 个 向 量 空间 已 与 下, 维 数 分 别 为 n 与 p ,确定 在 同一 纯 量 体 K 上 
(例如 实数 体 或 复数 体 ). 

EN ERAF 的 一 个 映射 叫做 线性 映射 ,如 果 满 足下 列 两 个 条 件 : 

1) WHER x,y EE 有 f(x +y) = f(x) + f(y). 

2) 对 任意 x € E,a E KE flax) = af(x). 

把 E ERF RERIT S MESRA; E S Eh, WU FOF E R 
F WTA) Fa RY. 

五 上 的 线性 形式 ,就 是 一 个 线性 映射 ,把 E BRAK AR H a E e E 
空间 .车 该 形式 不 恒 为 零 , 则 它 还 是 把 EE 映 成 K 的 同 态 映射 .初等 几何 中 讲 到 很 
多 线性 映射 :在 初等 几何 的 空间 中 给 定 坐标 系 Oxyz, 取 所 有 (自由 ) 向 量 的 空间 
AE PHE «Oy 上 向 量 构成 的 空间 为 下 ,平行 于 0z 的 射影 为 映射 f, 这 是 把 E 映 
成 下 的 映射 . 

rR RR EME, F = 五 .中 心 为 0 ,比率 为 的 位 似 定义 一 个 把 五 映 成 
自身 的 一 一 映射 . 

b) 五 的 向 量 由 /产生 的 象 是 正中 的 向 量 , 它 们 构成 FTESE) 是 下 的 
一 个 向 量子 空间 .事实 上 ,车 (1,) 是 的 任 一 基底 , 因 /线性 , 故 相 应 于 向 量 
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得 到 F 的 向 量 
f(x) = D 1) (2) 
因此 ,f(E) 的 每 个 元 素 均 可 表 成 /(1 i) 的 线性 组 合 .反之 ,下 的 每 个 向 量 ， 
如 果 可 以 表 为 系数 是 (x') 的 这 种 线性 组 合 , 就 是 (1) 由 f 产生 的 象 ,从 而 ACE) 
Æ FP fC) 生成 的 子 空间 . 

SCE) 的 维 数 叫做 线性 映射 了 的 秩 ; 这 个 秩 r 正好 就 是 F 的 那 组 个 向 量 
FCL) 的 秩 , 故 r < n,p. 

c) AWE ERRE) 的 映射 是 一 一 的 , 则 f(x) = 0 蕴涵 x = 0. 若 式 (2) 确 
定 的 f(x) 为 零 , 则 式 (1) 确定 的 x 为 零 , 所 以 x! = 0. 因 此 , 诸 f(1;) 构 成 自由 组 ， 
rs n, I% 

dim f(E) = dim E 

反之 ,考虑 两 个 同 维 数 的 空间 EP. 容易 构造 它们 之 间 的 一 个 同 构 映 射 : 
HCL) 是 已 的 基底 , (f;) EF 的 基底 , 设 f 把 x = Dl E ERRA) = 
> xif; € .立即 可 以 验 明 , 这 样 就 定义 了 一 个 把 记 映 成 F 的 一 一 线性 映射 /， 
即 同 构 映 射 .因此 ,两 个 向 量 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 维 数 相 同 . 

向 量子 空间 的 象 

a) 线性 映射 A 有 个 基本 性 质 , 即 保持 向 量 空间 的 结构 . 确切 地 讲 , 若 了 是 瑟 
的 向 量子 空间 , 则 了 的 向 量 由 /产生 的 象 是 下 的 向 量 ,它们 构成 的 下 的 一 个 子 集 
f(TV) 成 为 的 向 量子 空间 .只 需 将 /限制 在 VY 上 ,应 用 刚才 对 f(E) 得 到 的 结 
即 可 . 吞 f 一 一 , 则 dim V = dim ATY); 向 量 组 的 秩 在 同 构 映射 下 不 变 . 

若 WEE) KTZ, (W) 是 五 的 向 量 集合 ,这 些 向 量 由 了 产生 的 象 
属于 W. EA, S W) Vide EF; BELA x,y © fW), I f(x + 
y) =f(x) + f(y) E W, i x+y € f'(W); RE, Æ a € K, W flax) = 
afl x) EW, ik ax E f(W). 

FG GR W = 0, 则 广 :(0) Æ E 的 子 空间 . 

b) 关于 这 个 子 空间 ,我 们 将 建立 如 下 定理 : 

定理 ”向 量 空间 (CE) 同 构 于 /1(0) 在 E 中 的 任何 补 子 空间 . 

设 工 是 广 !(0) E E 中 的 补 子 空间 .对 于 每 个 元 素 z © L, 相 应 地 得 到 (CE) 
的 元 素 f(z). 易 见 f(E) = f(L); 事 实 上 , 若 f(x)(x EE) 是 f(E) 的 任意 元 素 ， 
考虑 分 解 


x=y+z (y E f'(0),z € L) 
我 们 有 f(x) = fly) + f(z) = f(z) (A fly) = 0). 
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如 上 定义 的 映射 是 把 工 映 成 {(E) 的 一 一 映射 ,因为 , 若 f(z) = 0,0 z © 
LAFO 是 零 元 素 . 这 样 ,我 们 就 定义 了 把 工 映 成 f(E) 的 一 一 线性 映射 OL 
与 f(E) 同 构 . 由 此 推出 

dim 广 !(0) =n-r 

特别 ,要 使 f 是 把 E 映 成 /(E) 的 同 构 映射 , 充 要 条 件 是 + = n. 要 使 f 把 E 
映 成 F, AERE r = p. 要 使 把 E 映 成 的 同 构 , 充 要 条 件 是 r+ = n = p. 

HE E BRA F 的 映射 构成 的 向 量 空间 

对 于 把 互 映 和 人 下 的 线性 映射 构成 的 集合 L(E,) ,我 们 可 以 把 EE 上 的 线性 
形式 的 集合 中 引入 的 合成 法 则 加 以 推广 ,在 LCE, F) 上 引入 两 个 合成 法 则 如 
下 : 

le 对 于 已 知 的 f,g © LCE, F) 我 们 可 以 相应 地 得 到 一 个 映射 , 记 为 /+ g, 
定义 如 下 :对 任意 的 xEE 

f+ g:x—> f(x) + g(x) 

这 映射 显然 是 线性 的 . 

L 对 于 已 知 的 a E Kf © Z( 已 , 忆 ) .我们 可 以 相应 地 得 到 一 个 映射 , 记 为 
aj, 定 义 如 下 SERN x E E 

af:x > flax) = af(x) 

这 af 显然 也 是 线性 的 . 

容易 验 明 ,这 两 个 法 则 总 起 来 在 LCE, F) 中 确定 了 向 量 空间 的 结构 .于 是 
我 们 有 了 线性 映射 的 相 加 , 以 及 线性 映射 与 纯 量 的 乘法 . 零 映射 使 得 与 所 有 
x E 五 对 应 的 元 素 都 是 0 E Ff 的 反映 射 使 得 对 于 每 个 x E E 相应 地 给 
f(x) 的 反 向 量 . 

两 个 或 多 个 线性 映射 的 积 

考虑 三 个 向 量 空间 EB, FG. RIE n, p,q. fÆ E 映 入 下 的 线性 
映射 ,g 是 把 F 映 入 G 的 线性 映射 . 今 考虑 把 E 映 入 G 的 一 个 映射 ,定义 如 下 : 若 
x E E, Wè f 得 到 F 的 元 素 y = f(x), 然 后 按 g 得 到 G 的 元 素 z = gly) = 
g(f(x)). 这 个 把 E 映 入 G 的 映射 记 为 g。f. 它 是 线性 的 ,因为 对 于 a © K,x， 
xyr E EK 

g(f(x1+ x2)) = (f(x) + f(x2)) = g(f(x1)) + gfx) 
g(flax)) = glaf(x)) = ag(f(x)) 

线性 映射 g。f 叫做 线性 映射 f 与 g 的 合成 或 积 .这 个 乘 显然 可 以 推广 到 两 
个 以 上 的 线性 映射 ,而且 按 定义 显然 是 结合 的 ,关于 ( 工 ( 忆 , 太 ) LCF, C)) 线 
性 映射 的 加 法 是 分 配 的 . 
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线性 映射 的 矩阵 表示 
a) È n 维 向 量 空间 E,p 维 向 量 空间 下, 在 E 中 选 一 基底 (1;). 这 一 基底 取 
定之 后 ,对 于 每 个 线性 映射 fE L(E,F), 相应 地 得 到 玉 的 一 组 nn 个 向 量 
(f(L)); 反 之 ,对 下 的 任何 一 组 n 个 向 量 (f), 也 相应 地 有 一 个 把 EE 映 和 信 F 的 映 
射 f, 即 是 把 
x= Salt E E 
映 成 y= aif EF 
的 映射 .这 个 映射 是 线性 的 ,并 且 使 得 f(1;) = fi. 
因此 ,在 E 中 选 定 一 基底 ,我 们 能 定义 一 个 一 一 映射 ,把 L(E,)( 把 E 映 
AF 的 线性 映射 的 集合 ) 映 成 F 的 所 有 nn 元 向 量 组 构成 的 集合 . 
b) 为 了 确定 这 样 一 组 中 的 所 有 向 量 , 最 方便 的 是 按照 F 的 一 个 基底 引入 
它们 的 分 量 . 设 有 的 基底 (s,)(jy = 1,2,…,p), 将 A) 用 这 基底 表 出 
fL) = ale, + a?E2 Ny ai Ep 
a = ase, 十 aE, aptae a a Ep (3) 
fha) = ale, + aE “中 are, 


这 样 我 们 一 共 引 入 了 的 np 个 数 :把 它们 排 成 一 个 和 矩形 表 


E e 
1 2 D 
az aî woe a 
A=]. . .|= Caf) 
al a > a 


(i = 1,2,-*,n3p = 1,2,°°,p) 

这 样 一 个 表 用 字母 4( 或 别 的 大 写字 母 ) 表示 , 称 为 n 行 p 列 和 矩阵 (或 nxp 
JERE). 

因此 ,在 五 与 尺 中 分 别 选 定 了 基底 后 ,对 于 每 个 线性 映射 ,通过 (3) 得 到 相 
应 的 n x p 矩阵 , 称 为 了 在 所 选 定 基 底下 的 表示 矩阵 .反之 , 设 用 的 元 素 组 成 
的 n xp 和 矩阵 ,在 同一 行 上 的 元 素 ,是 某 个 向 量 f 在 下 的 已 知 基 底下 的 分 量 ,这 
样 就 得 到 F 的 nn 个 向 量 ,根据 a) ,这 些 向 量 定义 一 个 线性 映射 f. 于 是 有 

定理 RHE E SFER, ARG) 定义 了 一 个 一 一 映射 ,把 LCE, F) 
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映 成 所 有 n x p 矩阵 的 集合 . 

c) 考虑 向 量 空 间 民 , 它 的 元 素 是 K 中 p 个 数组 成 的 序列 , KP 有 一 标准 基底 
(基底 (1,0,…,0),(0,1,0,…,0),…,(0,0,…,1)). 设 有 一 n x p AREA, A 的 每 
一 行 确定 的 一 个 向 量 , 称 为 行 向 量 . 这 一 组 n 个 行 向 量 的 秩 称 为 矩阵 4 的 
fk. 

到 的 基底 给 定 后 ,就 确定 K? 与 之 间 的 一 个 同 构 映 射 ,使 得 互相 对 应 的 向 
量 有 相同 的 分 量 .对 于 任意 选取 的 与 的 基底 .4 的 秩 等 于 诸 行 向 量 确定 的 
正中 那 一 组 ”个 向 量 的 秩 ,所 以 4 的 秩 就 是 以 4 为 表示 和 矩阵 的 映射 的 秩 .因此 ， 
每 个 矩阵 4 与 其 所 表示 的 线性 映射 F 有 相同 的 秩 . 

正如 常用 向 量 的 分 量 去 处 理 向 量 ,或 用 点 的 坐标 处 理 点 一 样 ,用 线性 映射 
的 表示 和 矩阵 来 处 理 映射 也 往往 很 方便 ,其 结果 就 是 地 地 道道 的 有 关 线 性 映射 的 
“解析 几何 ”. 

SEER TA IF 

a) 投影 矩阵 

在 通常 的 几何 空间 中 ,给 了 三 个 单位 向 量 i,j,k, 两 两 正 交 . 命 为 通常 的 
几何 向 量 组 成 的 向 量 空间 ,是 i,j 生 成 的 子 空间 ,f 是 E 在 Ff 上 的 垂直 投影 ,这 
是 把 E 映 成 F 的 线性 映射 ;E 有 基底 (i,j,k) ,有 基底 (i,j) ,我 们 有 


fli) =i 
Lia) =j 
f(k) = 0 


Fa Ee aS 


它 的 秩 是 2, f(E) 的 维 数 = FF 的 维 数 . 

b) 位 似 和 矩阵 

EF 同上,F 与 6 同 ,f 是 把 E 映 成 自身 的 一 个 线性 映 ,由 比率 为 4 的 一 个 位 
WHE; E 与 F 有 基底 (i,j,k) 


SG) =A 


fi = ài 
f(k) = àk 


由 此 表示 和 矩阵 
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和 矩阵 代数 :加 法 以 及 与 纯 量 的 乘法 

用 M(n,p) 表示 由 K 的 元 素 构成 的 n x p 矩阵 的 集合 .我 们 要 在 M(n,p) 
上 定义 一 个 关于 天 的 向 量 空间 结构 . 

a) M(n,p) 中 两 个 元 素 的 加 法 . 设 4 与 B 是 两 个 由 K 的 元 素 构成 的 n x p 
矩阵 . 若 与 FF 是 K 上 的 两 个 向 量 空间 , 维 数 分 别 是 n 与 p ,基底 分 别 为 (1;) 与 
(¢,),4,B 是 把 E 映 人 FF 的 两 个 线性 映射 /与 g 在 此 基底 下 的 表示 和 矩阵， 

我 们 来 讨论 映射 f + g 在 如 上 基底 下 的 表示 矩阵 S. 若 4 = (af),B = 
(好 ) ,我 们 有 


f) = X afe, g(h) = Dibe, 


所 以 (f+ gL) = fi) + gi) = >) (at + be, 
S 的 元 素 为 
si = ai + bf (4) 
n x p IERES, EIRA) 给 出 , 称 为 矩阵 4 与 B 的 和 
S=A+B 


这 样 定义 的 合成 法 则 使 M(n, p) 具有 阿 贝 尔 群 的 结构 .和 矩阵 O 是 所 有 元 
素 都 为 零 的 矩阵 ;把 一 个 矩阵 的 元 素 都 换 成 其 反 元 就 得 到 该 矩阵 的 反 和 矩阵 . 

b) 与 纯 量 的 积 ,记号 不 变 ,a E 天 ,讨论 映射 af RIRE P. A 

SA) = Date, afl) = Jaate, 
故 P 的 元 素 为 
pi = aa (5) 

容易 验 明 ,如 上 定义 的 两 个 法 则 使 Mn, p) 具有 向 量 空间 的 结构 . 

c) 在 与 F 中 各 选 定 一 基底 ,考虑 把 L(E, 下 ) 映 成 M(n,p) 的 一 个 一 一 
映射 $: 对 任何 线性 映射 /€ LCE, F) 使 它 的 表示 矩阵 4 = $8(7) 与 之 相应 . 根 
据 上 面 加 法 以 及 与 纯 量 的 积 的 定义 有 

$f+g) = $(f) +l), $ af) = ab(f) 
所 以 ,$ EWES LCE, F) 映 成 向 量 空间 M(n,p) 的 同 构 映射 . 

容易 构造 M(n,p) 的 一 个 基底 : 设 Ei 是 n x p 和 矩阵 , 它 的 每 个 元 素 除 去 
ef =1 外, 其余 为 0. 显 然 , 若 4 = (at), 

A = DatEi 

这 样 ,每 个 n xp 矩阵 都 可 以 表 成 诸 Ei 的 线性 组 合 .而 且 对 O 和 矩阵 ,所 有 的 
系数 都 必须 是 0. 诸 Fi 构成 M(n,p) 的 一 基底 , 它 由 np 个 元 素 (和 矩阵 ) 组 成 . 因 
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此 ,彼此 同 构 的 向 量 空间 M(n,p) 5 LCE, F) 的 维 数 都 是 np. 

矩阵 的 积 

从 线性 映射 的 合成 或 积 出 发 ,在 某 些 情形 可 以 定义 矩阵 的 积 . 设 EF, G 
是 K 上 的 三 个 向 量 空间 , 维 数 分 别 为 n, p,q, DIEE), (£), (m). 

对 于 所 选 的 这 些 基底 , 命 n x p ERA 是 把 瓦 映 人 五 的 映射 的 表示 和 矩阵， 
px q ERE B 是 把 F BRA G 的 映射 g 的 表示 矩阵 .现在 讨论 把 E BLA G 的 映射 
g e 的 表示 和 矩阵 D;D 是 n x q EE. E 


FL) = Daje, gle) = Dm 


则 g(f(1)) = Datele.) = djatb’n, 
即 g(f(1)) = DO a) 
故 矩 阵 D 的 元 素 为 
d = > jase’ (6) 


矩阵 九 叫 做 4 FEB 的 积 , 记 成 AB. (24 A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 时 ,乘积 
AB 才能 进行 ,乘积 AB 是 n(4 的 行 数 ) x q(B 的 列 数 ) 矩阵 .下 列 性 质 是 显然 
的 . 

1) 和 矩阵 的 积 是 结合 的 : 若 4 是 n x p ME, B 是 p x q 矩阵 ,C 是 g x r 
阵 , 则 

(AB)C = A(BC) 
这 显然 是 因为 各 个 和 矩阵 所 表示 的 线性 映射 的 积 满足 结合 律 . 

2) 和 矩阵 的 积 关于 加 法 是 右 分 配 与 左 分配 的 : 若 4,4; 5 A Æ n x pE, 
B,B, 5 By Æ p x q Æ, N 

(A, + A2)B = A,B + A,B,A(B, + B2) = AB, + AB, 
因为 相应 的 线性 映射 有 同样 的 关系 . 

3) WA En x p HM, B 是 p x q EE, RITER AB (BRA n = q 时 
才能 作 积 BA ,这 时 BA 是 p x q ER, M AB 是 n xz 和 矩阵 .即使 还 有 mm = p, R 
们 也 容易 举例 说 明 AB 与 BA 一 般 是 不 同 的 ,所 以 ,乘积 不 是 可 换 的 . 

积 的 例子 

a) 考虑 直角 坐标 平面 x0y ,i,j ERALA; E, F, GRE, j 
所 生成 的 向 量 空间 , 取 /为 旋转 a 角 的 映射 ,g 为 关于 Ox 轴 的 对 称 映射 , 则 对 基 
底 (i,j) 而 言 

oe = icos a + jsina 
fj) =- isin a + jcos a 


Zea 
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ane | cosa sin ol =i 


-sina cosa lg(j) =-j 
的 表示 和 矩阵 为 
| 
B = 
0 -1 
所 以 
1 0 cos a sin a cos a sin a 
Ba = (3 中 By 
0 -1\ -snaw cosa sna — cos Q 
cos a sin a\/1 0 cos a — sina 
AB -| Ka 
- sina cosa/\0 -1 一 Sinaw -—cosa 


几何 上 看 , BA 表示 先 关于 Ox 轴 作 对 称 然后 旋转 a 角 , 即 关于 倾角 为 5 的 


直线 作对 称 ; 4B 表示 关于 倾角 为 - 的 直线 对 称 . 
b) 再 考虑 矩阵 表示 这 一 小 节 中 例 a) 的 投影 矩阵 ,但 视 为 把 EAE aye 
射 . 它 在 (i,j,k) 下 的 表示 矩阵 为 


1 0 0 
4 = 1 0 
0 0 0 
几何 上 看 ,f。f = f, 由 此 推出 AA = 4 ,这 结果 也 可 以 直接 验证 ， 
一 个 向 量 关 于 基底 的 矩阵 表示 
设 E 是 体 K 上 的 向 量 空间 ,把 K 视 为 一 维 向 量 空间 ,其 标准 基底 是 1 对 于 
把 K 映 入 EE 的 每 个 线性 映射 8, 相 应 地 有 EE 的 向 量 x = 上 (1) ,反之 ,对 于 EE 的 每 
个 向 量 x, 也 相应 地 有 一 个 把 K 映 入 的 映射 
E:a —* ax (a € K) 
因此 我 们 在 5 与 L(K,E) 之 间 定 义 了 一 个 同 构 映 射 . 
E E 中 选 定 基 底 (1.), 则 
GUI) = x = why + x ly + + l, 
从 而 关于 所 选 基底 的 表示 和 矩阵 是 1 x n 和 矩阵 
X= (x! x? xx) 
这 个 和 矩阵 叫 向 量 x 关于 基底 (1;) 的 表示 和 矩阵 . 
设 是 K 上 的 另 一 向 量 空间 ,f 是 把 E 映 入 FF 的 线性 映射 .映射 /。& 是 把 
K 映 入 玉 的 线性 映射 ,相当 于 向 量 f(x) A 是 /关于 基底 (1,) 的 表示 矩阵， 
(é,) 是 下 的 基底 , 则 /。& 关 于 1 与 (&,) 的 表示 矩阵 是 XA ,这 个 1 x p 矩阵 是 
的 向 量 f(x) 关于 基底 (&,) 的 表示 矩阵 . 
这 样 ,一 个 向 量 空间 的 向 量 可 以 表 为 一 个 单行 矩阵 下 ,这 个 矩阵 的 列 数 就 
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是 该 空间 的 维 数 . 在 线性 映射 下 向 量 的 象 由 同样 类 型 的 矩阵 XA 表示 , 即 是 原 
向 量 的 表示 矩阵 乘 以 该 线性 映射 的 表示 抢 阵 之 积 . 

线性 形式 关于 基底 的 表示 和 矩阵 

Ay y* 是 向 量 空间 上 的 线性 形式 . 依 定义 ,y* MEH FRAK BRER 
射 . 若 (g,) 是 FF 的 基底 ,1 是 K 的 标准 基 度 , 则 y* 的 表示 矩阵 由 如 下 公式 得 到 


y* (81) = yl 

y* (e2) = yl 

y* (e) = ypl 
yr 
即 peal 
Yp 


这 里 Y* 是 1 列 矩 阵 . 

令 f 是 把 E 映 入 F 的 线性 映射 ,映射 y”。f 就 是 把 E 映 入 kK 的 线性 映射 ， 
即 E 上 的 线性 形式 , 亦 即 的 对 偶 空间 E* 的 元 素 . 若 4 是 f 关 于 E 的 基底 (1;) 
Al F 的 基底 (&,) 的 表示 和 矩阵, 则 y”。f 关 于 (Li) 与 1 的 表示 和 矩阵 是 AY”. 

所 以 ,由 f 导 出 一 个 把 F* BRA E* 的 线性 映射 广 ,其 定义 如 下 

f*:y* GF ey eo fe 

这 是 f 的 对 偶 映 射 .如 果 要 得 到 这 个 映射 在 i* 和 EE* 关于 已 知 基底 的 对 偶 基 
下 的 表示 ,就 要 考虑 转 置 (交换 行 与 列 ) 矩阵 ,再 按 相应 的 形式 处 理 . 


3 线性 算 子 与 方 阵 


eae 


线性 算 子 环 与 方 阵 环 
a) AT n 维 向 量 空间 E, 使 映 入 自身 的 线性 映射 称 为 E 的 线性 算 子 (或 
E 的 自 同 态 映 射 ). 


只 要 假定 就 是 ,前 面 的 整个 理论 都 可 用 于 线性 算 子 .为 了 用 和 矩阵 表示 
线性 算 子 f, 只 需 给 出 的 基底 (1;) ,并 将 向 量 f(1;) 用 这 基底 表 出 
fC) = > of, 
因此 , 算 子 f 在 基底 (1;)( 一 般 情形 的 基底 (s, ) 与 (1;) 一 致 ) 下 由 一 个 nxn 
EEE) 表示 
A= (ak) 


À 名 
in - 
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b) 设 L(E,E) 是 的 线性 算 子 的 集合 ;L(E,E) 自然 具有 向 量 空间 的 结 
构 . 不 仅 如 此 ,E 的 两 个 线性 算 子 的 积 g。f 恒 有 定义 , 仍 为 E 的 线性 算 子 .在 
L(E,E) 中 的 这 种 合成 法 则 是 结合 的 ,关于 加 法 右 分 配 且 左 分 配 , 但 不 是 交换 
的 .最 后 ,存在 一 个 值得 注意 的 线性 算 子 , 即 恒 等 算 子 e: E 的 每 个 向 量 对 应 
的 是 该 向 量 自身 ;对 任意 AE L(E,E), 有 
feezerf=f 
因此 ,上 述 合成 法 则 有 一 单位 元 素 . 若 a € 天 , 则 
f° (ae) = (ae) f= af 
所 以 ,用 纯 量 a 相 乘 ,可 视 为 线性 算 子 乘积 的 特例 ( 左 乘 或 右 乘 以 ae 的 积 ). 
这 样 一 来 ,在 LCE, E) 上 就 有 两 个 合成 法 则 : 
一 个 法 则 用 加 法 表示 ,使 L(E,E) 具有 阿 贝 尔 群 的 结构 ; 另 一 个 法 则 。 表 
示 ,满足 非 可 换 环 的 公理 ,有 单位 元 素 . 
定理 ”线性 算 子 的 加 法 与 乘法 在 L(E,E) 上 定义 一 个 有 单位 元 素 的 非 可 
换 环 结构 . 
c) BW M(n,n) ten x 方 阵 的 结合 ;两 个 这 样 的 矩阵 4 ,好 的 乘法 恒 有 意 
义 ,4B = (2bjal) .在 E 中 选 定 基底 (ei) ,考虑 把 L(E,E) BE M(n,n) 的 一 


一 映射 了» 相应 于 每 个 线性 算 子 f, 映 射 » 给 出 这 个 算 子 的 矩阵 表示 4 = OCS). HE 
据 矩 阵 加 法 与 乘法 的 定义 有 
$f + ge) = $f) + (eg), beef) = $(g) + Hf) 
前 面 对 LCE, F) 得 到 的 结果 对 于 M(n,n) 自然 成 立 .特别 ,矩阵 的 乘积 有 
单位 元 素 , 即 恒 等 算 子 的 表示 和 矩阵 


1 0 ... 0 

0 1 … 0 
Pal. ， . |= (a) 

0 0 eee 1 


由 上 可 得 如 下 定理 : 

EH nx 矩阵 的 加 法 与 乘法 在 WM(n,n) 上 定义 一 非 可 换 环 结构 ,有 单 
位 元 素 并 同 构 于 L(E,E) 的 环 结构 . 

这 样 的 环 可 以 有 零 因 子 , 即 有 可 能 两 个 矩阵 的 积 为 零 ,但 其 每 一 因子 都 不 


为 零 , 如 下 例 所 示 
a 0\/0 0 0 0 
中 = lo o) 
最 后 ,容易 定义 系数 在 K 中 , 变 元 (向 量 ) 在 算 子 环 或 方 阵 环 中 的 多 项 式 . 
令 


A? = I,A! = A,A? = AA,…,A? = 4p-14 
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立即 有 
APA! = Arta = AAP 
单项 式 是 A NAS a C KERA. 多项式 是 有 限 个 单项 式 的 和 .对 于 系数 
与 变 元 都 在 中 的 任何 多 项 式 
POD = Mat 


k=0 


我 们 可 以 相应 地 给 出 一 个 矩阵 变 元 多 项 式 
P(4) = SA? (A € M(n,n)) 


k=0 


若是 复数 体 ,可 取 P(E) 如 下 
P(t) = wl (t= 0) 
可 以 立即 验 明 ~ 
P(A) = a T (A - wa) 


正则 线性 算 子 与 正则 矩阵 

a) 巨 的 线性 算 子 /叫做 正则 的 ,如 果 它 是 把 瑟 映 成 五 的 线性 映射 ./ 是 正则 
的 充 要 条 件 是 f(E) 与 重合 , 即 f 的 秩 是 n. 若 /的 秩 为 n, 则 f 是 一 一 的 ,并 确 
定 一 把 E 映 成 EE 的 同 构 映 射 ,我 们 把 这 样 的 了 叫做 自 同 构 映射 , 非 正则 的 算 子 
叫 奇异 算 子 . 

两 个 正则 线性 算 子 /与 g 的 积 g。f 显 然 是 正则 的 线性 算 子 , 因 它 把 EE 映 成 
.反之 ,车 fg 是 两 个 线性 算 子 ,使 得 g。f 正 则 , 则 了 与 g 全 都 是 正则 算 子 . 
事实 上 

rang(g ° f) = dim g(f(E)) < dim f(E) = rang(f) 

由 于 rang(g。f) = n, 有 rangf = n, 故 f 正 则 ,f(E) = E; 由 于 g(E) 的 
维 数 是 n,g 也 正则 . 

设 f 正 则 , 故 f 一 一 ,所 以 对 于 每 个 y E E, 相 应 地 有 了 唯一 一 个 向 量 x, 使 得 
y = f(x) :48 E HRE 的 一 一 映射 y 一 x 是 f 的 逆 映 射 广 ! 使 得 对 每 一 zx E E 
有 

f 'Ufx)] = x (7) 

这 就 是 映射 广 ! 的 特性 .按照 与 前 述 相同 的 论证 可 见 , 广 :是 线性 的 ,所 以 每 

个 正则 线性 算 子 /都 有 逆 映 射 广 :, 它 也 是 正则 线性 算 子 , 故 也 有 逆 算 子 .显然 ， 
fo! BOE f. 关 系 (7) 以 及 交换 了 和 广 : 而 得 的 关系 可 以 改写 为 

flafefef ss (8) 

若 两 个 线性 算 子 /与 g 使 得 g。f = e, 则 它们 是 正则 的 ,并 且 对 于 每 个 x E 
EA 
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g(f(x))= x 

这 表明 g 是 正则 线性 算 子 f BKAT. TE FERA: 

定理 乘法。 使 的 正则 线性 算 子 的 集合 具有 群 结构 ,这 个 群 称 为 E 的 
自 同 构 群 . 

若 f 与 g 是 两 个 正则 线性 算 子 , 则 g。f 正 则 , 故 存在 逆 算 子 ,就 是 /-!。g-!. 
这 一 性 质 对 任何 一 个 群 都 成 立 ,因为 

fo sg sgt fa f sfeoe 

b) 46S IE WAG MER HRR E BE AY ATES) SPE BE fk — 7S EE E ME 
阵 , 充 要 条 件 是 : 它 的 秩 是 n. HE EDER, SBIR B: 对 于 每 个 正则 线 
性 算 子 ,相应 地 给 出 这 个 算 子 的 矩阵 表示 . 这 个 映射 可 以 将 前 述 的 有 关 正 则 算 
子 的 结果 转化 成 正则 和 矩阵 的 结果 . 

特别 ,对 每 一 n x n 正则 矩阵 4 ,存在 唯一 x n 矩阵 4-!, 使 得 对 任意 1 x 
n ERX 


XAA! = X 
即 AA! = 了 
A`! 是 正则 的 , 称 为 4 的 逆 矩 阵 ,还 满足 

AA =I 


上 面 的 讨论 表述 成 下 面 定理 : 

EHE nx n 矩阵 的 乘法 使 得 由 K 中 元 素 组 成 的 n xz 正则 和 矩阵 的 集合 具 
有 群 结构 ,这 个 群 同 构 于 KER n 维 向量 空 间 的 自 同 构 群 , 称 为 的 n 元 线性 
群 , 记 为 GL(n,K). 

若 4 与 召 是 两 个 mn x n ENEH, N AB 正则 FA B-14 1. 还 要 注意 ， 
若 4 正 则 , 则 等 式 4B = 0 与 B4 = 0 中 任何 一 个 都 蕴涵 BB = 0. 因 为 , 设 A-! 
是 A 的 道 ,由 4B = 0 得 4-14B = 0, 或 B = 0, 另 一 等 式 仿 此 可 得 . 

行列 式 的 作用 

a) 每 个 n x n 方 阵 都 有 其 相应 的 行列 式 D(4)( 其 值 属于 KK). 行列 式 为 零 
的 充 要 条 件 是 行 向 量 组 线性 相关 , 即 和 矩阵 的 秩 小 于 ”所 以 ,一 个 矩阵 是 正则 的 
充 要 条 件 是 它 的 行列 式 zz 0. 

EA 与 B 是 两 个 n x n RE, BATE TF 

D(AB) = D(A)D(B) 
b) 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 使 我 们 直接 得 到 正则 矩阵 4 RE A! 的 元 


素 . 
设 了 是 已 知 的 n x 1 ME, X fen x 1 未 知 和 矩阵 , 则 矩阵 方程 
AX = 了 
化 为 一 组 n 个 线性 方程 
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> os =y (j =1,2,°,n) 
这 是 克 莱 姆 方程 组 . 若 地 是 D(4) 按 ; 行 或 7 列 的 展开 式 中 元 素 ai 的 系数 , 则 


>, ai n ai noo 
# = DT = 2 peayy = 2b 


j=l 


这 里 令 
8 = Bra) (9) 
车 B = OD, WA FIM 
X = BY 
BEA WER. 
利用 方 阵 确定 任意 矩阵 的 秩 


给 了 n xz 和 矩阵 4,9qg < n,p,; 从 4 中 划 去 n - g 行 与 p - q 列 得 到 的 g x q 
方 阵 , 称 为 从 A 选 出 的 g 阶 方 阵 .矩阵 A 的 秩 可 利用 下 列 定理 确定 . 

定理 ”和 矩阵 A 的 秩 等 于 从 A 中 可 以 选 出 的 正则 方 阵 的 最 高 阶 数 . 

WA 的 秩 为 r. 要 证 明 : 不 可 能 从 A 中 选 出 一 个 正则 方 阵 ,其 阶 数 ， > r+, 但 
却 能 从 4 中 至 少 选 出 一 个 正则 方 阵 , 其 阶 数 为 x. 

因 A 的 秩 为 r, 故 4 的 *(> 7) 个 任意 行 向 量 是 线性 相关 的 . 设 B 是 从 A 选 
出 的 s 阶 方 阵 . 它 的 行 包含 在 4 的 s 行 中 ;所 以 ,B 的 行 向 量 组 是 线性 相关 的 ,B 
的 秩 不 是 sit B 非 正 则 . 

定理 的 后 一 部 分 证 明 稍 长 .考虑 向 量 空间 Kr,(s,) 是 其 标准 基底 . 

E 4 的 秩 为 >, 则 4 中 存在 一 组 r 个 自由 行 向 量 ,为 简化 记号 ,假定 就 是 A 
的 前 + 行 , 记 为 (X46)(a = 1,…,7r). 令 V Æ E PR (A,) 生成 的 向 量子 空间 . 

E r < p, 则 至 少 存在 一 £, 不 属于 Vi, 所 以 同 诸 A, 线性 无 关 ; 将 这 一 e 加 
到 A, 中 ,再 考虑 这 样 得 到 的 一 组 新 向 量 . 容易 看 出 ,在 (g,) 中 总 是 可 以 选取 
Pp -个 向 量 , 同 诸 和 。 一 起 成 为 姻 的 一 个 基底 ; 设 这 p - r 个 向 量 是 (&,,1,…， 
5 ) ,或 简 记 为 (sa)( = r + 1,…,p). 

用 VÆR 配 中 由 r 个 向 量 (gs,,…,s,) 或 (gs。) ERE OV, 


(s) 生成 的 子 空间 .显然 , Vi 与 VAE Vs 的 补 子 空 间 . 令 x = DI wig, € V, 


KP J: Vy Vy VELA, RL : 
x=ytz (yE Vo,z € V3) 


y= pa ee = y ME， 
由 x 一 y 所 定义 的 把 Vi 映 入 VW 的 映射 f 显 然 是 线性 的 . 它 是 一 一 的 ,因为 
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只 有 对 同时 属于 Vi 与 内 的 向 量 x, 即 零 向 量 ,才能 = 0. 因 此 f 的 秩 等 于 Vi 的 
维 数 +, 而 是 把 Vi 映 成 V 的 同 构 映 射 . 
在 这 同 构 映射 下 ,与 向 量 


对 应 的 向 量 是 


flag) = X ate, (a = 1 mr) 


在 Vi 的 基底 (4。) 和 V 的 基底 (ge ) 下 , 同 构 映 射 /的 表示 矩阵 互 = (02) 有 秩 
r, 故 为 正则 矩阵 ,这 就 是 从 A 中 选 出 的 r 阶 正则 矩阵 . 
反 变 与 相似 矩阵 
a) 设 g 是 E 的 正则 线性 算 子 ,(1;) Æ E 的 基底 ,P 是 g 在 此 基底 下 的 正则 
表示 和 矩阵 . n 个 向 量 g; = g) 构成 自由 向 量 ,它们 确定 的 男 一 基底 .反之 ,给 
也 的 一 个 基底 (s;), 则 存在 唯一 的 线性 算 子 g 将 基底 (1;) 映 成 基底 (si;) :这 个 
算 子 显然 是 正则 的 ,对 于 x = >) xih 相应 地 给 出 g(x’) = Dd) a'e. 
向 量 x = g(x’) 是 的 向 量 ,在 基底 (g;) 下 由 1 xz 和 矩阵 确定 
X' = (x") 
在 原来 的 基底 (1;) 下 , 它 由 下 面 矩 阵 确定 
X = X'P 
因此 ,给 了 两 个 基底 (1;) 与 (g;) ,如果 在 前 一 个 基底 下 由 正则 和 矩阵 P 表示 
的 线性 算 子 把 前 一 个 基底 变 成 后 一 个 基底 ,那么 在 前 一 基底 下 由 和 矩阵 站 表示 
的 向 量 x 在 后 一 基底 下 则 表 为 下 面 的 矩阵 
X’ = XP) (10) 
这 就 是 所 谓 向 量 分 量 的 反 变 式 变换 的 意思 . 
b) 设 空间 有 两 个 基底 (1;) (e), A 是 n x n EE, IF) 表示 某 一 线 
性 算 子 f, 如 果 X lx C 天 在 基底 (2a) 下 的 表示 , 则 向 量 f(x) 的 表示 为 
7 = XA 
关于 (sgi),z Sf(x) PARA 
X’ = XP-!,Y’ = YP-! 
因此 Y’ = XPAP-! 
关于 基底 (&;) 的 表示 和 矩阵 是 
B = Ph4P- (PE GL(n,K)) 
和 矩阵 B 叫做 4 关于 线性 群 的 相似 矩阵 ; A 与 B 是 同一 线性 算 子 在 不 同 基 底 
下 的 表示 和 扼 阵 .特别 ,如 果 给 出 指标 i 所 成 序列 的 置换 x, 则 和 矩 阵 A = (a) 与 
B = (a3) 相似 ,因为 它们 是 同一 个 线性 算 子 关于 基底 (1) SCL) 的 表示 . 
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这 时 ,我 们 说 BHA 置换 而 得 . 
容易 看 出 相似 是 M(n,n) 的 元 素 之 间 的 等 价 关 系 :特别 ,传递 性 是 明显 的 ; 
若 C = QBO-'(Q € GL(n,K)),B = PAP-!, 则 
C = OP4P-10-1 = (QP)A(QP)"! 
这 里 QP 是 正则 和 矩阵 . 


4 _ 谱 的 概念 ,方程 关于 线性 群 的 法 式 

法 式 问 题 

相似 既然 是 M( n,n) 中 的 等 价 关系 ,让 我 们 考虑 与 一 个 已 知 矩 阵 相似 的 矩 
阵 的 集合 ,这 个 集 元 的 元 素 彼此 相似 , 称 为 关于 线性 群 的 等 价 类 ,于 是 M(n,n) 
被 分 成 等 价 类 . 

知道 了 等 价 类 中 的 一 个 矩阵 ,这 等 价 类 就 确定 了 , 因 之 自然 想 在 等 价 类 的 
诸 和 矩阵 中 找 出 一 个 尽 可 能 简单 的 矩阵 ,使 得 对 于 每 一 等 价 类 可 以 相应 地 唯一 决 
定 (精确 到 置换 ) 其 中 一 个 矩阵 ,说 明 该 等 价 类 的 特性 . 这 个 矩阵 与 等 价 类 中 各 
和 矩阵 都 相似 ,叫做 该 等 价 类 中 任何 矩阵 4 的 法 式 . 

和 矩阵 化 为 法 式 的 问题 涉及 和 矩阵 4 的 元 素 的 某 些 函数 ,这 些 函 数 有 一 个 重 
要 性 质 : 对 所 有 与 4 相似 的 矩阵 取 同 一 值 .这 样 的 函数 称 为 矩阵 4 关于 线性 群 
的 不 变量 .nm xz 矩阵 关于 线性 群 的 法 式 问 题 是 一 个 相当 困难 的 代数 问题 ;我 们 
只 能 在 下 节 讨 论 一 个 特别 情形 . 

对 角 矩 阵 

最 简单 的 一 种 方 阵 是 对 角 方 阵 :n xz 矩阵 4 叫做 对 角 和 矩阵 ,如 果 它 的 元 素 
除去 主 对 角 线 上 的 外 都 为 0; 例 如 单位 矩阵 了 就 是 对 角 和 矩阵 . 设 a; 是 对 角 和 矩阵 4 
的 对 角 线 上 的 第 i 个 元 素 . 若 (1;) 是 的 一 个 基底 , 则 A 表示 一 线性 算 子 /, 满 
KE 

fi) = all; 

因此 ,E 中 由 4 生成 的 每 个 一 维 子 空间 对 f 是 不 变 的 . 记 A = (a;). 

所 有 对 角 和 矩阵 构成 M(n,n) 的 可 换 子 环 .事实 上 , 若 4 = (ai),B = (8B.) 
是 两 个 对 角 和 矩阵 ,它们 对 于 (1;) 表示 两 个 算 子 f 与 g, 使 得 

fi) = aili, g (1) = Pil; 
所 以 
fi) F g(1;) = (ai 十 BDL 
g(f(l;)) = Ball; 

A+B = (a; + Bi), BA = (Pai) 是 对 角 和 矩阵 ,所 以 积 BA 显然 是 可 换 的 . 

我 们 自然 要 研究 对 角 和 矩阵 是 否 能 成 为 法 式 的 问题 . 在 一 般 情 形 下 ,这 是 不 
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可 能 的 ,不 过 下 节 要 提出 的 一 个 重要 特例 却 是 可 能 的 . 
特征 向 量 与 特征 值 
以 后 我 们 都 假定 是 复数 体 C. 
a) 设 五 是 C 上 的 向 量 空间 .给 了 五 的 线性 算 子 /我 们 来 求 对 F 不 变 的 一 维 
TZEE P 20 属于 这 样 的 子 空间 , 则 存在 一 纯 量 x 满足 
f(P) = yP xEC (11) 
上 式 可 写成 
(ye = CP) = 0 (12) 
APEPRE P, 则 ye - / 非 正则 .反之 , 若 xe - f 非 正则 ( 奇 
异 ), 则 (xe - f)-'(0) 不 是 0, 即 存在 P zz 0 满足 (11) 或 (12). 由 此 得 到 下 述 定 
义 : 
定义 ”使 得 ye - /为 奇异 算 子 的 每 一 x € C 称 为 线性 算 子 /的 特征 值 .使 
TSCP) = xP 的 任何 向 量 P = 0 称 为 属于 特征 值 x 的 特征 向 量 . f 的 特征 值 的 
集合 称 为 S 的 谱 . 
b) 在 EE 内 取 一 个 基底 (1) , 设 4 是 /的 表示 和 矩阵 , 则 (ye - /) 的 表示 矩阵 为 
(XI - A) EE y 是 /的 特征 值 , 充 要 条 件 是 D(xI - A) = 0, 即 x 是 下 式 的 零 
点 


x - al = a - aj 
_ 1 a ye AP 

g(x) = D(%I - A) = %2 K-a ie (13) 
= a! -a > X- an 


BOER BOE MF EE, CR n Bre Bick y( y) 是 一 样 的 . 事 
SE, B = PAP, N] 

xI -B = P(yl - A)P-! 
D(%I - B) = D(%I - A) 

我 们 把 多 项 式 y(x) 称 为 算 子 f RERA 的 特征 多 项 式 . 其 零点 x， 
aos Xn 可 同 可 不 同 ,它们 就 是 /的 特征 值 ,也 叫 A 的 特征 值 .%(y ) 的 各 系数 
都 是 4 关于 线性 群 的 不 变量 .特别 ,%(yY ) 的 前 两 项 显然 如 下 

oy) = x - (Dai yt + 
所 以 ,函数 
tr4 = dai = Xi t+ X2 + °° + Xn 
是 4 的 不 变量 , 称 为 矩阵 4 (或 它 在 基底 1, 下 所 表示 的 算 子 f) 的 迹 . 
把 具有 互 异 特征 值 的 矩阵 化 为 法 式 
设 4 是 元 素 在 C 中 的 n x ma 矩阵 , 它 的 特征 值 x1,x2,…, x 互 异 .(1,) 是 C 
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上 的 向 量 空 间 五 的 一 个 基底 , 设 /是 4 所 表示 的 线性 算 子 ,以 (x;) 为 特征 值 .我 
们 来 研究 这 个 算 子 .对 于 每 一 特征 值 x; ,至少 有 一 个 相应 的 特征 向 量 P; zz 0 
f(Pi) = xiP: (= 1,2,…,n) (14) 
如 上 得 到 的 n 个 特征 向 量 P;, 当 诸 x; 各 不 相同 时 构成 一 组 自由 向 量 .事实 
上 ,假定 只 有 9( < n) 个 向 量 P, 线性 无 关 ,例如 前 g 个 , 则 P, 可 唯一 地 表 成 
P(x = 1,…,g) 的 线性 组 合 


P, = laP, (a, 不 全 为 0) (15) 


由 此 推出 
f(P,) = DaflP,) 
即 XnPn = TAa 


若 Xn = 0, 则 诸 x, 全 不 为 0, 故 诸 P, 有 一 个 线性 组 合 为 0, 但 系数 不 全 为 0. 
因此 y, 4 0 


P, = Jia, “P, (16) 


此 式 应 与 (15) 一 致 ; 若 a, 4 0, 则 yu = 各;, 故 特征 值 不 是 互 异 的 . 
自由 向 量 组 (P;) 构成 的 一 个 基底 .根据 (14) ,在 这 一 个 基底 下 , 算 子 由 
如 下 对 角 和 矩阵 表示 


Xi 0 0 
0 

R(A) = KA 
0 0 one Lin 


它 与 4 相似 . 

因此 ,任何 具有 互 异 特征 值 的 矩阵 A 与 对 角 矩 阵 相 似 ,对 角 线 上 的 元 素 是 
4 的 特征 值 .在 诸 特 征 值 非 互 异 的 情形 ,法 式 有 更 复杂 的 形式 ( 约 当 法 式 ). 

要 使 矩阵 B 相似 于 和 矩阵 4 必须 它们 有 同样 的 特征 值 .如 果 诸 特征 值 互 异 ， 
这 条 件 还 是 充分 的 ,因为 两 个 矩阵 都 相似 于 RCA). 

方 阵 A 的 特征 多 项 式 y(x) 有 一 个 重要 性 质 ,我 们 来 给 出 一 个 初等 证 明 . 

设 aj(Xx) 是 D(xI -4) 按 i 行 或 列 的 展开 式 中 i 行列 元 素 的 系数 .这 里 
x 的 n -1 次 多 项 式 . 令 C(x) = (aj(X)), 则 有 


-1 C(x) 
a AY" = GG) 
所 以 
C(x)(xT- 4) = POT (17) 
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这 里 C(x) 是 以 矩阵 为 系数 的 x 的 多 项 式 
C(x) = Tix" + iy 4+ 4h, (TE M(n,n)) 
EH o(y) 写成 
Py = K tear torr ten 
则 由 (17) ,比较 系数 得 
Tr, =1 
rT- DA= cl 


TF, 一 T,,-1A = Cn_17 


-TA -= cd 
依次 用 4" ,4"-1,…,40 乘 上 面 的 各 式 ,然后 各 边 相 加 便 得 
y(A) = 0 
哈密 顿 - 凯 莱 定理 Agy) 是 方 阵 4 的 特征 多 项 式 , 则 
(A) = 0 
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第 五 讲 二 次 形式 与 厄 米 形式 ? 


~ 人 ~ 和 ~ 一 一 ~~ 


n 个 实 变量 xj ,x2,… ,x 的 二 次 形式 是 这 些 变量 的 二 次 齐 次 多 项 式 , 其 系 
数 为 实数 , 即 
F= Daye, (1) 
式 (1) 求 和 是 关于 脚 标 i 和 j 各 自 独 立地 从 1 变 到 n MA FRR zxwj = xp; 
是 可 换 的 ,所 以 设 a; = a;i, DREN n x n SERRA = (ay) 是 对 称 矩阵 . 式 (1) 还 可 
写成 
F= > la + 2 > aji (2) 
二 次 形式 的 研究 间接 地 属于 “数学 专修 班 ?@ 的 教学 大 纲 ; 二 次 曲面 方程 实 
际 上 可 以 用 齐 次 坐标 x! = Xia. = 了 ,x3 = Z,x4 = TEMP = 0, 即 是 
F = AX + A'Y? + A"Z? + 2BYZ + 4 
2CT + + DP =0 
形式 (1) 关于 正 交 群 的 化 简 问题 涉及 “* 的 方程 "@. 某 些 学 校 的 教学 大 纲 中 明确 
提出 二 次 形式 ,这 可 以 对 本 讲演 的 观点 加 以 修正 .我 们 将 直截了当 地 使 用 一 些 
基本 概念 (线性 变换 , 正 交 群 , 极 形式 的 对 称 y. Ax = Ay > x ,等 .这 里 Ax 是 向 
E x 经 过 对 称 和 矩阵 作用 后 的 变形 ) ,以 及 其 他 几 个 讲演 里 已 有 的 一 些 概 念 .我 们 
将 得 到 最 初等 的 证 明 , 好 处 是 这 些 证 明 对 任意 多 个 变量 都 成 立 . 对 于 迄今 只 注 
意 研究 二 次 曲面 的 教学 工作 ,还 有 一 个 理由 要 加 以 修改 , 即 是 使 教学 工作 更 接 
近 于 绝 大 多 数学 生 在 物理 和 力学 中 将 会 碰 到 的 那些 应 用 .二 次 曲面 可 以 很 方便 
地 用 来 表现 二 次 形式 ,例如 刚体 的 惯性 椭 球 ,所 以 一 方面 我 们 为 二 次 曲面 的 讨 
论 留 有 一 席 之 地 ,同时 我 们 着 重 研究 线性 变换 
= Lays, aij = Qj (3) 
即 是 y = Ax(A = bee, eee: 


中 原作 者 P.Lelong( 索 尔 本 大 学 教授 ) . 
© 原文 为 Mathématique Spécials, 指法 国 中 学 里 专门 为 投考 理工 学 院 所 设 的 班 . 
O ae mE WE. 
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值 的 概念 涉及 许多 应 用 (例如 刚体 的 运动 矩 与 旋转 矩 之 间 的 对 应 关系 ; 梁 的 弯 
曲 力 偶 与 中 性 线 之 间 的 对 应 关系 ,等 ). 
本 文 在 讨论 形式 (1) 的 同时 ,还 要 讨论 所 谓 的 厄 米 形式 
$ = Dita (4) 
其 系数 con REM: a Sa RRINIM JER $ AFMEREN 
PERS. US AE ER x, , x, 9 的 值 是 实数 , 它 就 叫 厄 米 形式 . 为 此 , 必 
须 且 只 需 
Cq = cm (5) 
这 是 明显 的 (除了 标号 为 p,q 的 变量 外 ,让 其 余 变量 全 为 零 ). 厄 米 形 式 有 重要 
的 作用 ,特别 是 在 量子 力学 中 . 
对 厄 米 形式 的 研究 , 即 是 它 关于 酉 群 的 化 简 问 题 ,要 用 到 它 的 双 线 性 特征 . 
二 次 形式 的 研究 只 不 过 是 一 个 特殊 情形 .事实 上 ,如 果 在 (4) 中 , cm 是 实数 , 则 
由 式 (5) 得 cy = cp. 所 以 二 次 形式 (1) 是 就 实 变量 来 讨论 的 实 系数 厄 米 形式 . 
我 们 在 研究 厄 米 形 式 的 同时 ,也 顺便 指出 二 次 形式 中 可 以 进行 的 某 些 简 化 ,这 
主要 在 于 实数 及 其 共 罗 并 无 区 别 , 在 各 种 特殊 情况 下 将 指出 表达 方式 的 修改 ， 
据 此 可 以 独立 讨论 实 坐 标 空 间 及 中 的 二 次 形式 . 


2 Mee” C, FE, 
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我 们 用 C, 表示 复数 体 上 的 n 维 向 量 空间 .存在 C, 的 n 个 元 素 ( 或 向 量 )e; 
构成 C, 的 一 个 基底 Ro, 则 诸 e; 可 将 C, 的 任 一 元 素 x 表 成 如 下 形式 
x= SS) xe; 
诸 x; En 个 复数 , 称 为 x 关于 基底 Ro 的 坐标 . C 的 自 同 态 是 把 C, 映 入 自身 的 
变换 * = g(x), 它 保持 向 量 空间 的 结构 0. 如 果 知 道 
e'i = g(e;) = > ajej (6) 
g 就 确定 了 .这 时 x’ = 2 wig(ei) = 2wiaiej. 在 基底 Ro 下 ,变换 x' = g(x) 
表 成 
Wi = Diag; (7) 
因此 我 们 说 自 同 态 x! = g(x), 即 是 (6) ,在 基底 Ro 下 由 矩阵 A = (ay) 表示 ; 
实际 上 ,这 个 矩阵 使 我 们 可 以 在 基底 Re 下 把 x' 的 坐标 按 公式 (7) 表 成 x 的 坐 
标的 函数 .在 (7) 中 视 向 量 x = Cay xg) 为 1 xz 矩阵 便 可 将 这 些 坐标 缩写 
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为 
x’ = Ax (8) 
依次 施行 两 个 自 同 态 允 = Bx' ,x = Ax 便 确 定 一 自 同 态 x” = BAx = Cx, 
这 里 C = BA 是 矩阵 积 
cy = bay 


E 4 表示 矩阵 ( oz ) ,我 们 将 元 素 为 


的 矩阵 A! 称 为 4 的 转 置 . 

显然 有 :(4')’ = A,(BAY = A'B'. 

C, 中 的 纯 量 积 与 范 数 。 两 个 向 量 a $b 的 厄 米 纯 量 积 是 指 一 个 复数 a 
b ,定义 为 向 量 a 与 的 函数 ,具有 下 列 性 质 : 

a)a:+b = b:a( 非 可 换 ); 

b) a+ (Ab, + by) = A(a by) + (a+ by), (Aa, + pa) + b = Alai} 
b) +wpA(az b) A 与 w 是 任意 复数 ,7 Sp BEMMEMER, 

c) a* 4 是 一 非 负 实数 , 仅 当 a 是 零 向 量 时 为 零 . ae 的 范 数 是 指 非 负 实数 

lal =/a-a 
EH a,b 在 一 组 基底 R。= (e;) 下 表 出 , 则 有 
a:b = (djag;) + (X be) = Jable: - e;) 

如 果 我 们 确定 了 纯 量 积 (e; ，ei) ,那么 厄 米 纯 量 积 便 完全 确定 了 . 

两 个 向 量 a 与 b 叫做 正 交 的 ,如 果 a b = 0. 范 数 ‖ a = 1 的 向 量 a 叫 
做 单位 向 量 . 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 叫 做 法 正 交 的 .一 个 基底 Ro 叫做 法 正 交 
基底 ,如 果 它 由 法 正 交 向 量 组 成 . 

定理 1 若 ci,az,…,an 是 普 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 存在 一 组 法 正 交 向 量 
by D5，,… , bm ERENER <k <m), HEHA, a) 5 (b1, by) 
都 是 同一 向 量子 空间 的 两 个 基底 . 

对 于 m = 1, 定 理 显然 , 因 定 理 的 假设 蕴涵 |a || z 0, 故 只 需 取 b = 

a 


y y 即 可 . 


| a |l 

关于 m 用 归纳 法 , 设 结论 对 m - 1 真 : 故 存在 m - 1 EE b, bn tE 
得 对 于 < m1,(a1,…,ai) 与 (51,…,bi) 是 同一 向 量子 空间 的 基底 ,特别 ， 
Xİ k = m -1 是 如 此 . 


令 c = a, — >b; (b; a,) 


显然 “不 属于 由 (ai,…，an-i) 生成 的 向 量 空 间 ,否则 a 也 是 这 样 ,此 与 假设 不 
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$, 
定义 5 = e( lle || -') 
于 是 有 
el Se EEr E EE ee 

故 bi, bn 是 法 正 交 组 ,与 ml ,…,a, 生成 同一 个 向 量 空间 . 

注 1) 厄 米 积 a . b 不 是 可 换 的 ,但 满足 a). 

2) p 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 c ,…,c, 线性 无 关 :事实 上 ,从 yc = FF 
出 

Ci Ag; = A; | Ci [2 = 0, 故 à; =0 

上 面 定理 的 证 明 给 出 了 依次 构造 向 量 b; 的 方法 .首先 正 交 化 向 量 组 a, B 

构造 向 量 c; 如 下 
ĉi = a, 
C2 = Qà + Ake 


c3 = az + Ale, + Azey 


C, = a, + Aly ee Ae, 

对 任意 的 9, 每 一 个 向 量 c; 不 为 零 .依次 写 出 cu, ci = 0，…,c，， cs = 0， 

就 可 以 确定 Az, AL, BYE Ad || ei ll? + az cl = 0 定 出 ) ,然后 
àj lleill? + a- cl=0 与 Mecl2+a vc = 0 
定 出 3 与 43, 等 . 其 次 再 将 向 量 组 (ci) 法 化 ( 变 成 单位 向 量 ) , 为 此 令 b; = 

E, 中 的 实 纯 量 积 HE, 表示 实数 体 上 的 nn 维 向 量 空间 . 取 定 E, 中 一 组 
n 个 线性 无 关 向 量 后 , E, 的 元 素 或 向 量 a 就 由 其 实数 坐标 (a,) 确定 .前述 理论 
中 唯一 要 修改 的 只 是 纯 量 积 的 定义 . 纯 量 积 总 是 记 为 ec . 5 ,定义 为 Fl 的 实 
函数 ,满足 : 

a)a-b=b-a; 

b) a » (Ab, + bp) = ùa > b, + pa bs,4,p 是 任意 实数 ; 

c) a .4& 是正 数 , 仅 当 a 为 零 向 量 时 为 零 . 

X a:b = 0 时 ,也 说 a 与 b 正 交 ; 当 上 al =/a-a = 1 时 ,也 说 a 是 
单位 向 量 ; 仍 可 如 前 面 一 样 定 义 法 正 交 基 , 同 法 证 明定 理 1, 不 过 这 时 不 必 区 别 
b, b, 与 b;* bn, AAS AE AT He). 

(C, P) 厄 米 纯 量 积 与 (及 中) 实 纯 量 积 的 性 质 “ 
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a) 在 向 量 e; 组 成 的 法 正 交 基 Ro 下 将 a 与 b 表 出 , 则 
a-b= Dable; . e;) = > ai: | a ||? = Bs | a; |? 
故 有 la- bisi dab l< 2) 1a; ll bj | 
与 (Ds 1a (1 Oe Dy bay Ps Bo 1a I? 
后 一 不 等 式 是 由 于 4 的 二 次 三 项 式 
M(A) = DU a, 1+A1 6:1 50 
所 以 判别 式 非 负 , 因 此 


la-bl<llall- Ilb (9) 
b) 由 上 推出 
|a+b|? = (a+b)-(a+b) = lal2+ |b]|?+a-b+b-a 
la+b ||? s< lal?+ | oll?+2llal- loll = lall + lal» 
所 以 
la+bl|| < all + loll (10) 


式 (10) 叫 三 角形 不 等 式 ,其 证 明 既 适用 于 OC, 中 的 厄 米 纯 量 积 , 也 适用 于 E, 中 
的 纯 量 积 ;不 论 哪 种 情形 , 式 (10) 可 解释 成 欧 氏 几何 中 的 一 条 定理 :三 角形 中 
一 边 的 长 小 于 或 等 于 其 他 两 边 的 和 . 
相伴 算 子 ” 设 T 是 之 前 考察 过 的 算 子 , 即 由 矩阵 (i;) 表示 的 自 同 态 .相应 
于 了 有 一 个 算 子 7 ” , 称 为 了 的 相伴 算 子 ,定义 为 
T*a:b =a: Tb (11) 
易 见 7 是 C, 的 自 同 态 . 若 7” 的 表示 和 矩阵 为 (1 ) ,在 法 正 交 基底 Ro 下 将 
式 (11) 表 出 , 则 得 
Sijah; = Satibi 
故 关 于 基底 Ro, T* 的 表示 矩阵 为 
(t3) = Cta) (12) 
由 式 (12) 确定 的 矩阵 (好 ) 称 为 矩阵 (i) 的 相伴 矩阵 这 是 对 了 = (ty) 取 转 
AEE T = (t), FRIERE WO ee SH PSR ET RN. 
了 的 相伴 算 子 7” 的 定义 可 以 用 初等 方法 提出 : 先 由 式 (12) 定义 相伴 和 矩阵 ,然后 
验证 等 式 (11). 然 而 ,从 式 (11) 出 发 直接 定义 T* 具有 一 般 性 ,可 以 推广 用 来 定 
义 具 有 厄 米 纯 量 积 的 向 量 空 间 中 任意 算 子 的 相伴 算 子 . 
不 论 从 (11) 出 发 或 (12) 出 发 ,都 可 以 证 明 相伴 矩阵 的 下 述 性 质 : 
a) (A*)* =.A. 
b) (BA)* = A* B*. 
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c) 若 4 是 (zxz) 正 则 矩阵 , 即 存在 4 的 逆 ( 或 者 4 的 行列 式 非 零 ) ,使 得 
44- = 7, 或 者 利用 b):(4-) 4”= 了 ;由 此 (4-1)*”= (4 ) -1 
厄 米 算 子 “现在 来 重点 讨论 成 为 自己 的 相伴 算 子 的 那些 算 子 . 算 子 TEK 
为 厄 米 算 子 (在 空间 C 中 ) ,如 果 
y Tx = Ty:x 
也 就 是 了 = 7 ” .量子 力学 的 算 子 一 般 就 是 这 类 算 子 .我 们 将 研究 在 什么 条 件 
下 ,由 矩阵 4 = (a;) 所 确定 的 自 同 态 Tx = Ax 是 厄 米 算 子 ;因为 
y © Ax = Ay:x 
或 者 由 (12) ,ar = ai, 所 以 4 = (aj) 是 厄 米 的 ,必须 且 只 需 下 列 形式 
$(x)=x: Ax = 2 (a: Day) = Dawe; 
是 引言 中 所 说 的 厄 米 形式 ， l l 
E, 中 的 对 称 算 子 ”在 空间 E, 中 ,坐标 是 实数 , 纯 量 积 是 实数 并 且 可 换 , 我 
们 说 算 子 T 是 算 子 ,7 的 转 置 算 子 ,如 果 
T'a- b = a» Tb (11)’ 
E TE, 的 自 同 态 , 则 T thé, 7’ HERRER) 由 下 式 给 出 
(t's) = Cti) (12) 
这 是 4 = (与 ) HRB. Ih, IRA A’ = A* ,这 是 因为 矩阵 的 元 素 都 是 实 
数 ,所 以 其 相伴 矩阵 与 转 置 矩阵 一 致 , 算 子 T 叫 对 称 的 ,如 果 它 与 其 转 置 重合 ， 
在 法 正 交 基底 Ro 下 ,由 y = Ax,A = (o) 所 表示 的 算 子 Tx 是 对 称 的 ,必须 且 
只 需 a; = aj, BIERE A 对 称 .形式 
F(x) = x- Ax = >) a (13) 
MY Ro PAF AIM RIE SK ; IT et x 与 y A PREF | (x,y) = y+ Ax = 4y x 
称 为 极 形式 , 它 也 可 写成 x. 4y , 因 实 纯 量 积 是 可 换 的 . 
特征 向 量 与 特征 值 0 iTEC, 中 ) 厄 米 算 子 或 者 (已 , 中 ) 对 称 算 子 . 非 
零 向 量 x 使 得 


Tx = sx (14) 
时 , 称 为 了 的 特征 向 量 , 数 * 叫做 该 算 子 的 特征 值 ,x 叫 属于 * 的 特征 向 量 .用 A 
表示 在 基底 Ro 下 T 的 表示 矩阵 . 
特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 : 
1) 存在 半 个 特征 值 ( 实 的 或 互 异 ). 事 实 上 , 命 了 是 单位 矩阵 ,(14) 可 以 写 
成 (4 - sI)x = 0. 让 左 端的 个 坐标 为 零 , 便 得 n 个 线性 方程 ; 仅 当 


© , JL A. Lichnerowicz 的 讲演 :线性 映射 与 矩阵 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


ai> 8s a12 oy Gin 
az an =s 7" CQ2n 
Dals) = . R ‘ = 0 
anl an2 am — S 


时 ,方程 组 才 有 解 和 0. 由 于 Da(s) = (-1)"s" +…, 故 至 多 存在 n 个 特征 值 
(相同 或 不 同 ). 反 之 , 若 * 是 Di(s*) = 0 之 根 , 则 存在 一 向 量 x z 0 满足 Ax = 
sx ,所 以 是 属于 s 的 特征 向 量 . 
2) 依 定义 ,特征 向 量 与 特征 值 仅 与 算 子 
y = Tx (15) 
有 关 ,而 与 在 基底 Ro 下 该 算 子 的 矩阵 表示 无 关 .后面 要 证 明 更 精确 的 性 质 : 如 
RE Ry FHA = (a;) 表示 了 ,而 在 另 一 基底 R FHB = (b) 表示 TT, Ro 与 
R, 都 是 法 正 交 的 , 则 Day(s) = Ds(s). 
3) 每 一 特征 值 都 是 实数 .事实 上 ,从 式 (14) 推出 
x-:Axr=sx.x=s|x|? 
故 s- 2 Ax $(x) 


nlet Aal 


若 x EREE Mp 也 是 ,所 以 特征 值 s 是 厄 米 形式 #$(x) EAT s 的 音 


位 特征 向 量 Tx | 处 的 值 

4) 属于 两 个 不 同 特征 值 sj s2 的 两 个 特征 向 量 x Sy EX. 

事实 上 ,从 Ax = sx 与 4y = s2y, 并 考虑 到 极 形式 便 推出 :y . Ax = 
sy xX,Ay -x = s2y + x. MA 

(s; -so)y>x =0,Mmy-x =0 (16) 

E, 的 情形 ”上 述 诸 结果 继续 有 效 .3) 的 证 明 修改 如 下 : 命 * 是 Pa(s*) = 0 
的 根 .无 论 s 是 实数 或 复数 ,相应 地 存在 一 些 数 x;( 可 能 为 复数 ) ,不 全 为 零 , 即 
是 n 个 齐 方程 的 解 : sxi = Day, FRA 


= = 2 
> xia = s) xai = D | x; | 
ij i i 

Dapa 


S ar (17) 


根据 ay = ap 知 ,分 子 是 实数 , 故 s 是 实数 ,所 以 ,对 称 矩阵 的 特征 值 是 实 
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BT y = f(x) 叫 酉 算 子 ,如 果 || f(x) || = || x || .矩阵 4 = (aj) 叫 西 矩 
阵 ,如果 在 法 正 交 基底 下 由 = Ax 所 定义 的 C, 的 自 同 态 是 一 个 酉 算 子 , 即 
| Ax || = | xl]. 
定理 2 4A 是 西 的 ,必须 且 只 需 A4* 4 = 7,7 是 单位 矩阵 . 
事实 上 , 若 4 满足 
4*4 = 了 (18) 
则 由 相伴 矩阵 A * 的 定义 有 
|| Aa ||? = Aa + Aa = a: A*Aa = a-a = lal? 
反之 ,车 对 每 一 向 量 a, || Aa ||? = | all, WA 
| A(a+b)l?*= (Aa + Ab) - (Aa + Ab) = 
|| Aa ||? + || Ab ||? + Aa» Ab + Ab + Aa 
[Ala +b) ||? = |a+b|? = Jall?+ loll?+a-b4+b-a 
由 此 
Aa ; Ab+Ab+-Aa=a-b+b-a (19) 
FA Ob’ = ib R19) W b 1% 
Aa:-Ab-Ab-Aa=a:b-—b:a 
将 上 两 等 式 相 加 得 
Aa: Ab=a:-b (20) 
因此 , 保 范 蕴涵 保 纯 量 积 .于 是 得 
a:b = Aa+:Ab=a:+4A*Ab 
即 是 对 任意 a,a . [4“ Ab - b] = 0. 若 将 方 括 弧 中 的 向 量 取 作 a , 则 对 每 一 5 
A A* Ab -b = 0, 故 得 式 (18). 
所 以 酉 矩阵 是 正则 的 , 即 其 行列 式 6 非 零 ,因为 
6 =1,1681=1 
E, 的 情形 FH E, 视 为 从 点 0 引出 的 向 量 集合 , 则 西 自 同 态 是 绕 0 的 旋 
转 .一 个 矩阵 A 如 果 关 于 法 正 交 基底 定义 一 个 西 自 同 态 ,就 叫做 正 交 和 矩阵 , 这 
时 ,定理 2( 证 明 相同 ) 说 :矩阵 4 是 正 交 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 :4'4 = IRA = 
A”, 
证 明 变 简单 了 :从 式 (19) 出 发 ,由 于 实 纯 量 积 可 换 , 推 出 ha: Ab = a- b, 
即 式 (20) ,其 余 同 上 . 
注 
1) C, 的 酉 变换 构成 一 个 群 ,叫做 西 群 ;同样 ,E, 的 正 交 变换 构成 正 交 群 . 


745 < Bey 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


这 些 群 是 一 种 特殊 的 群 :每 个 群 运算 都 由 n? 个 参数 ( 即 矩 阵 A 的 元 素 ay) 所 确 
定 ,对 C, 这 芭 个 数 是 复数 ,对 E, 是 实数 ,对 于 运算 0 = 0,0, 即 群 运算 0, 和 
0, 之 积 ,相应 的 参数 可 以 解析 地 表 为 01 与 0; 的 参数 的 函数 (只 需 计算 乘积 矩 
阵 的 项 ) .这 样 的 群 叫做 李 群 . 

2) 本 矩阵 的 n ATER ay 之 间 有 某 些 关系 ,可 以 从 式 (18) 得 到 : 令 8, 表示 
单位 矩阵 了 的 元 素 (6; = 1; 车 i jI Oy = 0) ,将 式 (18) 用 元 素 表 出 便 得 


Soray = = dy (21) 
反之 , 式 (21) 4 BA = 1,10 B = 4A* ,由 此 
A*A = I = AA* (22) 
(22) 的 第 二 个 等 式 等 价 于 


因此 ,方程 组 (21) 与 (23) 等 价 .在 正 交 群 的 情形 (or 为 实数 ), 对 于 n = 3, 
我 们 重新 得 到 9 个 数 构 成 一 个 正 交 算 阵 的 经 典 条 件 . 

3) 给 了 两 个 法 正 交 基 底 Ro 与 Ri1, 分 别 由 向 量 e; Se’, A, WARE AE 
阵 5 ,使 得 

e'; = Se; 
事实 上 ,由 式 (6) , 若 S = (sy) 使 得 
e'; = Se; = sie; 
由 此 推出 l 
e'; ° e', = Se; Se, = sk = = Ox 


5 (21) ,这 表明 S ER. 
如 果 把 任何 一 个 单位 向 量 取 作 e'i, SU AY RE IK TE CHE (FE BE 1) ,从 而 
可 以 确定 一 西 矩 阵 5 ,使 得 Se, = a, 是 事先 给 出 的 单位 向 量 . 
这 个 结论 (把 西 和 矩阵 换 成 正 交 和 矩阵 ) 在 E, 中 仍 有 效 , 并 且 有 几何 解释 . 
定理 3 GA 是 厄 米 矩阵 ,S$ EAER, B= SAS- 是 厄 米 矩阵 . 
关于 法 正 交 基 Ro W y = Ax 为 厄 米 算 子 ,我 们 来 证 明 y = Bx 也 是 厄 米 算 
子 , 即 要 证 
Bx:-y = x- By 
或 者 S4S-Ir - y = x © SAS-ly 
但 由 于 有 中 


O 原文 如 觉 不 好 理解 , 可 改 为 : sa a ay as 而 (20) 适用 于 s As, 
Sh4S-Ir .=S-1S4S-r .SI = AS"'x .SI = S7 y= SS-'x - SAS-'y = x - SAS"! 
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Au:v = u> Ay 
#4 u = S'x,v = Sy WE 
AS"'x - Sy = S-'x + AS-!y 
由 于 式 (20) 适用 于 酉 和 矩阵 $ 与 S-: ,又 有 
SAS"'x-y = x. SAS`'y 

同样 , 若 4 EXPER, S EEXER, N] B = SAS XERE. 

注 ” 若 算 子 (15) 关于 法 正 交 基底 Ro 由 厄 米 矩阵 A 表示 ,关于 基底 R 由 
SERE B 表示 , 则 Da(s) = Dp(s). 

事实 上 , 设 S 是 酉 矩阵 , CH Ro 变 成 RI, 使 得 B = (S*)-'+ AS = 
SAS-1!, 由 此 , Ds = [B - sI] 的 行列 式 = [SAS-! - ST] 的 行列 式 = SLA - 
SI] S~! 的 行列 式 = D4. 

厄 米 形式 化 为 法 式 He- Dazn 是 我 们 要 处 理 的 形式 ,$(x) = 
x- hr,4 = (aj) 是 厄 米 算 子 》-= Ax = Tx 在 法 正 交 基 底 Ry 下 的 表示 矩阵 ， 
x; 是 x 在 Ro 下 的 坐标 ,于 是 $(x) 是 Ro 下 附属 于 T HEXER. 

定理 A 在 C, 内 至 少 存在 一 法 正 交 基底 R, 使 得 若 OE, 是 x 在 R 下 的 坐标 ， 
W p(x) = x- Tx 有 如 下 表达 式 

$= Feii psn’ (24) 


诸 s 是 实数 . l 
Sx = Dsg ERES = (sj) 是 西 矩 阵 , 则 $8 = D186, RB B = 


(ba) =S*AS = S'AS. 

于 是 定理 A 的 结论 等 价 于 : 

定理 了 对 于 厄 米 矩阵 4 ,至 少 存在 一 西 和 矩阵 5S, 使 得 B = S-'AS 有 对 角 
形式 


s1 (0) 0 
B- 0 0 
0 0 Sn 


诸 si 是 实数 . 

我 们 用 下 述 引 理 来 证 明定 理 A: 

512 Aa, 是 厄 米 算 子 了 的 一 个 单位 特征 向 量 , 令 x = xa +u H 
ay- u =0, 则 y = Tx 可 分 解 成 如 下 形式 


y = Tx = sixa; +y 
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s 是 a, 所 属 的 特征 值 ; 并 且 还 有 下 列 性 质 : 

1) v = Tu;2) 5 u 一 样 ,v GE a, 的 正 交 子 空间 Ci(ai) 内 ;3)% = 
x- Tx =s,)xx,+u-+ Tu, 这 里 w* Tu 是 空间 C,_\(a,) 中 的 厄 米 形式 . 

事实 上 ,T(x) = T(xial +u) = x;T(a,) + T(u) = sxa; + T(u). 又 , 
a, T(u) = T(a,)+u = sa; u = 0. 从 而 

x+ Tx = (xja; + u) (sıxa; + Tu) = 5,x\x,+u-+ Tu 

Hit $R = (a, a,)  C, WIKIES, a, 是 Tx 的 属于 si 的 

特征 向 量 , 则 厄 米 形式 $(x) = x + Tx 可 分 解 成 

$ = $1% 1% + | (25) 
这 里 加 = u: Tu 是 至 多 有 n - 1 个 变量 的 厄 米 形式 ,相应 于 算 子 了 在 Ci(eai) 
内 的 迹 . 

BSL, AMF R Ax = (x,,°",%,) Wd, = u Tu, 这 里 与 Tu 均 属 
于 坐标 为 x，,… ,x 的 空间 C,_1(a1). 

讨论 a 5s 的 存在 已 肯定 (si 可 能 为 零 ) ,所 以 来 研究 $. 

a) 若 $1 = 0, 则 定理 A 成 立 , 这 里 p < 1 

R = (b, = ai,b,,…,b,) 
by, b, EH a, + x = 0 确定 的 子 空间 C,_1(a1) 中 的 任何 法 正 交 基底 . 对 于 
k >24% Tb, = 0; 癌 量 5,,…,b 是 T 的 属于 特征 值 ， = 0 的 n - 1 个 特征 向 量 . 
在 这 个 基底 R F, RINA $(x) = x- Tx = s11 XI = &,D(s) = (- 1)"!. 
(s,; - s)st" 

b) Æ pi 才 0, 选 单位 向 量 b, VE v = Tu 的 特征 向 量 ,T 是 C,_1(al) 中 的 厄 
KAT; b, Æ TEC, 中 的 特征 向 量 ,与 5 = a, 正 交 ,所 以 关于 基底 Rb, = 
a,,b) = a2,b3,…,b,) 有 

$ = sixjxi + S2X2X2 + $2 
是 至 多 有 n -2 个 变量 的 厄 米 形式 :$= o: To, o AT Hb :x = 0 与 bp,: 
x =0 确 定 的 子 空间 C,_1(bi1,b,). 

E p = 0, 则 定理 A 成 立 , 这 时 p <2,R = (a, = bi,bs,…,b,),b3,…,b, 
是 C,_2(b1,b,) 的 任何 法 正 交 基 底 .者 b> A 0, 继 续 利 用 前 面 的 引 理 与 推论 ,经 
过 p < n 次 后 , 便 得 法 式 (24). 

注 ”指出 下 列 几 种 不 同 的 提 法 : 

1) 利用 定理 3 可 以 就 矩阵 进行 讨论 ;容易 获得 定理 B 的 形式 ;al 总 是 y = 
Tx 的 单位 特征 向 量 , Ri 是 法 正 交 基 底 (b， = a1,b;,…,b,);S 是 西 变换 , 它 将 
Ro 变 成 Ri ,我们 有 

$(x) = > ayer; = Xx， Ax( 关 于 Ro),A = (a;) 
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d(x) = Diba’ x!) = x + Bx RF Ri),B = (bi) 


B= S'AS 

由 定理 3 A,B 是 厄 米 矩阵 , 故 Ba, = siā; 蕴涵 bl! = 81,0); = ji = 0 
G 32). bn = bu. 这 就 直接 确定 特征 值 s1 是 实数 ;B 由 一 个 (n -1)x(n-1) 
型 厄 米 矩阵 B” = (5),b'y = by(2 < i<n,2<j<n) 在 其 左上 角 补 以 1， 
其 余 补 以 0 所 构成 .假定 定理 B 的 结论 对 n - 1 为 真 , 则 存在 (n - 1) x (n - 1) 
型 本 矩阵 9, 使 得 9-!18'6 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,对 角 线 元 素 为 实数 sa，,…, s; 在 6 的 
对 角 线 左上 角 处 补 以 1, 其 余 补 以 0 得 到 的 n x n RERE T Æ Ca 中 的 丁 和 矩阵 ; 同 
RES, = TS 也 是 西 矩 阵 ; 于 是 B'1 = STAS 为 对 角 厄 米 矩 阵 , 这 就 证 明了 定理 


Ars, = (s), RH x; = mses 给 出 风 = Dishes 改变 脚 标的 顺序 (这 相当 


于 作 一 本 变换) A 可 以 先 写 出 非 零 项 ， 从 而 得 到 定理 A 的 形式 ， 

2) 设 p, 是 上 面 定理 中 得 到 的 基底 R 的 向 量 ,它们 是 了 的 特征 向 量 : TB, = 
sB, 假设 它们 的 次 序 满足 s = SS sp ,在 定理 4 中 若 p < n, M sw1,…， 
s 是 零 . 由 (24) 得 
$(x) 


s = mee $(x), Bp S1 = max | x | 


$2 = max, g(x),x. B, = 0 (26) 


sı = max $(x),x ° B.=0,1l<j< <k-1) 


于 是 ,特征 向 量 p 的 计算 法 在 于 寻求 使 (26) 达到 最 大 的 向 量 应 ,并 求 w = 
$B). 

我 们 可 以 由 此 得 到 定理 A 的 证 明 , 只 需 利 用 下 面 的 结论 :定义 在 紧 致 空间 
上 的 多 变量 连续 函数 的 确 在 此 空间 中 达到 它 的 上 、 下 确 界 ， 

我 们 有 下 面 的 结论 : 

ZE Wp 是 单位 向 量 ,使 %( xz) 在 lx || = 1 的 条 件 下 取得 最 大 值 ,2 
是 单位 向 量 , 使 $8(x) 在 条 件 1 x || = 1 与 x' 有 = 0 下 取得 最 大 值 , 继 此 以 推 ， 
BO < k< n) 是 单位 向 量 ,使 $(x) 在 条 件 上 x = 1 与 xz 房 =0,1<7< 
k - 1 下 取得 最 大 值 , 若 在 法 正 交 基底 R(B1,…,P) FRE x = ($5) , 便 得 法 式 
(24) , 诸 s 由 (26) 给 出 . 

事实 上 , 设 在 基底 R 下 $(x) = 0, 依 定理 3,( 好 ) 是 厄 米 矩阵 .我 们 


H $(B,) = s = 0 并且 对 于 | zl = 1,$(x) < s1. 由 此 可 见 ,对 任意 的 x 有 
h(x) = #(x)-s ||x ll? <0 
h(x) 显然 是 厄 米 形式 .在 j > 3 时 令 & WEI h(x) < 0 写成 
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h(x) = be + buéséi+ bnz < 0 
这 个 不 等 式 对 任何 与 ,人 MIL. 令 & = AEA 为 实数 ,那么 | & Ploy + 
bin)A + bwA?] < 0 对 任意 实数 4 成立, 这 要 求 ba + ba = 0,bw < 0. 对 于 6 = 
nE A 为 实数 ,也 得 by — ba = 0. 最 后 必 有 by = by = 0, 同 样 对 于 7 > 1 有 
by = bn = 0. 故 在 R 下 所 讨论 形式 可 以 写成 
g(x) = 5&6, + $1(x) 

这 里 和 (x) 是 厄 米 形 式 ,只 含有 变量 6,… é. E = 0 时 ,化 为 上 ,将 上 述 方法 
用 于 $1, 于 是 ,依次 确定 向 量 作为 取得 大 值 的 元 素 , 在 这 些 向 量 组 成 的 基底 
R 下 ,4$ 必 取 法 式 (24). 

3) 如 果 将 可 换 乘法 sa 换 成 关于 加 法 左 、 右 分 配 的 任何 运算 , 则 将 $ = 
D ajxw; 化 成 法 式 (24) 的 计算 无 须 修改 仍然 有 效 . 因此 ,考虑 外 积 (%x; A % = 
— x; Axi) ,我 们 得 到 结论 : 代 换 x; = 2 把 厄 米 形式 $ 化 成 法 式 (24) ,也 把 


ER Y = Daw; A x 化 为 法 式 = > s& A. 
E, 的 情形 ” 这 时 由 于 x; 与 相同 ,除了 由 此 引起 的 修正 外 ,上 述 结论 与 
证 明 可 以 照搬 过 来 ,所 以 得 到 
EE A) TEE, 中 至 少 存在 一 个 法 正 交 基底 R ,使 得 如 在 R 下 有 x = (£), 
则 对 称 二 次 形式 
F = > ai =x: Ax (aj = aj) 


可 化 成 
P= Ost pen 


W s; 是 实数 ,R BE p 是 对 称 算 子 y = Ax 的 特征 向 量 .变换 x = Dsg; h 


一 正 交 和 矩阵 S = (sj) KH. 

B) 对 于 对 称 和 矩阵 4 = (aj), FE EXER S = (s;), 使 得 B = S'AS 
是 对 角 和 矩阵 . 

定义 ”1) 二 次 形式 F( 或 厄 米 形式 $) 是 正定 的 ,如 果 对 于 任何 非 零 向 量 
x =(x;), A F > 0X $ > 0). 

2) Fm? 是 半 正 定 的 ,如 果 F > 0( 或 $ SO). 

定理 Ei F(R $) 是 正定 的 , 充 要 条 件 是 它 有 最 大 秩 p = n, 并 且 所 有 
特征 值 s > 0(1 < < n). 

上 述 结果 将 用 来 研究 直角 坐标 下 圆锥 曲线 与 二 次 曲面 方程 的 化 简 问 题 . 它 
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们 的 分 类 取决 于 形式 的 指数 与 秩 D. 下面 是 关于 二 次 曲面 的 亏 格 的 几 点 说 明 ;s 
的 方程 的 根 s， 志清 足下 述 条 件 的 参数 什 *; :在 齐 次 坐标 xl, x2, x3, 24 FE F(x, 


X2, %3, %4) + DEF = 0, x4 = 0 所 确定 的 ( 束 中 的 ) 无 限 远 圆锥 曲线 已 经 分 解 ; 

根 s 首先 可 表 成 如 下 形式 : 与 二 次 形式 下 相应 的 对 称 变换 y = Ax 的 特征 值 ;,， 
是 使 得 形式 F, = F(x1, %2, , £n) + Da 的 秩 小 于 n 的 那些 值 ,并 且 只 能 是 
那些 值 .然后 利用 这 个 结果 指出 : 秩 p < 2 的 形式 显然 是 两 个 实 线性 形式 或 共 
AMER NIRA. 


DQ BH p BBW g(0 < q < p) 的 二 次 形式 的 法 式 为 =_- BK 


sn 2 2 was 2 
-+ Soar tt E. 
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第 六 讲 。 典型 群 ? 


1 RK hn HERE 


RR eee 


令 K = 已 是 向 量 x = | ”组 成 的 向 量 空间 ,z 的 n 个 分 量 属于 可 换 体 K. 


Xn 
考虑 线性 变换 x > x’! = Ax ,定义 为 
X'1 = Qux +° + QlnXn 


x'a = 42%, + ° + Ann 


Xn = an% 十 … + QnnXn 

BAM aj 属于 体 玉 ,并 且 相应 的 行列 式 不 为 零 . 所 有 这 样 的 线性 变换 构成 一 个 
群 , 称 为 K 上 的 n 元 线性 群 , 记 成 GL(n, KK). 

特别 ,行列 式 为 1 的 所 有 线性 变换 构成 GL(n ,KK) 的 子 群 , 称 为 n 元 特殊 线 
性 群 ,或 么 模 群 , 记 成 SL(n, K). 

本 文 要 讨论 的 群 是 一 般 线性 群 的 所 有 子 群 ,kK 是 复数 体 或 实数 体 . 按 瑟 :外 
尔 的 命名 ,这 些 群 称 为 典型 群 . 至 于 任意 体 的 情形 是 近年 研究 的 对 象 ,其 主要 结 
果 已 汇集 于 范 - 德 . WA EAH Die Gruppentheoretische Methode in der 
Quantenmechanik) 5 «Gruppen von Linearen Transformationen) ĦU J 迪 厄 多 内 的 
(Sur les Groupes Classiques》 与 《La géométrie des Groups Classiques》 中 . 


2 对 念 线性 变换 
这 种 线性 变换 与 它 的 道 重合 , 即 它 的 表示 和 矩阵 4 满足 
A? = 了, 其 中 了 表示 单位 矩阵 
根据 上 面 关 系 ,(det A)? = 1, 故 4 是 可 逆 的 . 


© 原作 者 工 .Lesieur( 普 瓦 蒂 埃 理学 院 教授 ) . 
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OE ESE EOI IEAM UA A? = 了 可 写成 ‘ 
A?-1 = O,BM(A -1)(A+1) = O € 
这 就 使 我 们 来 考虑 满足 下 述 条 件 的 向 量 x 和 y 
(A —I)x = 0,B) Ax = x 
(A + I)y = 0,B) Ay =- y 
满足 前 一 关系 的 向 量 构成 5 的 一 个 向 量子 空间 V, 后 者 构成 一 个 向 量子 空 
间 到 .这 两 个 子 空间 V 与 下 没有 公共 的 非 零 向 量 ,因为 : 
x = y MMAx = Ay, Bx = -y, 由 此 2x = 0, 即 x = 0( 对 于 示 性 数 不 是 
2 的 体 ,可 以 施行 除 以 2 的 运算 ). 
另 一 方面 ,V 与 WW 生成 空间 EE, 即 E 的 每 一 向 量 v 可 写成 
v=x+y XEV,yEW 


事实 上 ,我 们 有 


v= Fy + Av) + 3O - Av) 


XE Alv + Av) = Av + v, i v + Av © Vii A(v - Av) = Av-v=-(v- 
Av), it v — Av AT VW. 

这 两 条 性 质 可 表 成 如 下 形式 

VOW=0,VUW= E® 

FL V 与 WW 互补. 

因此 有 下 面 定理 : 

定理 1 设 4 是 对 合 线性 变换 , 则 存在 两 个 互补 的 子 空间 了 与 到 ,使 得 对 T 
的 每 个 向 量 x A Ax = xz, 对 多 的 每 个 向 量 x A Ax = - x. 

#5 V Sep HE, UU W den - p E VPE eeel], WPR l eps 
e,| , 则 变换 方程 取 如 下 形式 


xi = XI 
X2 = X2 

x, = & 

p 7 “p 
Xp+l 三 一 Xp+l 
Kin = — Xn 


E 中 的 例子 . 


© 记号 U 不 是 集 论 中 并 集 的 记号 ， Le a L. Dubreil Jacotin, L. Lesieur, R. 
Croisot, nike des treillis) , 1953, p.9 与 25, 例 6 
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ay = XI 
X'2 = %2 (关于 平面 (e], ez) 平行 于 EC3 的 对 称 变换 ). 
x'3 = 一 %3 
3 ERA 


~~~~~~~~~~ 


一 个 线性 变换 如 果 使 二 次 形式 
g(x) = xi + XI + + x? 
保持 不 变 , 就 称 为 正 交 变换 . 
相应 的 矩阵 A 叫 正 交 和 矩阵 .一 个 矩阵 A 是 正 交 的 ,必须 且 只 需 A 满足 
ATA =I 
这 里 47 表 示 A 的 转 置 矩阵 (由 A 关于 主 对 角 线 对 称 而 得 的 矩阵 ). 
Mn = 2 予以 验证 .要 使 变换 
x) = a% + Q12X2 
X' 2 = an% + Q22%2 


对 于 任意 的 %1 与 x2 满足 x! i + x’ = xt 十 xi ,条 件 是 


bi + a3, = l,ah + ah = 1 
aan + anan = 0 
这 条 件 可 表 成 
roe fa le “| 是 单位 矩阵 0 4 
an ani \ ay 1 
由 此 推出 
det A = +1 
RDA, TESS EL AT AY Ub, Ee Be AT PAL: AAT = 7, ik AT HE 
Fe ESCHER . 


因为 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变 换 , 故 所 有 正 交 变 换 构 成 一 个 群 , 称 
为 正 交 群 , WH O(n, K). 有 两 种 正 交 变 换 : 行列 式 为 + 1 的 称 为 旋转 , 构成 
O(n, K) 的 子 群 0+ (n, KK) ,而 行列 式 为 - 1 的 则 称 为 翻转 (当然 不 构成 子 群 ). 

若 开 是 复数 体 , 则 实数 体 R 上 的 实 正 交 群 0(n,R) BRE O(n, K) WF 
群 . 

EE ” 正 交 变换 保持 两 个 向 量 的 纯 量 积 . 

HE x Sy 的 纯 量 积 表 成 

f(x,y) = XIY1 + MX272 十 … 十 Mn 

它 是 向 量 的 坐标 的 对 称 双 线 性 形式 ， 
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事实 上 ,上 面 的 形式 可 写成 矩阵 的 乘积 


f(x,y) = (xl %2 °°" Xn) 


Yn 
经 过 变换 4 , 它 变 成 (根据 结合 律 ) 
(AX)"AY = (X™A")(AY) = X™(ATA)Y = XY 
子 空间 V eee Fs lel V” 是 满足 下 述 条 件 的 向 量 y 所 成 的 子 空间 
对 每 一 x € V,f(x,y) =0 
V" 的 确 是 子 空间 ,因为 / 双 线 性 ;而 上 述 关系 是 对 称 的 , 故 了 也 是 Y* 的 共 
Has [Al . 
V 只 由 一 个 向 量 x 生成 , 则 V* 是 正 交 超 平面 .更 一 般 , 若 了 是 p 维 , 则 
V" gen - p EEKE, V 由 p 个 无 关 向 量 el,…,e, 确定 ,V* 是 p 个 无 关 超 平 
面 f(ei,y) = 0 的 交 ,i = 1,2,…,p). 
当天 是 实数 体 时 ,我们 有 了 门 VY” = 0, 故 两 个 共 斩 的 子 空间 是 互补 的 . 当 
天 是 复数 体 时 ,结论 不 真 ,这 时 ,存在 子 空间 了 ,使 得 了 门 V* zz 0, 称 为 迷 向 子 空 
间 . 


人 ~ 一 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 人 下 ~ 一 一 ww 一 一 一 


WA 是 正 交 对 合 矩 阵 ( 故 4 满足 4? = 7, 由 此 4 = A-! = 47). 这 是 一 种 
特殊 的 对 合 变 换 , 定 理 1 适用 .我 们 来 证 明 该 定理 中 的 V 和 下 是 共 轿 子 空间 ,从 
而 使 结论 更 加 确切 . 

x EV 与 y € WW 的 纯 量 积 是 

f(x,y) = f(Ax,Ay) = f(x, - y) =- f(x,y) 

由 此 2f(x,y) = 0, f(x,y) = 0, 只 要 体 天 的 示 性 数 不 是 2. 

由 此 推出 yE V* RW CV" MAW AV* 有 同样 的 维 数 m- p, RD W = 
V* Ah, V 5 wW Shae. 

此 外 ,我 们 知道 VN W = 0, VO V* = 0, 所 以 了 不 是 迷 向 子 空间 . wth 
一 样 .由 此 有 : 

定理 2 FA 是 对 合 正 交 变换 , 则 存在 非 迷 向 子 空间 Y( 可 能 只 有 零 元 )， 
使 得 对 于 了 的 每 个 向 量 x 有 Ax = x, FILES TA] V* 的 每 个 向 量 x 有 4x = 
- X. 

在 了 与 多 内 各 取 一 个 法 正 交 基底 , 便 得 五 的 一 个 法 正 交 基底 ,使 得 变换 方 
程 取 式 (1) 的 形式 ,该 变换 是 旋转 或 翻转 依 n - p 是 偶数 或 奇数 而 定 . 
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特别 , 当 V 是 n - 1 维 时 ,对 合 正 交 变换 使 V 保持 不 变 , 称 为 关于 超 平面 了 
的 对 称 变换 (已 知 V 不 是 迷 向 子 空间 ). 初 等 几何 中 由 对 称 变换 生成 正 交 群 的 著 
名 定理 ,在 复数 体 KK 或 实数 体 RR 的 情形 ,已 由 E. 嘉 当 推 广 至 任意 的 n,J: 迪 厄 
多 内 又 推广 至 示 性 数 不 是 2 的 任意 体 . 即 下 述 定理 成 立 . 

定理 3 ”任意 n 元 正 交 变换 是 至 多 n 个 对 称 变换 的 积 . 

对 用 归纳 法 就 实数 体 证 明 .n = 1 时 显然 真 , 设 n -1 时 定理 真 . 若 存 在 一 
向 量 x zz 0, 使 得 Ax = x, 则 A 使 得 与 x HME SEM ABA 在 HH 上 
的 限制 是 正 交 变换 , 它 是 至 多 n - 1 个 对 称 变换 的 积 .这 就 在 E 中 定义 了 一 些 对 
称 变换 ,至 多 n - 1 个 . 若 没 有 一 个 非 零 向 量 是 不 变 的 ,考虑 任 一 向 量 xo, 则 
Axo # Xo, Xo 满足 

p(xX0o) = f(xo,xo) = (Axo) 

方程 为 f(x,xo - Axo) = 0 的 超 平面 定义 一 个 对 称 变换 S, 把 xo BM 
Axo 40. 积 变换 SA 使 xzo 不 变 , 故 是 至 多 n - 1 个 对 称 变换 的 积 , 所 以 4 是 至 多 
n 个 对 称 变换 的 积 . 


一 人 ~ 一 一 一 ~ 一 一 一 


任 取 空 间 E = Kr", 这 里 KK 是 复数 体 ,现在 考虑 厄 米 形 
olx) = KIKI + X2M2 + 十 Kin 
其 中 ,x; 表示 xi WIPER. EERE p(x) 不 变 的 线性 变换 , 它 的 矩阵 A 
满足 关系 
A’-A=I 

这 里 47 表 示 A KHH E BE. BO 4 可 逆 , 其 逆 是 41, 满足 AAT = 7, 故 
也 是 厄 米 矩阵 .两 个 酉 变换 的 乘积 仍 是 酉 变换 , 故 所 有 的 酉 变换 构成 一 个 群 : 酉 
HE U(n,K). 

一 个 酉 变换 使 下 列表 达 式 不 变 

f(x,y) = 之 xi 

上 式 称 为 向 量 x Sy 的 厄 米 纯 量 积 , 它 是 这 两 个 向 量 的 双 线 性 形式 , 非 对 称 ,但 
满足 


f(x,y) = f(y,x) 
MAE f(x,y) = 0 与 f(y,x) = 0 等 价 .这 些 性 质 使 我 们 能 够 定义 共 罗 子 空间 
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V 与 V* ,并 将 定理 3 扩张 至 西 群 ,得 出 任意 西 变换 的 构造 . 
行列 式 等 于 1 的 本 变换 构成 西 群 与 特殊 线性 群 的 子 群 :特殊 西 群 $ U (n, 
K). 


人 ~ 人 一 ~ 一 ~ 全 一 一 ~ 一 


假定 空间 E 是 偶 维 :n = 2m. 向 量 x 的 坐标 是 :xi X1, E2, X2, ns Xl 
对 于 两 个 向 量 x 与 了, 我 们 考虑 相应 的 
f(x,y) = Ky KY + Na = xaya + wy x mym 
这 是 两 个 向 量 的 交错 双 线性 形式 
f(y,x) =- f(x,y) 
保持 f(x,y) 不 变 的 线性 变换 称 为 辛 变换 ,因此 它 由 下 式 定义 
f(x,y) = f(Ax, Ay) 
相应 的 矩阵 4 称 为 辛 矩阵 . 两 个 辛 变换 的 积 仍 是 辛 变换 .为 证 明 辛 变换 构成 一 
个 群 ,我 们 来 证 明 辛 变换 是 可 道 的 . 
n= 2 时 , 辛 变换 就 是 保持 定向 面积 不 变 的 变换 ,所 以 是 特殊 线性 群 SL(2, 
K) 中 的 变换 .在 n = 2m 的 一 般 情形 ,考虑 矩阵 4 的 列 向 量 , 即 
æ; = Ael,a'! = Ae'l,…, An = Alm A'm = Ae’ n 
从 关系 fe; ,e;) = 0,f(e;,e’;) = Ôj f(e';,e';) = 0( 这 里 6; 4i = j 时 为 
l,i 闫 时 为 0) 推出 
f(@;,a;) = 0,f(a;,a';) = ôj f(@';,a’;) = 0 
这 是 4 为 辛 矩阵 的 充 要 条 件 . 而 向 量 组 Q1,0 1 y Am A 是 无 关 的 ,因为 若 
存在 若干 4 使 得 x = Aa, + ho te 4 Amam + A 00m 为 零 , 则 f(x a") = 
A, =0, 同 样 对 1 < i < m,A; = A'i = 0. 故 矩阵 4 可 逆 , 而 且 它 的 道 也 保持 
f(x,y) 不 变 , 所 以 也 是 辛 矩阵 .因此 , 辛 变换 构成 一 个 群 , 称 为 辛 群 SP(n,K). 
QUIRK} ESCHER —PE , RIET ELESE VV 与 V* 的 概念 ,以 及 满足 
VV" 关 0 的 迷 向 子 空 间 V KRES. 
对 合 辛 变换 利用 同样 的 证 法 ,定理 2 可 推广 至 辛 群 .但 我 们 可 以 补充 说 
明 一 点 :对 合 辛 变换 的 结构 中 出 现 的 空间 了 与 W 都 是 偶数 维 空间 ， 
事实 上 ,V 与 WW 都 不 迷 向 ， 而 奇数 维 子 空间 只 能 是 迷 向 的 : 一 个 由 基底 
e1,…, C2p+1 确定 的 奇 维 空间 U ,实际 上 含有 非 零 向 量 
xX = AC +t + Ary Copa 
属于 U WHE 3 fe]. 4A 2p + 1 个 齐 次 方程 
f(x,ei) = Arfler,e) + 4 Azp+if(e2p+1s@i) = 0 
f= 1,2y,2p +1 
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有 奇数 阶 反 对 称 行列 式 , 故 行列 式 为 零 , 所 以 方程 组 有 非 零 解 A1,42，… ,A2p+1， 
从 而 给 出 非 零 向 量 . 
特别 ,任何 一 维 子 空间 以 及 任何 超 平面 都 是 迷 向 子 空间 . 


Renee 


前 面 的 论证 表明 不 存在 辛 “对 称 变换 ” ,但 如 同 把 正 交 对 称 变换 视 为 保持 超 
平面 的 向 量 不 变 的 正 交 变换 一 样 ,我 们 也 可 寻求 使 得 超 平面 的 向 量 保持 不 变 的 
辛 变换 . 

WA 是 这 样 的 变换 ,及 是 超 平面 ,xo 是 不 在 鼠 上 的 向 量 ; 对 于 每 个 向 量 x 
相应 地 有 五 的 向 量 h ,使 得 x = h + r(x)xo, 由 此 Ax = h + r(x) Axo, FAA 
Ax -x = r(x)a,a = Axo — Xo 
这 个 向 量 a AA Se AA AMEN X 的 任意 向 量 e 有 
fla,e) = f(Axo - xo,e) = f(Axo,e) - f(xo,e) = 0 
但 由 于 任何 向 量 都 产生 迷 向 子 空间 ,所 以 a 属于 五 . 因此 ,对 于 任何 这 样 的 变换 

A, FE HWRE a 与 不 属于 有 的 向 量 xo0, 使 得 x = h + r(x)xo,Ax = 
x +r(x)a. 这 两 个 公式 就 确定 了 所 求 的 变换 .反之 ,由 这 两 个 公式 定义 的 变换 
(其 中 xo 不 在 五 上 ,a AH SPE) ,正好 是 一 个 辛 变换 ,保持 H 的 每 一 向 
量 不 变 
f(Ax, Ay) = f(x,y) + r(y)f(x,a) + 
r(x)fla,y) + r(x)rly)fla,x) = 
f(x, y)® 

设 2m -1 个 向 量 e; 构 成 五 的 一 个 基底 ( 取 el = a), 向 量 ez 在 五 之 外 ( 取 
Com = x0) ;上 面 的 公式 给 出 h = Hey tr 十 X2m-1€Im-19T(X) = Xam» Ax 的 
坐标 为 

Xi = %1 + Xm» X2 = %25", Xm-1 = %2m-1 
Xam = %2m 

如 上 得 到 的 变换 称 为 超 平面 H 的 辛 横 截 .上 面 的 方程 表明 4 的 行列 式 为 
1. 

如 果 两 个 向 量 xo 和 yo 满足 f(xo,yo) #0, RATI LAE — TF RAK, IE xo 
变 为 yo. 事实 上 , 按 上 面 的 结果 , 超 平面 五 应 是 yo - xo 的 共 思 e 子 空间 ,此 超 平面 
不 含 xo, A 定义 如 下 


@ 注意 ,由 于 a € HRN WHE, PTW f(a,a) = 0. 此 外 ,由 于 x = ht r(x) x,y = 天 二 
rl(y)xosh,k E H, PU r(y)f(x,a) = r(x)r(y)f(xo.a) r(x)fla,sy) = r(x)r(y)fla,xo) = 
— r(x)r(y) : f(xo,a). 
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x= h+ r(x)xo, Ax =h+ r(x)yo 


Te Sn ne 


定理 4 每 个 辛 变换 4 是 有 限 多 个 辛 横 截 的 积 . 

先 假设 对 每 个 x, 我 们 有 f(x, Ax) = 0. 于 是 A 是 对 合 变 换 , 因 为 从 关系 
f(x +y,A(x+y)) =0 有 f(x,Ay) = f(Ax,y) = f/(Ax,A?y); 由 于 向 量 Ax 
任意 , 故 对 任意 y,A?y = y, BI A? = I 反之 亦 然 ,从 f(x,y) = - f(y,x) 推出 
f(x,Ax) = 0. 因 此 有 下 列 结论 : 

引 理 1 如 果 对 每 个 x 有 f(x,Ax) = 0, 则 A 是 对 合 变 换 ;反之 亦 然 . 

在 这 种 情形 ,可 以 考虑 出 现在 对 合 辛 变 换 的 结构 中 的 两 个 子 空间 V 与 W = 
V". BA 47, W 20.8 W 偶 维 ,并 且 不 是 迷 向 子 空间 ,所 以 WW 内 存在 两 
个 向 量 xo 与 yo, 使 得 f(xo, yo) x 0. M Axo = 一 Xo 这 就 表明 x E 下 推出 f( Axo, 
Yo) 关 0, 所 以 存在 辛 模 截 7 将 Axo 变 成 yo. 同 样 ,f(yo,xo) < O AURA TEESE HERR 
T' 将 yo 变 成 Xo. 由 此 推出 T'TA {8 xo 不 变 . 

我 们 要 证 明 ,在 一 般 情形 ,这 结果 仍 真 : 

引 理 2 ” 设 4 是 辛 变换 , 则 存在 两 个 辛 横 截 T5 T ,使 得 TTA 至 少 保持 
一 个 向 量 xo 不 变 . 

E 4 为 对 合 变换 , 引 理 2 就 是 刚才 证 明 的 性 质 . 若 4 不 是 对 合 变换 , 则 由 引 
理 1 ,至少 存 在 一 向 量 xo, 使 得 f(xo,Axo) < 0. 故 存在 辛 横 截 了 将 4xo Æ xo, 
因此 , 积 变换 TA 使 xo 不 变 . 

现在 设 B 是 一 辛 变换 ,使 xo 保持 不 变 . 

a) 先 设 存在 yo, 使 得 

f(xo,y0) = 0, f(Yo, Byo) #0 
则 存在 辛 横 截 7 变 By 成 yo, 积 变换 TIB 使 yo 不 变 .向 量 xo 对 这 个 积 变 换 也 
是 不 变 的 .为 证 明 这 点 ,只 需 验 明 它 在 辛 横 截 7 的 不 变 超 平面 上 , 即 它 是 Byo - 
Xo 的 共 配 向 量 .这 由 下 面 等 式 推出 
flxo, BYo - Yo) = f(xo, Byo) - fC xo, Yo) = 
f( Bxo, Byo) - f(xo,yo) = 0 

我 们 刚才 不 仅 就 所 考虑 的 情形 证 明了 引 理 2, 而 且 得 到 更 完善 的 结论 : 

引 理 3 FEE yo 使 得 f(xo, yo) Z 0,f( yo, Byo) 4 0, 则 存在 辛 横 截 
的 积 变换 ,再 乘 以 4 就 使 两 个 向 量 xo, yo 不 变 . 

b) 现在 设 ,对 于 每 个 满足 FLzo,yo) 4 0 的 向 量 yo, 有 f(yo, Byo) = 0. 我 们 
要 利用 一 个 辛 模 截 , 它 将 Byo 不 再 变 成 yo, MER Xo + yo0. 这 个 变换 T 的 确 存 
在 ,因为 
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fl(Byo,xo + Yo) = f(Byo,xo) = f(yo,X0) #0 
于 是 ,变换 TB = C 把 yo BM xo + yo A 
flyo, Cyo) = flyo,xo + Yo) = fl¥o,X0) #0 
WAL C 使 xo 不 变 , 因 为 xo 属于 横 截 7 的 不 变 超 平面 ,后 者 是 由 于 
f(xo, Byo - xo - Yo) = f(xo, Byo) - f(x0,¥o) = 0 
所 以 两 个 向 量 xo 与 yo 使 得 
f(xo,y0) # 0,f(yo0, Cyo) # 0 
这 是 应 用 引 理 3 的 条 件 , 由 此 有 结论 : 
SI A 是 任 一 辛 变换 ,向 量 xo 和 yo 满足 f(xo,yo) 4 0, 则 存在 辛 横 
截 的 积 变换 ,再 乘 以 4 就 使 ro 和 yo 都 保持 不 变 . 
从 这 个 结论 , 推 证 定理 4 如 下 . 设 忆 是 由 xzo 与 yo 确定 的 平面 ,xzo 与 yo 对 C 
不 变 且 f(xo,yo) 关 0. 此 平面 尸 不 是 迷 向 子 空间 , 它 的 共 斩 子 空间 P* 是 它 的 互 
补 子 空间 ,但 P* 的 维 数 是 2m - 2. 变 换 C 使 P* 不 变 , 它 在 P* 上 的 限制 是 我 
们 前 面 讨 论 过 的 辛 变换 . 如果 这 限制 是 辛 模 截 的 积 ,那么 因为 子 空间 的 每 个 辛 
横 截 是 5 的 辛 横 截 的 限制 , 故 定理 得 证 .但 通过 关于 m 的 归纳 法 ,可 归结 为 2 维 
空间 ,这 时 引 理 成 立 .定理 证 毕 . 
作为 定理 4 的 推论 ,每 个 辛 变 换 的 行列 式 都 为 1. 因此 , 辛 群 SP(n,K) 是 特 
殊 线性 群 SL(n, K) 的 子 群 . 


anan an anan annan 


n 个 元 素 的 有 限 集合 的 全 体 置 换 所 成 的 群 称 为 对 称 群 $,. 这 是 具有 n! 
元 素 的 有 限 群 . 它 可 用 K 的 线性 变换 实现 ;事实 上 ,例如 ,考虑 三 个 元 素 的 集合 
(x1, x2, %3), EPR] x1, x2, x3} > |23, x2, %1} 可 表示 成 
0 0 1 
0 1 0 
Xl 1 0 0 
所 以 ,其 矩阵 表示 的 每 行 、 每 列 都 只 有 一 个 非 零 元 素 , 即 是 1. 这 对 任意 n 也 成 


立 .由 此 , 群 Sn 可 视 为 正 交 群 的 子 群 ;这 个 群 的 旋转 有 区 个 .相当 于 偶 置 换 , 它 
们 构成 5, 的 子 群 :交代 群 4,. 


X3 x] 


x2 


X3 
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第 七 讲 ”射影 空间 ? 


数学 专修 班 "的 优秀 生 都 能 正确 使 用 实 射影 空间 ， 甚至 复 射影 空间 . 但 
是 ,他 第 一 次 跟 这 些 概念 打交道 ,几乎 总 是 很 苦恼 ;这 种 苦恼 劲 ， 如 果 拿 我 的 个 
人 经 验 来 说 ,可 能 持续 很 久 . 本 文 的 目的 与 其 说 是 要 长 篇 大 论 射影 空间 的 技巧 ， 
不 如 说 是 想 把 射影 空间 及 其 来 源 空间 的 关系 搞 清楚 ,从 而 弄 清 苦恼 的 根源 ,有 
助 于 消除 它 . 

无 穷 远 元 素 的 引进 遭遇 到 一 些 困难 ,这 是 从 自然 数 直到 复数 相继 扩充 数 的 
概念 时 从 未 出 现 过 的 .第 一 个 困难 是 :这 些 扩充 的 每 一 个 都 可 以 使 我 们 得 到 被 
创造 出 来 的 那些 元 素 的 新 性 质 , 而 丝毫 也 不 会 失掉 已 有 元 素 的 性 质 (从 实数 过 
滤 到 复数 失去 有 序 体 的 结构 是 个 例外 ); 反之 ,引进 一 个 (或 两 个 ) 无 穷 远 元 素 
就 几乎 整个 地 毁灭 了 实数 直线 的 代数 结构 . 对 于 这 一 点 ， 在 初等 课程 里 表达 得 
过 于 简单 了 ,宣称 “无 穷 大 不 是 一 个 数 !1” 第 二 个 困难 涉及 扩充 的 唯一 性 问题 ， 
对 于 扩充 数 的 概念 ,这 一 点 是 有 保证 的 (确切 地 说 , 例如 有 下 述 事实 ;包含 自然 
数 的 极 小 阿 贝尔 群 (就 加 法 而 言 ) 同 构 于 整数 群 ) , 而 对 无 穷 远 元 素 而 言 ,唯一 
性 问题 并 无 保证 .缺乏 严格 的 基础 使 学 生 在 含糊 的 问题 面前 无 言 以 对 , 例如 下 
面 的 问题 : 复 平面 和 解析 几何 的 平面 在 有 限 距 离 内 是 重合 的 , 那 怎 么 会 一 个 有 
无 穷 远 点 ,而 另 一 个 却 有 无 穷 远 直线 呢 ? 


nn 


a) 利用 把 一 张 平面 映 成 男 一 张 平面 的 透视 映射 定义 射影 空间 . 设 P 与 PP 
是 两 张 不 平行 的 平面 ,0 是 一 透视 中 心 . 有 可 能 出 现 一 些 讨 厌 的 例外 :P 上 有 一 
条 直线 , 它 的 点 MBAR: P 上 有 一 条 直线 , 它 的 点 M 不 是 PP 的 点 的 象 . 然 
而 ,就 其 余 的 点 而 言 ,在 PRAM, P 的 点 M' 以 及 直线 OMM 这 三 者 之 间 存 在 
对 应 关系 ,只 要 知道 其 中 任何 一 项 ,另外 两 项 便 唯一 确定 . 但 是 在 上 述 两 个 例外 
情形 中 ,点 MRM 中 有 一 个 是 存在 的 ,而 从 点 0 引 出 的 直线 也 总 是 确定 的 . 因 
此 ,如 果 不 再 着 眼 于 PRP 的 点 ,而 着 眼 于 Ri 中 从 0 引出 的 直线 ,就 可 以 排除 
上 述 例外 情形 .为 此 ,我 们 给 出 下 述 定义 :二 维 射 影 空间 P, 是 三 维 欧 氏 空间 R3 


O 原作 者 A. Revuz( 普 瓦 蒂 埃 理学 院 教授 ) 
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中 从 一 点 0 引 的 所 有 直线 的 集合 .射影 空间 P 中 的 直线 就 是 及 中 过 点 0 的 平 
面 . 

一 般 定义 :假设 给 了 任何 一 个 体 K( 可 换 或 不 可 换 ) 以 及 左 向 量 空间 K, 
它 是 n+ 1 个 的 积 空 间 , 与 KX 上 的 任何 n + 1 维 左 0 向 量 空间 同 构 .所 谓 K 上 
的 n 维 左 射影 空间 , 记 为 P,(K), 是 指 E 中 所 有 齐 次 直线 的 集合 , 即 K+ 中 
所 有 一 维 子 空间 的 集合 . 

b) 利用 齐 次 坐标 定义 射影 空间 .现在 让 我 们 主要 从 解析 的 观点 来 讨论 . 设 
Ki, 是 K"+! 挖 掉 原 点 后 的 空间 (指标 的 位 置 在 下 表示 Kip 不 是 维 数 较 低 的 同 
类 空间 的 积 ). 在 Kia 中 引入 下 面 的 等 价 关 系 An Kia 中 的 ( 非 零 ) 向 量 x Sy 
等 价 , 如 果 存 在 非 零 的 1 © K, 使 得 y = ix. 

相应 的 等 价 类 就 是 K 中 除去 原点 后 的 齐 次 直线 ;因此 , P,(K) 与 商 空间 
K*,1/A。 之 间 存 在 一 一 对 应 ,所 以 可 以 把 两 者 看 成 一 样 . 

Ki, 的 元 素 由 其 坐标 xo,x1,… ,x 给 定 , 所 以 P,(K) 的 元 素 由 n + 1 个 元 
Boxxx, 给 出 ,这 是 射影 空间 中 点 的 一 组 “ 齐 次 坐标 ,除了 一 个 因子 不 计 
外 是 完全 确定 的 .” 

2 MY & id 6 & 

原来 的 向 量 空间 结构 经 过 这 样 处 理 以 后 还 剩 下 什么 呢 ? 如 果 我 们 从 一 个 群 
出 发 ,考虑 关于 这 个 群 的 合成 法 则 是 正规 的 等 价 关 系 ,那么 所 得 到 商 结构 仍 然 
是 一 个 群 : 商 群 .但 是 在 射影 空间 的 情形 ,我 们 的 出 发 点 是 一 个 向 量 空间 , 去掉 
了 群 运算 的 中 性 元 素 , 而 且 , 等 价 关系 关于 群 的 合成 法 则 也 不 是 正规 的 (x’,y 
等 价 于 y’ 并 不 蕴含 x + y ENT + y'). 至 于 纯 量 乘法 ,由 于 它 使 等 价 类 保持 
不 变 ,所 以 并 不 产生 射影 空间 中 相应 的 运算 . 

那么 还 剩 下 什么 呢 ? 让 我 们 想 想 讨论 的 出 发 点 , 想 想 把 平面 映 成 平面 的 透 
视 映 射 吧 . 剩 下 的 东西 不 过 就 是 共 线 的 点 罢 了 .在 更 一 般 的 空间 中 ,我 们 指出 ， 
若 Kia 的 p 个 元 素 线性 无 关 , 即 Axi + … + Aye, = OFF A, = 42 = … = 
4。=0, 则 与 x1,…, x, 分 别 等 价 的 p AER xp 分 别 等 价 的 p 个 元 素 
zx 显然 也 线性 无 关 .相应 的 诸 等 价 类 叫做 已 的 射影 无 关 点 . 

RARE i o 是 把 K*1 映 成 P 的 标准 映射 :对 于 OKT, 的 每 一 元 素 
x ,相应 的 p(x) 是 它 的 模 A, 类 .我 们 总 是 把 Ki, 中 的 “线性 对 象 " 关于 o WR 
定义 为 “射影 对 象 ”, 例 如 ,p 维 射影 线性 簇 就 是 K*,i 的 p 维 子 空间 及 的 标准 象 
gp(V). 由 此 推出 ,车 P, AY p 个 点 射影 无 关 , 则 含有 它 的 最 小 射影 线性 簇 是 p - 


Py @ 或 右 向 量 空间 . 
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1 维 的 . 

射影 空间 的 公理 化 射影 空间 中 射影 无 关 的 概念 恰好 是 可 以 从 它 出 发 构 
造 射 影 空 间 理 论 的 唯一 概念 . 这 一 点 Lesieur 给 出 了 一 一 个 极 好 的 表述 ,此 外 ,他 
还 用 序 结构 的 语言 定义 了 无 关 性 @. 

上 面 的 说 明基 于 下 述 事实 : PR) 的 所 有 射影 线性 簇 ,例如 空 集 与 全 空间 
P3(R) 都 算 在 内 , 按 包 含 关系 确定 的 序 关系 ,构成 一 个 格 ,这 就 是 说 :给 了 两 个 
ÎR 4 与 B, 则 所 有 含 于 4 与 8 的 簇 中 存在 一 个 最 大 的 簇 , 记 为 inf(4,B), 或 4 门 
B, 称 为 AS BNO; MUA A 5B 的 簇 中 存在 一 个 最 小 的 簇 , 记 为 sup( 4， 
B) 或 4 UB, 称 为 4 与 B 的 和 . 格 有 最 小 元 素 , 即 是 空 集 , 也 有 最 大 元 素 , 即 是 
全 空间 . 

于 是 ,Lesieur 提出 如 下 公理 . 

I 射影 空间 的 线性 簇 构成 一 个 格 , 这 个 格 有 最 小 元 素 0 与 最 大 元 素 1. 
KREN A < B, 可 以 读 作 :4 AF BK BEIA. BE O oa 

IEA PREF B, M B UP 盖 住 B. 

M 任何 一 个 簇 4 关 0 所 超过 的 点 的 集合 非 空 ,并 且 4 是 其 中 有 限 多 个 点 的 
All. 

于 是 ,无 关 性 的 概念 表述 成 :n + 1 个 点 是 相关 的 ,如 果 其 中 至 少 有 一 个 点 
AlITHA n 个 点 的 和 中 .相反 的 情形 则 称 为 无 关 . 

我 们 指出 ,如 果 无 关 点 的 和 是 一 个 簇 , 则 点 的 个 数 只 依赖 于 这 个 簇 ,而 不 依 
赖 于 所 选 的 无 关 点 ,即使 有 很 多 可 能 的 选择 . 这 个 簇 的 维 数 就 是 无 关 点 的 个 数 
减 一 . 

E n 是 全 空间 ( 格 的 最 大 元 素 ) 的 维 数 , 则 n - 1 维 簇 称 为 超 平面 . 

于 是 有 下 面 第 四 个 公理 : 

NV 若 4 不 周 于 超 平面 及 , 则 AEAN 及 .这 是 I 的 对 偶 公 理 ( 若 颠 倒 格 
的 序 关 系 , 就 是 I). 

这 四 条 公理 有 一 个 重要 的 推论 ,就 是 簇 的 维 数 满足 下 述 恒 等 式 

d(A U B) + d(Af) B) = d(A) + d(B) 

正 是 从 这 些 最 简单 的 概念 出 发 ,使 理论 逐步 充实 以 新 的 公理 ,就 能 重新 建 
立 起 古典 的 射影 几何 ,甚至 仿 射 几 何 . 

现在 我 们 要 抛 开 公理 的 观点 .提出 这 种 观点 只 是 为 了 强调 射影 空间 理论 的 
实质 ,以 及 这 种 观点 产生 的 理论 的 优美 . 


L. Dubreil Jacotin, L. Lesieur, R. Croisot, A des u Paris, 1953 , pp249 ~ 
Pe 


“Ze” 原则 指 格 论 中 的 交 ， 不 过 现在 和 集 论 中 的 交 一 致 ' 员 要 抬 能 视 窑 所 包含 的 点 的 集合 
即 可 . E “和 ” 则 是 格 论 中 的 运算 ,在 这 里 是 与 集 论 中 的 ede RPGS 
TOR a 盖 住 另 一 个 元 素 b, 如 果 a 严格 大 于 6b, 并 且 a 与 5 之 间 不 存在 任何 元 素 . 
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设 有 同一 个 体 玉 上 的 两 个 映 影 空间 已, 与 P, , 维 数 分 别 为 m 与 n, 它 是 从 除 
去 了 一 点 的 向 量 空间 Kja 5 KL 出 发 定义 的 .又 设 9 与 $y 是 标准 映射 ,分 别 把 
Kivi BRM 已 ,把 Kari 映 成 已 .对 于 把 Kr+! 映 入 Km < n) 的 任何 单 值 线 
性 映射 ,我 们 可 以 “ 求 商 ” 相 应 地 得 到 一 个 射影 映射 g ,把 P; 映 入 P,,g 由 下 列 
等 式 定义 


gp=y°f 
这 些 映射 适合 
Kari Kh 
ae 


Pn 及 

Pn 的 一 点 x 是 Kii,i 的 一 条 “直线 ”对 于 p 的 象 ,该 直线 对 于 SHREK WE 
线 , 它 对 于 y 的 象 是 P, 的 点 , 按 定义 此 点 就 是 x 对 于 g 的 象 . P 的 p 维 射影 簇 
是 Kar 的 p EGE OW) 向 量子 空间 对 于 o 的 象 ,由 此 推出 :射影 簇 对 于 射 
影 映射 的 象 是 同样 维 数 的 射影 簇 . 

推广 : 半 线 性 映射 .可 以 将 上 述 理论 推广 到 一 般 情形 ,其 中 射影 空间 是 定义 
在 两 个 不 同 但 却 同 构 的 体 K 与 K ito BK AK’ 之 间 的 同 构 映 射 ,XA EA E 
KEK 中 的 象 .于 是 ,所 考虑 的 f 就 是 与 同 构 映射 o 相应 的 半 线 性 映射 , 它 把 K 
上 的 右 向 量 空间 ERAK 上 的 右 向 量 空间 色 , 即 对 任何 x,yE EMAC KA 

f(x +y) = f(x) + fly), faa) = fx) 

如 果 /是 一 一 的 , 则 如 上 求 商 由 了 导出 的 映射 称 为 相应 的 射影 空间 之 间 的 
射影 映射 . 

现在 我 们 可 以 在 最 一 般 的 形式 下 陈述 并 证 明 射 影 几 何 的 基本 定理 . 

定理 BESE 分 别 是 体 玉 与 玉 上 的 两 个 右 向 量 空间 ,具有 相同 的 维 数 
n;P 与 P' 是 相应 的 射影 空间 .如 果 存 在 把 P 映 成 P' 的 一 一 映射 g ,使 得 PP 的 任 
意 共 线 三 点 的 象 是 P 的 共 线 三 点 ,又 若 > 3, 则 有 : 

1)K 5K 同 构 ( 用 o 表示 同 构 映 射 ); 

2)g 是 射影 映射 ,由 一 个 与 o 相应 的 把 E 映 成 Er’ 的 一 一 半 线 性 映射 f 求 商 
而 得 . 

注意 ,定理 的 结论 有 力 地 确认 了 前 面 提出 的 观点 :射影 空间 理论 的 实质 包 


mae 这 里 简称 为 射影 映射 的 概念 ,就 是 通常 所 说 的 射影 线性 映射 .因为 我 们 只 考虑 这 种 映射 , 故 不 
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含 在 无 关 点 的 概念 中 . 

证 明 D ”我 们 用 xK 表示 P WA, CE EM Ax 的 标准 象 (对 于 已 ,已 ,天 
有 类 似 的 记号 ). 

1° P HERE V 的 象 a(V) Æ p HR aKO < i < p +1) 是 生成 了 的 射影 
无 关 点 组 ;由 于 共 线 点 的 象 仍 共 线 ,所 以 gV) EF g(aiK) ERKI V 内 .但 
是 , 另 一 方面 ,由 g(P) = P 推出 ,无 关 点 组 的 象 仍 是 无 关 点 组 :事实 上 ,假设 
诸 ¢(aK) 不 是 无 关 的 , 则 将 诸 a < i < p+1) 扩 充 成 E 的 一 个 基底 ai ，…， 
ai 4p42，… an, 象 g(ak)(1< i<n) 就 张 成 一 个 维 数 < " -1 的 复 ,这 簇 应 
该 含有 P, 因为 g(P) = P, 但 这 是 芒 雇 的 , 因为 4(P') = n - 1. 于 是 
g(V) = VV ,否则 V 含有 形 如 g(aK) 的 元 素 ,这 里 aK 与 aK(1 < is p +l) At 
BIE. HV aK RAV V, AER p + 1, 于 是 它 的 象 含 于 维 数 为 p 的 VV 中. 

ZK 与 K' 同 构 . 设 (ei)(1 < i<n) 是 EE 的 一 个 基底 ,e1K,e2K 与 eK 是 P 
的 点 ,e'1K eK 5e K 是 这 些 点 关于 g 的 象 .由 1° 推 得 ,e'1,e's 与 e', 在 E 
中 线性 无 关 . 设 DD 是 eK 与 eK 生成 的 射影 直线 ,D' 是 它 的 象 ;是 D 与 exK 生 
成 的 射影 平面 , F 是 它 的 象 .中 不 在 D 上 的 每 一 点 可 唯一 地 写成 (etal + 
ezaz +e,) K. 因此 ,我 们 可 以 把 D 在 中 的 补 子 空间 与 K 上 由 e1, ez 生成 的 右 向 
量 空间 上 等同 (D 取 作 无 穷 远 直线 ). F PSD 不 同 的 每 一 条 射影 直线 相当 于 工 
的 一 直线 ,下 的 两 条 直线 在 六 上 相交 ,各 被 对 方 分 成 两 条 直线 ,其 中 一 条 由 男 一 
条 平移 而 得 (这 两 条 直线 称 为 平行 直线 ,也 可 通过 “位 似 ” 由 一 条 得 到 男 一 条 ). 
D EF 中 的 补 子 空间 与 e'1 和 e' 生成 的 向 量 空间 L 之 间 也 可 作 类 似 的 等 同 . 
于 是 ,对 于 映射 g, 相 应 地 有 一 个 把 工 映 成 L' 的 一 一 映射 u, 把 一 条 直线 变 成 直 
线 ,把 两 条 平行 直线 变 成 直线 ,并 且 u(0) = 0,u(e1) = e'1,u(e'2) = er. A 
此 ,通过 在 大 中 构造 平行 直线 ,由 天 的 两 个 元 素 ,B 出 发 ,容易 得 到 元 素 a + B 
与 8, 它 们 是 由 e 生成 的 直线 上 的 点 的 横 坐 标 ( 见 图 1 与 2). 由 于 u 保持 平行 
性 不 变 , 若 令 u(e 6) = e'1 名 ,显然 可 见 ,映射 4 一 名 是 把 K 映 成 K' 的 一 一 映 
射 , 并 保持 和 与 积 不 变 , 这 就 是 所 求 的 同 构 映射 . 


@ 


O ep a ea e(@+p) 


图 1 
3° g 是 射影 映射 .联结 e1 与 e2§ 的 直线 在 L 中 平行 于 联结 ei 与 ez 的 直线 ， 


O 作为 证 明 , 我 们 引用 J.Dieudonné, 《La Geometrie des Groupes Classiques》, Berlin, 1955 . 
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er B 


O ea el eag ep 


图 2 
WA u(e.é) = eof. A-WA, LW Resa + e2B 是 过 ela 与 ez8 各 引 e; 与 el 
的 平行 线 而 得 的 , 故 也 有 
ulei + ez7) = eE + eo 

BD “是 对 应 于 ce 的 一 一 半 线 性 映射 FEL BRL. 

上 述 论证 对 于 己 的 任何 一 对 点 eK,e 天 也 成 立 . 若 用 "表示 对 应 于 c 的 一 一 
半 线 性 映射 ,使 得 v(ei) = e';,h 表示 相应 的 把 P 映 成 P' 的 射影 映射 , 则 h-!。 
g 是 把 P 映 成 自身 的 映射 , 它 把 每 一 直线 变 成 直线 ,并 使 联结 两 点 eK, eK HE 
线 上 的 各 点 不 变 .这 是 一 个 恒 等 变 换 , 故 有 g = h. 

HE on = 2 时 ,定理 不 真 .在 K = K = R 的 情形 下 ,射影 变换 的 特征 是 保 
持 两 方 比例 不 变 . 


4 MY SAG wit eH 


若 向 量 空间 EE 具有 拓扑 结构 , 则 求 商 立即 得 到 相应 射影 空间 的 拓扑 结构 ， 
实 射影 空间 或 复 射 影 空间 ( 即 定 义 在 实数 体 或 复数 体 上 的 射影 空间 ) 就 是 这 样 
得 到 的 . 

作为 约束 ,我 们 引述 下 面 的 重要 结果 : P,(R) 同 胚 于 把 对 径 点 粘 合 起 来 的 
球面 5,; P,(R) 同 胚 于 把 边界 球面 Sni 的 对 径 点 粘 合 起 来 的 球体 B, ; P, (R) 是 
紧 致 连通 空间 . 
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第 八 讲 ” 数 直 线 及 其 基本 拓扑 性 质 ? 


Re 


一 般 拓扑 学 是 由 于 人 们 关心 没有 解析 表达 式 的 函数 ,感到 有 必要 对 连续 函 
数 给 以 精确 的 定义 时 应 运 而 生 的 .今天 ,我 们 仍然 可 以 说 ， 一 般 拓扑 学 在 于 研究 

实数 集合 RR 是 第 一 个 定义 了 这 些 概念 的 集合 ， 不 论 就 理论 研究 还 是 就 应 用 
而 言 ,现在 也 仍然 是 最 重要 的 集合 . 

本 文 要 讨论 的 正 是 R 的 定义 及 其 拓扑 结构 . 


i te he ge Sst he 


在 讨论 R 的 拓扑 结构 之 前 ,我 们 先 回顾 它 的 基本 性 质 ;确切 说 ,我 将 把 RÆ 
义 为 具有 这 些 基 本 特性 的 代数 结构 与 序 结构 的 集合 . 

定义 1 RA G 是 一 个 全 序 交 换 群 ,如 果 : 

1) C 具有 一 个 内 运算 , 记 为 + ,使 得 G 成 为 交换 群 ; 

2) C 具有 一 个 全 序 结构 , 记 为 <; 

3) 上 述 加 法 与 序 关系 是 相 容 的 , 即 对 每 个 *,a<bRiMatx<cbin. 

显然 ,关系 a < b 等 价 于 0 <(b -a). 

例子 ”全 体 整数 的 集合 Z; 有 理 数 集 Q; 实 系数 多 项 式 P(x) 的 集合 P, 其 
中 序 关 系 是 :车 po - pi 的 最 低 次 项 的 系数 > 0, 则 Pi < pp. 

定义 2 全 序 集 E 是 连续 的 ,如 果 : 

1)E 的 每 个 开 区 间 (a ,6) 至 少 含有 一 点 ( 故 也 含有 无 限 多 点 ). 

DE WEVA LAW TAX BAT ERO, 

整数 集 Z 满足 性 质 2) ,但 不 满足 1) .有 理 数 集 Q IEMA. 

当 R 已 定义 时 , 可 以 证 明 R 的 每 个 子 区 间 是 连续 的 . 同样 , 令 E 是 偶 对 


QD 原作 者 G. Choquet ( 索 尔 本 大 学 教授 ). 
如 果 对 每 个 x CX Ax ca W a EX W 


© sa, Ñ EF. MR XX 的 所 有 上 界 中 有 一 个 最 小 的 ,这 个 最 
小 上 界 称 为 七 的 上 确 界 ,同样 定义 下 界 与 下 确 界 的 概念 
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(a,b) 的 集合 ,这 里 a € [0,1], b € [0,1]; 定 义 序 关系 如 下 : 

(a,b) < (a,b), a< a' 或 者 a = a,b sb MEFR EEN. 

DA 4 EER, W EWR PRM TERRA PRA, EME X KW 
下 界 集合 的 上 确 界 . 

我 们 将 看 到 ,在 同 构 的 意义 下 ,定义 1 与 2 使 集合 具有 唯一 结构 . 准确 说 ,我 
们 有 : 

定理 1 设 6 与 6' 是 两 个 连续 的 全 序 交换 群 ,每 一 个 含有 的 元 素 都 不 止 一 
个 . 则 对 任意 的 a E€ G,a’ € Ga > 0,a' > 0, 存 在 唯一 一 个 把 G 映 入 G' 的 
增 表示 O, E f(a) = a’. 4a’ 0 时 ,f 是 同 构 ; 当 a' = 0 时 ,对 所 有 x 有 
f(x) = 0. 

4a’ < 0 时 ,把 “ 增 ” 字 改 为 “ 降 ” 字 , 可 得 类 似 结果 . 

这 个 定理 的 证 明 是 模仿 确立 指数 存在 的 经 典 初 等 证 明 . 

首先 证 明 G( 以 及 C) 的 每 个 区 间 都 具有 一 个 中 心 ,由 此 可 定义 G 的 元 素 


(2) a 的 集合 4; 集 合 4 在 CG 上 处 处 稠密 @,/ 在 4 上 的 定义 是 /号 oj = Ba). 


然后 将 /扩张 至 整个 C. 

注 ” 设 f 与 g 是 把 G 映 入 G' 的 两 个 单调 表示 ,hh 是 h(x) = f(x) + g(x) 
定义 的 映射 .hh 显然 是 一 表示 . 另 一 方面 ,如 果 h(a) > 0(a > 0), 则 对 4 的 每 个 
元 素 x >OWA h(x) > 0, 于 是 对 所 有 的 x,h(x) > 0. 

因此 ,把 GIRA C 两 个 单调 表示 的 和 仍 是 单调 表示 ;准确 地 说 ,这 些 表 示 
构成 一 个 群 ,并 与 6' 同 构 . 

表示 群 的 存在 

定理 1 是 基本 的 ,因为 它 表 明 , 除 去 同 构 不 计 外 ,所 研究 的 群 是 唯一 的 .不 
过 它 没有 建立 群 的 存在 性 ;有 种 种 方法 证 明 这 个 群 的 存在 . 

例如 , G 是 无 限 十 进 制 展开 的 集合 ,具有 通常 的 加 法 ; 这 种 方法 的 弱点 在 
于 :必须 取消 从 某 一 位 开始 只 含 g 的 展开 .对 二 进 制 展开 亦 然 . 

更 古典 的 方法 是 从 有 理 数 或 二 进 制 有 理 数 所 成 有 序 交 换 群 Q 出 发 ,利用 柯 
西 序列 方法 或 戴 德 金 分 割 方法 使 Q 完备 化 . 

下 面 介 绍 一 种 比较 方便 的 分 割 方法 ,排除 了 存在 三 类 分 割 的 麻烦 . 

序 加 群 Q 的 任何 非 空子 集 s PRA Q 的 起 端 ,如 果 : 

1)x < y Hy E s Ax E s; 

2)s 不 含 最 大 元 素 ,s ~ Q. 

例如 ,对 于 每 个 a。 E Q, 满 足 x < a MEAs, 就 是 一 个 起 端 . 


),(x Jao(f(x) < y). 
RMR aaa. 7 
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WS 是 所 有 起 端的 集合 ;包含 关系 在 S 中 定义 一 全 序 关 系 ,这 关系 是 连续 
的 ,因为 任意 多 个 起 端的 并 集 也 是 一 个 起 端 , 否则 就 等 于 Q. 

在 S 上 定义 加 法 如 下 : 

si + s2 = (x, + x2) 的 集合 ,这 里 xx € sx € 5p. 

于 是 $ 在 上 面 的 序 关系 与 加 法 下 构成 一 个 连续 的 全 序 交 换 群 ,含有 一 个 处 
处 稠密 的 子 群 ,这 个 子 群 同 构 于 Q, 同 构 对 应 是 a > sla E Q) ,一 般 就 将 这 子 
群 与 Q 等 同 . 

我 们 就 是 要 把 集合 5 叫做 数 直线 R. 


eee nan 


在 刚才 定义 的 数 直 线 R 上 ,现在 还 只 有 单独 一 个 运算 :加 法 ;此 外 ,还 可 在 
R 内 定义 乘法 .为 此 ,只 需 把 其 处 处 稠密 的 子 集 Q 上 已 有 定义 的 乘法 扩张 至 了 
即 可 .这 种 构造 是 经 典 的 . 

但 是 ,我 们 要 使 用 另 一 种 方法 , 它 基 本 定理 1, 特 别 着 眼 于 乘法 的 特性 , 把 
乘法 视 为 一 种 运算 在 这 点 上 和 某 些 初等 方法 比较 接近 . 

定义 3 ”集合 天 称 为 全 序 交 换 体 ,如 果 开具 有 交换 体 的 结构 ,以 及 与 天 的 
代数 结构 相 容 的 全 序 结构 (用 < 表示 ), 即 : 

l)a < b MMB Ha +a bH; 

2)0 < a 50 < b AMO < ab. 

我 们 用 K, EM Ki) 表示 天 中 yx = 0(x > 0) 的 集合 . 

定理 2( 存 在 性 与 唯一 性 ) W G 是 连续 的 全 序 交换 群 (用 加 法 记号 ), 则 对 
C 的 每 个 元 素 。> 0,6 都 有 唯一 一 个 体 结构 ,使 得 它 的 加 法 就 是 G 的 加 法 , 它 
的 单位 元 是 e, FH 

(1)0 < 4,0 < b WO0 < ab. 

这 个 体 是 交换 的 . 

我 们 假设 了 e。 > 0, 因 为 在 全 序 体 中 ,每 个 平方 > 0; 因 此 , 若 。 是 单位 元 ， 
Me=e>0. 

唯一 性 ” 设 G 具 有 满足 上 面条 件 (1) 的 体 结构 ,用 xy 表示 x Sy 的 乘积 . 

设 a > 0 是 G 的 一 个 元 素 . 由 x | 一 ax 定义 的 映射 是 把 群 G 映 成 自身 的 
同 构 ,不 等 式 (1) 表明 ,f 是 增 表示 ;而 fe) = a. 因 此 ,由 定理 1, 这 个 映射 /由 
a,e UKR G 的 群 结构 完全 确定 . 

# a < 0, 有 同样 结构 ,因为 在 任何 体 中 , ax =- (- a) x, RFA ax Hae, 
G(R x) 完全 确定 . 

换言之 , 若 在 G 上 存在 满足 条 件 (1) 的 体 结构 , 则 它 完全 由 单位 元 的 选取 
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确定 . 

存在 性 “” 剩 下 要 证 明 : G 的 确 有 这 样 的 体 结构 ,并 且 这 个 体 是 交换 的 . 

上 面 的 证 明 ,启发 我 们 把 乘积 ax 定义 成 x 对 于 把 e 变 成 a 的 增 表示 或 降 表 
示 的 象 .确切 地 讲 , 就 是 令 ax = falx). 

现在 证 明 , 有 了 如 上 乘法 G 就 成 为 有 序 交 换 体 : 

L) fa? fr 是 单调 表示 . 

因为 ,f(f(e)) = fab) = ab, MUS ° fo = fæ- 

由 此 推出 六 (Ac)) = fale), i albe) = (cb)c, 换 句 话 讲 , 乘 积 是 结合 
的 . 

2) 因 是 恒 等 映 射 , 故 对 于 每 个 b, 有 eb = b; 男 一 方面 ,be = 5b, 所 以 e 是 
单位 元 . 

3) 对 每 个 a 4 0,f 是 把 G RM GC 的 同 构 映射 , 故 存在 元 素 a, 使 得 
f(a) =e, 因 此 有 aa’ = e, XAM a'a = e. 因为, 如果 a'a = u, M] aa'a = 
au,; 即 a = ou, 从 而 = e( 因 是 一 一 的 ). 

换 句 话 讲 ,a 具有 逆 元 素 . 

4) 关系 f(x + y) = fala) + fy) 成 为 

a(x+y) = ax + ay 
今 再 证 明 
(a+a')x = ax + a'x 

事实 上 ,映射 x 一 (a + a!) x RE fora ,映射 x > ax + wx 是 两 个 单调 表 
示 包 与 fv 之 和 ,根据 上 面 的 注 , 也 是 一 个 单调 表示 ,用 g 表示 .因为 映射 ,6 与 
g 在 点 e 取 同 一 值 , 故 它们 相同 . 

所 以 我 们 证 明了 乘法 对 加 法 的 分 配 律 . 

上 面 证 明 的 乘法 性 质 表明 ,这 个 乘法 在 G 上 确定 一 个 体 结构 .下 面 证 明 这 
个 体 是 交换 的 . 

5) 为 此 ,只 需 证 明 映 射 x 一 ax 与 x 一 xa 和 恒 同 .例如 , 设 a > 0. 第 一 个 映射 
E f, 1 gp 为 第 二 个 映射 .已 证 (x + y)a = xa + ya; 另 一 方面 ,对 每 个 x 二 0 
有 xa > 0, 故 gp。 为 单调 表示 . 因 pale) = fale), BE pa = fa- 

6) 最 后 ,注意 ,关系 0 < a 与 0 < x 蕴涵 0 < ax, 于 是 定理 证 毕 . 

推论 KSK 是 两 个 连续 的 全 序 交换 体 , 则 存在 把 KK 映 成 K' 的 唯一 的 
增 同 构 映 射 . 

这 个 同 构 映射 就 是 把 有 序 加 法 群 K 映 成 有 序 加 法 群 K' 的 同 构 映 射 , 把 KK 
的 单位 元 映 成 K' 的 单位 元 . 

体 R 根据 上 面 的 推论 ,我 们 可 以 把 任何 连续 的 全 序 交换 体 叫 做 实数 体 . 
不 过 我 们 还 是 把 这 个 名 称 留 给 使 加 群 R 的 乘法 单位 元 为 。= 1 的 那个 体 . 
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指数 与 对 数 ”集合 R* 对 于 乘法 是 连续 的 全 序 群 ,所 以 根据 定理 1, 同 构 于 
加 群 R. 

把 RR 映 成 R* 并 满足 f(1) = a 的 单调 同 构 映 射 /, 称 为 以 a 为 底 的 指数 . 逆 
映射 广 : 是 以 a 为 底 的 对 数 ;这 两 个 映射 当 a > 1 时 是 增 映射 ,a < 1 时 是 降 映 
射 . 

WR R 的 同 构 推 知 ,R* 的 每 个 元 都 是 平方 ,这 使 上 述 推 论 变 得 很 确 
切 .事实 上 , 设 /是 一 把 K 映 成 K 的 代数 表示 ,对 每 个 x > 0,0 x = y?, AX 
f(x) = fly’) = (f(y))? = 0, 所 以 f 是 增 表示 .这 是 一 个 增 同 构 ,除非 对 每 个 
x,f(x) = 0. 

特别 ,对 把 体 RIRA EF ER REN f, 对 每 个 x 有 f(x) = x, 否 则 对 
每 个 x 有 f(x) = 0. 


Re eee 


我 们 刚才 对 R 的 代数 结构 与 其 序 结构 之 间 的 讨论 ,可 能 使 人 以 为 , 弄 清 这 
关系 是 定义 和 研究 R 的 拓扑 结构 所 必 不 可 少 的 .我 们 将 看 到 ,根本 不 是 这 人 么 回 
事 ,R 的 拓扑 结构 可 以 只 从 序 关系 出 发 来 定义 .这 就 让 人 猜测 ,任何 全 序 集 的 拓 
扑 结构 都 可 以 用 类 似 方法 来 定义 .我 们 可 以 很 容易 验证 情况 正 是 如 此 . 

R 中 的 开 区 间 是 指 任何 形 如 (ac,5)(a < 5),(- ©, a), (a, +o) 的 集合 ， 
以 及 R 和 2 .这 些 集合 的 定义 是 熟知 的 ,只 需 用 到 R 上 存在 序 关系 . 

易 见 ,两 个 开 区 间 的 交 仍 是 开 区 间 . 

定义 4 及 的 子 集 4 称 为 开 集 ,如 果 它 是 一 族 ( 有 限 或 无 限 多 个 ) 开 区 间 的 
并 集 . 

也 可 以 这 样 定 义 开 集 4 ,如 果 对 每 个 x E 4 ,存在 一 个 包含 x* 的 属于 4 的 开 
区 间 . 

容易 推出 下 列 性 质 : 

O, :任何 (有 限 或 无 限 多 个 ) 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 . 

0, :任意 有 限 多 个 开 集 的 交集 仍 是 开 集 . 

0;3:R 与 名 是 开 集 . 

性 质 O, 与 0; 是 明显 的 ,0, 由 如 下 性 质 推出 :任意 有 限 多 个 开 集 的 交集 仍 
是 开 集 . 

从 定义 还 可 推 得 :每 个 开 区 间 都 是 开 集 . 


注 ”无 限 多 个 开 集 的 交集 未 必 是 开 集 :例如 , 开 区 间 ( - 二 ,二 ) C = 1， 


Q@” 即 不 预先 假设 f 是 增 表示 . 
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2,…) 的 交集 是 一 点 集 {0| ,这 不 是 开 集 . 

EMS 当 R 的 子 集 4 的 补 集 是 开 集 时 , 称 4 是 闭 集 . 

使 用 如 下 对 偶 公 式 

CCU4) = QCCA), CCNA) = Y (CA) 

从 性 质 0 ,0; 与 0; 立即 推 得 闭 集 的 对 偶 性 质 : 

F, :任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

孔 : 任 意 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

R: O25 R 是 闭 集 . 

闭 集 的 例子 1) 每 个 闭 区 间 [ a,5b] 是 闭 集 ;事实 上 , 它 的 补 集 是 开 区 间 
(- %,a) 与 (5, + œ) 的 并 集 . 

2) 任意 有 限 多 个 闭 区 间 的 并 集 是 闭 集 (因此 ,特别 有 每 个 有 限 集 是 闭 集 ). 

3) 闭 集 的 一 个 著名 例子 是 康 托 的 三 分 集 . 用 递 推定 义 4 : A, = [0,1]; 


Ay =[0,-]U [4.1] ;4,.1 是 从 组 成 4, 的 每 个 闭 区 间 中 除去 中 间 三 分 之 一 


那个 开 区 间 得 到 的 集合 .每 个 A, 都 是 闭 集 ;要 求 的 康 托 三 分 集 4 就 是 这 些 4 的 
交集 . 

容易 证 明 ,4 是 [0,1] 中 按照 三 进 制 计数 法 其 展 式 只 含有 数字 0 与 2 的 那些 
集合 . 
稍 后 ,我 们 要 用 聚 点 的 概念 对 闭 集 的 特点 给 出 一 个 有 趣 说 明 . 
定义 6( 邻 域 的 定义 ) x 是 RR 的 一 点 ,R 的 子 集 V 称 为 x HB, WR VA 
有 一 个 包含 x 的 开 集 . 

换 句 话说 ,如 果 了 包含 一 个 含有 x 的 开 区 间 ,V 就 是 % 的 邻 域 . 

例如 ,任何 开 集 4 都 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 .反之 ,任何 集合 4, 如 果 是 其 中 
每 一 点 的 邻 域 , 它 就 是 开 区 间 的 并 集 , 所 以 是 开 集 . 因此 开 集 与 邻 域 的 概念 是 互 
通 的 . 

下 面 是 R 中 点 的 邻 域 的 简单 性 质 : 

Vi:x 的 每 一 邻 域 含有 x. 

V :包含 x 的 一 个 邻 域 的 任 一 集合 仍 是 x 的 一 个 邻 域 . 

V3:z 的 两 个 令 域 的 交集 仍 是 x 的 一 个 邻 域 . 

Va: a 的 每 个 邻 域 了 都 包含 x 的 另 一 邻 域 更 ,使 得 歼 的 每 一 点 以 了 为 邻 域 . 

Vs: R 的 两 个 相 异 点 a 与 a 有 两 个 互 不 相交 的 邻 域 V 与 V. 

性 质 Vi, V2, Vs 是 明显 的 .为 证 明 Va, 只 需 取 含有 x 并 含 于 V 的 开 集 作为 下 
即 可 . 

为 证 明 Vs, 设 a < a',b Ea Sa’ Zi. FERRER V = (- %w,6b), 与 
V =(b, + ©) 即 可 .证 明 直 线 上 的 点 列 至 多 只 能 收敛 于 一 个 点 , 正 是 利用 了 
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性 质 Vs. 
集合 的 接触 点 与 聚 点 
设 4 是 R 的 子 集 ,x CR. 
如 果 * 的 每 个 邻 域 至 少 含有 4 的 一 个 点 ,就 说 x 是 4 的 接触 点 . 
如 果 x 的 每 个 邻 域 至 少 含有 4 的 一 个 异 于 * 的 点 ,就 说 x 是 4 的 聚 点 . 
换 句 话 讲 ,x 是 4 的 接触 点 相当 于 x E 4 或 者 x 是 4 的 聚 点 . 
容易 验 明 , 若 x 是 4 的 聚 点 , 则 x 的 每 个 邻 域 含有 4 的 无 限 多 个 点 . 


例子 “1) 整数 集合 没有 至 点 . 
2) 点 二 (mnE Z*)D 所 成 的 集合 4 有 唯一 的 聚 点 0.4 的 每 一 点 都 是 孤立 


附 贴 包 , 闭 包 

4 的 接触 点 的 集合 称 为 4 的 附 贴 包 . 

包含 4 的 所 有 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 , 亦 即 包含 4 的 最 小 闭 集 . 

容易 验 明 , 这 两 个 集合 是 相同 的 ,都 用 A 表示 ,并 且 相 应 的 名 称 不 加 区 别 . 

A 是 闭 集 相当 于 4 = A. 

有 上 界 闭 集 的 上 确 界 

SR AE EAR 的 子 集 4 车 有 上 界 , 就 有 上 确 界 a, H sup 4 表示 . 

a = sup 4 的 特性 是 :(c, + œ) 不 含 4 的 点 ,并 且 a 的 每 个 邻 域 至 少 含 有 
4 的 一 个 点 .特别 ,a 是 4 的 接触 点 ,所 以 要 么 a € 4, 要 么 a 是 4 的 聚 点 . 

当 4 是 闭 集 时 ,4 =A, MaE A ; 换 句 话 讲 ,每 个 有 上 界 的 闭 集 含有 它 的 上 
确 界 . 


人 ~ 全 ~ 全 ~ 人 一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 一 ww 一 


有 界 闭 区 间 的 一 个 最 重要 属性 ,就 是 下 面 的 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 表达 的 性 
质 , 它 使 我 们 可 以 把 研究 任意 开 覆 盖 的 问题 化 为 研究 它 的 有 限 子 开 覆盖 的 问 
题 ,从 而 由 局 部 性 质 得 出 整体 性 质 . 

定理 3( 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 ) w) ARAKEL a, b] 的 一 个 开 
Bini, 即 是 R 的 一 族 开 集 , 它们 的 并 集 包含 [a,5], WK RRS 
(wi) ie Jy, 它们 的 并 集 同样 包含 [a ,6]. 

为 证 明 起 见 , 我 们 用 A 表示 [a,b] 中 使 得 [a,x] 能 被 有 限 多 个 wi 所 覆盖 


© Z* 表示 非 零 整 数 的 集合 . 
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的 那些 x 所 成 的 集合 ;容易 证 明 4 含有 它 的 上 确 界 , 并 且 这 上 确 界 只 能 是 b. 而 
关系 b € 4 相当 于 定理 的 结论 . 

定理 4( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ARAL la, b] 的 任何 无 限 
TÆ X Ela, b] 上 至 少 有 一 聚 点 . 

这 是 前 面 定 理 的 直接 推论 : 

Bla, b] 的 任何 一 点 x 都 不 是 X 的 聚 点 , 则 每 个 x 都 具有 一 个 开 邻 域 
Y(x*) ,至 多 含有 区 的 一 个 点 , 即 * 自身 .这 些 V(x) 构成 [a,b] 的 开 有 覆盖; 根据 
定理 3, 存在 有 限 多 个 这 样 的 V(x), 比 如 V(x,)(p = 1,2,…,n) 组 成 [a,5] 的 
一 个 覆盖 ,所 以 下 至 多 含有 SA x. 

从 上 面 两 个 定理 出 发 ,容易 证 明 把 [c ,5b] 换 成 它 的 任意 闭 子 集 而 得 的 相应 
定理 . 


6 hh BM, AH KRR 

含糊 地 讲 ,函数 /在 一 点 xo 处 连续 ,是 指 x 与 xo 充分 接近 时 ,f(x) 与 f(x0) 
就 接近 .因此 ,可 以 期 望 , 邻 域 的 概念 将 对 连续 概念 给 出 一 个 方便 的 定义 . 

下 面 我 们 只 考虑 定义 在 及 的 一 子 集 导 上 并 在 及 中 取 值 的 函数 , 亦 即 和 上 的 
数值 函数 . 

定义 7 设 f 是 把 R 的 子 集 X 映 入 R 的 映射 ,xo © 对 ,如 果 对 于 FLxo) 的 
每 个 邻 域 下 ,存在 xo 的 一 个 邻 域 了 ,使 得 

(ET 站 ZE 一 COx) E W) 
则 称 f TE xo 连续 . 

如 果 我 们 规定 : xo 关于 锐 的 邻 域 是 指 X 中 任何 形 如 (V NA X) 的 子 集 ,V 是 
xo ÆR 中 的 邻 域 ,那么 ,上 述 连续 性 定义 中 的 条 件 相 当 于 : 对 每 个 Ww, 集合 
f'(W) 是 xo AF X WIRE. 

为 简单 计 ,现在 假设 X = R, 即 设 f 是 把 R 映 人 R 的 映射 . 

若 f 在 每 一 点 连续 , 则 对 RR 的 每 个 开 集 w ,根据 刚才 的 解释 ,集合 广 :!(w) 是 
其 中 每 一 点 的 邻 域 ,所 以 是 开 集 .反之 , 若 对 任意 的 开 集 w, RA Sf w) 都 是 开 
集 , 则 了 在 每 一 点 连续 .这 是 连续 函数 的 一 个 简要 特性 . 

例如 用 上 述 特性 ,可 立即 证 明 : 若 /与 g 是 把 R 映 入 R 的 两 个 连续 映射 , 则 
它们 的 复合 f。g = f(g) 也 连续 (连续 的 传递 性 ). 

下 面 是 一 个 等 价 特性 : 

把 R 映 入 R 的 映射 /是 连续 的 ,如 果 对 RASTA PCF) 是 闭 集 . 

利用 下 列 公式 立即 得 到 证 明 

广 !(C4) = C(f-1(A4)) 
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序列 的 极限 

定义 8 设 有 RR 的 点 序列 (x,) 和 及 的 一 点 7. 如果 对 1 的 每 个 邻 域 『 ,除了 
有 限 个 n 的 值 外 , 均 有 oe, E ,就 说 序列 (xm) 收敛 于 1, 或 者 说 以 1 为 极限 . 

BEX, = lans tn ERRER: EDAN n 使 得 XC. 

由 公理 Vs 容易 证 明 : 一 个 序列 至 多 只 能 有 一 个 极限 

容易 证 明 下 列 结构 : 

1) 任何 有 上 界 的 增 序列 (以 及 有 下 界 的 降序 列 ) 都 有 极限 . 

2) BE f AEX DLA R ABET, TE X A — A a 处 连续 , 则 对 车 中 任何 收敛 于 
a 的 序列 (%,) ,序列 (f(x,)) KAF f(a). 

序列 的 接触 点 

实数 序列 w = (E - 1) 不 收敛 ,但 * 1 往往 可 视 为 广义 的 极限 .对 这 个 概 
念 的 分 析 就 产生 下 列 定 义 : 

EXI 设 (a,)(n = 12,…) 是 及 的 点 列 ,o 是 了 的 一 点 .如 果 对 a 的 每 
个 邻 域 了 ,都 存在 任意 大 的 足 标 n, fE a, © V, 就 说 a 是 序列 ( ou) 的 接触 点 . 

EH A, RRRA |an a,1，,…| UY a 属于 每 个 4 的 附 贴 包 时 ,a 就 是 序 
BN ay) 的 接触 点 . 

因此 ,序列 的 接触 点 的 集合 是 4 = f An. 

这 个 集合 是 闭 的 ; 它 可 能 是 空 的 ,例如 a = mn. 然而 ,使 用 有 界 闭 区 间 的 紧 
致 性 ,容易 证 明 , 每 一 有 和 界 序列 至 少 有 一 接触 点 . 

PIN an) 收敛 于 1 时 , 则 它 有 唯一 的 接触 点 1. 但 反之 不 真 ;例如 ,序列 

l 1 1 


有 唯一 的 接触 点 0 ,可 是 这 序列 并 不 收敛 于 0. 不 过 ,容易 证 明 , 若 有 界 序列 有 
唯一 接触 点 a, 则 此 序列 收敛 于 a; 这 本 质 上 是 由 于 有 界 闭 区 间 的 紧 致 性 . 

R 的 可 数 基 及 其 应 用 

迄今 所 论 拓扑 性 质 只 用 到 R 的 序 结构 , 这 些 性 质 对 于 任何 全 序 集 也 成 立 ， 
只 要 其 中 任何 有 上 界 的 子 集 都 有 上 确 界 . 

R 含有 处 处 稠密 的 可 数 子 集 ( 即 Q) ,利用 这 一 事实 ,我 们 可 以 得 到 与 可 数 
性 有 关 的 一 些 新 性 质 . 下 面 举 出 几 个 .它们 的 证 明 都 是 容易 的 ; 

1)R 中 有 可 数 多 个 开 集 ( W,,) ,使 得 及 的 每 个 开 集 都 是 其 中 某 些 开 集 的 并 集 
(例如 ,可 以 取 区 间 (a,6) 作为 开 集 W, a,b © Q). 这 样 的 一 族 开 集 ( 取 ) 称 为 
R 的 可 数 基 . 

2)R 的 子 集 的 任何 开 覆 盖 都 有 一 个 有 限 或 可 数 的 子 覆 盖 . 
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特别 ,两 两 互 不 相交 的 一 族 开 集 是 有 限 的 或 可 数 的 ;由 此 可 知 ,了 的 每 个 开 
E w 都 是 至 多 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 这 些 开 区 间 是 w 上 的 下 
述 等 价 关系 的 等 价 类 :x ~ yee[x,y] c w. 

3) Æ a 是 并 的 一 个 聚 点 , 则 a 是 X 中 由 相 异 点 组 成 的 一 个 序列 的 极限 . 

4) 若 a 是 序列 (x ) 的 接触 点 , 则 存在 (x) 的 一 子 序列 收敛 于 a. 

5) 设 f 是 把 R 的 子 集 X 映 入 RR 的 映射 ,a E X. 要 使 f 在 点 a 连续 , 充 要 条 
PERE SF X PRAF a 的 任何 序列 (%) ,序列 f(x ) KAF f(a). 

上 述 命题 补足 了 研究 序列 极限 时 提出 的 一 个 命题 . 

从 上 述 第 一 个 性 质 容易 推出 其 余 性 质 . 


RR RRR nen en nese 


迄今 我 们 还 不 曾 用 到 R 的 代数 结构 .我 们 将 看 到 ,R 的 加 群 结构 可 以 确立 
一 些 新 的 性 质 ;事实 上 ,R 上 存在 平移 使 我 们 可 以 谈 集合 的 微小 级 . 

对 于 每 个 XC R,a € R, 用 X+ a 表示 元 素 (x + a) 的 集合 ,这 时 x € X, 
FPR X + a 是 经 过 平移 a 后 的 集合 . 

于 是 可 以 给 出 下 面 定义 : 设 有 0 的 邻 域 了 与 R 的 子 集 外 ,如 果 可 以 把 X 平 
移 到 了 中 ,就 说 式 的 微小 级 是 下 . 

这 个 定义 容易 推广 至 具有 适当 拓扑 结构 的 群 .不 过 ,利用 R 是 全 序 群 这 一 
事实 ,还 可 将 上 述 定 义 精确 陈述 如 下 : 

对 每 个 x E R, 令 |1x1= suplx, - x}, HUEl a+ bl <lal+l b 1; 再 令 
d(x,y) = (x,y) 的 距离 = | x - y 1, 易 证 : 

1) Æ x y, M] d(x,y) > 0;d(x,x) = 0. 

2)d(x,y) = d(y,x). 

3)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)( 三 角形 不 等 式 ). 

在 研究 直线 的 一 致 结构 时 ,这 三 个 性 质 是 基本 的 ,经 常 要 用 到 . 

集合 的 直径 

对 于 每 个 X cR, Y 是 数 | x - y | 的 集合 ,这 里 x,y € X. 若 XY 有 上 
界 , 我 们 令 8(X) = sup X' ,否则 令 (X) =+ %m.6(X) RÄ X WEAH. EA 
(X) = d(X). 

定义 10 We > 0, 如 果 lX) < e, 就 说 集合 的 微小 级 是 e. 

若 集合 X 与 了 的 微小 级 都 是 s, 且 开门 了 z SO , 则 集合 XUY 的 微小 级 是 2e. 

柯 西 序列 

Bla) 是 收敛 序列 ; 若 令 A, = lan, angst} W OCA) > 0. 

我 们 说 ,序列 (a ) 是 柯 西 序列 ,如 果 SCA) > 0( 就 是 说 当 p,g > % 时 ， 
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| a, -a | 一 0). 

我 们 刚才 已 经 指出 , EAF AB ZH] GP). 逆 命 题 则 是 直线 的 一 个 
基本 性 质 : 

定理 5 R 的 每 一 柯 西 序列 都 是 收敛 的 . 

因 柯 西 序列 有 界 , 故 至 少 有 一 接触 点 ,又 柯 西 序列 至 多 只 有 一 个 接触 点 , 故 
定理 成 立 . 

更 经 典 的 证 明 是 归结 为 单调 序列 的 情形 . 

一 致 连续 

这 个 概念 不 能 从 纯 拓扑 的 概念 , 即 从 开 集 或 邻 域 出 发 予以 定义 .还 要 基于 
R 的 群 结构 或 者 距离 的 概念 ;我 们 要 对 一 致 连续 的 概念 给 出 两 个 等 价 的 定义 来 
澄清 这 点 : 

定义 11 设 f 是 把 R 的 子 集 X 映 入 R 的 映射 ,我 们 说 ,f 是 一 致 连续 的 ,如 
果 对 0 的 每 个 邻 域 下 ,存在 0 的 邻 域 V, 使 得 对 于 微小 级 为 V 的 任何 4 COX, 
f(A) 的 微小 级 是 W. 

定义 11 记号 同上 .f 称 为 一 致 连续 ,如 果 5(4) 一 0 蕴涵 5(f(4)) 一 0. 
(换言之 ,对 每 个 。> 0, 存 在 7 > 0, 使 得 (5(4) < 7) 二 (85(f(4)) < €)) 

显然 ,每 个 一 致 连续 函数 是 连续 的 ;反之 不 真 . 

然而 ,有 一 个 基本 定理 说 : 当 X 是 有 界 闭 集 时 ,把 映 入 RR 的 任何 连续 映射 
都 是 一 致 连续 的 .这 个 结论 容易 从 定理 3, 定 理 4 或 者 它们 在 有 界 闭 集 上 的 推广 
推 得 . 

函数 序列 的 一 致 收敛 

这 是 有 关 值 域 空 间 的 概念 ,对 于 定义 空间 的 拓扑 结构 和 一 致 结构 未 做 任何 
假设 . 准确 讲 ,我 们 有 : 

EXI 设 忆 是 完全 任意 的 集合 ,( 太 ) 是 把 已 映 和 及 的 一 映射 序列 ,/ 是 
把 五 映 人 及 的 映射 .我 们 说 ,序列 (万 ) BAF f, UR FH © > 0, 存 在 
一 个 整数 nle) ,使 得 对 每 个 x E 与 每 个 n > nle), RITA 

| f(x)- flax) l<e 
Bp dl f(x), f(x)] < e 
在 稍 后 的 一 讲 中 ,还 要 更 详细 地 研究 这 个 概念 .这 里 简单 提醒 一 下 ,一 致 收 
敛 的 概念 比 逐 点 收敛 要 求 更 强 些 . 例 如 , 设 f, 是 定义 在 [0,1] 上 的 数值 函数 
n’x(l—nx), “xE [o+] 
ha) = 
0, 4x € [At] 
这 个 函数 序列 逐 点 收敛 于 函数 f = 0, 但 不 一 致 收敛 ,因为 
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max | f(x) - f(x) |= T 
当 一 © 时 根本 不 趋 于 0. 


8_R 上 的 拓扑 体 的 结构 
R 的 加 法 与 乘法 和 它 的 拓扑 结构 与 一 致 结构 是 相 容 的 .现在 来 说 明 相 容 的 
定理 6 下 列 映射 连续 : 
JE RIŁA R 的 映射 x > ox JER 映 入 R 的 映射 (x,y) 一 x+y; 
HER” 映 入 及 的 映射 * > 二 ;把 RE BLA 了 的 映射 (>,y) -> ay. 
下 列 映射 一 致 连续 : 
JE RA R 的 映射 x 一 ax; tE R IEA R 的 映射 (x,y) 一 x+y. 
自然 ,对 于 把 R BLA R 的 映射 必须 给 出 连续 性 与 一 致 连续 性 的 定义 . 例 
如 , 取 R 中 两 点 的 欧 氏 距离 作为 距离 便 可 得 到 R 中 一 致 连续 的 概念 . 
注意 ,映射 + 一 2 与 (x,y) 一 ay 非 一 致 连续 . 
利用 连续 与 一 致 连续 的 传递 性 ,从 上 面 定理 推出 另 一 些 熟知 的 结果 . 
例如 , 若 了 与 g 是 两 个 连续 (或 一 致 连续 ) 的 数值 函数 , 则 f + g 亦 然 . 
我 们 可 以 对 定理 6 补充 一 个 与 及 的 全 序 群 结构 有 关 的 结果 : 
映射 x 一 | x | 是 把 R 映 入 R 的 一 致 连续 映射 . 
于 是 ,从 公式 
sup (x,y) = Eu + a 
知 ,把 R EA R 的 映射 (x,y) > sup(x,y) 一致 连续 . 
同样 , 若 f 与 g 是 两 个 数值 连续 (一 致 连续 ) 函数 , 则 | f 1 与 sup (f,g) 亦 
把 群 R 映 入 群 R 的 连续 表示 
设 f 是 把 R 映 入 R 的 连续 映射 ,满足 
fl%+y) = f(x) + fly) 


HSA A 
P)_ ?P 
sponte o! 


因此 ,f 在 Q 上 的 限制 就 是 x 一 ax. 
把 R 映 入 RR 的 这 两 个 映射 /与 x 一 ax 都 连续 ,并 且 在 处 处 稠密 的 集合 Q 上 
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相同 ,所 以 (利用 一 个 容易 证 明 的 但 又 重要 的 性 质 ) 它们 是 恒 同 的 . 

因此 ,把 R 映 入 R 的 每 个 连续 表示 (对 于 加 法 ) 是 单调 的 并 且 具 有 形式 x -> 
ax. 

设 8 是 把 RS BRA R? 的 映射 并 满足 g(xy) = g(x)g(y), 利 用 RR 与 乘法 
TER, 之 间 的 同 构 映射 ,立即 得 到 关于 g 的 类 似 结果 . 

R 的 子 群 

本 文 最 后 讲 一 个 简单 而 常用 的 结果 : 

定理 7 R 的 任何 加 法 子 群 要 么 是 处 处 稠密 的 ,要 么 具有 形式 aZ( 点 an, 
n EZ 的 集合 ). 

由 此 推 知 ,R 的 任何 闭 的 加 法 子 群 要 么 等 同 于 R, 要 么 是 群 az. 

看 一 个 应 用 : 设 /是 及 上 的 数值 函数 ;如 果 对 每 个 zx, 有 f(x + a) = f(x), 
就 说 a 是 f 的 一 个 周期 . 

的 周期 所 成 的 集合 P 显然 是 R 的 加 法 子 群 . 当 /连续 时 ,P 是 闭 集 . 

因此 ,要 么 有 PP =R RARS = 常数 ,要 么 已 具有 形状 <Z, 恒 可 假设 a > 
0, FF PRIX TE a 是 f 的 最 小 周期 . 
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第 九 讲 ” 欧 氏 空间 与 尺度 空间 : 


尺度 概念 与 拓扑 概念 
1 数 直线 复习 


~—~~~~~~~~—~~—~~~ 


在 前 一 讲演 中 ,G. Choquet 提 到 了 实数 直线 R 的 代数 性 质 ,并 且 立 足 于 RR 
的 序 结构 定义 了 把 R 映 入 R 的 连续 映射 .区 间 (a,b) 是 满足 a。 < x < b 的 实数 
x 的 集合 ,把 R 映 入 R 的 映射 了 在 xo 连续 是 指 :对 于 任何 含有 f(xo) 的 区 间 
(a,b), 存在 一 个 含有 xo 的 区 间 (c,5) 使 得 xE (a,b) 蕴涵 f(x) E la, p) E 
可 用 逆 映 射 广 ' 来 定义 (4 是 及 的 子 集 , 广 (4) = {x © RI f(x) E Al). WR 
对 每 个 含有 f(xo) WEKE Ca, p), f a, p 包含 一 个 含有 wo 的 区 间 , 就 说 f 在 xo 
连续 .如 果 用 开 集 表示 任意 多 个 开 区 间 的 并 集 ,那么 可 以 指出 :把 R 映 入 R 的 映 
射 在 每 一 点 处 连续 的 充 要 条 件 是 :每 个 开 集 的 逆 象 仍 是 开 集 ( 空 集 视 为 开 集 ). 

我 们 的 首要 目标 ,是 要 利用 数 直 线 民 的 另 一 结构 来 定义 把 R 映 和 人 RR 的 映射 
了 的 连续 性 :用 两 个 实数 之 差 的 绝对 值 表示 这 两 个 实数 的 距离 ,可 以 对 /在 点 xo 
处 的 连续 性 给 出 三 个 等 价 的 定义 如 下 : 

(1) 对 于 每 个 s > 0, 存在 7 > 0, 使 得 |x -xo1< 7 蕴涵 | f(x) - 
f(xo) |< e. 

(2) 当 x 到 xo 的 距离 趋 于 0 时 ,f(x) 到 f(xo) 的 距离 也 趋 于 0. 

(3) 对 每 个 以 fo) 为 中 心 的 区 间 1,f-1(7) 包含 一 个 以 xo 为 中 心 的 区 间 . 

由 于 (3) 以 及 含有 一 点 的 任何 开 区 间 必 包含 一 个 以 此 点 为 中 心 的 开 区 间 ， 
所 以 上 述 连续 性 定义 (3) 与 基于 R 的 序 结构 的 定义 是 等 价 的 .这 里 ,R 的 开 集 可 
以 定义 为 : 开 集 是 指 一 个 集合 0 ,使 得 x € 0 蕴涵 0 中 含有 一 个 以 x 为 中 心 的 
FKH T. 

上 述 连续 性 定义 (3) 的 优点 是 适用 于 任何 定义 了 距离 的 空间 . 


eee 


EE 是 一 个 集合 , 它 的 元 素 用 x,y,… 表示 .EE 上 的 距离 是 指 把 E x ERA R 
@ 原作 者 A.Revuz ( 普 瓦 蒂 埃 理学 院 教授 ). 
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( 非 负 实 数 集 ) 的 一 个 映射 4, 具 有 下 列 性 质 . 

(1D)d(x,y) = 0x = y. 

(2)d(x,y) = d(y,x) (XIF). 

(3)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)( 三 角形 不 等 式 ). 

具有 这 种 距离 的 E 叫做 尺度 (或 距离 ) 空间 .显然 ,映射 (x,y) ->| x - y | 
就 是 RR 上 的 一 个 距离 . 

设 与 下 是 两 个 尺度 空间 ,关于 连续 性 的 概念 ,上 面 的 定义 (2) 可 以 原封 不 
动 地 照搬 .与 (1) 相当 的 定义 是 : 设 d 是 五 上 的 距离 ,6 是 上 的 距离 , 则 对 每 个 
e > 0. 存 在 7 > 0, 使 得 d(x,xo) < wm»6[f(x),f(x0)] < e. 与 (3) 相当 的 定义 
要 引入 球 的 概念 : 中 心 为 x, 半径 为 r( 正 数 ) 的 开 球 ( 闭 球 ) 是 指 满足 
d(xo,%) <r(<r) 的 点 x 的 集合 .于 是 与 (3) 相当 的 定义 是 :中 心 为 f(xo) 的 开 
球 的 逆 象 包含 一 个 中 心 为 xo 的 开 球 . 

在 继续 讨论 从 距离 出 发 定义 连续 性 之 前 ， 就 距离 本 身 略 谈 几 句 . 直线 上 , 平 
面 (R?) 中 ,三 维 空间 (RI) 中 那些 “具体 ” 的 距离 都 满足 距离 的 公理 ,所 以 就 这 些 
情形 而 言 那 几 条 公理 似乎 已 经 “合情合理 ”了 . 不 过 考虑 一 下 其 中 每 一 条 的 意 
义 , 以 及 和 弄 清楚 在 什么 情况 下 缺少 一 条 就 会 给 距离 的 使 用 造成 阻碍 ,是 不 无 益 
处 的 . 

第 一 个 公理 表明 ,每 个 元 素 到 它 自身 的 距离 是 零 ,到 另 一 个 元 素 的 距离 为 
正 .如 果 我 们 设想 一 种 “距离 ,满足 (2) 与 (3), 以 及 = y=d(x,y) = 0( 即 不 
BOR d(x,y) = 03x = y) ,并 且 的 确 存 在 若干 对 不 同 的 元 素 ,彼此 距离 均 为 零 
(这 样 的 距离 称 为 准 距 离 ). 那 么 会 有 什么 情况 呢 ? 二 者 必 居 其 一 :要 么 是 因为 该 
距离 选择 不 当 , 必 须 考虑 别 的 距离 ;要 么 是 由 于 彼此 距离 为 零 的 元 素 尽管 可 以 
说 是 不 同 的 ,但 却 不 应 该 区 别 对 待 ,因为 它们 在 所 论述 的 问题 中 起 同样 的 作用 . 
在 后 一 情形 ,我 们 注意 : (1) 由 d(x,y) = 0 所 定义 的 关系 xy 是 一 等 价 关系 ，; 
(2) 一 个 元 素 x 到 同一 等 价 类 的 两 个 元 素 y 与 z 的 距离 一 样 , 这 是 因为 
d(z,y) =0 Aim 

d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) = d(x,y) 

d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) = d(x,z) 
所 以 ,两 个 模 p 等 价 类 的 距离 可 以 定义 为 一 个 等 价 类 中 任 一 元 素 到 另 一 个 等 价 
类 中 任 一 元 素 的 距离 . 商 空间 E/o 是 一 尺度 空间 ,是 把 中 彼此 距离 为 零 的 元 
素 看 成 一 样 而 得 .平面 上 点 的 横 坐 标 差 的 绝对 值 就 是 上 述 准 距 离 的 一 个 简单 例 
子 :等 价 类 是 直线 x = 常数 ,空间 E/o 与 数 直 线 同 构 ( 见 后 ). 

第 二 个 公理 , 即 距离 的 对 称 性 ,尽管 显得 自 然 ,但 却 不 是 随便 一 个 具体 的 距 
离 都 能 满足 的 ,例如 走 山路 按时 间 测 行程 所 得 的 距离 , 上山 距离 就 比 下 山 距 离 
大 .不 过 , 碰 到 不 对 称 的 距离 也 不 必 大 惊 小 怪 ,因为 , 若 令 
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S(x,y) = supld(x,y),d(y,x)] 
那么 6 就 是 满足 三 条 公理 的 距离 (只 要 d 满足 (1) 与 (3)). 

第 三 条 公理 的 好 处 ,直观 地 讲 , 就 是 保证 了 “ 邻 域 的 邻 域 仍 是 邻 域 ”. 另 一 些 
不 等 式 也 有 同样 的 效果 ,例如 ,9p 是 正 的 实 函 数 ,在 点 (0,0) 为 零 且 连续 , 则 形 如 
d(x,y) < p(d(x,z),d(z,y)) 

的 不 等 式 至 少 保 证 了 “很 接近 的 很 接近 仍 很 接近 ”. 

经 典 形式 的 三 角形 不 等 式 有 两 条 优点 : 

(1) 简明 . 

(2) 适用 范围 很 大 .公立 中 学 四 年 级 为 颁发 微 积分 学 考试 合格 证 书 而 布置 
学 习 的 所 有 空间 都 可 以 赋予 尺度 结构 ,这 些 结构 确实 有 用 ,而 不 是 为 了 考试 硬 
BREN. 

距离 的 例子 0 

注意 ,任何 集合 上 都 至 少 可 以 定义 一 个 距离 ,就 是 令 d(x,x) = 0; x ey 
则 d(x,y) = 1.( 这 就 是 土地 丈量 员 用 一 把 可 以 任意 伸缩 的 米 尺 可 能 丈量 出 来 
的 距离 ) 这 显然 是 一 个 极端 的 例子 ,除了 对 尺度 空间 的 某 个 命题 提出 可 能 的 反 
例 时 能 叫 人 一 眼看 穿 以 外 ,几乎 不 起 什么 作用 . 

在 空间 R" 中 ,对 于 x = (x1,x2，… 8n), Y = (Yi Yao Yn) 我 们 可 以 定义 


一 个 距离 d(x,y) = 、/ X) C - yi)*( 欧 几 里 得 距离 ). 


公理 (1) 与 (2) 显然 满足 .要 证 明 三 角形 不 等 式 , 令 


Xi — Zi = a;,2; Y= bi 
则 xi — Yi = a + b; 
问题 就 是 要 验 明 
of San +b eal Mad sal DH 
此 不 等 式 等 价 于 


i 
即 等 价 于 


>) ab; eu (>) a >) 03) 
上 面 的 不 等 式 , 当 》) abi < 0 时 是 成 立 的 , 当 >) aib; > 0 时 ,由 下 面 的 许 瓦 兹 不 
等 式 推出 

(Dabi) < (D5 07) D8 


QD 除了 数学 上 的 例子 以 外 , 举 一 些 日 常生 活 中 的 距离 ,可 能 不 无 好 处 :电话 谈话 的 单价 ,旅行 的 期 
限 , 旅 行 费 用 ,…… ,这 些 例子 我 们 虽然 不 习惯 于 称 之 为 距离 ,但 一 般 却 具有 所 说 的 那些 数学 性 质 . 
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因 三 项 式 2) (a; + bA) 大 于 或 等 于 0, 故 许 瓦 效 不 等 式 成 立 . 
注意 , 仅 当 玉 = - 4(i = 1,2,…,n) 时 ,等 号 才 成 立 , 即 仅 当 


At = 41 = 21 — eee — er si = ži — eee — Xn = 2n = Zn 


yiz z Yi — Zi Yn 一 Zn 

亦 即 三 点 x,y,z 共 线 时 ,等 号 才 成 立 . 

R 中 另 一 个 方便 的 距离 是 

da(x,y) = sup lx; — yi | 

还 有 第 三 个 距离 d(x,y) = X 1%-yil. 

若 将 诸 坐 标 视 为 笛 卡 儿 直 角 坐 标 , 则 di 确定 的 球体 的 边界 ,在 R 中 是 圆 
Je] ,在 R 中 是 球面 . (如 果 用 和 斜 坐 标 就 是 椭圆 与 椭 球 面 ) 在 直角 坐标 下 , dy 确定 
的 球体 的 边界 ,在 R 中 是 各 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 ( 在 Ra 中 是 立方 体 ), 而 
ds 确定 的 球体 的 边界 ,在 R 中 是 各 边 平行 于 坐标 角 平分 线 的 正方 形 ( 在 R 中 
是 正八 面体 ) . 

者 4 是 某 个 空间 上 的 距离 ,/ 是 定义 在 R+ 上 的 正 值 实 函数 ,fr(0) = 0, 并 且 
对 每 个 x > 0,y > OA flx +y) < f(x) + fly), WU f(d) 也 是 距离 , 它 和 4 确 
定 出 同样 一 些 球 (一 般 说 来 ,每 个 球 对 于 d 与 f(d) 有 不 同 的 半径 ). 特别 ,可 取 
增 站 函数 作为 玉 例 如 , 若 4 是 一 距离 , 则 本 于 二 也 是 一 个 距离 ,这 是 一 个 有 界 距 
离 , 和 原来 的 距离 确定 同一 些 球 . 

进一步 ,如 果 同 一 空间 上 定义 了 若干 距离 di , d,,…, d, ,容易 验 明 

d=Vd+d++d 

也 是 一 个 距离 ( 许 瓦 兹 不 等 式 的 推论 ), 还 有 d = di + d+…+ dq, Rd = 
sup d; 也 都 是 距离 . (在 后 一 情形 ,由 4 BEAT UY m FN BREA a, 
确定 的 同一 中 心 .同一 半径 的 p 个 球 之 交 ) 

最 后 注意 , 若 同一 空间 上 定义 了 上 距离 序列 (d, ) ,那么 ,由 此 可 以 派生 出 一 个 
新 的 距离 


Sj d 
d= Mente 


n=l 


测 地 距离 

设 有 尺度 空间 EE 与 E 的 子 集 F, 把 E x ERAR HRI OER) d EF x F 
上 的 限制 显然 是 上 的 距离 , 称 为 由 E 的 距离 导出 的 距离 .例如 ,若是 RI,F 
EPR SABA R 的 欧 氏 距离 在 S$ 上 导出 一 个 距离 ( 弦 长 ), 也 称 为 把 S$ 柑 人 人 R3 
的 距离 .由 此 出 发 ,还 可 定义 另 一 个 距离 : 测 地 距离 . 
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给 出 下 的 两 点 与 ,假设 玉 中 至 少 存在 一 条 联结 与 的 道路 .所 谓 道路 
是 指 把 区 间 [0,1] 映 人 下 的 一 个 连续 映射 ,满足 /0) = a,f(1) = b. 对 于 任何 
有 限 序列 和 :to Octet <tc <t, = 1, 相 应 地 得 到 点 a,…， 
m; = flt), b VAR IESE L({t;}) = d(a,m) + + d(mi, mi1) + + 
d(m,_1,6). ITERA RREZ ti), FE LRA, WRA LR, we 
说 道路 是 可 求 长 的 ,sup Lith = L) 就 是 道路 /的 长 . 

FES AH O(a, b) = inf L(f) (inf 是 对 所 有 联结 a,b 的 连续 道路 来 计算 的 ) 
是 一 个 距离 .事实 上 : 

(1)6(a,b) = 0a = 是 显然 的 .因为 若 a = b, 则 存在 一 条 联结 a 与 
的 道路 ,长 为 零 ( 对 于 每 个 1: € [0,1],f(t) = a), 若 a z 5, 则 每 条 道路 的 长 度 
至 少 等 于 d(a,b) > 0. 

(2) 对 称 性 明显 . 

(3) 给 了 © > 0, 则 存在 道路 fi 与 fs, 使 得 

LU fu) < O(a,c) + e,L(fy) < 6(b,c)+e 
可 用 明显 的 方法 定义 两 条 道路 的 和 :相应 的 映射 p 定义 成 


£0), eres 


g(t) = r 
fal2t - 1), ag <t<l 
和 的 长 是 长 的 和 .因为 p 是 联结 a 与 5 的 一 条 道路 , 故 有 
d(a,b) < L(g) = Lfa) + L fa) < 
O(a,c) + (b,c) + 2e 
因 e 任意 ,由 此 推 得 三 角形 不 等 式 .这 就 是 从 Ri 的 欧 氏 距离 出 发 在 球面 5 
上 定义 的 测 地 距离 .利用 上 面 的 定义 ,可 以 初等 地 证 明 , 测 地 距离 是 联结 两 点 的 
两 段 大 圆 弧 中 最 小 一 个 的 长 . 


Rees ee Ss ee 


把 尺度 空间 E( 距 离 为 d) 映 成 尺度 空间 F( 距 离 为 6) 的 一 一 映射 /叫做 同 
尺 映射 ,如 果 对 于 的 每 一 对 元 素 (a,b) 有 
d(a,b) = d(f(a),f(b)) 
初等 几何 中 所 谓 的 位 移 变 换 和 对 称 变换 都 是 同 尺 映射 ,原来 的 名 称 是 不 恰 
当 的 (最 好 是 叫做 正 同 尺 映射 或 反 同 尺 映射 )0. 


® , 村 这 些 概 念 , 才能 最 容易 地 给 出 初等 几何 的 某 种 简单 而 
“具体 ”的 公理 体系 , 即 是 说 这 些 公理 表达 了 几何 中 通常 的 运算 (测量 距离 .弯曲 ,等 ). 
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RRE E EE KTZH, USEE 上 的 限制 是 把 gr’ BRAE ) 的 同 尺 映 
射 .但 是 ,E 与 F 的 两 个 子 空间 之 间 的 同 尺 映射 可 以 扩张 成 整个 空间 上 的 映射 ， 
这 个 断言 并 不 总 是 对 的 ,因而 是 某 些 定理 要 讨论 的 目的 . 

例如 ,车 = F = 有 R, 由 不 共 线 三 点 组 成 的 两 个 子 集 之 间 的 同 尺 映射 可 以 
唯一 地 扩张 至 整个 空间 .这 是 三 角形 三 边 等 则 全 等 这 个 命题 的 升华 形式 . aE 
与 是 具有 同样 半径 的 两 个 球面 ,上 述 结论 也 真 ， 这 里 距离 是 艇 和 人 距离 或 相应 
的 测 地 距离 .就 用 这 些 距 离 , 对 于 半径 不 同 的 两 个 球面 ,这 个 结论 就 不 对 . (这 些 
例子 表明 ,通常 那些 全 等 情形 的 证 明 “ 含 有 多 少 未 曾 表达 出 来 的 公理 ” 啊 ) 


人 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 一 ~ 一 一 一 ~ 一 


现在 再 来 讨论 把 尺度 空间 E RARES H F 的 连续 映射 /的 第 三 个 定义 ; 
/在 一 点 xo 连续, 意 指 每 个 中 心 为 Kxo) 的 开 球 的 逆 象 都 包含 一 个 中 心 为 wo 的 
开 球 .这 导致 引入 下 列 概念 : 

定义 任何 集合 ,如 果 包 含 以 x 为 中 心 的 一 个 开 球 ,就 称 为 点 x 的 邻 域 . 

于 是 可 以 说 :“f 在 点 xo 连续 的 充 要 条 件 是 : f(x0) 的 每 个 邻 域 的 逆 象 是 xo 
的 一 个 邻 域 ”, 这 一 简单 而 普通 的 陈述 有 一 个 好 处 ， 就 是 保持 连续 概念 的 直观 含 
X. 

假设 STE E 的 每 一 点 连续 ,利用 EE 入 的 开 集 可 以 把 连续 的 概念 表达 得 更 
简单 . 

定义 ”尺度 空间 中 的 开 集 是 任意 多 个 开 球 的 并 集 . 

注意 , 若 yE B(x,r), W d(x,y) =r < r, 所 以 根据 三 角形 不 等 式 有 
B(y,r-r')c B(%,r) ,由 此 得 到 开 集 的 另 一 定义 : 开 集 是 其 中 每 一 点 的 邻 域 . 
由 此 推出 :“f 是 把 E 映 入 的 连续 映射 ( 即 在 忆 的 每 一 点 连续 ) 的 充 要 条 件 是 : 
的 每 个 开 集 的 逆 象 是 的 开 集 .” 

用 连续 性 的 上 述 定义 容易 证 明 下 面 定理 : 若 E,F,G 是 三 个 尺度 空间 ,是 
把 EE 映 入 FF 的 连续 映射 ,g RE FORA G 的 连续 映射 , 则 把 E BLA G 的 复合 映 
Bt g e SMER. 

# A c F, CA 是 4 的 补 集 , 则 

广 (C4) = Cf-1(4) 

因此 ,如 果 闭 集 是 指 其 补 集 是 开 集 的 集合 ,那么 ,在 上 面 连续 性 定义 中 ,把 开 字 
换 成 闭 字 , 便 得 到 一 个 等 价 的 定义 . 

利用 集合 的 接触 点 的 概念 ,可 以 得 到 闭 集 的 一 个 内 在 定义 . 

定义 ”如果 对 于 点 a 的 每 个 邻 域 V, 我 们 有 VN 4 AS ,a 就 是 4 的 接触 
A. (显然 只 需 中 心 为 a 的 开 球 是 这 样 就 行 了 ) 集合 4 的 附 贴 包 4 是 4 的 所 有 接 


785 “Ji -2R; 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


触 点 的 集合 .对 于 任何 4, 有 4 c 4. 

定理 ”一 个 集合 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 :这 个 集合 等 于 它 的 闭 包 . 

事实 上 ,4 是 闭 集 等 于 说 C4 BIR. a g 4, 则 存在 一 球 B(a,r) BT 
CA, B(a,r) VA = 名 ,a ¢ 4, 由 此 4 CAB A = 4. 反 之 ,车 4 = 4, 则 
对 每 点 a ge 4 ,存在 一 个 球 B(a,7), 使 得 B(a,r) N A = 名, 由 此 Bl(a,r) c 
CA, CA 是 开 集 . 

容易 验 明 闭 球 是 闭 集 (这 就 保证 了 用 语 的 呼应 ). 

开 集 有 两 个 很 重要 的 性 质 : 

(1) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ,这 是 定义 的 直接 推论 . 

(2) 任意 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . ( 空 集 算 做 开 集 ) 事实 上 , KO, 


02,…, On 是 n 个 开 集 ,其 交集 非 空 ,a E 月 0i. 则 对 i = 1,2,…,n 存在 一 个 球 


B(a,r;) AF 0i. 故 BCa,infr;) € 00; BAST ARIE. 

闭 集 是 开 集 的 补 集 ,因此 有 对 侦 性 质 (读者 也 可 使 用 闭 集 的 定义 4 = A 给 
以 直接 的 证 明 ): 

(Fi) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

(Fo) 任意 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 


5 Bime 

设 有 两 个 集合 EF 与,E 的 距离 4(F 的 距离 6) E ECF) 成 为 尺度 空间 
E,(F3) + C( Eg, Fy) 表示 把 by 映 入 Fs 的 所 有 连续 映射 的 集合 .( 这 是 把 EE 映 入 
下 的 所 有 映射 所 成 集合 的 子 集 ) 这 里 可 以 提 一 个 重要 问题 :d 或 6 的 改变 或 两 
者 同时 改变 ,能 否 不 引起 CEs, Fy) 的 改变 ?下 面 回答 一 个 相近 的 问题 . 

设 di 是 EE 上 的 已 知 距离 ,E 上 应 该 引进 什么 样 的 距离 d,, 才 能 对 任何 尺度 
空间 Fy A 

C( E; , Fs) = C( Eas Fs) 

BR, ABS di 相应 的 开 集 族 01 恒 等 于 与 ds 相应 的 开 集 族 0, 即 可 .这 条 件 还 
是 必须 的 .因为 如 果 有 一 集合 属于 01 而 不 属于 0,, 那 么 只 要 取 Fa = Ey ,就 会 
发 现 把 EE 映 和 人 自身 的 恒 等 映 射 属 于 C( Es ,Ea ) 但 不 属于 CE Ea). 

di 与 d 确定 同一 开 集 族 的 条 件 与 下 列 条 件 等 价 :对 于 每 一 ac € ,关于 di 
的 每 个 球 Bi(a,r) 包含 一 个 关于 d WER B,(a,r'), 反 之 亦 然 . 

据 此 ,可 以 验 明 ,前 面 在 R" 中 定义 的 三 个 距离 di,d,, d; 确 定 出 同样 的 开 集 
族 ,所 以 对 于 每 个 尺度 空间 ,这 三 个 距离 确定 出 同一 集合 CR”, Fs). 
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Al SEAT E REE RAE ORE A CCE, 严 ). 但 是 给 了 这 个 集合 ， 
其 至 对 任何 下 给 了 相应 的 集合 ,也 并 不 能 毫 不 含糊 地 确定 E 的 尺度 结构 . 

我 们 虽然 用 距离 来 定义 了 连续 ,但 归根 结 底 ,连续 性 与 距离 本 身 无 关 ,只 与 
由 距离 确定 的 开 集 族 有 关 . 

因此 ,如 果 我 们 只 关心 定义 在 空间 E 上 的 映射 的 连续 性 ,那么 精确 说 明 空 
间 的 尺度 结构 就 不 是 很 必要 的 了 . 正 因为 如 此 ,我 们 才 来 定义 更 一 般 的 结构 : 拓 
扑 结构 . 

给 了 一 集合 ,我 们 说 ,上 定义 了 一 个 拓扑 结构 仿 , 如 果 存 在 的 一 族 子 
集 0, 满 足下 面 的 两 条 公理 : 

(1)0 中 任意 多 个 集合 的 并 集 仍 是 0 中 的 集合 . 

《2) 0 中 任意 有 限 个 集合 的 交集 仍 是 0 中 的 集合 . 

(关于 0 的 空 交 与 空 并 的 约定 0 蕴含 ERE 的 空子 集 属于 0) 

0 中 的 子 集合 称 为 关于 拓扑 结构 TFE, E 叫做 拓扑 空间 . 

者 与 是 两 个 拓扑 空间 ,把 E 映 入 FF 的 映射 /连续 ,如 果 下 的 每 个 开 集 
HERE E 的 开 集 . 

前 面 给 出 的 所 有 定义 立即 平移 过 来 : 开 集 的 补 集 称 为 闭 集 , 所 以 闭 集 族 Bi 
WEAH F 与 BE; 拓扑 结构 全 显然 可 以 用 E 中 满足 这 两 条 公理 的 子 集 族 OK 
定义 . 

同样 ,一 个 点 的 邻 域 是 一 个 集合 , 它 包含 一 个 含有 这 点 的 开 集 ; 集 4 的 接触 
点 是 指 它 的 任何 邻 域 了 都 满足 z N A zz DRE A 的 闭 包 4 是 4 的 所 有 接触 
点 的 集合 . 可 证 闭 集 是 满足 4 = 4 的 集合 . 

两 个 拓扑 空间 E 与 下 之 间 的 一 一 且 双 方 连续 的 映射 称 为 同 胚 . 

这 些 定 义 一 旦 确认 ,就 可 以 提出 许多 问题 ,例如 : 

集合 上 给 出 的 拓扑 结构 能 否 由 上 的 一 个 尺度 结构 产生 ? 

上 面 定义 的 那些 拓扑 结构 的 一 般 性 质 应 该 加 以 什么 样 的 限制 ,才能 使 之 具 
有 某 种 特殊 的 性 质 ,例如 R” 的 性 质 ? 

拓扑 学 作为 一 门 理论 ,其 任务 就 是 回答 这 类 问题 . 


O 约定 : 空 交 为 全 空间 E, 空 并 为 5 的 空子 集 . 
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第 十 讲 ”与 尺度 空间 结构 有 关 的 概念 ” 


M. Revuz 在 其 尺度 空间 的 讲演 中 ,定义 了 尺度 空间 的 拓扑 结构 ,以 及 把 一 
个 尺度 空间 映 入 另 一 个 尺度 空间 的 映射 的 连续 性 . 

我 在 前 面 讲 数 直线 的 时 候 指 出 , 除 连续 性 外 ,还 有 一 致 连续 .我 们 将 看 到 ， 
在 任意 的 尺度 空间 中 ,这 个 概念 仍 有 意义 .更 一 般 , 我 们 将 研究 尺度 空间 中 集合 
的 微小 级 及 其 若干 推论 . 

尺度 空间 是 具有 距离 d(x,y) 的 集合 五 ,这 距离 是 把 E RAR, 的 映射 , 满 
足 : 

1) Æx y, M] d(«x,y) > 0; 若 x = y, WM d(x,y) = 0. 

2)d(x,y) = d(y,x). 

3)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). 

定义 1 4 是 尺度 空间 的 子 集 , 当 x,yE 4 时 ,距离 d(x,y) 所 成 集合 的 上 
确 界 (A) 称 为 4 的 直径 . 

这 个 数 > 0( 有 限 或 无 限 ). 

例如 ,平面 圆 盘 的 直径 就 是 普通 意义 下 直径 的 长 ;等 边 三 角形 的 直径 是 其 
WK; AA ERI (a,b) 的 直径 是 (5 - a). 

我 们 恒 有 6(4) = 9(4)@; 仅 当 4 是 空 集 或 一 点 集 时 , 才 有 6(4) = 0. 

当 4 的 直径 有 限时 ,就 说 A AF. 


~—~~~~~~~~—~~—~ 


设 f 是 把 尺度 空间 E 映 入 尺度 空间 F 的 映射 .利用 距离 ,f 在 E 中 的 连续 性 
可 表达 如 下 
Ve>0,Vxe E,4jyn>0 
使 得 (d(x,y) < 9) 蕴涵 (d(f(x),f(y)) < e) 


SO 
z 


作者 G. Choquet ( 索 尔 本 大 学 教授 ). 
表示 A WAE. 
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数 7 Se 及 * 有 关 ; 如 果 存 在 这 样 的 7, 它 与 * 无 关 , 就 说 /一 致 连续 ,或 者 
更 简洁 地 说 : 

定义 2 如果 对 于 每 个 。> 0, 存在 7 > 0, 使 得 对 每 个 4 c E, RE 
6(4) < 7 蕴涵 85(f(4)) < 。 ,就 说 /一 致 连续 . 

如 果 把 直径 O(f(A)) 称 为 /在 4 上 的 振幅 ,那么 ,f 的 一 致 连续 还 可 说 成 : 
当 4 的 直径 小 时 ,f 在 4 上 的 振幅 也 小 . 利用 连续 模 的 概念 ,可 以 把 这 一 说 法 表 
达 精 确 : 设 p 是 定义 在 [0, + % ) 的 数值 增 函 数 ;如 果 对 所 有 的 xy E 五 ,有 

d(f(«), fly)) < 9(d(x,y¥)) 

就 说 f 以 9 作为 连续 模 . 

可 以 验证 :f 的 一 臻 连续 性 等 价 于 存在 连续 模 g 187524 u ont, pl(u)—0. 

最 常用 的 连续 模 是 线性 函数 olu) = ku; 当 了 有 这 样 的 连续 模 时 ,就 说 /是 
比值 为 的 李 普 希 兹 映射 .于 是 上 面 的 条 件 成 为 

d(f(x),fly)) < kd(x,y) 

例子 1) 若 /是 R 上 的 可 微 函数 ,导数 BAILS 1<%, 则 /是 比值 为 
的 李 普 希 效 函数 (用 有 限 增 量 定理 证 明 ). 

2)4 是 EE 的 子 集 ,x € EE; 数 d(x,A) = inf d(x,y) PRA x BA 的 距离 . 

JE E RA RRRS) x -> d(x, A) 是 比值 为 1 的 李 普 希 兹 映射 . 

JE R RA R 的 映射 x 一 | x | 是 一 个 特例 . 

把 展映 入 R 的 映射 (x,y) 一 x+ Y 是 李 普 希 兹 映射 .而 映射 (x,y) 一 xy 则 
不 是 ;相反 ,如 果 规 定 x Ry 属于 R 中 一 个 有 界 子 集 , 这 个 映射 则 是 李 普 希 效 映 
射 . 

易 见 ,函数 /的 一 致 连续 蕴涵 /在 每 一 点 连续 ,其 逆 不 真 ;例如 ,函数 x_> x? 
连续 ,但 是 关系 

ey = (% - y)(x + y) 

表明 ,条 件 | x - y | < 7 并 不 草 涵 | x? - y? | AER. 

下 面 的 性 质 留 作 练习 ,根据 这 性 质 可 以 作出 若干 类 似 例 子 : 

设 /是 一 致 连续 的 数值 函数 ,定义 在 = R" 上 ,或 者 更 一 般 , 定 义 在 R" 的 
一 个 凸 集 E 上. 则 存在 两 个 常数 a 5b > 0, 使 得 对 每 个 zx CER | f(x) le 
a 上 x + 45, 这 里 || x || 表示 0 到 的 距离 . 

一 致 连续 函数 的 复合 

1) 两 个 一 致 连续 函数 的 复合 g。/ 仍 一 致 连续 . 
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2) Æ /与 g 分 别 是 比值 为 hl 和 k WEB ARE BW go f 是 比值 为 kk 
的 李 普 希 效 函数 . 

应 用 : 设 f 是 定义 在 E 中 的 数值 函数 ;着 /一致 连续 (或 者 说 比值 为 & 的 李 
普 希 效 函数 ), 则 | 了 1 亦 然 . 据 此 ,容易 证 明 , 若 /与 g BES (AEB HE R 
数 ), 是 (f+ g),sup(f,g),inf(f,g) 亦 然 ; 只 要 f 或 g 有 一 个 还 在 E 中 有 界 ,fe 亦 

两 个 尺度 空间 的 同 构 

我 们 知道 ,空间 的 拓扑 结构 完全 由 其 开 和 集 确定 ,从 开 集 概念 出 发 可 以 得 到 
两 个 空间 与 的 一 种 同 构 概念 .把 EE 映 成 的 一 一 映射 f 称 为 拓扑 同 构 (更 经 
常 称 为 同 胚 ), 如 果 /使 E 5 F 的 开 集 互相 映 成 ,或 者 说 如 果 /与 广 ! 连续 . 

同样 ,从 尺度 空间 上 一 致 连续 的 概念 出 发 也 可 以 得 到 一 种 同 构 的 概念 : 

定义 3 ”把 尺度 空间 E 映 成 男 一 尺度 空间 F 的 一 一 映射 f 称 为 一 致 同 构 ， 
WR f Sf! 一 致 连续 . 

拓扑 同 构 不 必 是 一 致 同 构 ;例如 ,把 R 映 成 R 的 映射 x 一 是 同 胚 ,但 不 是 
一 致 同 构 . 

因此 ,在 同一 个 集合 下 上 的 两 个 距离 di 与 d; 可 以 确定 同样 的 拓扑 结构 ,但 
不 必 确 定 同样 的 “一 致 结构 ”. 要 使 di 与 d; 在 上 定义 同样 的 一 致 结构 , 充 要 
条 件 是 : 当 di (x,y) 很 小 时 , d(x,y) 也 很 小 ; d(x,y) 很 小 时 ,di(x,y) 也 很 


小 .例如 , 若 d EE 上 的 距离 ,对 于 一 至 结构 ,这 个 距离 等 价 于 虐 离 4 与 


4(0 < a <1); ÆR 内 ,常常 使 用 下 列 范 数 决定 的 距离 


| I BR ta lel xl 或 sup(| x, 1, | x2 1) 
(这 里 xi 与 x. 是 x 的 坐标 ) 这 些 不 同 的 距离 彼此 等 价 . 

正如 把 EE 映 人 的 映射 的 连续 性 只 依赖 于 ,FF 的 拓扑 结构 一 样 ,f 的 一 
致 连续 性 也 只 依赖 于 OE, FP 的 一 致 结构 . 

定义 在 紧 致 空间 上 的 连续 映射 

我 们 知道 ,有 些 连续 函数 并 不 一 致 连续 ,例如 ,把 R 映 入 R 的 映射 x 一 x?， 
这 个 例 中 ,空间 EE 与 不 是 有 界 的 ;但 是 EE 与 有 界 时 ,也 存在 类 似 的 例子 , 例 


如 ,把 (0,1) RAL- 1, + 1] 的 映射 x 一 sin + 连续 但 不 一 致 连续 . 
反之 , 当 E 紧 致 时 ,就 不 存在 类 似 的 反例 .这 就 是 下 面 的 基本 定理 : 
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定理 1 把 紧 致 尺度 空间 E 映 入 任 一 尺度 空间 的 连续 映射 都 是 一 致 连续 
的 . 

证 明 见 关于 紧 致 空间 的 讲演 . 

2 MGA REER Ai ob 

尺度 空间 中 点 列 收敛 的 概念 涉及 点 列 的 极限 点 .然而 ,要 知道 一 个 序列 是 
否 收敛 却 不 一 定 要 求 出 它 的 极限 ,这 一 点 往往 是 很 有 用 的 . 正 是 柯 西 首先 对 于 
实数 序列 得 出 一 个 不 依赖 于 极限 值 的 收敛 准则 . 

定义 4 设 E 是 尺度 空间 ,E 的 点 列 (x ) 称 为 柯 西 序列 ,如 果 p,g-> o 时 ， 
dx ,xy) 一 0, 换 言 之 ,如 果 对 于 每 个 es > 0, 存 在 一 整数 no, 使 得 关系 p,g = no 
蕴涵 d(x%,,xs) < E. 

这 条 件 还 可 理解 如 下 :用 X 表示 集合 |x,,xi41,…| ,如果 nn 一 o 时 ， 
(已 ) > 0, 则 (x,) 是 柯 西 序列 . 

显然 ,每 一 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 ;一 般 说 来 ,反之 不 真 ,例如 ,序列 11， 
1.4,1.41,…| 由 十 进 制 分 数 构 成 , 它 收敛 于 V2, 在 有 理 数 集 Q 内 是 柯 西 序列 ,但 
在 Q 内 它 不 收敛. 

不 过 ,确定 一 种 尺度 空间 ,使 得 柯 西 序列 都 收敛 这 一 点 是 很 重要 的 .由 此 有 
下 述 定义 : 

定义 5 ”如果 尺度 空间 E 中 任何 柯 西 序列 都 收敛 ,就 说 5 是 完备 的 . 

刚才 已 知 有 理 数 空间 Q 不 完备 ;反之 ,R 则 是 完备 的 ,这 在 前 面 关 于 数 直 线 

的 一 讲 中 已 经 说 过 了 

R 中 柯 西 序列 的 例子 

1) 如 果 ( a ) 下 降 于 零 , 则 交错 级 数 ol - ax + a3… 的 部 分 和 S, 是 柯 西 序 
列 . 

2) 如 果 级 数 1 by 1+1 by 1+ … 收 敛 , 则 级 数 bi + by + … 的 部 分 和 S, 是 柯 
西 序列 . 

完备 空间 与 非 完 备 空间 的 例子 

1)R 的 每 个 闭 区 间 完 备 ;R 的 每 个 开 集 ( 除 R 本 身 外 ) 非 完 备 . 

2) 欧 氏 空间 R 完备 .事实 上 ,R?" 的 柯 西 序列 在 各 坐标 轴 上 的 投影 也 是 柯 
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西 序列 ,因为 投影 的 结果 使 距离 缩短 了 .因此 ,这 几 个 投影 序列 都 收敛 .从 而 所 
给 柯 西 序列 收敛 . 

3) 每 一 紧 致 尺度 空间 完备 . 

完备 性 是 一 致 同 构 的 不 变性 


把 及 映 成 (- 1, + 1) 的 映射 5 是 一 同 胚 ,但 是 , 它 把 完备 尺度 空 
E R 映 成 非 完 备 的 尺度 空间 (- 1, + 1) ,所 以 完备 空间 的 概念 不 是 一 个 拓扑 概 
念 .其 所 以 如 此 ,是 因为 同 胚 并 不 总 是 把 柯 西 序列 变 成 柯 西 序列 . 

反之 ,把 E 映 入 F 的 每 个 一 致 连续 映射 一 定 把 E 的 柯 西 序列 变 成 柯 西 序 
列 ,所 以 两 个 空间 与 下 之 间 的 一 致 同 构 映 射 使 它们 的 柯 西 序列 互相 变换 , 特 
BN, E 与 FF 如果 有 一 个 完备 , 则 另 一 个 也 完备 . 

因此 ,尺度 空间 的 完备 性 在 一 致 同 构 映射 下 是 不 变 的 ;这 是 一 致 结构 的 一 
个 性 质 . 

下 面 是 几 个 有 用 的 性 质 ,它们 的 证 明 留 作 练 习 : 

1) 在 完备 空间 E 中 ,直径 趋 于 零 的 任何 非 空 下 降 闭 集 序列 (,) 有 非 空 交 
集 ,只 有 一 个 点 组 成 ,这 点 的 每 个 邻 域 都 包含 序列 中 的 一 个 集合 . 

2) 完备 空间 的 每 个 闭 子 集 是 完备 空间 . 

3) 尺度 空间 的 每 个 完备 子 空间 是 该 空间 的 闭 集 . 

4) 在 尺度 空间 中 ,两 个 完备 子 空 间 的 并 集 与 交集 是 完备 子 空间 . 

一 致 连续 函数 的 开拓 

分 析 学 常常 提出 一 个 问题 :把 定义 在 集中 处 处 稠密 子 集 4 上 的 函数 连续 
地 开拓 到 整个 已 上 (处 处 稠密 是 指环 的 每 个 开 集 都 含有 4 的 点 ). 这 种 开拓 的 可 
能 性 乃 是 下 列 定理 的 推论 : 

定理 2 设 E 是 尺度 空间 ,4 是 E 的 处 处 稠密 子 集 ,f 是 把 4 映 人 完备 尺度 
TE F 的 一 致 连续 映射 .于 是 ,f 可 以 唯一 地 开拓 成 把 E RA F 的 连续 映射 . 开 
拓 后 的 映射 仍然 一 致 连续 (并 且 与 上/ 有 一 样 的 连续 模 ) . 

下 面 是 证 明 提要 : 


对 每 个 * E 与 每 个 整数 4, 令 B( ,二 ) 是 中 以 x 为 心 .二 为 半径 的 闭 


球 . 诸 集合 V = /(4 N Ba, +) 构成 下 降 闭 集 序列 ,其 直径 趋 于 零 (/ 的 一 至 
连续 性 ) ,所 以 存在 唯一 的 公共 点 , 记 为 g(%). 
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对 于 每 个 x E 4, 有 g(x) = f(x). 另 一 方面 , WH X CE,g(x) Cc £ 
8(4 N X)O, HEHH, SCX) > OFT, le(X))— 0. 故 g 一 致 连续 . ( 
GIF 1) 定义 在 有 理 数 集 Q 上 的 a 可 以 开拓 至 R. 
2) 设 / 是 定义 在 [0,1] 上 的 可 微 数值 函数 ,满足 | f | < ,于 是 /是 李 普 希 
兹 函数 ,所 以 一 致 连续 .因此 可 以 开拓 成 定义 在 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
逐次 逼近 法 
这 里 说 的 是 在 分 析 的 许多 领域 (数值 方程 ,微分 方程 ,积分 方程 ) 中 有 广泛 
应 用 的 一 个 有 力 的 方法 , 它 的 长 处 先 在 EE 比 卡 的 工作 中 表现 出 来 .这 方法 可 简 
要 叙述 如 下 : 
首先 ,把 尺度 空间 EE 映 入 另 一 个 尺度 空间 的 映射 叫做 4 压缩 映射 (0 < 
A < 1) ,如果 对 的 任何 两 点 x ,x,, 有 
de (f( x1), f(x2)) < Adg(x1, x2) 
这 其 实 就 是 比值 为 1 < 1 ERE ORB. 
例子 是 欧 氏 空间 R",f 是 比值 为 X < 1 的 相似 变换 . 
定理 3 设 巨 是 完备 尺度 空间 ,/ 是 把 E 映 人 自身 的 压缩 映射 , 则 方程 x = 
f(x) 有 唯一 解 a. 对 于 任何 xo © EE, 点 xo 的 逐次 变换 序列 x, = f" (9) 收敛 于 


a. 


QD ”这 个 包含 式 显然 不 成 立 , 例 如 针 = E- 4 时 ， 8(E-A)g gl(AN(E-A)) = g($). 此 外 ,本 
证 明 似 乎 没有 这 笠 简 单 ， 今 据 所 给 线索 改 证 如 下 
对 于 任何 es > 0, 据 7 的 一 致 连 连续 性 ， ek ‘3 > 0, ar ai a, E A,dg(aj,a.) < 6 蕴涵 


dp (fay) a < E 我 们 来 证 明 :对 任何 XC E,6(X) < -È MBH 8(g(x)) < eB ann E X, 
delai, 22) < È, os gla) WELFE my > > AE Vn, bU ai 言 ) 对 于 任何 yE B(x, a) 
当 普 充分 大 时 ,B( y, +) c B( a, yee 

ey) =N/(4N efr t)) can B( aE) ) = va 


因此 
e( e(z) ) c Bet) 

同 理 ,存在 m > $, 
e( B( 2, aye B(g(x2), 6 ) 


于 是 delai ar) < dg(a1,x1) + dg(x1,x2) + del x2,0a2) < Ò 
从 而 


dr( g(x), g(x2)) < del g(a). Fa)) + dr(fla1), fas)) + dr (faz), g(x2)) < a 


因此 得 到 (g(x)) < e 最 后 , 按照 定义 ,g(x) = limfa) a, € AN aleh, 所 以 
(Fl) Ab) <9 de Ons ba)) MEFE dele Ca) g(7)) < ptde(x,y)), 可 见 g 和 /有 同样 的 连续 模 ， 
还 应 指出 ,上述 证 明 中 的 记号 BOn, 1) 等 均 遵照 原文 规定 指 闭 球 ,但 换 成 开 球 后 , 全 部 论证 包括 


原文 对 g(x) 的 定义 也 都 仍然 有 效 . 因此 ,原文 规定 B( x, L) 表示 闭 球 似 无 必要 . 
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证 明 。 从 关系 ,1 = flap) 推出 ,对 于 每 个 ,点 对 (x,_1, tn) 变 成 点 对 
(ws Xni). 
因此 dC xn s%na1) < ACC anis Xn). DAB n 个 这 样 的 关系 得 
d(xns Xn+1) < A°d( x9, *1) 


从 而 
dlan, nyp) < d(xos%x1) DA? 


因 0 < * < 1, 故 序列 (%,) 是 柯 西 序列 . 
若 a 是 (x) 的 极限 点 , 因 了 连续 , 故 有 
f(a) = lim f(x,) 

BHH, xn = f(x.) BRIG a = f(a). 

这 个 a 是 方程 x = f(x) 的 唯一 解 ,因为 若 a' 是 另 一 解 , 则 有 

d(a,a’) = d(f(a),f(a')) < aAd(a,a') 

由 此 d(a,a’) = 0, a = a’. 

注意 ,上 述 方法 提供 了 解 a 的 实际 近似 计算 法 ,因为 公 项 为 dlan, n1) 的 
级 数 较 之 公 比 为 A 的 几何 级 数 收敛 得 更 快 .确切 地 讲 , 我 们 有 


d(x,,a) = lim d(xn, Xn1p) < d(xo,%1) ra 
pre 一 


逼近 序列 的 收敛 还 可 能 更 快 ,例如 ,在 wa 的 一 个 邻 域 V 上 的 限制 是 4(V) 
压缩 映射 ,并且 VARRT OH ACV) 趋 于 0 的 情形 . 

当空 间 E 有 界 时 ,a 的 存在 与 唯一 性 更 明显 ,因为 序列 (CE) FE, BB 
径 三 1 只 (五 ). 

例子 ”1)E = R",f 是 比值 为 X < 1 的 相似 变换 ,点 a 就 是 相似 中 心 ,而 相 
似 中 心 的 存在 就 是 这 样 证 明 的 . 

2) 设 y = f(x) 是 定义 在 有 界 闭 区 间 = [a,b] 上 的 可 微 数值 函数 , 值 域 
也 含 于 [a,b] 内 ,并 满足 

If(x)l<aA à<l 

把 [a,5] 映 入 自身 的 映射 f 是 X 压缩 映射 ,逐次 通 近 法 可 以 应 用 . 

本 文 不 可 能 来 讨论 这 方法 对 微分 方程 的 应 用 了 . 

尺度 空间 的 完备 化 

上 面 对 完 备 空 间 的 讨论 表明 提出 完备 空间 是 有 益 的 . 当 一 种 数学 理论 归结 
为 考虑 一 个 非 完 备 的 尺度 空间 时 ,我 们 几乎 总 是 要 在 空间 中 添加 新 的 元 素 , 使 
之 成 为 完备 空间 .理论 上 讲 , 完 备 化 总 是 可 能 的 ,甚至 在 某 种 意 下 义 , 完 备 化 还 
是 唯一 的 .确切 地 讲 ,利用 给 定 空间 E 的 柯 西 序列 ,我 们 可 以 证 明 , 存 在 一 完备 
空间 记 , 除 同 构 不 计 外 是 唯一 的 , 它 包含 一 个 与 同 构 的 处 处 稠密 子 集 (将 这 子 
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集 与 看 成 一 样 是 适宜 的 ). 

但 是 ,如 果 我 们 不 能 指明 添加 到 E 的 新 元 素 ,那么 这 种 抽象 的 完备 化 一 般 
没有 什么 用 处 ;完备 化 的 硬 功夫 就 在 于 明确 指出 添加 的 新 元 素 ,有 时 这 工作 是 
困难 的 ,可 是 常常 很 有 益 ,因为 这 就 表明 理论 发 展 的 自然 背景 是 什么 . 

例子 1) 设 E 是 [0,1] 上 的 数值 连续 函数 所 成 的 向 量 空间 , 它 的 距离 由 下 
列 范 数 决 定 


Il fll -f | f(t) | de 


这 个 尺度 空间 不 完备 .相应 完备 空间 È 的 元 素 是 [0,1] 上 勒 贝 格 可 积 函 数 
(两 个 函数 只 在 一 零 测度 集合 上 不 同时 视 为 一 样 ). 
用 下 面 的 范 数 


Isl? = | Poa 


代替 上 面 的 范 数 可 以 得 到 一 个 类 似 的 例子 . 
这 时 新 函数 是 平方 可 积 的 可 测 函 数 . 
2) 设 是 定义 在 Re 内 ,在 一 紧 集 之 外 为 零 的 连续 可 微 函数 所 成 的 向 量 空 
间 , 其 范 数 定义 为 
lene = JUGE + (34) Jaray 


由 此 得 到 上 的 距离 .尺度 空间 pi 五 的 元 素 是 具有 
若干 有 趣 性 质 的 新 函数 . 


3 一致 收 化 的 拓扑 结构 
今 , 我 们 都 是 研究 一 个 函数 的 性 态 ;进一步 可 以 研究 函数 族 的 性 态 .这 方 

i 一 章 就 是 函数 序列 逐 点 收敛 的 概念 . 

定义 6 WAIL (n = 1,2,…) 是 把 集合 E 映 和 人 拓扑 空间 F 的 映射 ,如 果 
对 每 个 x E ELA f(x) 一 f(x), 就 说 序列 f, BEAR S. 

虽然 这 种 收敛 方式 在 数学 上 曾经 起 过 重大 作用 ,现在 也 仍然 有 其 一 席 之 
地 ,但 是 按照 不 同 的 需要 还 建立 了 另外 一 些 收敛 方式 ,至 今 仍然 有 用 ( 见 以 下 各 
例 ). 

事实 上 , 当 我 们 讨论 逐 点 收敛 的 函数 序列 的 图 象 时 ,会 发 现 这 种 收敛 未 能 
把 我 们 对 收敛 的 直观 概念 恰当 地 表达 出 来 . 

例如 , 设 /是 [0,1] 上 的 数值 函数 ,定义 如 下 
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nx(1- nx), xE [o,+] 
he) = 
: 0, 当 x€ (二 ,1] 

序列 f, 逐 点 收敛 于 函数 1 = 0, 但 f 的 图 象 却 不 收敛 于 f 的 图 象 ,所 以 我 们 
要 引入 一 种 新 的 收敛 方法 : 

定义 7 设 f 和 f.(n = 1,2,…) EERE E RARES E F 的 映射 .如 果 
对 每 个 * > 0, 存在 一 整数 no, 使 得 对 于 每 个 x € E, 与 每 个 n > no, A 
d(f(x),fh(x)) <e, 就 说 fa BAF f. 

在 上 面 的 例子 中 ,fh 不 一 致 收敛 于 0. 故 逐 点 收敛 不 蕴涵 一 致 收敛 . 即使 函 
数 f 与 f 连续 ,或 者 是 紧 致 集 , 或 者 f, 有 界 亦 然 . 

反之 ,一 致 收银 显然 列 涵 逐 点 收敛 . 

注意 一 个 重要 事实 :上 面 的 定义 未 假定 定义 域 E 有 拓扑 结构 ,但 却 要 求 值 
域 FEREZ H. 

一 致 收敛 的 尺度 结构 与 拓扑 结构 

RECE, F) 是 把 E 映 入 FF 的 映射 所 成 的 集合 (为 简单 计 , 假 定 空 间 FA 
界 ) ,我 们 可 以 在 BCE, F) 中 引入 距离 ,使 得 对 一 致 收敛 的 讨论 更 加 直观 .更 加 
方便 . 

设 / 与 g 是 把 已 映 和 人 下 的 两 个 映射 . 如 果 对 于 每 个 x E E,， 有 
d(f(x),g(«)) <e ,就 说 f 与 g 是 e 相近 ;这 些 e 中 的 最 小 数 称 为 /与 g 之 间 的 
距离 ,也 就 是 

d(f,g) = supd (f(x), g(x)) 

容易 验 明 ,d(f,g) HRE BCE, F) EHER; SE, F) 上 这 样 定义 的 尺度 
称 为 一 致 收敛 尺度 . 

现在 可 以 对 一 致 收敛 给 一 个 方便 的 解释 :序列 (f,) 一 致 收银 于 等 价 于 
d( ff.) > 0, RDG, BCE, F) 中 的 点 列 (f) 收敛 于 点 f. 

注意 ,如 果 把 FF 的 尺度 换 成 男 一 个 (关于 一 致 结构 ) 等 价 的 尺度 ,那么 在 
FCE, F) 上 得 到 的 两 个 尺度 也 是 等 价 的 ,所 以 ,一 致 收敛 的 概念 只 与 严 的 一 致 
结构 有 关 . 

连续 函数 的 一 致 极限 

如 果 我 们 现在 假设 定义 域 空间 E 具有 拓扑 结构 ,那么 就 可 以 研究 一 致 收 
敛 对 连续 函数 的 作用 .下 面 的 基本 定理 的 证 明 留 作 练 习 : 

定理 4 设 E 是 拓扑 空间 ,是 尺度 空间 .如 果 把 E 映 人 FF 的 连续 映射 序 
列 一 致 收敛 于 映射 f, 则 连续. 

例子 Blu) 是 [0,1] 上 的 连续 数值 函数 序列 , 对 于 每 个 x 满足 
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| u(x) |< ay FFA BRD) an 收敛 , 则 级 数 > un (x) 一 致 收敛 ( 即 部 分 和 序 
列 S,(x) 一 致 收敛 ) ,其 和 是 一 连续 函数 ， 


级 数 》 cos(2'%) 即 是 一 例 . 


注意 ,对 于 逐 点 收敛 没有 类 似 定 理 , 例 如 ,可 以 构造 R 上 的 连续 函数 序列 ， 
逐 点 收敛 于 一 个 函数 .六 xz = 0 时 ,f(x) = 0;x < OM, f(x) = 1. 

具有 一 致 收敛 尺度 的 连续 函数 所 成 的 空间 在 数学 上 有 重大 的 作用 .特别 ， 
[0,1] 上 的 连续 数值 函数 空间 C[0,1] 最 常用 ;这 是 体 R 上 的 (无 限 维 ) 向 量 空 
间 , 它 的 一 致 收敛 尺度 由 范 数 | f | = spp | f(x) 1 产生 .对 于 这 个 尺度 , 它 是 
完备 的 ;容易 证 明 它 不 是 局 部 紧 致 的 . 


anan eee 


本 文中 ,我 们 碰 到 几 个 概念 :函数 的 一 致 连续 , 柯 西 序列 ,完备 空间 ,一 致 收 
这 些 概念 都 是 从 空间 的 尺度 出 发 定义 的 ;不 过 我 们 已 经 指出 ,将 尺度 换 成 
一 致 同 构 的 尺度 后 ,它们 是 不 变 的 ,所 以 ,这 些 概念 不 是 尺度 概念 ,可 以 期 望 推 
广 到 非 尺度 空间 . 
实际 上 ,对 于 拓扑 群 或 者 更 一 般 的 所 谓 一 致 空间 都 可 以 定义 一 些 类 似 的 概 
念 .拓扑 群 是 指 一 个 群 ,具有 拓扑 结构 ,使 得 映射 x 一 x-1,(x,y) 一 x y 连续 . 
a% s 间 是 指 具 有 某 种 结构 的 集合 ,满足 与 尺度 空间 相应 的 几 条 公理 ,使 我 们 
可 以 界 说 所 有 子 集 的 微小 级 . 
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第 十 一 讲 茶 些 函数 空间 与 收敛 方式 的 研究 % 


在 前 面 有 关 拓 扑 空间 的 那些 讲演 中 ,我 们 是 从 一 个 实例 (实数 集 ) 出 发 ,从 
而 上 升 到 一 般 的 公理 .按照 历史 上 的 发 展 ,还 需要 分 析 实 数 以 外 的 一 些 例子 , 然 
后 才能 建立 抽象 的 理论 .其 中 , 某 些 很 重要 的 例子 是 函数 空间 提供 的 ,所 谓 函 数 
空间 就 是 以 函数 作为 元 素 的 空间 . 函数 空间 在 19 世纪 末 就 开始 深入 研究 了 . 

本 文中 ,我 们 只 给 出 几 个 函数 空间 的 例子 , 据 以 阐述 前 面 几 讲 中 提 到 的 某 
些 一 般 概念 .我 们 不 讲 有 关 函 数 空间 的 任何 一 般 定理 . 


eee es 


用 C 表示 定义 在 0 < x < 1 上 的 实 值 连续 函数 f(x) WRA.ASLE C, 
g EC, 我 们 令 @ 
d(f,g) = ,sup, | f(x)— g(x) | 
我 们 证 明 d ÆC 上 的 距离 .为 此 必须 验 明 下 列 性 质 : 
1) 对 任意 的 f,g E€ C,0 < d(f,e) < œ. 
2)d(f,g) = 0 的 充 要 条 件 是 f = g. 
3) 对 任意 的 f,g E C,d(f,g) = d(g,f). 
4) 对 任意 的 f,g,h E C,d(f,h) < d(f,g) + d(g,h). 
性 质 1) ,2) ,3) 是 明显 的 .又 设 f,g,h E C, 则 对 任意 的 x € [0,1] 有 
| f(x) - h(x) le 1f(x)- g(x) 14+] g(x) - h(x) le 
SYP, | f(x) - g(x) I+ sup, lg(x) -Ah(x) l= 
d(f,g) + d(g,h) 
因此 ,ad(f,g) + d(g,h) 对 任意 x 是 | f(x) - h(x) 1 的 上 界 , 所 以 是 
SYP, | f(x) - h(x) 1=d(f,h) 的 上 界 .这 就 证 明了 性 质 4). 
于 是 ,就 尺度 空间 讨论 的 所 有 概念 都 适用 于 空间 C. 我 们 说 , 当 n > % 时 ， 
C 的 函数 序列 广 趋 于 FE C, 表 成 4(f,f) 一 0, 意 思 是 :对 每 个 s > 0, 存 在 一 整 
数 N, ERR n > NAM df, f) = SYP, | f(a) - fla) I< ce. RANA IE 


@ 原作 者 J]. Dixmier ( 索 尔 本 大 学 讲师 ). 7 
$ © 注意 ,p(x) =1 f(x) - g(x) 1 在 一 个 闭 区 间 上 有 上 确 界 , 用 sup p(x) 表示 . 
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一 下 f, RRAFSHE. 

E) Æ C 的 函数 序列 .微分 学 中 有 一 个 经 典 定 理 , 叫 做 柯 西 准则 ,给 出 了 
far 一 致 收敛 的 充 要 条 件 如 下 :对 每 个 s > 0, 存 在 一 整数 N ,使 得 只 要 m = WN， 
n > N, WIE x € [0,1] 有 | falx) - f(x) le s( 换 句 话 讲 ， 
(SUP, l falx) -h(x) l< € IPED dfn. fir) < e) FE) 一 致 收敛 的 充 要 条 
件 可 说 成 :序列 (f,) 是 空间 C 中 的 柯 西 序列 . 另 一 方面 ,又 一 个 经 典 定理 告诉 我 
们 ,连续 函数 序列 的 一 致 收敛 极限 是 连续 函数 ,由 此 可 证 C 是 完备 空间 . 

定义 在 空间 C 上 的 实 值 函 数 是 什么 意思 ?这 是 一 个 函数 4 ,对 于 每 个 f € 
C, 它 对 应 一 个 实数 A(7/) .函数 4 在 C 上 连续 意思 是 , 当 f 一 致 收敛 于 f 时, 实 
数 4( 广 ) 在 通常 意义 下 趋 于 ACY). 

例子 DEAG) = | f(x)dx. 根 据 一 个 经 典 的 定理 ,4 是 C 上 的 连续 本 
数 .2) 令 ACP) = f(1). 显 然 4 是 C 上 的 连续 函数 . 

现在 考虑 把 C 映 入 C 的 映射 , 即 变 换 g = Tf) :对 于 每 个 FE C, 它 对 应 一 
See C.T 连续 的 意思 是 ; 当 fa BAAT ST, T) 一 致 收敛 于 7(7). 例 
FDT) = fof,; 这 里 思 是 一 个 固定 的 连续 函数 .显然 ,T 连 续 .2)g = 7T(f) 定 
义 如 下 

1 
g(x) = [enay 
g 是 连续 函数 ,我 们 证 明了 连续 . 设 序列 f, E C BAFE C.g, = T), 
g = 7(/) .我 们 有 


| g(x) - g(x) I= ‘Je%haloddy = jer) ay < 


| 1f(y) - fly) Idy < 


e Sup, 1 万 (y) - fly) l= ed(fi.f) 
所 以 ,d(g,g) < ed(f, 有 ,这 就 证 明了 g, 一 致 收敛 于 g. 


2 _ 第 二 个 例子 


eee ea aaa 


仍 取 上 面 的 集合 C. 对 于 JE Cig € C.F 
d'(f,g) = ib | f(x) - g(x) | dx 


我 们 证 明 d' 是 C 上 的 一 个 距离 .上 例 中 的 性 质 1) ,2) ,3) 是 明显 的 .三 角形 
不 等 式 也 易 证 :因为 对 每 个 x E [0,1] 有 
| f(x) -mxz)1<lAFx) - g(x) 141 g(x) - h(x) | 
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故 
| LAG) =- hla) 1da < fi ao-sg)idaz+| 1 gla) = h(x) Ida 
0 20 & ad 


即 d(f,h) < d(f,g) + d(g,h) 
这 样 ,同一 函数 集合 C 具有 第 二 个 尺度 空间 结构 .为 区 别 计 , 我 们 用 C # 
示 新 得 的 尺度 空间 .在 C' 意义 上 的 收敛 称 为 平均 收敛 . 苦 连 续 函 数列 fa E C H 
意义 下 收敛 于 f, 即 一 致 收敛 于 连续 函数 ff, 在 C' 的 意义 下 收敛 于 f, 因 为 
| fal) = fle) 1 一致 趋 于 0, 故 | Ala) - (x) 1dx 趋 于 0. 然 而 其 逆 不 真 ,如 
下 例 所 示 : 设 f(x) = x", f(x) = 0, 则 
d' (fi,f) = EZE = 70 (n—>+ œ) 
Mf, EC 的 意义 下 趋 于 f; 但 是 ,f, 不 一 致 趋 于 f, 因 为 
SUP, | fr(x) - f(x) l= EUP 4" =1 
因此 ,在 C 上 存在 两 种 自然 的 收敛 概念 (其 实 有 无 限 多 ， 我 们 就 不 谈 了 ). 
在 函数 空间 中 这 种 现象 是 很 常见 的 . 
现在 证 明 C' 不 是 完备 的 .定义 连续 函数 /, 如 下 
0, 40<x< 3 aa 
falx) = ij 
1, = +a SS 1 
H-t < x < Ft (2) 是 线性 函数 . 


0, DETTE 


2 
设 Kajajp Meas 
1, Yo cnc 
则 | iR) =f) Idx = ko 
ol P) — fla x= 7n 
故 


E Safa) = | fal) = fala) 1 dx < 


| | falx) — f(x) | dx Ji | f(x) - falx) | dx = 
iiy 


2\n m 


De 所 以 ,序列 ( 太 ) 是 柯 西 序列 .假定 存在 一 个 连续 函数 g, 使 得 d O, g) > 0, 则 
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由 三 角形 不 等 式 得 
ja = ea) def = Ala) Lede + RD ~ gla) Las 
上 述 不 等 式 右 端 , 当 n o 时 趋 于 0, 故 证 得 | | fC) - g(x) 1dx = 0. 然 而 
f(x) - g(x) RE x = 7 外 连续 , 故 /与 5 只 在 x = 二 处 不 同 .所 以 ,0 < % < 


2 Phala) = 015 < < 1 时 ,g(z) = 1, 这 与 5(z) 在 x = 二 处 连续 相 巴 盾 | 


Ca I TE fH C1 扩大 , 便 可 得 到 完 各 空间 .这 是 
引入 勒 贝 格 意义 下 函数 可 积 的 手法 ) 

再 取 第 一 个 例子 中 考察 过 的 函数 4(/) = /(1) .这 函数 在 C 上 不 连续 . 事 
SEE, B f(x) = x", WE C 中 /一 0. 然而 ,4(J,) =f.) = 1 不 趋 于 
AO) =0. 反 之 ,函数 4(/) = | /(x)dx HEC! 上 连续 . 因为 ,如 果 太 平均 收 伍 于 
/, 则 有 


1 1 
IAR) -AP 1= 1] fds -fdr 1 


JIA) - fle) Lie = eo 
BAS ARIE. 


ees 


用 D 表示 定义 在 0 < x < ee 的 集合 (对 于 
x =0 是 指 右 导数 ,对 于 x = 1 HASH). BFC D,g CDS 
6(f,g) = cu | f(x) - g(x) 1+ osup, If (x jae | 
立即 验 明 距 离 的 闫 三 条 性 质 . 三 角形 不 等 式 晶 下 列 关系 推出 
| f(x) - h(x) 141 f(x) - h(x) le 
| f(x) - g(x) 1+1 g(x) - h(x) 141 f(x) - g(x) 14 
lge'(«) -h'(x)l< 
(SUP, | f(x) - g(x) I+ sup If (x) - g'(x)l+ 
,sup, | g(x) - h(x) 1+ sup | g'(x) ~ h'(x) | = 
elf g) + O(g,h) 
所 以 D 是 尺度 空间 . 
函数 序列 fa € DWARF RAL C DD 的 意思 是 : fa BAF S, AR f! — 
BAF f ORI O,S) 的 定义 ). 
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空间 D 是 完备 的 .因为 , 设 (/,) 是 D 中 的 柯 西 序列 , 则 序列 (J,) I) 满 
足 柯 西 准则 , 故 一 致 收 化 于 /与 g, 一 个 经 典 定理 断定 g = f. R, f TED 的 意 
义 下 收 化 于 

对 于 每 个 /€ D, SA) =f (十 ), 则 4 是 刀 上 的 连续 函数 .( 但 是 ,如 果 
只 是 万 的 函数 序列 一 致 收敛 于 刀 的 户 则 AC) 不 必 收敛 于 A Cf) D ERINE 
续 函 数 4( 思 ,就 是 许 瓦 效 在 其 分布 论 》 中 所 谓 的 双重 泛 函 。 


4 第 四 个 例子 


~—~~~~~~~~—~~—~~~ 


在 复 平面 上 , 设 A 是 由 不 等 式 | z | < 1 确定 的 开 贺 盘 . 令 HERMS) 的 
集合 ,其 中 /(z) 是 A 上 的 全 纯 函数 ,满足 || 1 f(z) 1 de < o (dc 表示 和 A 内 的 面 
积 元 素 ). 对 于 JE HG, € 有 HH, 令 i 

d(f.g) = [| Ka -eg( Ido 


如 同 前 面 那些 例子 一 样 , 可 以 验证 4 是 距离 (注意 ,因为 | 1 /1 do < œ, 


[bg bdo < 名 , 故 d(f,g) < %), 所 以 万 是 尺度 空间 ,如 中 由 此 产生 的 收 全 


也 称 为 平均 收敛 .与 第 二 个 例子 不 同 , 下 面 要 证 明 H 是 完备 的 . 
首先 证 明 ,如 果 FE 且 , 则 对 每 个 复数 5, Io 1< a < 1 时 ,我 们 有 


1 
IAD 1e ail A | ao (1) 
S T, 54, 分 别 表示 中 心 为 8, 半径 为 > 的 圆周 与 开 圆 盘 ;对 于 r < 1- ac， 
它们 含 于 A 内 , 令 z = 64 re? 便 得 


| 2inf() | = I, pele 号 | = | f(z) | rdg = ie | f(z) 1 dé 


J | f(z) | dc > || | f(z) | do = ir | f(z) | pdedé = 


J ar 1 A) 1 pdp = 1 fC) | 


由 于 上 式 对 任意 的 r < 1 -ea 成立 , 故 得 证 (1). 
现 设 (f) 是 五 中 的 柯 西 序列 .对 每 个 满足 0 < a < 1 的 数 a, 令 D, 是 中 心 
为 0, 半 径 为 a 的 闭 圆 盘 .根据 (1) 有 
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df) eel -aeP ft) F001 Fe OD, 
所 以 , 矿 在 整个 六 内 一 致 收敛 于 一 函数 ,根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,此 函数 TE 
A 内 全 纯 . 此 外 ,对 每 个 。> 0, 存 在 正 整数 NN, 对 于 m,n WN 以 及 任意 的 a < 
1 有 
| | falz) -f,(z) ldo ce 


D 


PRL FE n > N 以 及 任意 的 w < 1 有 
Í | f(z) -f,(z) 1dc se 


D 


因此 ,对 于 ”> N, 我 们 有 
| | f(z) -filz) 1dc ge 
故 d f) > OBD f, ESH FY. 


5 第 五 个 例子 

设 B 是 定义 在 区 间 [0,1] 上 的 所 有 实 值 函 数 f(x) MEA. B 上 最 基本 的 收 
敛 方式 是 逐 点 收敛 :如 果 对 每 个 x E [0,1],f(x) 趋 于 g(x%) 就 说 / 趋 于 g. 我 们 
将 证 明 ,在 B 上 不 可 能 定义 出 一 个 距离 , 使 得 相应 的 收敛 是 逐 点 收 伍 . 这 就 表 
明 ,拓扑 学 不 应 该 只 研究 尺度 空间 . 

连续 函数 的 集合 C 包含 在 B 中 . 设 CE FIRB SC B 的 集合 ,这 些 / 是 
C 中 函数 序列 逐 点 收敛 极限 . C 中 的 函数 就 是 所 谓 的 第 一 类 函数 . 可 以 证 明 ， 
这 里 我 们 权 且 承认 :Ci 中 的 函数 至 少 在 一 点 连续 D. 要 是 逐 点 收敛 可 以 由 距离 
定义 , 则 C 就 会 是 B 中 的 闭 集 , 即 C 是 C 在 B 中 的 闭 包 . 然 而 ,我 们 却 可 以 造 
出 C1 的 函数 序列 (f,), 逐 点 收敛 于 不 在 Ci 中 的 一 个 函数 f. 作 法 分 下 列 几 步 完 
成 : 

a) PRI f © 下 除了 在 一 点 处 等 于 1 外 ,处 处 为 0, 这样 的 了 属于 Ci( 例 如 ,/ 
是 一 序列 逐 段 线性 连续 函数 的 逐 点 收敛 极限 ). 

b) 函数 JE 下 除了 在 有 限 多 个 点 处 等 于 1 外 ,处 处 为 0, 这 样 的 /属于 Ci(F 
是 有 限 多 个 a) 型 函数 的 和 ). 

©) 设 (r1 ,rs,…) 是 排 成 一 序列 的 有 理 数 集 @. 广 是 除了 在 点 mm，…,m 等 
于 1 外 ,处 处 为 0 的 函数 , 则 对 每 个 n,f, € Ci. 


O 有 了 C1, 就 可 以 定义 “第 二 类 函数 ", 即 是 Cy 中 一 函数 序列 的 逐 点 收敛 极限 ,这 些 函 数 的 集合 记 
为 Ca, ,一般 可 以 对 任何 序数 a 定义 C,. 这 是 法 国 数学 家 贝尔 (R. Baire) 提出 的 函数 分 类 概念 . 正 是 由 
尔 证 明了 : C 中 任何 函数 的 连续 点 构成 [0,1] 的 处 处 稠密 集 . 

© 因为 在 0 与 1 之 间 的 有 理 数 集 是 可 数 的 ,所 以 可 以 排 成 序列 . 
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d) EI) 逐 点 收敛 于 一 个 函数 f(x) ; x 为 无 理 数 时 ,/(x) = 0;x 为 有 理 
数 时 ,f(x) = 1. 这 个 上 没有 任何 连续 点 ,所 以 不 属于 C1. 

在 下 面 一 讲 中 ,我 们 将 看 到 , 可 以 在 B 上 定义 一 个 拓扑 结构 ,使 得 相应 的 
收敛 就 是 逐 点 收敛 . 
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第 十 二 讲 ”一 般 拓扑 的 概念 ,拓扑 空间 的 构造 法 ” 


为 了 研究 极限 与 连续 的 概念 ,需要 定义 一 个 元 素 的 邻近 元 素 . 现在 ,我们 已 
经 知道 ,有 了 距离 d(x,x'), 就 可 以 给 出 这 样 的 定义 .如 果 数 列 d(x%,,%*) 趋 于 0， 
就 说 x 趋 于 x. 因 此 ,这 一 概念 用 到 了 实数 集中 极限 的 概念 .然而 ,有 一 些 性 质 
与 实数 无 关 ; 另 一 方面 ,有 些 极限 概念 ,即使 很 简单 , 却 不 能 用 距离 来 定义 ,所 以 
就 要 求 提出 一 个 更 一 般 的 概念 :元 素 的 “ 邻 域 ”. 

例如 ,考虑 定义 在 区 间 [a,b] 中 的 函数 w(x) 通常 的 收敛 概念 . 如果 对 每 
个 xE [a,b], 数 w(x) 趋 于 0, 就 说 uw 趋 于 0. 如 果 对 函数 w(x) 的 集合 不 加 任 
何 限制 ,这 就 表达 了 关于 函数 u 的 不 可 数 无 穷 多 个 独立 条 件 ; 容易 证 明 , 不 可 
能 找到 定义 在 函数 u 的 集合 中 的 一 个 距离 ,使 我 们 可 以 定义 函数 u HF 0. 

在 我 们 界定 函数 f(x) 在 xo 处 连续 之 前 ,已 经 知道 ,连续 性 可 用 下 列 方式 
定义 :区 间 (f( x9) = 7» f( xo) + 7) 的 道 象 包含 一 个 区 间 (xo —€,X0+ e) .任何 集 
合 ,如 包含 一 个 含有 xo 的 开 区 间 ,就 称 为 xo 的 “ 邻 域 ”. 因 此, 若 f(xo) 的 任何 邻 
域 的 逆 像 都 是 xo 的 邻 域 , 则 f(x) 在 xo 处 连续 . 

因此 ,我 们 定义 邻 域 时 开 集 占 有 重要 的 地 位 .在 尺度 空间 天 的 情形 , 开 集 0 
可 以 定义 如 下 : 如 果 对 于 0 的 每 个 元 素 xo, 存在 一 数 o > 0, 使 得 所 有 满足 
d(x,xo) <p 的 x 都 属于 0, 则 0 是 开 集 . 根据 三 角形 不 等 式 ,任何 集合 jx | 
d(x,xo) < pl 都 是 开 集 .这 些 开 集 满足 下 列 三 条 与 距离 无 关 的 性 质 . 

O, :任意 (有 限 或 无 限 多 个 ) 开 集 的 并 集 是 开 集 . 

O :任意 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

0: E GO BIR. 

就 EE 而 言 ,0; 是 明显 的 ;对 于 名 则 是 规定 .对 于 0,, 要 注意 有限” 一 词 是 少 
不 得 的 ,这 是 因为 ,车 考虑 开 集 |x | d(x,xo) < erl XE es, 一 0, 设 它们 有 公共 
点 xi Æ xo WA 

d( x1, x0) < En 

故 d(xl,xo) = 0,x, = x9 
至 于 0,,JLF eA. 

在 任意 集合 E 中 ,如 果 我 们 确定 了 E 的 一 族 子 集 ,满足 01,0,,0;, 就 说 在 EE 


© 原作 者 Ch. Pisot ( 索 尔 本 大 学 教授 ). 
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中 定义 了 一 个 拓扑 结构 ,或 者 说 6 成 为 一 个 拓扑 空间 .这 些 子 集 称 为 E 的 “ 开 

例子 ZEE ERS MY BIR, CWE 01,0, 与 0;. 相 应 的 拓扑 称 为 
最 粗 的 拓扑 . 

另 一 例子 ” 设 E 是 全 序 集合 .所 有 满足 x < a 或 a < x < b, 或 x > dH 
元 素 x 的 集合 称 为 “ 开 区 间 ”, 开 和 集 就 是 有 限 多 个 或 无 限 多 个 开 区 间 的 并 集 . 

比如 ,考虑 一 个 单调 函数 f(x%). 我 们 知道 :对 每 个 x, 存 在 右 极限 f(x + 0) 
HARR f(x - 0). 于 是 ,把 R 的 每 个 实数 x 换 成 两 个 量 ,分 别 记 作 x + 0 与 
x - 0, 就 从 RR 得 到 一 个 集合 E, 依 下 列 序 关系 成 为 全 序 集 : 若 在 R 内 x < x’, Wil 
在 EE 内 x+0<x -0 又 x-0<x+0. 这 就 定义 了 五 中 的 开 集 ,从 而 定义 了 
一 个 拓扑 结构 . 

从 开 和 集 的 概念 出 发 ,可 以 定义 邻 域 的 概念 .任何 集合 ,如 果 包 含 一 个 含有 元 
Rx © E( 或 子 集 4 C 五 ) 的 开 集 时 ,就 称 为 x( 或 子 集 A) 的 邻 域 . 

这 概念 表明 开 集 是 其 每 一 点 的 邻 域 ,反之 亦 然 :任何 集合 A, REE N 
点 的 邻 域 , 则 4 是 开 集 .事实 上 ,车 x 是 4 的 一 点 , 则 存在 一 个 开 集 0,, 含 有 x 且 
含 于 4;4 显然 是 所 有 这 些 0, 的 并 集 , 故 4 是 开 集 . 

由 此 推出 ,如 果 知 道 了 空间 E 中 每 一 点 的 邻 域 ,那么 也 就 知道 了 E 的 所 有 
开 集 .换言之 ,同一 集合 上 的 两 个 拓扑 结构 如 果 产 生 同 样 的 邻 域 系 ,那么 这 两 个 
拓扑 结构 是 恒 同 的 . 

邻 域 具 有 下 列 性 质 ,也 可 以 作为 出 发 点 来 定义 拓扑 结构 : 

Vix 的 每 一 邻 域 含有 x. 

V2: 每 个 包含 的 一 个 邻 域 的 集合 是 x 的 邻 域 . 

V: x 的 有 限 多 个 邻 域 的 交集 是 x 的 邻 域 . 

Varta V dex 的 一 邻 域 , 则 存在 x HSB WW GVEA VA Ww t 
一 点 的 邻 域 . 

性 质 Vi 说 明 这 样 一 个 事实 :任何 一 点 ,如 果 与 x 充分 邻近 的 点 充分 邻近 ， 
它 本 身 就 与 x 邻近 .这 性 质 代替 了 尺度 空间 中 的 三 角形 不 等 式 .为 证 明 Vi, 只 需 
取 含 于 V 且 含有 x 的 开 集 作 W BIT. 

我 们 指出 (但 不 详 述 ) ,引入 五 的 开 集 关 于 五 的 补 集 , 可 以 得 到 一 族 集合 , 称 
为 “ 闭 集 ” ,也 可 用 来 定义 的 拓扑 结构 . 

连续 和 极限 《把 拓扑 空间 映 入 拓扑 空间 的 映射 f 称 为 在 E 的 一 点 uy 
处 连续 ,如 果 对 于 fuo) 在 F 中 的 每 个 邻 域 下 .存在 uo Æ E 中 的 邻 域 V, 使 得 
SV) BF W REW, SC uo) 在 下 中 的 每 个 邻 域 丈 的 道 象 广 !( 双 ) FE uy TE EP 
的 邻 域 . 如果 映 射 f 在 E 的 每 点 连续 ,就 说 /在 E 上 连续 .f 在 E 上 连续 的 充 要 条 
件 是 :下 的 每 个 开 集 Or 的 逆 象 广 !(Or) Æ E WIR Or. FXE, Or 是 其 各 点 的 
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邻 域 ,因此 , 若 f 在 5 上 连续 , 则 /-!'(0O0#) 是 其 每 一 点 在 EE 中 的 邻 域 , 所 以 是 E 中 &y 
的 开 集 .反之 ,对 巨 的 每 一 点 z 以 及 f(w) WEA W, FERR Or RASCU) 
BATF W. 若 对 每 个 Or, 广 (Or) = Og, W u EF On, ik SW) AF Or, 
FW) 是 的 邻 域 ,从 而 了 连续 . 

我 们 说 ,序列 u, 趋 于 wu, 如 果 对 的 每 一 邻 域 V, 存 在 一 整数 N = NCT) ,使 
得 n > NAM u, AF V 遗憾 的 是 一 个 序列 可 能 不 止 一 个 极限 ,例如 ， 按照 最 粗 
的 拓扑 结构 ,每 个 都 是 任何 序列 的 极限 .因此 有 必要 特别 提出 下 列 拓扑 空间 : 

隔离 空间 (或 豪 斯 道夫 空间 ) EC 称 为 隔离 的 , 如果 它 的 邻 域 满足 下 列 条 
件 :EE 的 两 个 不 同 的 点 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 . 

例子 ESRB x < x! 是 两 个 不 同 的 元 素 ,a 与 使 得 a < x < 
x <b. 

(1) IEE c 使 得 x < c < x' ,于 是 (a,c) 与 (c,5) 是 两 个 不 相交 的 开 集 . 

(2) RHE c 使 得 x < c < x' ,于 是 (a,x') 与 (x,6) 不 相交 ,因为 ,如 果 有 

一 个 公共 的 元 素 y, 则 y < x,y > xa cy <x’. 

拓扑 子 空间 ” 设 E 是 拓扑 空间 ,4 EE TE. EMARSA 的 交 满 足 0 ， 
0, 与 0;, 所 以 得 到 4 上 的 一 个 拓扑 结构 ,使 得 把 4 映 入 E 的 包含 映射 连续 .包含 
映射 就 是 对 于 任何 u € A 相应 地 给 出 w E 五 的 映射 . 

例子 RAK (a,b) 中 的 拓扑 结构 以 及 下 的 子 集 圆周 x*+ 7 = 1 上 的 
拓扑 结构 . 

反 过 来 讲 ,4 的 开 集 不 一 定 是 E 中 的 开 集 .要 使 4 的 开 集 都 是 E 的 开 集 , 充 
要 条 件 是 :4 是 E 的 开 集 .事实 上 , 若 4 的 开 集 都 是 E 的 开 集 ,那么 由 于 4 是 4 的 
FE HOE EWE. RZ GABE 的 开 集 , 则 EE 的 任何 开 集 与 4 WARE 
的 开 集 , 即 是 A 的 开 集 都 是 E 的 开 集 . 

两 个 拓扑 空间 的 积 “” 设 下 与 6 是 两 个 拓扑 空间 ,vwE F,v € G, 于 是 Fx 
C 就 是 所 有 点 对 (u,v) 的 集合 .考虑 投影 映射 与 g8 ,它们 分 别 将 (uw,z) E Fx 
C 映 成 E FA E GRIE F x G 中 引进 一 个 拓扑 结构 ,使 得 上 和 8 连续 . 
于 是 对 于 下 的 开 集 0r, 广 (Or) = Or x CHEF x G 中 的 开 集 ;同样 ,对 于 G 
的 开 集 Oc, F x 0c 也 应 是 x G 中 的 开 集 .这 些 开 集 的 有 限 交集 与 任意 并 集 也 
应 是 开 集 .如 果 我 们 将 形 如 Or x Oc 的 积 称 为 基本 开 集 , 则 我 们 要 找 的 开 集 就 
应 是 基本 开 集 的 任意 并 集 , 这 些 并 集 的 确 满足 01,0, 与 0; .事实 上 ,0; 与 0; 明 
显 ; 今 证 0: 设 4 = UO} x Ot, B = yo x 08, 由 于 N Xt U 满足 分 配 律 ,可 见 
ANB =U(0OF x 0%) N (OF x of) = UCO N OR) x (0% N 0) 仍然 是 基 
本 开 集 的 并 集 ， 这 样 得 到 的 拓扑 空间 F x CRF 与 G 的 拓扑 积 .我 们 还 可 依次 
定义 若干 个 拓扑 空间 的 积 . 积 是 结合 的 . 
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连续 性 ” 设 yo 是 把 拓扑 空间 E 映 入 拓扑 积 F x G 的 映射 . 令 f = projre 与 
g = projc9; 则 f 映 入 Fg 映 E 入 G. 若 9 连续 ,f 与 g 也 连续 .反之 ,车 /与 
g 连续 , 则 A Or) M g Og) 都 是 五 的 开 集 , 所 以 

ge ( Or x Oc) = f°!(O0F) Ng-!( Oc) 
EFR. 因此, x G 中 基本 开 集 的 任意 并 集 , 即 是 它 的 任意 开 集 在 o FR 
也 都 是 五 的 开 集 , 故 p 连续 . 

同样 可 知 ,w= (u,,v,) E Fx G 趋 于 w = (u,v) E Fx G 的 充 要 条 件 
EE F Pu, >u, E G Pu, >v. 

例子 ”对 于 RARE TTR" (a,0') x (b,b) 的 并 集 . 

若 下 与 6 是 隔离 空间 , 则 Fx COR. EXE, (u,v) Mu, v) BF x 
G 中 不 同 的 点 , RE u 与 凡是 下 中 不 同 的 点 , 则 存在 Op 5 u, Op Dw ,使 
Or N O'r =O. 于 是 不 论 c 中 的 点 " 与 w WER Os 和 0c 如 何 , 都 有 
(Or x Oc) 门 (O'F x O's) = Ø, M Or x Oc (u,v) 的 邻 域 , 它 与 (w ,0') 的 
BIRO’ r x 0'c) 不 相交 . 

RZ, ADE E F x G 是 隔离 空间 , 则 与 G 亦 然 . 

逐 点 收敛 的 空间 Ww E 是 数值 函数 u(x) 的 空间 ,x E [a,b]. 满足 
| u(x%;) -uol x;) I< eli = 1,2,…,n) Hu EE 的 集合 称 为 E 中 的 基本 开 集 ， 
记 成 

w = wuo, Xi"", XnsE) 
有 限 多 个 或 无 限 多 个 基本 开 集 的 并 集 称 为 “ 开 集 ”. 这 样 规定 的 开 集 满足 性 质 
01,0, 与 03 所 得 到 的 拓扑 结构 叫做 逐 点 收敛 拓扑 结构 . 

这 个 拓扑 结构 是 隔离 的 . BSL, A wi a ws, 则 至 少 存在 一 xo, 使 得 
| wi(x0) -u2( x0) | = 38 > 0, FÆ w(ui,x0,8) 与 w(w,,xo,6) 是 两 个 不 相交 
开 集 ,这 是 因为 w(wi,xo,6) 是 使 得 | zx(xo) - w(xo) 1 < 6 Mu 所 成 的 集合 . 
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第 十 三 讲 ” 紧 致 空间 与 局 部 紧 致 空间 ” 


函数 空间 中 极限 的 概念 使 我 们 特别 重视 具有 下 述 性 质 的 空间 :其 中 任意 无 
限 多 个 函数 至 少 有 一 极限 函数 .这 个 性 质 就 是 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 有 界 
无 限 实 数 集 所 说 的 那个 性 质 . 由 于 M . 蒙特 尔 的 “正规 族 ” 的 理论 , 上述 性 质 在 
复 变 函数 论 中 的 重要 作用 已 经 极为 明显 . 可 以 指出 , 变 分 学 对 一 般 拓扑 的 建立 
也 有 巨大 的 贡献 . 

然而 ,对 于 函数 空间 提出 的 问题 , 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 提 法 似 
乎 并 非 总 是 最 合适 的 形式 .对 于 实数 空间 R, 有 一 个 与 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 等 价 的、 更 令 人 满意 的 定理 ,就 是 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 ,这 个 定理 才 使 我 
们 能 够 定义 一 些 极 为 有 用 的 空间 . 

紧 致 空间 “空间 E 称 为 紧 致 的 ,如 果 满 足下 列 两 个 条 件 : 

(1)E 是 隔离 的 . 

(2) 对 于 五 的 每 个 由 开 集 组 成 的 覆盖 ( 开 覆 盖 ) ,可 以 从 中 选 出 有 限 多 个 开 
集 ,组 成 一 个 覆盖 . 

例如 ,R 的 每 一 有 界 区 间 是 紧 致 的 @ ,但 整个 R 并 不 如 此 . 

紧 致 空间 的 定义 可 对 偶 地 表述 如 下 :五 称 为 紧 致 的 ,如 果 五 是 隔离 的 ,并 且 
对 于 五 的 任何 一 族 闭 集 , 只 要 其 中 任何 有 限 子 族 都 有 非 空 的 交 , 则 整个 集 族 也 
有 非 空 的 交 , 这 后 一 定义 显然 表明 ,在 紧 致 空间 中 ,如 果 一 族 闭 集 $; 按 包 含 关 
系 是 全 序 族 , 则 所 有 $; 的 交集 非 空 ,由 此 得 到 紧 致 空间 五 的 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 
BRAME. PXE, XIF EKEREN a, S An = {ar antt] „Ån 
是 A, OAL A, Cc 4,. 于 是 所 有 4 的 交集 非 空 ,这 个 交集 的 每 个 元 素 都 是 
a, 所 成 集合 的 接触 点 . 

这 里 要 注意 , 逆 命 题 一 般 不 成 立 , 即 是 具有 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 
所 说 性 质 的 隔离 空间 不 一 定 是 紧 致 的 . 然而 ,后 面 会 看 到 对 于 尺度 空间 闭 命 题 
是 成 立 的 . 

容易 看 出 , 紧 致 空间 的 闭 子 空间 是 紧 致 的 ,同样 ,隔离 空间 的 有 限 多 个 紧 致 
子 集 的 并 集 或 交集 是 紧 致 空间 .有限 多 个 紧 致 空间 的 积 (拓扑 空间 的 积 ) 是 紧 


© 原作 者 Ch. Piso ( 索 尔 本 大 学 教授 ). 
O 这 里 应 该 是 :R 的 任何 有 界 闭 区 间 是 紧 致 的 ,例如 ( 十 ,1) (” = 2,3,…) 显然 是 (0,1) HFA 
盖 , 但 不 可 能 选 出 有 限 子 覆 盖 . 


809 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


致 空 间 ; 例 如 ,n AMT 是 紧 致 的 ,因为 圆周 是 紧 致 的 . 

连续 性 与 紧 致 性 ”我们 有 下 述 定理 :如 果 连 续 映 射 f 把 紧 致 空间 E 映 入 隔 
离 空间 F, ERIE E 映 成 一 个 紧 致 空间 /( EE). 

事实 上 ,(1) 空间 S/E) 是 隔离 的 ,因为 它 是 隔离 空间 FF 的 子 空间 . 

(2) 设 空 间 SAE) 有 一 个 覆盖 ,由 SCE) 的 开 集 w 组 成 .这 些 开 集 可 以 表 为 

= f(E) N Qi, 这 里 N; 是 的 开 集 . 由 了 的 连续 性 推 知 集合 

j ak )=f'(0;) Æ EMAAR, CIR E KAK. A E RBS Ia), aE 
出 有 限 子 覆盖 ,经 过 映射 ,得 到 /(E) 的 一 个 有 限 覆 盖 , 由 某 些 开 集 w 组 成 . 故 
JSE) 是 紧 致 空间 . 

特别 , 若 F = R, 即 是 数值 函数 , 则 上 述 定理 成 立 , 所 以 一 个 紧 致 空间 E 
在 RR 中 的 连续 象 是 紧 致 空间 ;特别 ,f(E) 有 界 ,并 且 E 中 存在 某 些 元 素 , 使 f 达 
到 它 的 上 确 界 与 下 确 界 . 

紧 致 尺度 空间 ”每 个 尺度 空间 都 是 隔离 的 ,所 以 要 使 尺度 空间 是 紧 致 空 
间 , 充 要 条 件 是 波 莱 尔 - 勒 贝 格 定理 成 立 .我 们 已 经 知道 ,对 于 紧 致 尺度 空间 ， 
这 个 条 件 蕴涵 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 . 对 于 尺度 空间 其 逆 亦 真 , 亦 即 波 
尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 蕴涵 紧 致 性 . 

事实 上 ,考察 尺度 空间 巨 的 一 个 覆盖 , 由 开 集 w 组 成 .对 于 瓦 的 每 个 元 素 x 
KR o(x,i) > 0 是 中 心 在 * 并 含 于 的 开 球 的 最 大 半径 , S p(x) = 
sup p(x%,i)( 就 所 有 开 集 wi 而 言 ). 若 d(x,x') 表示 % 与 x' 之 间 的 距离 , 则 有 

| o(x,i) — po(x’,i) l< d(x,x’) 

故 1p(x) - p(x’)1< dlx, x); AT, olx) 是 上 的 连续 函数 .因为 记 中 任何 
元 素 至 少 属于 一 个 w;, 所 以 p(x) > 0, 因 此 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 蕴涵 
P(x) 在 EE 上 的 下 确 界 p = inf p(x) > 0. 从 而 ,对 每 个 x, 存在 指标 i, 使 得 


pla, ix) > Ta Xx] 使 得 1 = Wis, 不 覆盖 E. 我 们 取 不 属于 w] 的 一 个 元 素 X25 
WARE BAO ,得 序列 x1, x,,… 没有 接触 点 ,这 是 因为 序列 中 任何 两 个 元 素 
KERETE. 于 是 ,如 果 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 在 E 中 成 立 , 则 上 


述 序 列 是 有 限 序 列 , 从 而 从 诸 w; 中 选 出 了 覆盖 E 的 有 限 子 族 . 

一 致 连续 。” 设 记 是 尺度 空间 ,f 是 把 E 映 入 尺度 空间 下 的 连续 映射 .车 
是 紧 致 空间 , 则 映射 /" 一 致 连续 ”. 事 实 上 ,对 于 任何 x E E 和 任何 。 > 0, 存 在 
T > 0, 使 得 dg(x,y) < q, 蕴涵 dp(f(x),f(y)) < e. 然 而 满足 del, y) < 


+h 的 点 y 的 集合 是 E 的 开 球 B,, 诸 B, 构成 E KAW. AO BSS E, ET 


中 这 里 还 应 交代 一 句 : 若 wl U o 不 覆盖 E,W x, ¢ wi U a. 
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从 中 选 出 有 限 覆盖 | B,。 | . 
于 是 , 令 7 = min 二 办 ;考虑 已 的 一 个 元 素 *, 它 属于 某 个 B ,例如 B, B 
y ÈE 的 另 一 个 元 素 ,满足 de(x,y) < y, 
de(y,x1) < dg(y.x) + dg(X,%1) < + +1, < x, 


故 y AT B, 所 以 得 
drl flx), fly) < de(f(x),flm)) + dr(f(«),fly)) < 2e 

连通 性 ” 如 果 对 尺度 空间 的 任意 两 个 元 素 a 与 5, 以 及 每 个 。 > 0, 可 以 
相应 求 得 巨 的 有 限 多 个 元 素 a = ao, a1,…,an-1, dn = 8 组 成 的 链 (可 能 与 e 有 
关 ) ,使 得 dla an1) < 。 RUME SERET. PAN, R 的 有 界 闭 区 间 链 式 连通 ,Q 
的 有 界 闭 区 间 亦 然 . 

若 天 是 链 式 连通 的 紧 致 尺度 空间 ,/ 是 把 已 映 成 尺度 空间 下 的 连 车 续 映 射 , 则 
f(E) 是 紧 致 空间 ,f 一 致 连续 ,所 以 (CE) 链 式 连通 . 

一 个 链 式 连通 的 紧 致 尺度 空间 E 是 连通 的 , 即 下 不 能 分 成 两 个 非 空 = 的 不 
相交 的 闭 集 .事实 上 ,假若 不 然 , 设 EF 与 玉 是 这 样 两 个 非 空 的 互 不 相交 的 闭 
Be MUSH E E," © E FATA inf d(x’, x”) 4 0, UAE xo © E 5 
"n © EB" WHR dl'o xo) = 0, 故 x'0 = x", E' E" 就 不 是 互 不 相交 的 了 . 

特别 在 R 上 ,每 个 链 式 连通 的 紧 致 集 是 闭 区 间 , 所 以 , 紧 致 尺度 空间 无 上 的 
数值 连续 函数 取得 sup f(E) 5 inf (E) 之 间 的 一 — Yo. 

局 部 紧 致 空间 SA 有 R 不 是 紧 致 的 ,然而 它 在 每 一 点 的 邻近 的 性 态 却 很 
像 紧 空间 .确切 地 讲 , 如 果 EE 是 隔离 的 ,并 且 EF 的 每 一 点 都 具有 紧 致 邻 域 ， 就 说 
EE 是 局 部 紧 致 空间 .例如 ,R 就 是 局 部 紧 致 的 . 

一 个 局 部 紧 致 空间 可 以 添加 唯一 一 个 元 素 , 即 所 谓 无 穷 远 点 ,而 成 为 紧 至 
asia). yt ASAE E 中 的 集合 ,其 闭 包 是 紧 致 集 ,这 些 集合 的 补 集 构成 的 集 族 V 
具有 下 列 性 质 :任何 集合 ,如 果 含 有 了 的 一 个 集合 ,本 身 就 属于 Vi V 中 任意 有 
限 多 个 集合 的 交集 属于 V. 两 条 性 质 就 是 用 元 素 的 邻 域 来 定义 拓扑 结构 时 那个 
公理 系统 中 的 两 条 .于 是 我 们 可 以 确定 一 个 补充 的 元 素 w ,规定 族 了 是 w 的 邻 
域 族 . 这样, 集合 1,ow} 就 是 紧 致 的 了 . 因为 , 设 有 |E,w| 的 一 覆盖 ,考虑 含有 
o 的 开 集 Q 它 的 补 集 是 紧 致 的 , 故 可 被 有 限 多 个 开 集 Qi; 所 履 盖 ,所 以 开 集 0; 与 
0Q 就 构成 了 1E,w| AREH. 

完备 尺度 空间 “尺度 空间 叫做 完备 的 ,如 何 每 一 柯 西 序列 都 收敛 .实数 集 
R 是 完备 的 ,但 有 理 数 集 Q 不 是 完备 的 .我 们 有 下 述 命题 : 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


任何 紧 致 尺度 空间 都 是 完备 的 . 

事实 上 , 设 (ao ) 为 柯 西 序列 , 即 对 每 一 e > 0, 存 在 nn 使 得 h > n,k > nht, 
dao,ar) < e. 令 A = (am, mais?) Am Am MAE, W Ant C hi. 若 a' 与 
a” 是 4 的 两 个 元 素 , 则 有 

d(a',a") < d(a’,a,) + d(a,,a) + d(a,a") hon,kon 
又 对 任何 ef > 0, 存 在 hh > n,k > n, [813 d(a’,a,) < e',d(a,a") <e'. 因 
(an) 是 柯 西 序列 , 故 
d(a’',a") < 2e' + d(a,,a,) < € 
命 4 是 所 有 4;, 的 交集 . 因 空 间 紧 致 , 故 4 非 空 . 设 a 与 5 是 4 的 两 个 元 素 , 它 们 
属于 每 个 An , 故 对 任意 s > 0 有 d(a,b) < e, 所 以 dla, b) = 0,a = 6,A HK 
唯一 元 素 a 组 成 . 故 柯 西 序列 有 唯一 接触 点 ,从 而 收敛 . 

ESHTI ”下面 将 定义 体 K 中 绝对 值 的 概念 . 设 E EEK EMSs 
E,K 中 定义 了 a € 天 的 绝对 值 ,用 | a | 表示 .把 5 映 入 正 实数 集 的 映射 + > 
| x | 称 为 范 数 ,如 果 满足 下 列 条 件 : 

(1)x 4 OFF, || x || > 0; lol] =0. 

(2) 对 每 一 a。€ KA |lax || =lal |x|. 

(3) Ilx+yll < «ll + Iyll. 

这 时 ,空间 E 称 为 赋 范 向 量 空间 . 

如 果 在 这 样 的 空间 中 , 令 

d(x,y) = ll x- y| 
它 就 成 为 尺度 空间 . 

一 个 体 K 总 可 视 为 自身 上 的 向 量 空间 , 如 果 它 是 赋 范 向 量 空间 , 则 元 素 
a E 天 的 范 数 用 | a 1 表示, 称 为 a 的 绝对 值 . 

定义 ”在 具有 绝对 值 的 体 上 的 赋 范 向 量 空间 ,如 果 是 完备 尺度 空间 ,就 称 


HERWEN. 
赋 范 向 量 空间 的 完备 化 ”每 个 不 完备 的 赋 范 向 量 空间 已 总 可 扩张 成 巴 拿 
赫 空 间 Ê. 


FKE, S X = (wj,…,x,，,…) 是 EE 中 的 柯 西 序列 , 即 对 任何 。 > 0, 存 在 
一 个 nn, 使 得 hh 二 n,k > nht || ær- xm ll < e. 令 Y= (nosy) 是 另 一 
柯 西 序列 , 令 

aX = (axl ax, ) aC K 
X+ Y= (x+y, Xn + Yno) 
BAM aX FX + 了 仍 是 柯 西 序列 , 故 所 有 柯 西 序列 构成 kK 上 一 个 新 的 向 量 空间 . 

我 们 有 


EE 
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ih > n,k > nh} 


lla, = iall < Ilx- mill <e 4 
交换 h 与 上 ,同样 有 
| xz | = | æn |l < Il xx — æn |l <E 
因此 实数 序列 x1,…, Wan te 是 柯 西 序列 , 即 它 收 敛 于 一 实数 = 0. 
现在 令 || x ll = lim | x, , 则 有 
| ax || = lim || ax, | =lal |X| 
| xX+ Yl = lim || a, + yn ll < lxil +I 


但 是 , || X || = 0 并 不 蕴涵 X = 0 = (0,…,0,…), 故 | X || 不 是 范 数 . 事 
实 上 ,考虑 柯 西 序列 Z = (zsz) ,这 里 lim || z ll = 0, 令 5 是 所 有 这 些 
柯 西 序列 的 集合 ,所 以 其 中 每 个 序列 都 满足 121 = 0. 若 ZE 6,2 Eg 
aoZE5,Z+ZE 8 关系 和 ~ XesX -XE 是 一 等 价 关 系 . ERX NS 
价 类 ,7 是 了 的 等 价 类 , 令 af 是 aX WENK, E + 7 EX + 7 的 等 价 类 ;这 些 运 
算 对 等 价 类 有 定义 ,从 而 所 有 这 等 价 类 的 集合 构成 一 向 量 空间 .等 价 类 CHE 
的 零 元 素 . 

y x WAX = X4Z,2E 6 KIX < IXIA NZ =0), 
同样 Ix <x ll par = Xl. 令 sl = ix alee 
范 数 ; 事实 上 , 性质 (2) 和 (3) 已 经 证 明 ; (1) 也 成 立 , 因为 车 #1 = 0, 
\| X I = 0, lim || xn | =0,x € 5 所 以 和 = §. 


若 x E E, RITS i 是 (x,…,x,…) 的 等 价 类 ,于 是 ， = ax, Pe 

x+y MERWE 的 一 个 子 空间 ， ,将 È 的 这 个 子 空间 与 5 等同, 所 以 是 包 
含 五 的 赋 范 向 量 空间 . 

将 上 面 的 过 程 用 到 体 K 得 到 向 量 空间 尺 ,可 以 证 明 :天 本 身 是 一 个 体 . E 
(al ,oa) 是 玉 中 元 素 的 绝对 值 构成 的 柯 西 序列 ,其 等 价 类 a a 属于 天 . 另 一 
方面 ,序列 (wx,…,ax,…) 是 已 的 柯 西 序列 , 故 它 的 等 价 类 属于 户 ,用 ax K 
示 . 由 此 不 难 推出 名 是 六 上 的 向 量 空间 . 

向 量 空间 双 是 完备 的 ”事实 上 , 令 (61,…,,…) 是 名 的 柯 西 序列 , 即 对 
每 一 se > 0, 存 在 n ,使 得 

h = n,k > nif, ll & - & ll < € 
D En E Xn 的 等 价 类 ,这 里 Xn = Came Amp) M p = Nn 时 
| En- 2mp = lim ll dmg — Xm,p ll < € 
相应 于 每 个 &, ,可 以 得 到 元 素 加 ,满足 Yn = dmn ,于 是 ‖ En - ¥m ll < £, 
以 : 


813 Ob. oR, 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


对 于 h > n,k => n, lly, 一 ys | = | ys &, || + Il &, = & || + 
l Er- yl <3e. m Il fn- ye ll = Ilyn- yr ll BURFI Y = (nm EE 
E 的 柯 西 序列 . 若 7 是 Y 的 等 价 类 , 则 有 

lla -& < llo-ynll + lym - En Il 

但 是 m > ntt, || -Yn ll = lim ll Yp- Ym Il <3e,0 ll Ym- En ll <e, BLA 
m > nht, || q- &, || 三 4e. 即 名 一 7 空间 天 完备 . 

应 用 ”考虑 有 理 数 体 Q. WR Q 上 所 有 可 能 的 绝对 值 ,我 们 发 现 :除了 通 
常 的 绝对 值 以 外 ,还 有 下 面 的 绝对 值 : 设 p > 2 是 一 固定 素数 , 令 r = 之 是 -有 
SL. ALE 写成 形式 p" BOR w ,v 不 能 被 p 整数 ,指数 n 是 正 , 负 整 数 


REA Ir I, = = 容易 验证 这 是 绝对 值 .按照 通常 的 绝对 值 使 Q 完备 化 便 得 


R. 按 照 绝对 值 r 1, 使 Q 完 备 化 则 得 到 一 个 新 的 完备 体 R, ,在 R, 上 我 们 可 以 
构造 一 种 分 析 ,使 我 们 有 可 能 得 到 实数 分 析 得 不 出 的 结果 . 
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第 十 四 讲 ”代数 结构 与 拓扑 结构 的 相 容 性 ， 
拓扑 群 与 拓扑 向 量 空间 ” 


标题 所 示 内 容 很 广泛 ,例如 ,包括 拓扑 群 , 函数 空间 等 .我 们 将 只 讨论 拓扑 
向 量 空间 的 几 个 重要 性 质 , 略 见 一 斑 . 


1 _ 拓扑 向 量 空 间 的 定义 

复习 一 下 定义 在 一 个 体 (我 们 只 用 实数 体 R, 复 数 体 的 情形 类 似 ) 上 的 向 量 
空间 :EE 关于 一 个 交换 运算 构成 群 ,这 个 运算 记 为 加 法 (对 于 的 一 对 元 素 x%， 
y, 相 应 地 得 到 E 的 元 素 x + y, 称 为 这 两 个 元 素 的 和 );E 上 还 定义 有 EE 的 元 素 
与 R 的 元 素 的 乘法 :对 于 x E€ ESA E R, 相 应 地 有 Ax © 下 ,这 个 运算 法 则 对 
于 及 的 元 素 是 结合 的 ,对 于 及 中 的 加 法 与 互 中 的 加 法 是 分 配 的 ,并 且 1.x = x. 

E WICK x 称 为 点 ,或 者 向 量 , 在 几何 表示 中 ,如 果 把 一 个 向 量 的 起 点 放 在 
0O, 则 该 向 量 同 它 的 终点 将 不 予 区 别 ,如 同 复数 的 表示 那样 . 

再 假定 上 还 定义 了 一 个 拓扑 结构 .就 是 说 ,在 上 确定 了 一 族 开 集 , 或 
一 族 闭 集 , 或 者 点 的 邻 域 ,或 者 说 明了 序列 的 收敛 性 条 件 或 函数 的 连续 性 条 件 . 

但 是 ,要 得 到 有 意义 的 特性 ,必须 要 有 某 些 关 系 , 使 原 有 的 代数 结构 与 引入 
的 拓扑 结构 相 容 :拓扑 向 量 空间 就 是 具有 拓扑 结构 的 向 量 空间 ,满足 下 列 条 件 : 

1) 函数 x + y 对 x 与 y 连续 . 

2) 与 3) 关于 R 上 通常 的 拓扑 结构 和 上 引进 的 拓扑 结构 ,函数 Ax 对 4 与 

这 些 条 件 可 用 序列 的 收敛 性 条 件 表 成 : 若 zzz KAF x,y, 
yas Yn WRF y, WEF x, + yn} AAF x + y. 还 有 , 若 序 列 1， 
Dass Ans tt WF A UPI Ane} MAAF àx. 

也 可 以 从 五 的 开 集 出 发 表达 上 述 定义 中 的 条 件 : 我 们 要 侧重 讨论 的 就 是 
这 方面 的 内 容 . 


原作 者 R. Godement ( 索 尔 本 大 学 教授 ). 
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n 
> 
En 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


设 给 定 a € EF, 对 于 5 的 每 个 元 素 x, 可 以 相应 地 得 到 x + alH x 平移 而 
I). Æ x EE TEU 的 一 般 元 素 , 我 们 用 U + a 表示 点 x + a 所 成 的 集合 . 映 
Bt x > x + a( RAB x > x - 4a) 应 连续 ,所 以 ,U 是 开 集 等 价 于 对 任意 a,U+ 
a 是 开 集 . 

同样 ,对 于 4 < 0, 映射 x > Ax 应 该 对 x 连续 ,特别 , 若 * 是 Oo 的 一 个 邻 域 
内 的 一 般 点 ,ax 也 是 一 个 邻 域内 的 一 般 点 . 

由 此 提出 下 列 公理 : 

公理 1 关于 任意 向 量 的 平移 ,E 的 开 集 变 成 开 集 .关于 中 心 在 0 、 比 值 任 
意 的 位 移 , 0 的 邻 域 变 成 0 的 邻 域 . 

因此 ,为 了 确定 上 的 拓扑 结构 ,只 需 说 明 原 点 0 的 所 有 和 邻 域 的 特性 , 以 
保证 条 件 1) ,2) 与 3) 在 原点 成 立 . 条 件 3) 已 经 说 明 ,还 剩 下 条 件 1) 和 2). 

函数 x + y 在 原点 连续 ,意思 是 :对 0 的 任意 邻 域 过 ,存在 0 的 两 个 邻 域 V 
与 三 ,使 得 


xE V,y E Wax+yvyE U 

亦 即 V+WcU. 

现 设 U' 是 了 与 到 的 交集 ,这 是 0 的 邻 域 , 故 上 面条 件 等 价 于 : 

公理 2 Xt 0 的 任意 令 域 U, 存 在 0 的 邻 域 UV' AE U + U cU. 

最 后 还 要 说 明 映 射 一 Xxo 与 (4,x) > Ax( 在 点 4 = 0,x = 0) 的 连续 性 . 

为 了 简化 表达 ,一 个 集合 X 如 果 与 任何 一 条 通过 0 的 直线 的 交集 是 中 心 在 
0 的 一 个 非 空 区 间 , 就 说 是 星 状 对 称 集 .利用 这 一 术语 ,最 后 的 两 个 条 件 可 表 
述 成 : 

公理 3 在 0 的 每 个 邻 域内 ,存在 一 个 星 状 对 称 的 子 邻 域 . 

换 句 话 讲 , 0 的 所 有 星 状 对 称 邻 域 构成 0 的 一 个 邻 域 基 . 


3 ARS OB ass id 
在 平面 内 ,按照 通常 的 拓扑 ,一 个 集合 4 叫做 凸 集 , 如 果 对 于 4 的 任意 两 点 
a 与 6 ,线段 ab 上 任意 一 点 仍 属于 4 ,同样 ,根据 直线 段 的 分 析 定 义 , 对 于 实数 体 
上 的 任何 向 量 空间 , 子 集 4 叫做 凸 集 ,如 果 
Vx,yE4,VAE[0,1 
我 们 有 Ax +(1-A)yEA 
一 个 拓扑 向 量 空间 叫做 局 部 凸 的 ,如 果 原 点 的 每 一 邻 域 都 包含 原点 的 一 个 
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凸 邻 域 . 这 个 条 件 在 平移 与 位 似 作 用 下 保持 不 变 . & 
带 有 通常 尺度 的 空间 R" 显然 满足 这 个 条 件 ,因为 0 的 每 个 令 域 包含 一 个 | 

中 心 在 0 的 球 , 球 当然 是 凸 邻 域 .实际 上 ,已 经 遇 到 过 的 那些 拓扑 向 量 空 间 几 乎 

都 是 局 部 凸 的 ,特别 在 分 析 中 是 这 样 .在 代数 中 倒 未必 如 此 . 


1 hie 
实数 体 上 一 个 拓扑 向 量 空间 中 定义 的 半 范 数 是 一 个 数值 函数 p(x) , 满足 
下 列 条 件 : 
1) p(x) 是 一 正 数 或 零 ; 
2)p(x + ¥) < p(x) + p(y); 
3)p(Ax) =1A | p(x). 
特别 YER p(- x) = p(x),p(0) = 0. 
此 外 , 若 p(x) 仅 当 x = 0 时 为 0, 即 
4)p(x) = Ox = 0, 则 函数 p(x) 叫做 范 数 , 记 成 
p(x) = | «ll 
具有 范 数 的 向 量 空间 叫做 赋 范 空间 . 
向 量 空间 上 如 果 存 在 范 数 , 则 可 以 导出 相应 的 拓扑 结构 ,两 个 点 x 与 y 之 
差 的 范 数 称 为 两 点 的 距离 :d(x,y) = x -y| 这 个 数 满足 距离 的 公理 ,从 而 
这 个 向 量 空间 成 为 尺度 空间 .于 是 可 定义 球 是 满足 d(x,a) < px 的 集合 , 它 
可 看 做 开 集 ,而 a 的 邻 域 定义 成 一 个 子 集 , 它 包含 一 个 含有 a WRR. 
剩 下 要 验 明 ,这 样 定义 的 拓扑 结构 与 向 量 空间 的 结构 是 相 容 的 
d(x + y,xo + yo) = ll (x+y) - (xo+ yo) Il = 
Il (x -= xo) + (y - yo) Il < 


lx- xoll + ly- voll 


即 是 d(x + y,xo + Yo) < d(x,%0) + d(y, yo) 
x 一 > Xo d(x, xo) 一 0 
而 | | | d(x + ¥,%0 + yo) ~0 
y> yl? laly, yo) > 0 eee ee 
x —> Xo R 
故 蕴涵 x+y 一 xo+yo 
y > Yo 


同样 ,x 一 xo 与 4 一 ào FAW Ax 一 àoxo. 
5 ie & 1 6 OF 


显然 ,空间 R" 是 赋 范 空间 .但 是 ,这 个 概念 对 于 函数 空间 尤其 重要 , 函数 空 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


间 是 无 穷 维 的 ,元 数 可 以 是 函数 测度 等 . 

例 1 命 E 是 实 变数 ;的 有 界 实 函 数 x(i) 的 集合 ,例如 对 1 € [0,1] A 
义 .对 于 每 个 这 样 的 函数 x ,其 绝对 值 的 上 确 界 是 确定 的 ,所 以 是 x 的 函数 

K(x) = sup | x(t)1<+% 
显然 ,K(x) 是 正 的 ,是 函数 x 所 成 集合 中 的 范 数 .事实 上 
K(x + y) = sup | x(t) + y(t) 1< sup( | xi) I+1 y(t) I< 
K(x) + K(y) 
K(Ax) = sup( | All x(t) 1) =1A 1 K(x) 

最 后 ,K(x) = 0 蕴涵 对 任意 + 有 | x(t)1= 0. 

如 上 定义 的 范 数 ,我 们 已 经 说 过 ,在 上 引入 一 相应 的 拓扑 结构 ;序列 
ant) 的 收敛 由 条 件 d(x, xn) 一 0 确定 .这 里 

d(x,%,) = l| x- x ll = sup | a(t) — x(t) | 

一 个 函数 的 上 界 小 于 s ,就 是 说 ,对 于 任意 ,函数 小 于 e, 于 是 上 述 收敛 性 
可 以 表 成 : 

Ve > 0, 3 NN, 使 得 n > N 蕴涵 对 每 个 : € [0,1] 有 

lalt) =æ) lz E 

这 是 我 们 熟知 的 一 致 收敛 的 特性 . 

另 一 些 例 子 ”可 以 考虑 上 述 空间 的 某 些 子 集合 , 例 如 [0,1] 上 的 连续 函数 
的 集合 (这 种 函数 是 有 界 的 ) ,可 微 函 数 的 集合 ,n 次 可 微 函 数 的 集合 ,或 者 无 限 
可 微 函 数 的 集合 . 

也 可 以 改变 范 数 的 定义 ,例如 ,[0,1] 上 的 连续 函数 集合 中 ,可 以 取 

aCe = ix) tae 


一 ~ 一 下 和 一 一 一 一 一 一 一 一 一 入 


我 们 来 证 明 ,这 样 的 空间 不 总 是 赋 范 空间 .为 了 得 到 最 一 般 的 空间 ,必须 从 
一 族 半 范 数 p(x) 出 发 , 诸 a 是 参数 ,可 以 有 无 限 多 个 . 

从 这 族 半 范 数 中 , 选 出 有 限 多 个 半 范 数 pa ,pe ，…pu ,相应 于 每 个 半 范 数 
Po, 给 出 一 个 正 数 6;, 然 后 ,得 到 原点 的 一 个 邻 域 , 即 是 满足 p。(x) < ei 的 那些 x 
的 集合 , 记 为 Bp. ,ei)(i = 1,2,…,n). 最 后 , 令 A 是 这 n 个 邻 域 的 交集 . 

因此 ,对 于 任何 有 限 多 个 参数 a ,都 可 以 相应 地 得 到 原点 的 一 个 邻 域 4. 我 
们 将 这 些 4 所 成 的 集合 .多 取 作 0 WSEAS Bi AK (BI EKATE, mE — i 
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集合 4 ,就 是 0 的 邻 域 ) .这 就 把 只 有 一 个 范 数 的 情形 推广 了 . 
现 证 这 样 确定 的 拓扑 结构 使 E 成 为 局 部 凸 空间 .为 此 只 需 证 明 诸 4 是 凸 
集 ,这 只 要 诸 8(p。 ,ei) 是 凸 集 就 行 了 .因为 凸 集 的 交集 是 凸 集 . 今 设 证 (z) < 
Eis Pa, (y) < ein XFO <à < 1 ,根据 半 范 数 的 公理 有 
PalAx + (1-A)y] < po (Ax) + pal -a)yl< 


[Al pa (x) +11-Aa l ply) < 
Ae; + (1 -A)e; = €; 

反之 ,可 以 证 明 ,任何 局 部 凸 的 拓扑 向 量 空间 E 上 ,存在 一 族 半 范 数 ,可 以 
按照 刚才 所 讲 的 方法 重新 得 到 E 上 原 有 的 拓扑 结构 . 

例子 ”单个 实 变 数 的 无 穷 可 微 函数 x(1).( 这 个 讨论 可 以 推广 到 多 变量 函 
数 ) 为 了 定义 其 分 布 ,L: 许 瓦 兹 还 假定 这 些 函 数 当 :上 超过 某 一 有 限 值 (与 特定 
函数 有 关 ) 时 为 零 .我 们 这 里 不 作 这 一 补充 假设 . 

显然 ,这 些 函 数 的 集合 E 是 向 量 空间 ,还 可 以 赋予 集 E 某 些 拓 扑 结构 , 例 
如 ,可 以 定义 ,如 果 对 每 一 i 值 ,x,(it) 收敛 于 x(4) ,就 说 x, 收敛 于 x. 这 样 的 定 
义 没有 用 到 (t) 可 微 的 假设 ,下 面 引入 一 种 很 强 的 拓扑 结构 :x,(t) 叫做 收敛 
F x(t), WR: 1) 在 任何 有 限 区 间 [4,t2] 上 ,xa(i) 一 致 收 化 于 x(t). 还 有 2) 各 
阶 导数 满足 同样 的 条 件 : 在 长 度 有 限 的 任何 闭 区 间 上 ,对 任意 正 整 数 h,x 久 (1) 
一 致 收敛 于 H (1) (注意 ,导数 的 收 伊 蕴涵 函数 的 收敛 ,反之 未 必 ). 

利用 这 种 收敛 的 定义 ,可 以 引入 一 族 无 限 多 个 半 范 数 ,从 而 在 E 上 确定 一 
拓扑 结构 . 

令 K 是 有 限 长 的 区 间 [41,t2], 即 R 的 一 个 紧 致 集 .用 DD 表示 随便 哪 一 阶 导 
数 的 符号 ,D 是 一 族 算 子 

x > x) = Dx, Yh 
我 们 定义 关于 K 与 D 的 半 范 数 如 下 
Px.p(%) = sup | Dx(t) | (1 Dx | 在 K 上 的 最 大 值 ) 
这 里 ,参数 a 是 一 对 参数 K,D. 这样 定 义 的 半 范 数 的 确 满 足 半 范 数 公理 ,而 由 此 
产生 的 收敛 也 满足 所 要 的 强 收敛 条 件 ,因为 : 
VK, YD,pk,p(xn - x0) KF OV hy xh) (1) 在 天 上 一 致 趋 于 0. 
还 可 以 给 出 别 的 例子 . 
7 局 部 是 的 拓扑 向 量 空间 的 重要 性 


和 ~ 人 人 ~ 信人 人 人 一 ~ 一 


历史 梗概 ” 数学 理论 之 所 以 得 到 发 展 ,是 因为 可 以 用 来 研究 某 些 精密 的 
科学 问题 .我 们 刚才 介绍 的 理论 中 有 些 定 理 威力 极 大 ,但 为 数 不 多 .这 就 说 明 这 
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些 定 理 的 发 现 何以 姗 姗 来 迟 (1920 年 左右 ). 

巴 拿 赫 开头 只 考虑 一 个 范 数 ; 巴 拿 赫 空间 就 是 指 完备 赋 范 空间 (这 就 是 说 ， 
这 个 空间 中 所 有 的 柯 西 序列 都 收敛 ). 1930 年 左右 所 知道 的 那些 重要 定理 ,虽然 
只 有 五 六 个 ,但 却 适用 于 许 许 多 多 不 同 的 情况 .不 过 25 年 ,人 们 终于 能 够 选 出 
那些 好 的 公理 , 即 是 在 那些 有 用 的 例子 里 成 立 的 公理 ,并 且 把 适用 于 这 些 例子 
的 定理 收集 起 来 . 巴 拿 赫 的 著作 (《Théorie des Opérations Linéaires) , Varsovie, 
1932) 标志 着 一 个 阶段 的 开始 ,只 是 在 十 五 年 以 后 才 告 终了 , 那 是 为 了 需要 使 这 
一 理论 能 够 兼 收 并 鞭 ,研究 更 一 般 的 集合 ,例如 必须 包容 具有 无 限 多 个 半 范 数 
的 无 限 可 微 的 许 瓦 兹 空间 .J + 迪 厄 多 内 的 一 篇 文章 ( 见 Annales de 1'E. N. S., 
1940) 重新 考虑 了 巴 拿 赫 的 问题 ,引进 了 空间 是 局 部 凸 的 假设 ,从 而 可 以 得 到 一 
些 定理 ,即使 就 巴 拿 赫 研究 过 的 情形 而 言 , 这 些 定理 也 比 巴 拿 赫 得 到 的 结果 要 
广 ( 这 里 指 G. W. Mackey, J. Dieudonné, L. Schwartz 关 于 分 布 理论 的 工作 ) .最 
后 ,Grothendieck 应 该 看 成 是 巴 拿 赫 的 真正 接班 人 ,因为 他 得 到 的 那些 结果 非常 
重要 . 

有 一 些 理论 如 果 不 从 应 用 着 眼 就 无 法 建立 ,也 不 可 能 发 扬 光 大 ,局 部 凸 空 
间 的 理论 可 以 称 得 上 是 其 中 的 典型 . 


s 简要 介绍 几 个 定理 
汉 恩 - ESHER 。 这 个 定理 引 人 注 目 , 就 连 不 是 这 方面 的 专家 也 深信 
这 一 理论 的 重要 .我 们 不 介绍 它 的 证 明了 ,这 要 用 到 超 限 归纳 法 与 策 墨 诺 公 理 . 
准备 。 把 一 个 拓扑 向 量 空间 映 成 男 一 个 拓扑 向 量 空间 的 连续 线性 映射 . 
把 一 个 拓扑 向 量 空间 E 映 成 男 一 个 拓扑 向 量 空间 的 线性 映射 中 ,我 们 考 
BRF E 5 F 的 拓扑 结构 是 连续 的 那些 映射 . 这 类 映射 在 许多 场合 是 极 重要 
的 ,例如 在 许 瓦 兹 空间 中 ,由 导数 定义 的 映射 x(1) > a (i) 是 线性 的 ,并 关于 
给 定 的 收敛 连续 .同样 ,物理 学 中 所 有 的 微分 算 子 都 是 有 关 函 数 空间 的 连续 线 
性 算 子 ,尽管 或 多 或 少 是 容易 定义 的 .积分 算 子 亦 然 . 
一 个 基本 的 特例 是 把 拓扑 向 量 空间 E 映 人 实数 集 R 的 连续 线性 映射 
x(t) u(x) E 及 ,使 得 
u(x + y) = u(x) + u(y) 
对 x 与 y 连续 
u(Ax) = Au(x) 
对 A 与 x 连续 . 
例子 ” 设 E 是 [0,1] 上 的 连续 数值 函数 x(1) 的 集合 ;在 区 间 [0,1] ERE 
一 数 to. BRAT x(t) > x (to) 对 每 个 函数 给 出 它 在 to 处 的 值 ,这 个 映射 是 连续 线 
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性 映射 
同样 ,对 同一 个 ,映射 x(1) > | x(1)dt 是 线性 的 ,根据 中 值 定理 也 是 连 


续 的 . 
更 一 般 , 设 /(1) 是 开始 就 取 定 了 的 数值 连续 函数 , 则 映射 x(i1) 一 


[COs de 是 连续 线性 映射 
同样 的 ,如 果 与 aCe) 相应 的 值 是 勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 , 即 (1) 一 
[O ,这 里 (1) 是 有 界 变 差 函 数 , 则 映射 也 是 连续 线性 的 . 此外, 同 这 


些 积分 有 关 的 那些 定理 及 其 逆 定 理 使 它们 得 到 了 现代 的 定义 , 即 是 定义 为 连续 
函数 集合 上 的 线性 形式 ,对 于 一 致 收敛 拓扑 结构 是 连续 的 . 

局 部 凸 拓扑 向 量 空间 的 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 

这 个 定理 断定 了 这 种 空间 上 存在 连续 线性 形式 ,并 明确 提出 确定 这 些 形式 
的 条 件 . 

设 下 是 下 的 向 量子 空间 ( 即 是 对 于 加 法 运算 以 及 用 实数 相 乘 的 运算 保持 不 
变 的 子 集合 ). 因为 E 上 存在 拓扑 结构 , 故 可 定义 在 E 中 的 闭 包 ( 或 附 贴 
包 ) 天 .说 明了 这 一 点 ,就 可 以 提出 巴 拿 赫 的 下 面 这 一 条 断言 了 : 

给 了 闭 向 量子 空间 下 和 不 在 下 中 的 一 点 p, 则 五 上 存在 一 个 连续 线性 形式 ， 
在 集合 下 的 每 一 点 x 处 为 零 ,而 在 p 处 不 为 零 . 

显然 , 若 连续 映射 u(x) EF LAS WEP EAS, A PE K 
点 的 极限 ,但 不 能 由 此 推断 以 外 的 任何 情况 .定理 的 目的 就 是 说 明 w(x) 的 
存在 . 
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第 十 五 讲 ” 维 数 的 概念 7 


1 n BR 
n“ HE” RORE DUN TAARE Sa] ( BY “BK EGS A)” )R", CRAE n 元 实 
数组 (xl, an). R” 的 每 一 张 超 平面 , 即 线性 方程 (不 必 齐 次 )f(x) = 0 所 确定 
的 集合 五, 将 空间 R 分 成 两 个 半空 间 , 分 别 由 f(x) > 0 与 f(x) < 0 确定 ;又 ， 
任意 给 定 两 个 不 同 的 点 x 与 y, 总 存在 超 平面 甩 , 将 x 与 “分 开 ”, 即 是 x 属于 H 
所 确定 的 一 个 半空 间 , 而 y 属于 另 一 个 半空 间 , 注 意 ,有 同 胚 @ 于 空间 R, H 
以 是 n - 1“ 维 ”的 . 

从 空间 R 出 发 ,还 可 以 造 出 另外 一 些 空间 ,看 来 自然 也 应 该 叫做 n“ 维 ” 空 
间 . 例如, 设 S, 是 空间 R 中 由 方程 x? + … + x2,1 = pe 
有 界 闭 子 空间 ,所 以 是 紧 致 空间 ;此 外 ,球面 投影 在 挖 掉 一 点 的 5, 与 空间 R" 之 
间 确 立 一 同 胚 映射 ,所 以 5, 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 R". 

再 考虑 ( 实 ) 射影 空间 已,, 它 的 点 由 n + 1 个 不 全 为 零 的 齐 次 坐标 Zo, 
Z 确定 ,我 们 规定 :两 组 成 比例 的 齐 次 坐标 确定 射影 空间 已, 的 同一 点 ;老实 
说 ,为 了 完全 确定 P, ,必须 确切 说 明 P, 的 拓扑 结构 如 何 ,不 过 我 们 不 详 述 了 . 
P, 中 使 得 坐标 Z 为 零 的 点 组 成 的 集合 太 是 一 个 闭 子 集 , 同 胚 于 P,_1; 子 集 Ho 
就 是 常 说 的 “无 穷 远 超 平面 ”. H, AE U, Æ P, 的 开 集 , 同 胚 于 R"( 例 如 , Uy 是 
P, 中 所 谓 处 于 “有 限 距 离 ” 的 点 集 ) : U; 的 点 可 以 表 为 n 个 实数 , 即 下 面 的 商 数 

Lo Zia Zis Zn 
Aa? ge A 
KIE, P, 是 ”+ 1 个 开 集 的 并 集 , 其 中 每 一 个 开 集 都 同 胚 于 R. 

一 般 , 所 谓 n 维 流 形 , 是 指 一 个 拓扑 空间 ,满足 豪 斯 道夫 (Hausdorff) 隔离 
公理 ( 即 : 对 每 一 对 不 同 的 点 x,y, 存 在 x 的 一 个 邻 域 与 y 的 一 个 邻 域 ,没有 公共 
A) MERA FIER: V 的 每 个 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 空间 R". 如 上 所 
见 ,R" 本 身 , Sn, P, 都 是 n 维 流 形 . 


mre RAR Je 
© E PANT , 即 一 个 一 一 对 应 ,使 得 开 子 集 互 相对 应 ;也 可 
以 说 ， a ee eae 的 把 一 个 空间 映 成 男 一 个 空间 的 映射 是 双 连 续 的 . 
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问题 ”一 个 n 维 流 形 V 与 一 个 m HERE WY n ge m YES AER? 
如 果 可 能 ,那么 流 形 的 “ 维 数 ” 这 个 概念 就 没有 任何 拓扑 含义 . 幸好 , 这 是 不 可 
能 的 ;不 过 其 证 明 极 难 . 

让 我 们 更 仔细 地 分 析 这 个 问题 .整个 问题 就 是 说 ; 当 nn m 时 ,R" 的 开 集 
U 与 R" 的 开 集 U' 之 间 是 否 存在 同 胚 映射 ?( 不 言 而 喻 ,U 与 假定 非 空 ) 假设 
存在 , 则 有 把 URRU 的 连续 映射 /以 及 把 RU 的 连续 映射 g ,使 得 复合 
映射 g。f EU 的 恒 等 映射 ,/。g BUT 的 恒 等 映射 . 若 再 假设 /与 g 有 连续 偏 
导数 ,我 们 就 可 以 证 明 这 种 同 胚 是 不 可 能 的 : U' 中 点 的 坐标 yj 是 U 中 点 的 坐标 
xi 的 连续 可 微 函数 所 


Ye = f(x1, 905) 
同样 Xi = Bi(Y1, yo) 
对 上 面 两 式微 分 得 
df; Igi 
dy; = 之 Jy, di» da; = 之 ay 


以 天 为 元 素 的 矩阵 ,在 每 一 点 a © UE THER" BLA R" 的 一 个 线性 其间 


BSE 为 元 素 的 矩阵 在 对 应 点 7 = f(x) 处 定义 了 把 R" 映 入 R" 的 一 个 线性 映 
射 .注意 ,f。g 与 8&。/ 是 恒 等 映 射 ,复合 函数 的 导数 定理 表明 :上 述 两 个 矩阵 的 
积 (次 序 任意 ) 是 单位 矩阵 .换言之 ,车 x E Usy = /(%), 则 有 两 个 线性 映射 ,一 
个 把 R" 映 入 R”, 另 一 个 把 R”" 映 入 R", 它 们 彼此 互 为 逆 映 射 ;这 表明 ,R" SR" 
作为 向 量 空间 是 同 构 的 ,但 是 代数 学 上 的 一 条 定理 断言 :R" 中 一 组 基底 所 含 向 
HDA n 应 等 于 R” 中 一 组 基底 所 含 向 量 的 个 数 m ,此 与 假设 n gem 不 合 . 
我 们 刚才 就 连续 可 微 的 同 胚 映射 证 明了 维 数 的 不 变性 ;为 此 ,利用 了 向 量 空 
间 “ 维 数 ”的 不 变性 ,这 里 “ 维 数 ” 一 词 是 就 纯 代 数 的 意义 而 言 (基底 向 量 的 个 数 ). 
要 就 任意 同 胚 映射 (不 必 可 微 ) 来 证 明 Rn 的 维 
数 不 变 性 则 困难 得 多 . 第 一 个 证 明 (1911 年 ) 属于 布 
劳 威 尔 (Brouwer). 现在 谈 不 上 转 引 他 的 证 明 , 也 谈 
不 上 介绍 证 明 的 思路 . 他 的 证 明基 于 单纯 逼近 的 概 
念 ,与 “同调 ”的 概念 密切 相关 . 
维 数 不 变 性 的 另 一 证 明基 于 勒 贝 格 (Lebesgue) 
的 一 个 创造 性 思想 @ ,也 与 同调 有 关 . 考虑 维 方 体 
I, BIRRE = [0,1] 自身 的 ”次 乘积 .我 们 用 一 些 闭 
集合 把 它 铺 满 (n = 2 的 情形 见 图 1) ,使 得 方 体 的 每 Ei 


D AAEE TUTE RL (Oise) 省 古 维 欧 这 个 小 乡 村 的 住宅 里 修了 一 堵 砖 墙 , 才 想 出 了 这 样 来 说 
明 维 数 的 特性 . 


823 = _ _op, 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 


一 点 至 多 属于 n + 1 个 这 样 的 集合 ;利用 直径 任意 小 的 集合 ,这 总 是 可 能 的 .此 
外 ,我 们 能 证 明 , 对 于 P 的 由 充分 小 的 闭 集 作成 的 任何 覆盖 , 至 少 总 有 方 体 的 
一 点 ,此 点 至 少 属于 该 覆盖 的 n + 1 个 集合 .因此 , 数 n 说 明 空间 了 的 一 个 纯 拓 
扑 性 质 ,由 此 容易 推出 ,只 要 m 六 n, 则 不 可 能 存在 同 胚 映 射 ,把 R" 的 开 集 映 成 
R” 的 开 集 .下 面 是 勒 贝 格 定理 的 确切 陈述 : 若 r 由 诸 闭 集 F 覆盖 ,使 得 每 一 F， 
决 不 同时 与 方 体 的 两 个 相对 面相 交 , 则 中 有 一 点 ,同时 属于 n+ 1 个 F. 


2 二 种 维 数论 的 公理 

我 们 但 愿 能 谈 谈 比 上 面 讨论 过 的 更 一 般 的 空间 的 维 数 ,例如 ,考虑 R" 的 一 
个 子 空间 4 ,为 确定 计 设 为 闭 子 空间 :我 们 能 否 对 这 样 的 空间 定义 一 个 维 数 ,使 
得 它 是 拓扑 不 变 的 ?因此 ,把 4 换 成 R" 的 子 空间 B, 只 要 B 与 4 同 胚 , 则 4 与 B 
的 维 数 一 样 . l 

在 维 数论 中 ,我 们 应 首先 明确 要 定义 维 数 的 哪 一 类 拓扑 空间 C( 维 数 是 一 
个 整数 ,可 能 为 零 或 无 限 ) .假定 类 C 中 只 含有 满足 豪 斯 道夫 隔离 公理 的 空间 ， 
并 包含 所 有 的 多 面体 . 先 说 明 一 下 所 谓 的 多 面体 , 为 此 要 从 p 维 单 形 讲 起 . 在 
R" 中 取 p + 1 个 点 xi(i = 0,…,p) ,使 得 维 数 < p 的 任何 平面 不 可 能 包含 所 有 
这 些 点 ( 当 n 宇 p 时 ,总 是 可 能 的 ), 这 些 质点 (质量 可 为 0) 的 重心 0 的 轨迹 是 包 
含 这 些 点 的 最 小 凸 集 ,我们 将 这 样 的 p + 1 个 点 的 点 组 (xo,x1,…, x) 称 为 以 
oss Xp 为 顶点 的 p 维 单 形 , 它 的 每 一 点 可 唯一 地 表 成 Dae 诸 实 数 4; = 0, 满 
ED = 1. 具 有 同一 维 数 p 的 两 个 单 形 同 胚 :p = 0 时 是 一 个 点 ,p = 1 时 是 一 
条 线段 ,p = 2 时 是 一 个 三 角形 ,p = 3 时 是 一 个 四 面体 @@. 于 是 ,多 面体 是 一 个 
空间 ,可 以 被 有 限 多 个 闭 子 空间 所 覆盖 ,这 些 闭 子 空间 都 与 单 形 同 胚 ( 单 形 的 维 
数 可 能 不 同 ) ,并且 规则 相处 :覆盖 中 任 两 个 单 形 的 交 是 这 两 个 单 形 的 “ 面 "(p 
维 单 形 的 面 是 该 单 形 的 某 些 顶点 的 重心 轨迹 ,这 是 一 些 维 数 为 0,1,…, 或 -1 
的 单 形 ). 


DO 假设 在 点 x; 处 有 质量 m; > 0(i = 0,1,…,p)， Dom ~ 0, 则 这 p+ 1 个 质点 的 重心 是 
MX; 
tie cece 
Dm T Ym Dm 
i J a 
称 为 这 个 质点 系 的 重心 坐标 , 合 于 1; > 0, > ); = 1. 因 此 ,这 些 点 所 能 构成 的 一 切 质点 系 的 重心 轨迹 是 
包含 这 p + 1 个 点 的 最 小 西 集 . | 
© 这 一 段 自 此 以 下 叙述 不 太 清楚 , 改 述 如 下 :R"* 中 的 p 维 单 形 的 同 且 象 称 为 p 维 拓扑 单 形 ， 
面体 是 一 个 拓扑 空间 ,可 以 * 痢 分 ”为 有 限 多 个 拓扑 单 形 (多 六 各 不 这 
, 即 是 任何 两 个 拓扑 单 形 的 交 要 么 是 空 i 
HAL AHL AE PLE 数 为 
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现在 回 到 类 C :我 们 要 求 它 包含 所 有 的 多 面体 ,此 外 还 满足 下 述 条 件 : 与 类 
C 中 某 个 空间 X 的 闭 子 空间 同 胚 的 任何 空间 仍 在 C 内 . 这样 的 类 是 相当 广泛 
的 , 它 包含 了 多 面体 的 所 有 闭 子 空间 ， 

类 C 的 例子 ”1) 紧 致 空间 类 C1( 空 间 是 紧 致 的 ,如 果 它 满足 豪 斯 道夫 公 
理 ,并 且 有 波 莱 尔 (Borel) - 勒 贝 格 性 质 : 对 于 蕊 的 每 个 由 开 集 族 { U; | 组 成 的 覆 
盖 , 存 在 有 限 多 个 U BH X). 

2) 局 部 紧 致 空间 类 CX 是 局 部 紧 致 空间 , 如 果 它 满足 豪 斯 道夫 公理 ,并 
且 每 一 点 至 少 有 一 个 紧 致 邻 域 ) .空间 R" 属于 类 C,, 但 不 属于 类 C. 

3) 可 数 型 可 尺 化 空间 类 Cs3 ,特别 是 对 任何 n, 这 一 类 中 含有 R 的 所 有 子 
空间 .空间 针 叫 做 可 尺 化 的 ,如 果 政 的 拓扑 结构 可 用 距离 定义 ,或 者 ,更 确切 地 
说 ,用 “尺度 ”定义 . 一 个 尺度 对 于 任何 两 点 x*,y， 相 应 地 给 出 一 个 数 
d(x,y) 三 0, 使 得 

d(x,y) = 0 的 充 要 条 件 是 x = y 
d(x,y) = d(y,x) 
d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)( 三 角形 不 等 式 ) 
这 种 可 尺 化 的 空间 荆 是 “可 数 型 的 ”, aR X 中 存在 可 数 处 处 稠密 集 | x ,…， 
xn，"…|( 即 外 的 每 一 非 空 开 集 至 少 含 其 中 一 点 ) .空间 R" 属 于 C3: 因 为 坐标 为 有 
理 数 的 点 构成 可 数 处 处 稠密 集 ,可 以 证 明 C3 类 中 的 空间 的 每 一 子 空间 4 属 
于 C3, 即使 4 PEX KAR. 

4) 正规 空间 类 C4: 空间 是 正规 的 ,如 果 它 满足 豪 斯 道夫 公理 ,并 且 只 要 
4 与 B 是 不 相交 的 闭 子 集 , 就 存在 六 上 的 数值 连续 函数 ,在 4 上 为 0, 在 BB 上 为 
1. 正规 空间 的 每 一 闭 子 空间 仍 是 正规 的 . 

我 们 指出 ,每 个 紧 致 空间 是 正规 的 (换言之 ， C4 包含 C1); 每 个 可 尺 化 的 空 
间 是 正规 的 ( 故 Cy 包含 C3). 

对 于 上 述 各 类 空间 ,都 有 一 种 维 数理 论 . 推 而 广 之 ,对 于 维 数论 应 该 提出 什 
么 要 求 呢 ?我 们 假定 ,对 于 所 考虑 的 类 C 的 每 一 空间 六， 都 相应 地 有 一 整数 
dim X, 称 为 X WHER ,满足 下 列 条 件 : 

(I )dim X =- 1;dim 下 可 以 是 无 穷 大 ;dim X = 0 的 充 要 条 件 是 X JER; 

CI) 4 X 3X’ 同 胚 , 则 dim X = dim X’; 

(Il) 4 4 是 的 闭 子 空间 , 则 dim A < dim X; 

CV) 若 开 是 两 个 闭 子 空间 4; 与 A, 的 并 集 , 则 

dim X = sup(dim A,,dim 43) 
CIV’ )( 不 必 作 为 公理 ) xX 是 可 数 多 个 闭 子 空间 4; 的 并 集 , 则 
dim X = sup(dim A;) 
CV) 方 体 r 的 维 数 是 nn. 
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因此 ,车 R" EX C 中 , 则 R 的 维 数 是 ” :事实 上 ,由 ( 亚 ) ,dim R” = dim I’, 
故 由 (V ) ,dim R” > mi; 另 一 方面 ,R" 是 可 数 多 个 闭 方 体 的 并 集 , 故 dim R” < 
n( 根 据 IV’). 

注 ”必须 避免 提出 下 述 公 理 :“ 若 /是 把 X 映 入 了 的 连续 映射 , 则 象 f(x) 的 
维 数 至 多 等 于 dim X.” PXE, “KEH (Peano) 曲线 ”是 把 线段 RENÉE 
的 连续 映射 ,所 以 这 个 条 件 与 公理 (V ) 矛盾 . 

除 上 述 公 理 外 ,还 有 一 个 性 质 过 异 的 公理 . 先 引 入 一 个 概念 :给 了 空间 
的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 4 与 巨 ,我 们 说 , 闭 子 集 C 把 4 与 妃 隔 开 , 如 果 和 - C 是 
两 个 分 别 包含 4 与 B 的 不 相交 的 开 集 的 并 集 .新 公理 如 下 : 

公理 (A) : 若 空间 X 中 两 个 不 相交 的 闭 子 集 总 可 以 被 一 个 维 数 < n -1 的 
闭 子 空间 隔 开 , 则 dim X < n. 


3 IR- 急 利 松 定理 


Ree 


我 们 取 可 数 型 可 尺 化 空间 类 Cs 作 类 C ,并 且 不 仅 要 求 公 理 (A) ,还 要 求 其 
道 : 若 dim 针 < n, 则 了 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 总 可 以 被 一 个 维 数 < n -1 的 闭 
子 空间 隔 开 .这 个 加 强 了 的 公理 与 公理 (了 ) 完全 确定 了 维 数 . 确切 地 讲 , 用 关 
F 的 归纳 法 ,定义 什么 是 维 数 < n 的 空间 X, 按 定义 ,这 就 是 指针 的 任意 两 个 
不 相交 的 闭 子 集 都 可 以 被 一 个 维 数 < n - 1 的 闭 子 空间 隔 开 . 因为 根据 公理 
( 工 ) ,已 经 知道 了 维 数 <-.1 的 空间 ( 即 唯一 存在 的 空 集 空间 ) ,从 而 依次 得 到 
维 数 < 0 的 空间 , 维 数 < 1 的 空间 等 等 的 定义 .于 是 空间 X 的 维 数 等 于 满足 
dim X <n 的 最 小 整数 n; 如 果 不 存 在 这 样 的 整数 n ,就 说 空间 X 的 维 数 是 无 穷 
大 . 

这 样 定 义 的 维 数 , 不 曾 考 虑 到 条 件 ( 卫 ) 至 (V ). 事 实 上 ,它们 都 起 作用 ( 包 
括 (V') 在 内 ), 现 在 是 一 些 定理 了 ;为 证 明 它们 (往往 很 难 ) ,要 用 到 空间 X 是 可 
seen s 间 这 个 事实 .还 有 ,公理 ( 亚 ) 对 于 蕊 的 任何 子 空间 4 ,即使 是 非 闭 

空间 都 成 立 . 

有 关 这 种 维 数论 的 问题 , 读者 可 参考 胡 尔 维 兹 (Hurewicz) - 瓦尔 曼 
(Wallman) 的 著作 (《Dimension Theory) , Princeton, 1941) , 或 者 法 瓦 德 (Favard) 
的 小 册子 (《Espaceet Dimension), Albin Michel, 1950). 

对 于 C3 类 ,如 果 有 另 一 套 维 数论 , 则 空间 对 按照 这 套 新 理论 的 维 数 至 多 等 
于 它 按照 门 格 - 乌 利 松 理论 的 维 数 :证 明 用 公理 (A) 与 归纳 法 . 

应 该 阐明 零 维 空 SAULT A. 我 们 指出 ,X 是 0 维 空间 的 充 要 条 件 是 :X 的 每 
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个 点 都 具有 基本 邻 域 组 ,使 得 邻 域 的 边界 DO 是 空 集 .然而 ,边界 是 空 集 的 集合 不 
过 就 是 既 开 又 闭 的 集合 ,0 维 空间 的 例子 : 设 D 是 区 间 了 的 无 理 点 所 成 的 子 空 
间 ,D 是 0 维 空 间 , 因 为 D 的 每 一 点 x 都 有 一 族 既 开 又 闭 的 基本 邻 域 , 即 区 间 7 
中 含有 x 且 具 有 有 理 端 点 的 那些 子 区 间 与 D 的 交 .存在 由 无 限 多 点 构成 的 0 维 
紧 致 空间 :例如 ,由 数字 0,1 构成 的 无 限 排列 的 空间 E, 其 拓扑 结构 的 定义 是 : 
Siss Shote 这 些 排列 以 排列 5 为 极限 的 充 要 条 件 是 :对 于 每 一 整数 ”存在 一 
整数 k(n), 使 得 > k(n) 时 ,排列 % 与 $ 中 头 ” 个 数字 都 相同 . 这 个 空间 五 是 
紧 致 的 , 维 数 是 0( 头 n 个 数字 相同 的 所 有 排列 构成 E 中 既 开 又 闭 的 集合 ) .存在 
一 个 连续 映射 /把 这 个 空间 五 映 成 区 间 7 = [0,1]; 对 于 0 与 1 组 成 的 任何 排列 


(a1,…, ap，,…) ,相应 地 给 出 实数 >， 六 (此 级 数 收敛) 这 个 数 以 所 给 排列 为 


其 二 进位 表示 ,除非 从 某 位 开始 数字 都 是 1; 在 这 种 情形 下 ,例如 0101111… 这 
个 排列 所 确定 的 数 等 于 排列 0110000… 所 确定 的 数 .因此 把 E 映 成 1 的 这 个 连 
续 映 射 f 不 是 一 一 的 . 


4 亚 力 山大 洛 夫 - RHBE 


这 种 理论 是 对 勒 贝 格 的 思想 ( 见 上 面 的 2) 加 以 适当 修改 建立 起 来 的 .我 们 
取 正 规 空间 类 Cy 为 类 C. 给 了 空间 X 的 一 个 覆盖 ,由 有 限 个 开 集 U; 组 成 ,我 们 
说 这 覆盖 有 维 数 < n ,如 果 X 的 每 一 点 至 多 属于 覆盖 的 n + 1 个 集合 . 另 一 方 
面 ,我 们 说 , 开 集 Vj 组 成 的 覆盖 比 开 集 以 组 成 的 覆盖 更 细 , 如 果 每 个 V 至 少 含 
于 一 个 U; 中 .在 亚 力 山大 洛 夫 - 捷 赫 的 理论 中 ,有 如 下 定义 : 

正规 空间 X ABER < n ,如 果 对 的 每 一 个 由 有 限 多 个 开 集 组 成 的 覆盖 ， 
存在 一 个 更 细 的 覆盖 ,也 由 有 限 多 个 开 集 组 成 ,并 且 维 数 < n. 

我 们 指出 ,这样 定 义 的 维 数 满足 公理 ( 工 ) 到 (V )( 可 能 除去 (V')), 以 及 公 
理 (A). 

已 经 说 过 ,类 C4 包括 类 C3. 值 得 注意 的 是 ,在 类 Cs 上 ,亚历山大 治 夫 - 捷 
赫 意 义 上 的 维 数 等 于 门 格 - 乌 利 松 意义 上 的 维 数 . 

另 一 方面 ,类 C4 包括 紧 致 空间 类 Cl, 因此 亚历山大 洛 夫 - 捷 赫 的 理论 也 
就 产生 了 紧 致 空间 的 维 数论 ( 门 格 - 乌 利 松 的 理论 只 给 出 了 可 尺度 化 的 紧 空 间 
的 维 数 ) . 紧 致 空间 的 这 种 维 数理 论 满足 前 述 所 有 公理 ,包括 (人 '). 

现在 我 们 要 给 出 紧 致 空间 维 数 的 另 一 特征 .有 一 类 紧 致 空间 , 即 多 面体 ,其 


@ 对 于 拓扑 空间 站 的 一 个 子 集 4, 可 以 相应 地 得 到 下 面 两 个 集 ; 付 贴 包 (或 闭 包 )7 ,这 是 包含 4 的 
最 小 财 集 ;内 部 4, 这 是 含 于 4 中 的 最 大 并 集 . 差 集 4 A IA WDD 这 是 一 个 闭 集 也 是 全 的 外 集 的 
DUR. A ARESE META = A UMET A BENK OENE 
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维 数 是 明显 的 .事实 上 ,根据 公理 ( 工 ) 到 (VV ) ,一 个 多 面体 的 维 数 显 然 是 拼 成 
该 多 面体 的 诸 单 形 的 最 大 维 数 .这 表明 紧 致 空间 维 数 的 概念 可 归结 为 多 面体 维 
数 的 概念 .为 简便 计 ,假设 所 考虑 的 紧 致 空间 蕊 的 拓扑 结构 由 距离 确定 ; 依 定 
义 ,把 外 映 入 一 多 面体 P 的 连续 映射 是 e 映射, 如果 P 的 每 一 点 的 逆 象 是 了 中 
直径 < e 的 集合 (这 里 e 表示 一 个 正 数 ) .我 们 指出 下 列 定理 : 紧 致 空间 X AE 
数 < n, 必 须 且 只 需 对 于 每 一 e > 0, 存 在 维 数 < n 的 多 面体 P ARIE X kA 
P We BRAY. 

下 面 是 这 个 准则 的 一 个 应 用 .几乎 显然 :两 个 多 面体 P 与 0 的 积 能 前 分 成 
单 形 ,如 此 剖 分 后 的 P x 0 的 维 数 是 P 与 0 维 数 的 和 ,由 此 推出 , 若 碟 与 了 Y 是 两 
个 紧 致 空间 , 则 有 

dim (X x Y) < dim X + dim Y (1) 

遗憾 的 是 ,等 式 不 总 是 成 立 : 邦 特 列 雅 金 在 1930 年 给 出 一 例 ,两 个 维 数 为 2 的 紧 
致 空间 ,其 积 的 维 数 是 3. 

不 等 式 (1) 在 亚历山大 洛 夫 - HC PA. SSL BX SY RBH 
C4, 则 可 将 它们 扩张 成 紧 致 空间 和 与 了 ,使 得 dim X = dim X,dim Y = dim Y, 
TE Xx Y 扩 张 成 X x 了 ,并 有 

dim (X x Y) < dim (X x Y) < dim X + dimY = 
dim X + dim Y 

这 就 证 明了 (1). 
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在 这 一 理论 中 ,我 们 将 局 部 紧 致 空间 无 的 维 数 定义 成 蕊 的 紧 致 子 空 间 维 数 
的 上 确 界 .于 是 得 到 了 类 C 的 维 数理 论 , 它 满足 ( 工 ) 至 (V ) 的 所 有 公理 (包括 
(V')), 也 满足 公理 (A) 与 关系 (1). 

因此 ,我 们 实际 上 有 两 种 维 数理 论 : 一 种 是 空间 类 Cs 的 维 数论 ,现在 这 种 
是 局 部 紧 致 空间 类 C 的 维 数论 .使 人 愉快 的 是 :在 公共 类 C3 N C 上 ,两 种 理 
论 一 致 : 若 一 局 部 紧 致 空间 X 属于 类 Cs( 为 此 ,必须 上 且 只 需 忒 是 可 数 多 个 可 尺 
度 化 的 紧 致 子 空间 的 并 集 ) , 则 XET - 乌 利 松 意义 上 的 维 数 正 好 等 于 不 中 
紧 致 子 空 间 维 数 的 上 确 界 ,这 是 因为 门 格 - 乌 利 松 的 维 数 满足 公理 (J' ). 

上 述 两 种 理论 中 , 维 数 的 概念 都 有 一 种 局 部 特征 :dim X < n 的 充 要 条 件 
是 :每 一 点 都 有 一 个 闭 邻 域 ,其 维 数 < n. 

6 2R 的 子 空间 


eee eee 


WX ER" WPS WX RFA Cy. XBA R 的 一 个 非 空 开 集 , 则 显 
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然 dim X = n. KEDR: X ER" FSI, ERIE n, U XS R" 的 一 
个 非 空 开 集 . 在 蕊 是 紧 致 子 空 间 的 特别 情形 下 ,这 一 点 是 容易 理解 的 :事实 上 ， 
假设 没有 内 点 , 取 多 面体 P Cc R", 它 包含 并 且 由 直径 < e 的 单 形 组 成 .在 
已 的 每 个 =” 维 单 形 内 部 选取 一 点 不 属于 下 ,从 这 点 把 忒 在 这 个 单 形 中 的 那 部 分 
投影 到 单 形 的 边界 上 ,对 于 P 的 所 有 n 维 单 形 如 法 炮制 , 便 得 一 个 连续 映射 ,把 
X BRA P PER < n -1 的 那些 单 形 的 并 集 P ,这 是 一 个 。 映射 ,把 庆 映 人 一 
THER < n - 1 的 多 面体 ， 所 以 dmX<n-l. 

紧 致 空间 是 些 什么 样 的 空间 呢 ? 紧 致 空间 可 以 实现 为 欧 氏 空间 RO 的 闭 子 
空间 (因而 也 可 以 实现 为 方 体 严 的 子 空 间 ) .这 样 的 空间 显然 应 是 可 尺度 化 的 . 
其 逆 定 理 亦 真 ( 门 格 - HT) : 若 瑟 是 m” 维 可 尺 化 的 紧 致 空间 ,那么 天 可 以 实 
现 为 2n + 1 维 方 体 12"+! 的 闭 子 空间 .但 是 ,的 确 有 一 些 n 维 可 尺度 化 的 紧 致 空 
间 ,不 能 实现 为 方 体 产 的 子 空间 (例如 ,2n + 2 维 单 形 的 诸 n 维 面 的 并 集 ). 


To Bane S otal 
设 X 是 紧 致 空间 ,4 是 X 的 闭 子 空间 ;把 4 映 人 空间 R 的 每 一 连续 映射 可 
扩张 成 把 整个 X 映 入 R" 的 连续 映射 ( 当 针 为 正规 时 也 真 ). 但 是 ,如 果 考 虑 映 和 人 
球面 S, 的 映射 , 则 结论 不 真 :例如 , 设 B,, 是 n+ 1 维 球体 , 即 R"*! 中 到 原点 的 
距离 < 1 的 点 集 (5 是 B,,i 的 边界),f 是 5, 的 恒 等 映 射 , 则 可 证 明 , /不 能 扩张 
成 把 Bl 映 入 S, 的 连续 映射 . 
紧 致 空间 的 维 数 有 如 下 特性 :dim X < 的 充 要 条 件 是 :对 任意 闭 子 空间 
A C X, JE A WRA S, 的 连续 映射 ,可 以 扩张 成 把 关 映 入 5 的 连续 映射 . 
对 于 门 格 - 乌 利 松 的 维 数 ( 如 果 X 是 可 数 型 可 尺度 化 空间 ) ,上述 性 质 也 
成 立 . 
由 此 推出 下 述 性 质 :车 了 是 局 部 紧 致 空间 X 的 闭 子 空间 , 则 有 
dim X < sup(dim Y,dim (X ~- Y)) (2) 
事实 上 ,在 门 格 - 乌 利 松 理 论 中 也 有 上 面 的 不 等 式 ,因为 这 时 开 集 辣 - 了 是 可 
数 多 个 闭 集 的 并 集 . 
8 tem 
空间 臣 叫 做 连通 的 ,如 果 它 不 是 两 个 不 相交 的 非 空 开 子 集 的 并 集 . 如 果 从 
连通 空间 X 中 除去 一 闭 子 集 4, 则 补 空 间 X - 4 可 能 不 连通 (例如 :X 是 空间 
R", 4 是 超 平面 ), 然 而 ,我 们 指出 ,若是 n 维 连通 流 形 ,4 是 维 数 < n -2 的 闭 
空间 , 则 空间 X - A 连通 (例如 ,除去 一 点 的 平面 是 连通 的 ), 当 4 为 -1 维 
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时 ,确切 地 讲 ,4 作为 拓扑 空间 是 n - 1 维 流 形 时 ,结果 又 如 何 呢 ? 我 们 不 加 证 明 
地 提出 一 般 的 约 当 - 布 劳 威 尔 定理 : 设 X 是 n 维 “可 定向 ” 流 形 ,连通 而 且 “ 单 连 
通 ”( 这 就 是 说 ,每 条 闭 曲线 可 形变 为 一 点 ), 若 一 个 n - 1 维 流 形 ( 不 能 是 否 连 
i) 嵌入 成 为 闭 子 空间 4, 则 -4 的 连通 区 的 个 数 等 于 4 的 连通 区 个 数 加 
1; 此 外 ,4 的 每 一 连通 区 必 是 “可 定向 的 ”. 这 个 定理 特别 适用 于 天 是 空间 R" 的 
情形 . 


9 吉大 维 测度 的 关系 
设 庆 是 可 数 型 可 尺 化 空间 ,在 六 上 确定 了 一 尺度 ,于 是 ,对 每 个 整数 n, 
m,(X) = inf 2da( X,)", 这 里 诸 ,组 成 的 可 数 覆 盖 , 对 所 有 这 种 覆盖 求 下 确 


Ft, d(X;) 表示 按 已 知 尺度 算出 的 X; 的 “直径 ”; X BAN, ATW RS BAR 
覆盖 .我 们 指出 : 若 m,,1(X) = 0, 则 dim X < m .有 一 个 类 似 于 逆 定 理 的 结果 : 
4 dim X < n, 则 X 上 存在 一 个 尺度 ,使 得 m,a (X) = 0; 还 可 以 把 X KAA 
Pe! 的 子 空 间 ,使 得 方 体 的 尺度 产生 的 碟 的 尺度 就 合乎 要 求 . 

例如 , 取 区 间 ER X, CE 1 维 空间 ,区 间 内 两 点 间 的 通常 距离 作为 尺度 . 
显然 ,7 可 以 被 有 限 多 个 区 间 履 盖 , 这 些 区 间 长 度 的 平方 和 可 以 任意 小 . 

结论 “我们 希望 ,上 面 这 个 硬性 压缩 的 概述 能 够 使 读者 对 拓扑 学 中 与 “ 维 
数 ”概念 有 关 的 种 种 问题 有 所 了 解 . 


Mt KK hy 

考虑 等 腰 直 角 三 角形 了 , 设 $0 与 S 是 两 锐角 的 顶点 .我 们 来 定义 一 个 连续 
映射 g, 把 区 间 7 = [0,1] 映 成 了 ,使 得 g(0) = So,g(1) = 51. 将 这 样 得 到 的 “ 曲 
2” 再 添上 关于 T 的 斜 边 的 对 称 图 形 ,我 们 就 得 到 一 条 填 满 正方 形 的 “曲线 ”. 

为 此 ,再 考虑 前 面 提 到 的 空间 EF. 现在 定义 把 E 映 成 7 的 连续 映射 h.7 的 
直角 平分 线 将 7 分 成 两 个 ( 闭 ) 三 角形 T 与 71, T 含有 顶点 So Ti 含有 顶点 
Si. 同样, To 是 两 个 相等 三 角形 To 与 To 的 并 ,7 是 两 个 三 角形 To 与 Tu 的 
并 ,这 里 To 是 含有 S 的 三 角形 , Ta ERA T 的 直角 顶点 的 三 角形 .同样 , To 
含有 7 的 直角 顶点 , Ti 含有 Ss. 重复 这 个 过 程 ,把 三 角形 To, Tos, Tios Tu 的 每 
一 个 又 各 分 成 两 个 相等 的 三 角形 ,用 Tw Ton 表示 Too 所 分 成 的 两 个 三 角形 ， 
等 .确切 地 讲 , 诸 三 角形 的 编号 使 得 序列 

Too, Too» Toros Ton» Tio, Tio, Tuos Tin 

中 ,相继 的 两 个 三 角形 恒 有 一 条 公共 边 ( 图 2). 如 此 继续 下 去 ;对 于 每 个 整数 n， 
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三 角形 TRIR? 个 相等 的 三 角形 ,其 中 每 一 s 
个 对 应 于 由 0 或 1 组 成 的 n 个 数 的 排列 . 

现在 考虑 空间 EE 的 一 点 , 即 数字 0 或 1 的 一 
个 无 限 排列 , 例如 ,0010111…; 对 于 这 个 排列 ， 
我 们 相应 地 得 到 三 角形 的 无 限 序列 


To, Too, Toor » Toolo, Toolol, 7oool > Toros » *** Key 
i AN 
图 


其 中 每 一 个 都 包含 下 一 个 ,它们 的 直径 趋 于 零 ， 
所 以 有 唯一 的 公共 点 . 若 用 h(x) 表示 这 一 公 
共 点 ,就 定义 了 一 个 把 E RA T HS h, a 
明 h 连续 .因为 7 的 每 一 点 至 少 属于 三 角形 套 
的 无 限 序列 , 故 有 把 E 映 成 T. 然 而, 前面 3 曾 定 
义 了 把 映 成 区 间 1 = [0,1] 的 连续 映射 f; 另 一 方面 , 若 两 个 无 限 排 列 (例如 
x =0101111… 与 y = 0110000…) 使 得 f(x) = f(y), 则 易 证 h(x) = h(y), 即 
确定 7 的 同一 点 . 若 对 每 一 点 u € 7, 选取 一 x E EE, 使 得 f(x) = u WK 
h(x) ET 与 x 的 选取 无 关 , 记 为 g(w) ,由 此 得 到 把 7 映 成 了 的 映射 g,g 是 连续 
的 ,因为 它 把 区 间 [ 0, 5 ] 映 成 76, 把 区 间 [ 直 ,1] 映 成 7, 把 [0, 地 ] 映 成 Tw, 等 . 
这 映射 g 正 是 要 求 的 “ 皮 亚 诺 曲 线 ”. . 

注意 ,对 于 任何 一 点 t € T, EEFE 1 的 四 个 点 ,被 g 映 成 ;一 般 只 有 一 
个 这 样 的 点 . 

3 是 皮 亚 诺 曲线 的 近似 ( 画 出 的 三 角形 有 六 个 数字 的 脚 标 ). 


图 3 
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一 人 ~ 下 ~ 一 ~ 一 ~ 一 


履 和 至 的 概念 可 以 按照 几何 问题 中 经 常 碰 到 的 一 种 情况 提出 来 ;我 们 先 讲 几 
个 例子 : 

a) 设 了 是 圆柱 体 上 的 螺旋 线 ( 图 1) ,用 p 表示 把 螺旋 
线 了 映 成 圆柱 体 底 圆 蕊 的 投射 算 子 :了 一 X. 这 个 映射 是 局 
部 同 胚 映射 :车 y 是 了 的 一 点 ,x = ply) 是 其 投影 , 则 在 y 
的 适当 邻 域 ( 例 如 一 小 段 弧 ) 与 x 的 适当 邻 域 之 间 ,p 定义 
了 一 个 一 一 且 双 连续 对 应 . 不 言 而 喻 ,p 不 是 整体 同 胚 映 
射 , 因 为 了 的 相 异 点 在 和 内 可 以 有 相同 的 象 .我 们 说 了 是 
HFC RRA EB 

HFEA, TW ERS AE” BE. 对 于 
每 个 元 素 a € R, 相应 地 得 到 角 a HERA S 上 确定 的 点 
p(a). 

b) 取 空 间 R"*! 的 球面 S, 为 了 , 即 满足 > x? = 1 的 点 
(x0o,"…, Xn) 的 集合 ;这 时 空间 X Fe n 维 实 射影 空间 , 记 为 
P, ,投射 p:Y 一 对 对 于 点 (xo,…, en) E 5 ,相应 地 给 出 已 
中 齐 次 坐标 为 (xo,… ,x,) 的 点 .这 投射 是 把 Y 映 成 了 的 连 
续 映 射 ,的 每 一 点 都 是 Y 的 两 个 对 径 点 的 象 .这 是 两 叶 覆 
BHT. 

P, US, ABIX — BLA FRE P, 上 的 椭圆 型 非 欧 几何 ,相当 于 S, 
中 通常 的 几何 结构 (由 Rt! 的 尺度 导出 的 几何 结构 ). 

c) RY = 5;, 视 为 范 数 是 1 的 四 元 数 a + bi + cj + dk 的 集合 ,四 元 素 的 乘 
法 使 $3 具有 拓扑 群 的 结构 ;此 外 ,如 E. 嘉 当 所 证 ,这 是 除 S| 外 唯一 具有 这 种 性 
质 的 球面 . 

我 们 把 三 维 空间 的 点 M = (x,y,z) 与 “ 纯 ” 四 元 素 xi + yj + zk 等 同 . 若 


$ O 原作 者 J. P. Serre (法 兰 西学 院 教授 ) . 
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q E53, 令 R(M) = 9N9 ,这 里 的 乘积 是 四 元 数 代数 中 的 积 ; 立即 可 证 ， 
RCM) 仍 是 纯 四 元 数 , 故 为 R? 的 一 点 . 还 有 , R (M) 的 范 数 等 于 1 的 范 数 . 因 
此 ,把 R 映 人 自身 的 线性 变换 R 保持 距离 不 变 ; 若 用 SO (3) 表示 三 维 空间 的 
旋转 群 ,那么 g 一 R, 是 一 连续 同 态 映射 p: S; -> S0(3). 容易 验 明 p 是 局 部 同 
胚 ,每 个 旋转 RE SO(3) 都 由 两 个 互 逆 的 四 元 数 产 生 . 本 例 又 是 两 叶 独 一 ,可 以 
使 对 旋转 群 的 研究 化 为 对 S3 的 研究 ,一般 说 来 ,这 样 更 为 简单 . 

比较 例子 b) 与 c) 可 知 : 群 SO(3) 与 射影 空间 P, 同 胚 ,这 个 结果 可 以 直接 
由 几何 论证 得 到 . 


人 ~ 一 ~ 一 ~ 个 ~ 下 ww 一 ~ 到 ~ 人 一 


设 开 与 了 是 两 个 拓扑 空间 ,p: 了 一 下 是 把 了 映 成 不 的 连续 映射 .我 们 说 ,了 
是 XX 由 投影 p 确定 的 覆盖 ,如 果 对 于 每 个 x E OX FETE XURNEU, SH x, EE 
下 列 性 质 : 

(R) U FEY PAYER p-'( U) 是 一 些 互 不 相交 的 开 集 太 的 并 集 ,使 得 对 于 每 
个 指数 i, 投 影 p: V; -> U BEV, 映 成 U 的 同 胚 映射 (图 2). 


图 2 

这 个 条 件 可 以 表达 得 更 简单 ,只 要 我 们 先 定义 空间 了 的 所 谓 简 单 覆 秋 :这 
是 指 积 空间 X x E, 这 里 是 一 个 离散 空间 ,映射 p: Xx -> 不 过 是 在 第 一 
个 因子 上 的 投影 .于 是 条 件 (R) 可 表达 成 :P-!1( U) 同 构 于 U RO A E 
之 ,每 个 覆 合 局 部 同 构 于 简单 覆 释 . (注意 ,如 果 不 假设 E 离散 , 那 就 得 更 一 般 
的 纤维 空间 的 概念 ) 

不 难 验 明 , 引 言 中 诸 例 满足 条 件 (R). 例 a) H, RER U 为 含有 已 知 点 x 的 
任意 圆 弧 . 例 b) 中 , 取 UP, 中 挖 掉 一 张 不 通过 x 的 超 平面 后 的 点 集 . 


局 
pee = 
wm 
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3 KS + Git 

覆 合 的 理论 只 有 对 空间 X 与 Y 作 了 “局 部 正则 ”的 假设 后 才 是 令 人 满意 的 ; 
假如 把 全 不 连通 空间 ,例如 康 托 完全 集 , 取 作 空 间 了 , 那 会 是 荒唐 可 笑 的 .我 们 
不 打算 提出 最 少 的 假设 ; 今 设 (事实 上 这 是 过 分 限制 了 ) 和 是 拓扑 流 形 . 这 就 是 
说 区 是 隔离 空间 , 它 的 每 一 点 都 有 与 R 的 开 集 同 胚 的 开 邻 域 .再 设 X 是 连通 
的 ;这 时 ,整数 n 是 常数 , 即 空间 XX 的 维 数 (参见 H+ 嘉 当 的 讲演 ). 由 于 条 件 
(R),Y 也 是 n 维 流 形 (但 不 必 和 连通 ). 

直观 上 看 ,空间 X 与 Y 显 然 不 能 太 不 相同 .它们 是 局 部 同 构 的 (因此 覆 炙 的 
概念 也 同 微分 几何 有 关 ) ,所 以 只 有 整体 性 质 上 的 差异 .我 们 可 以 设想 ,在 空间 
下 与 卫 中 给 出 一 个 ,看 看 有 什么 办 法 可 以 确定 另 一 个 .事实 上 ,只 要 从 XR, 
便 可 找到 简单 的 结论 ,这 有 赖 于 考虑 与 Y 上 的 道路 . 

按 定义 ,拓扑 空间 XX 上 的 一 条 道路 是 一 个 连续 映射 f: 1 一 站 ,这 里 1 表示 区 
间 [0,1]. 如 果 用 x, 代替 /(1) ,那么 一 条 道路 就 是 的 一 族 点 x, ,连续 依赖 于 下 
bet E10,1]. 点 x0 与 x1 分 别称 为 道路 的 起 点 与 终点 ;一 条 闭合 的 道路 ( 即 xo = 
x1) 称 为 (在 点 xz 的 ) 闭路 . 因 开 连通 ,所 以 给 了 起 点 和 终点 ,总 有 一 条 连接 它们 
的 道路 . 

Y 上 的 一 条 道路 y, 称 为 X 上 的 一 条 道路 %, 的 提升 ,如 果 对 每 个 :ET 了 有 
p(y.) = .这 样 的 道路 恒 存 在 ,确切 地 讲 有 : 

E x, 是 X 上 的 一 条 道路 , yo 是 了 的 一 点 ,被 投射 成 xo, 则 了 上 存在 唯一 一 
条 道路 ,以 yo 为 起 点 并 且 是 x, 的 提升 . 

事实 上 , 先 设 覆盖 结构 p: Y—> 和 是 简单 的 , 即 了 = Xx E, E BR, TEA 
定 的 yo 可 以 写成 yo。 = (xzo,z),zE 五 ,所 求 的 道路 必 为 mr = (x,,2) ,特殊 情形 
得 证 .一 般 情 形 可 归结 为 刚才 的 特例 , 只 要 注意 我 们 可 把 区 间 [0,1] 分 割 成 一 
些 区 间 [ t, tia] ,使 得 ; € [ ti, tir1] HT, x 含 于 一 个 开 集 Ui, 而 U; 有 性 质 (R) ,把 
刚才 得 到 的 结果 应 用 到 简单 覆 和 至 结构 pU) > U;, A: RBA TRA Y, M 
E tists ti T, FEER yy. 由 此 一 段 一 段 地 得 到 y Oct cl NE 
在 及 唯一 性 . 

注意 , 若 x, 是 闭路 , 则 道路 y, 的 终点 yi 被 投射 成 xo; 但 一 般 没有 yo = y, 
换言之 ,一 条 闭路 的 提升 未 必 是 闭路 (图 3). 在 例 a) 中 , 若 取 圆 周 本 身 ( 具 有 适 
当 的 参数 表示 ) 为 闭路 x, WA yi 位 于 yo 的 “上 面 一 圈 螺 旋 线 ”上 .在 例 c) 中 ， 
者 取 绕 z 轴 转 Ine 的 旋转 为 x,, 则 有 y, = cos nt + ksin rt, 由 此 yo = 1,yl = 
- 1. 这 差不多 就 是 覆 秋 结构 的 特性 ;为 表明 此 点 ,需要 基本 群 的 概念 ,下 面 就 
来 定义 . 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


j > 
| / 7 
i / 
va 
| Z 
为 一 一 
| 
| 
| 
| 
x 3 X 
E 
图 3 


J FA 
Lee 


4 _ 同 伦 的 道路 . 基本 群 

设 了 是 拓扑 空间 ,f 与 g 是 X 上 的 两 条 道路 ,有 相同 的 起 点 a 与 终点 4b. 我们 
说 ,f 与 g 同 伦 ,如 果 存在 做 的 一 族 道路 /.,0 <u < 1, 都 以 a 为 起 点 5 为 终点 ， 
使 得 万 = fifi = g, 并 且 连 续 依赖 于 uC Sa) 是 偶 对 (wu,1) 的 连续 函数 ). 易 
见 就 具有 已 知 起 点 与 终点 的 道路 而 言 , 同 伦 是 一 等 价 关 系 , 记 成 / ~ g. 

同 伦 关 系 当然 适用 于 在 定点 xo 的 闭路 .在 闭路 之 间 还 有 一 个 合成 法 则 :车 
/与 g 是 两 条 闭路 ,它们 的 积 f x g 是 一 条 闭路 , 先 走 遍 了 ,然后 再 走 遍 g 而 得 . 当 
然 应 当 精 确 说 明 所 用 的 参数 表示 


25)， HO<t< 4 
f* g(t) = 
g(2t - 1), Fz <t<l 
容易 验 明 ,这 合成 法 则 与 同 伦 定 义 的 等 价 关 系 是 相 容 的 ,换言之 有 
f~fre~eaf*e~f*e 
因此 ,在 xo 的 闭路 ( 同 伦 ) 类 的 集合 1 (X, xo) 中 可 以 引进 合成 法 则 , 即 是 
由 f*e 求 商 而 得 ,从 而 m(X, xo) 构成 一 个 群 ,因为 : 
1) 存在 单位 元 素 e, 即 常 值 闭路 的 同 伦 类 :对 任何 :有 e(:) = xo. 
应 当 验 明 : 对 每 条 闭路 ,我 们 有 / ~ fx e. 为 此 定义 一 族 闭路 g ,0 < u =< 
1, 如 下 
f(i+u)t), @0cte<c 


g,(t) = 
X0» At 


ed 

l+u 
1 

l+u 


我 们 有 go = fog. = fxe, 由 此 f ~ fxe. 同 样 可 证 f ~ exf. 


<t<l 
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2) 对 每 条 闭路 ff 的 同 伦 类 有 逆 元 素 , 即 是 1(1) = fO- +) 确定 的 闭路 


f 的 同 伦 类 . 
应 当 验 明 :fxf ~ e. 为 此 ,定义 一 族 闭路 h,, 0 <u<l1,aF 
f(2ut), 若 0< 1 < 二 


h,(t) = 
Kal- oh Hy <t<l 
我 们 有 ho = e,hi = fx f ,由 此 fxf ~e. 
3) (X, xo) 的 合成 法 则 是 结合 的 . 
应 当 验 明 : 若 f g, h 是 三 条 闭路 , 则 有 
(f*g)*h ~ fx(gxh) 
为 此 ,定义 一 族 闭路 ,0 <u<1,aF 


t) + l+u 
leet 0sis 


一 
十 
N 
+ 
S 


k(t) = 4g(4t-1-u), a 


4 
n(1 + 40-1) x pH "<t <1 

我 们 有 ko = (f*g)*h,ki = f* (gx 也). 由 此 得 到 所 要 的 结果 . 

当 鲜 是 弧 连 通 空 间 时 (连通 流 形 就 是 如 此 ) ,可 以 证 明 , 诸 群 (X, x), x E 
,都 同 构 .于 是 可 以 写 x1(X) 代替 x1(X,xo0) , 称 为 空间 XX 的 基本 群 (或 者 普 昂 
FER). 当 ri(x) = 0, 即 每 一 闭路 同 伦 于 常 值 闭 路 时 ,不 叫做 单 连通 空间 . 

BR ri(X) 外 ,可 定义 群 r,(X) ,nm > 2, 称 为 的 同 伦 群 ,与 覆 炙 理论 无 关 . 


人 一 ~ 人 一 ~ 全 ~ 人 一 ~ 人 一 人 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 下 ~ 一 一 一 一 一 一 


继续 前 面 的 讨论 , 设 了 是 拓扑 流 形 蕊 的 履 笃 空间 .已 经 知道 ,1 上 有 同一 终 
点 的 两 条 道路 x, 与 x, 未 必 能 提升 成 Y 上 有 同样 性 质 的 道路 ;然而 % Gx’, 同 伦 
时 , 确 是 如 此 . 当 这 两 条 道路 足够 接近 时 ,结论 显然 ,而 一 般 的 情形 ,可 以 化 为 上 

于 是 , 设 xo 是 X 中 的 定点 , 令 = p-1(xo) 是 了 中 被 投射 成 wo 的 点 y 的 集 
合 . 若 y © EE,f(1) = x 是 X 上 在 xo 处 的 闭路 , 则 据 前 述 ,Y 上 有 了 唯一 一 条 道路 
以 y 为 起 点 ,并 且 是 道路 /的 提升 , 它 的 终点 yi 只 依赖 于 闭路 的 同 伦 类 a, 因 
此 ,可 表 成 y * a. 我 们 有 下 列 等 式 


Jé eae E xi(X) 
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对 于 每 个 a E n (X) ,映射 :y 一 yx a 是 集合 E 的 置换 , 它 对 于 两 个 元 素 a 
与 8 的 积 ,相应 地 给 出 置换 的 积 (顺序 相反 ). 这 时 就 说 ,我 们 得 到 xj(X) 由 EE 的 
置换 给 出 的 表示 . 

底 空间 X 的 覆 秋 分 类 定理 可 以 叙述 如 下 : 

mX) 由 集合 的 置换 给 出 的 每 一 表现 对 应 于 唯一 一 个 覆 释 了-> (当然 
是 在 同 构 的 意义 下 唯一 ). 

只 介绍 证 明 的 原理 :总 的 说 来 ,问题 在 于 由 OX, E 以 及 运算 yx wy €E, 
a nx (X) 重新 造 出 Y.S z € 7, 我 们 可 用 一 条 道路 /把 z 在 X 中 的 投影 p(z) 
与 点 xo 联结 起 来 , 求 这 条 道路 的 提升 , 则 至 少 有 一 条 道路 可 以 把 z 联结 到 一 点 
y CE. ĦA, AET y 与 / 便 确定 了 z; 两 对 元 素 (y,f) 与 (wu,g) 对 应 于 同一 点 z 
的 充 要 条 件 是 :闭路 /x g 的 同 伦 类 a 把 y Bau, B u = yx a( 图 4). 因 此 ,如 
果 在 元 素 对 (y ,7) 的 集合 中 引进 下 列 等 价 关 系 

(y,f) ~ (wu,g), 若 = yx (fx g')O 

则 相应 的 商 集 可 以 视 为 了 . 


图 4 

剩 下 的 事 就 是 只 有 X, E 以 及 运算 y* a 来 定义 Y 的 拓扑 结构 .这 不 会 出 现 
严重 的 困难 (不 过 正 是 这 里 需要 蕊 的 局 部 正则 性 假设 ). 

最 有 趣 的 是 了 为 连通 空间 的 情形 ,就 是 说 E 的 两 点 可 以 用 一 条 道路 联结 ， 
或 者 说 由 r (X) 确定 的 置换 群 是 可 迁 的 . 若 yo 是 EE 内 一 定点 , r (X) 中 使 得 
yox a = yo 的 元 素 a € m (X) 的 集合 是 m (X) TR H, ERA (X) 的 
模 克 等 价 类 的 集合 . RERAN X HEMARA S r (X) 的 子 群 成 对 应 .特别 ， 
要 使 了 的 连通 覆 释 只 是 它 自身 (一 叶 覆 释 ) , 充 要 条 件 是 :X 是 单 连通 的 . 

ER H Ær (X) 的 单位 元 所 成 的 子 群 ,那么 得 到 的 式 的 覆 杰 部 称 为 不 的 万 
HEE. RETA BRE X EX ETERA Y HAA MAZ R p: 


Q 这 里 的 (fx g') 应 该 是 它 的 同 伦 类 .一 一 译 者 注 
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X > X BAMA MX > Y> xX, 

特别 ,多 是 单 连通 空间 ,这 是 式 的 唯一 一 个 具有 上 述 性 质 的 连通 覆盖 . 

若 了 是 式 的 一 个 覆 友 ,投射 为 p, 了 的 自 同 构 是 指 任何 连续 映射 :了 -> Y, 
满足 peg = p, 这 样 的 映射 必 为 把 了 映 成 自身 的 同 胚 映 射 .在 了 = © ARR 
JÉ RITH X A EARS r (X) 同 构 ( 同 构 映 射 与 点 yo E X ERA); 
X KRAy 与 y, 有 同样 的 投影 , 充 要 条 件 是 :存在 率 的 自 同 构 g, 使 得 g(y1) = 
g(y2). 


6 基本 群 的 确定 

我 们 已 经 看 到 ,知道 了 空间 的 基本 群 x,(X) ,就 可 以 确定 六 的 所 有 覆 秋 . 
因此 ,对 于 给 定 的 空间 X, 算 出 (X) 是 有 益 的 .下 面 举 几 个 计算 mX) 的 例 
子 : 

1)X = R",n 维 欧 氏 空间 . 

设 f 是 起 点 与 终点 均 为 (0,…,0) MAB. A0O<u<l,F f(t) = uf), 
MA = 了, 而 闭路 .ho 是 常 值 闭路 .因此 ,任何 闭路 都 同 伦 于 0, 这 表明 R 单 连通 ， 
换言之 ri(R") = 0. 

更 一 般 地 ,同样 的 推理 也 适用 于 R 的 每 一 凸 开 集 . 

2)X = S, AJA. 

因 xi(R) = 0, 故 例 a) 的 覆盖 R -> S 是 S JAAR, CHARR 
xi(Si) 同 构 . 这 自 同 构 群 显然 由 幅度 为 na 的 垂直 移动 构成 ,这 里 w 是 两 圈 螺 线 
的 距离 ,所 以 这 个 群 同 构 于 整数 群 z, 由 此 得 到 

m(S;) =Z 

3)X = S,,R"*' 中 的 n 维 球 面 ( 设 n = 2). 

首先 指出 ,S, 上 的 每 条 闭路 f 可 形变 成 一 条 “折线 ”型 闭路 ,由 首尾 相 接 的 
大 圆 弧 组 成 (把 区 间 7 = [0,1] 分 成 子 区 间 , 使 得 每 个 子 区 间 上 点 fa) 保持 在 
一 个 固定 半球 的 内 部 ,再 定义 一 个 从 这 个 半球 到 大 圆 弧 上 的 形变 ). 然后 ,我 们 
选取 一 点 ,不 在 新 闭路 f' 上 (对 于 /这 不 一 定 可 能 : 皮 亚 诺 曲 线 ). PES, 中 的 
补 集 与 R" 同 胚 , 作 球 面 投影 便 可 证 实 此 点 ;根据 1) ,闭路 f' 在 这 补 集中 与 0 同 
伦 , 自 然 在 S, 中 也 同 伦 于 0, 所 以 f 也 同 伦 于 0. 由 此 得 到 

m(S,)=0 n=2 

4) = P,,n 维 射影 空间 . 

对 于 n = 1, Pi 与 51 同 胚 , 故 xi(P1) = 2Z. 现 设 ”> 2, 这 时 例 b) 中 的 覆 
Æ S > P, Æ P, 的 万 用 柳树 ,因为 x1(5,) = 0; 于 是 这 个 覆 和 到 的 自 同 构 群 与 
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mi (Pp) 同 构 . 又 因 是 两 叶 覆 去 , 故 x1(P,) 是 两 个 元 素 的 群 .由 此 得 到 
xi(P,) = r n>2 


5) = T, ZEH. 
环 面 与 积 空间 S x Sy UR. 容易 建立 下 列 公式 
my(X x X’) = Ti(X) x m,(X’) 
由 此 推出 
m(T’)=ZxZ 

这 是 有 两 个 生成 元 的 自由 阿 贝 尔 群 . 

也 可 利用 下 述 事实 推出 所 得 结果 :平面 R2 是 ASAA, RE 
移 mw + mo 构成 的 群 ,这 里 wo 是 无 关 向 量 ( 参 看 椭圆 函数 ). 

可 以 取 纬 圆 与 子午 圆 为 rT) 的 生成 元 . 

6)X 是 “ 双 孔 ”定向 曲面 . 

在 所 有 上 述 例子 中 ,我 们 可 以 明确 地 给 出 万 用 履 和 到 X — X, 从 而 用 它 得 到 
mi( X) .对 于 本 例 这 就 困难 得 多 (有 时 借助 于 自 守 函数 可 以 做 到 ). 因此 有 必要 
使 用 别 的 方法 . 

我 们 把 曲面 表 为 一 个 八 边 形 ,这 八条 边 分 
别 记 为 a,b,a 1,b-1,c,d,c-1,d-!( 图 5) .每 一 条 
边 代 表 下 上 的 一 条 闭路 ,其 同 伦 类 分 别 记 为 c ,8， 
a ,B71, 等 .显然 ,闭路 积 olz-168-178y-16-1 与 0 
同 伦 .于 是 使 用 类 似 于 3) 用 过 的 那些 形变 法 可 证 ， 
a,B,Y,6 生成 x1(X), 它 们 所 满足 的 关系 都 是 下 
述 关系 的 推论 


agu-168-178y-16-1 = 1 图 5 
因此 我 们 有 下 列 简 写 表 达 式 
m(x) = a 


这 是 一 个 基本 群 不 是 阿 贝尔 群 的 空间 的 例子 . 


人 ~ 人 全 人 ~ 全 人 一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 ~ 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 下 一 一- 


令 针 是 复 平面 C 的 区 域 ,xo 是 XX 的 一 点 ,fo 是 (x - xo) 的 宕 级 数 ,在 xo 的 
一 个 邻 域内 收敛 . 若 x, 是 XY 上 的 一 条 道路 ,以 xo 为 起 点 ; 则 可 定义 及 沿 着 x, AF 
析 开 拓 的 概念 ;这 是 一 种 运算 ,一 般 说 来 ,并 不 总 是 可 能 的 .对 于 给 定 的 级 数 fo, 
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我 们 假设 开拓 总 是 可 能 的 ,并 设 忒 是 单 连通 的 .于 是 存在 和 上 的 全 纯 函 数 记 在 
xo 的 一 个 邻 域内 与 fo 重合 :这 就 是 单 值 化 定理 , 意思 是 说 ,解析 开拓 与 道路 的 
选取 无 关 . 对 于 两 条 相 邻 的 道路 ,这 是 明显 的 ; 单 连通 的 假设 则 可 以 使 一 条 道路 
形变 为 一 些 依次 相 邻 的 道路 而 过 渡 到 另 一 条 道路 . 

当然 ,这 个 定理 并 非 单 复 变 函数 论 特 有 的 结果 ,对 于 多 复 变 函 数 ,调和 函数 
等 也 是 对 的 .唯一 的 条 件 是 要 求 开 拓 的 局 部 唯一 性 . 

下 述 结果 可 以 归结 为 单 值 化 原理 : 

C, 刀 是 两 个 连通 拓扑 群 ,了 是 把 c 映 入 日 的 “局 部 同 态 映射 ", 即 是 一 个 连 
续 映 射 ,把 G 的 单位 元 素 的 一 个 邻 域 映 入 五, 满足 f(xy) = f(x)f(y), 这 里 x 与 
y 同 单位 元 素 充 分 接近 ,于 是 , 若 OG 是 单 连 通 的 , 则 存在 把 G 映 入 厂 的 整体 同 态 
映射 , 它 是 的 开拓 . 

例子 G=R,H= 5S;G = S3,H = SO,(3). 


8 基本 群 概念 的 拓扑 应 用 
BE xi(X) 显然 是 空间 的 不 变量 :两 个 空间 XX 与 X 仅 当 它们 的 基本 群 同 
构 时 才 可 能 同 胚 .我 们 可 以 问 :x1(X) 是 否 与 X 的 其 他 拓扑 不 变量 有 关 , 特 别 是 
否 与 的 同调 群 有 关 . 1 维 同 调 群 H1(X) 的 定义 方法 实际 上 与 定义 a (X) 的 方 
法 很 接近 :闭路 不 过 就 是 1 维 循环 , 同 伦 于 0 的 闭路 是 边缘 ,然而 其 逆 不 真 ( 见 
L- 许 瓦 效 的 讲演 ) , 群 ri(X) 与 Hi(X) 一 般 是 不 同 的 ;我 们 仅 有 : 
若 m(x) 是 阿 贝 尔 群 , 则 H,(X) 同 构 于 ri(X). 
由 此 可 知 ,ri(X) 是 比 Hi(X) 更 精确 的 不 变量 , 下面 的 例子 属于 普 昂 卡 


设 K 是 空间 Rs 的 旋转 群 , 它 保持 正二 十 面体 不 变 ;已 知 :kK 同 构 于 五 个 文 
字 的 交代 群 4;. 对 于 例 c) ME p: S53 一 SO(3), KRZ G HS, HTH, SA 


120 个 元 素 ;此 外 , 群 C 如 果 是 阿 贝尔 群 ,就 等 于 0. 于 是 ,定义 X= S, S; 
关于 6 所 确定 的 等 价 关系 的 商 群 ;空间 X 是 3 维 紧 致 流 形 , 以 5; 为 其 万 用 覆 
AU, 6 为 基本 群 .由 此 可 见 Hi (x) = 0,x 与 S; 有 相同 的 同调 群 ,虽然 xi(X) = 
G Sm (Ss) = 0 不 同 .空间 X 称 为 普 昂 卡 雷 空间 .这 里 正好 提 一 下 普 昂 卡 雷 猎 
测 (一 直 未 被 证 明 ): 

任何 单 连通 的 3 维 紧 致 流 形 均 同 胚 于 球面 5;. 

作为 基本 群 在 拓扑 学 中 的 另 一 应 用 ,我 们 指出 下 面 的 纽 结 定理 : 

纽 结 是 指 R 中 与 圆周 S, 同 胚 的 子 空 间 N; 换 言 之 ,这 是 Ri 中 一 条 无 重点 
的 闭路 .两 条 纽 结 N 与 V' 叫做 同 构 的 ,如 果 存在 把 整个 Re 映 成 自身 的 同 胚 映 
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射 ,把 N ERN ,并 保持 R 的 定向 , 同 构 于 平面 上 
圆周 的 纽 结 叫 简单 纽 结 ( 实 际 上 没有 “ 打 结 ”). 怎 
样 证 明 一 条 给 定 的 纽 结 ,例如 “三 叶 纽 结 ”( 图 6)， 


不 是 简单 纽 结 呢 ?注意 , 若 N 与 NV' 同 构 , 则 它们 的 
IRR -NSR -N 同 胚 , 故 有 相同 的 基本 群 ， 
这 就 导致 研究 n (R - N), 称 为 纽 结 N 的 群 ;两 个 
纽 结 的 群 如 果 不 同 构 , 这 两 条 纽 结 就 不 同 构 .有 一 
种 方法 ,可 以 由 生成 元 和 其 间 的 关系 来 确定 投射 图 6 
给 出 的 纽 结 群 .对 于 简单 纽 结 $; ,这 个 群 是 Z; 对 于 三 叶 纽 结 ,这 个 群 由 两 个 生 
BOG x,y 产生 ,其 间 的 关系 是 xyx = yxy. 因为 这 个 群 不 是 阿 贝 尔 群 (事实 上 , 它 
以 三 个 文字 的 对 称 群 作为 商 群 ) , 故 不 与 Z 同 构 ,三 叶 纽 结 的 确 是 有 结 的 ,正如 
我 们 所 预料 那样 ! 

注意 , 这 里 同调 群 仍然 不 会 起 什么 作用 . 事实 上 ， 对 于 任何 纽 结 N， 
H (R - N) =Z. 


te ae aaa nT ANANA 


Be “是 复数 体 C 上 的 一 条 代数 曲线 ,无 奇 点 ,/ 是 c 上 的 有 理 函 数 . FAY LARS f 
PLATE c BRA ERIS, 的 连续 映射 (将 9 等 同 于 添加 了 无 穷 远 点 的 复 平面 C) .我 
们 不 考虑 /为 常数 的 平凡 情形 . 映射 foc > Sp 使 c 成 为 9 的 一 个 “多 分 枝 覆 
HE” ARH MERA Sy 中 挖 掉 使 映射 /的 微分 为 零 的 点 , 便 得 一 个 真正 的 覆 全 
Y 一 XX, 空间 X 是 挖 掉 一 些 点 P1,…, P, 的 5S,,Y 是 挖 掉 了 诸 Pj 的 逆 象 的 。. 这 就 
是 单 变量 代数 函数 的 黎 曼 存在 定理 , 故 有 结论 : 

挖 掉 了 点 Pi,…, P, 的 球面 , 它 的 任何 有 限 多 叶 的 连通 覆 关 结构 均 可 由 上 
述 方法 唯一 得 到 . 

(唯一 性 容易 ;存在 性 涉及 某 些 强 有 力 的 分 析 方 法 ,第 一 个 (正确 的 ) 证 明 
属于 希 尔 伯 特 ) 

X = $- [Pi] -… -1P,| 的 基本 群 是 有 + - I 个 生成 元 的 自由 ( 非 阿 由 
AR) 群 , 上 述 结论 可 以 化 为 代数 函数 的 存在 定理 ,这 种 代数 函数 具有 若干 “确定 
ARTE” ,按照 + - 1 个 已 知 代替 法 则 互相 替换 . 

作为 出 发 点 ,如 果 不 用 曲线 。 而 用 曲面 5, 就 应 该 把 射影 直线 S 换 成 射影 
复 平面 P2(C) ,把 点 Pio, P, 换 成 平面 代数 曲线 D1,…,D,. 存在 (唯一 ) 定理 
仍 有 效 ; 这 就 是 恩 里 克 定 理 . 
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第 十 七 讲 ”代数 拓扑 :同调 论 初 步 ? 


我 们 先 要 讲 一 些 事实 ,涉及 普 昂 卡 雷 时 代 所 谓 的 “形势 分 析 ”(1’ Analysis 
situs)@. 因 此 ,我 们 要 提出 “代数 拓扑 ”这 门 学 科 中 一 些 最 基本 的 直观 概念 ,其 
中 重点 讨论 那些 与 “同调 论 ” 有关 的 问题 . 


1 直观 几何 的 几 个 问题 


~ 人 ~ 人 ~ 和 ~~ 一 ~~~ 一 ~~ 人 ~ 


1) 球面 是 三 维 空 间 的 曲面 ,球面 上 有 闭 曲 线 的 概念 .通过 保持 闭 曲 线 特征 
的 连续 形变 ,我 们 可 以 把 闭 曲线 缩 成 一 点 (后 面 提 到 这 个 性 质 时 就 说 闭 曲 线 同 
CTF). 

在 环 面 上 除了 上 述 类 型 的 曲线 C, 即 是 可 以 缩 成 一 点 的 闭 曲线 ,特别 是 环 
面 上 一 个 充分 小 区 域内 的 所 有 闭 曲 线 外 , 环 面 上 显然 还 有 另外 一 些 曲线 C' , 例 
如 经 圆 , 绕 中 心 圆周 旋转 ,以 及 曲线 C" ,例如 纬 圆 , 绕 环 面 的 轴 旋 转 , 曲 线 C 和 
C" 都 不 可 能 由 使 之 保持 闭合 的 连续 形变 缩 成 一 点 ,也 不 可 能 彼此 互 变 . 

上 面 提 出 的 问题 就 是 同调 论 的 研究 对 象 . 

2) 缩 成 一 点 的 问题 与 交 截 问题 有 关 :例如 环 面 上 的 曲线 C' 与 C" 必定 至 少 
相交 于 一 点 (我 们 不 妨 回想 二 次 曲面 上 的 两 族 直 母 线 ). 

3) 区 域 问题 . 

考虑 “有 洞 的 ”三 维 空间 R, 即 挖 去 一 点 ,例如 挖 去 原点 后 的 取 ( 所 以 是 

- 0) ,其 中 每 条 闭 曲线 可 缩 成 一 点 ,但 不 是 所 有 的 闭 曲 面 都 能 缩 成 一 点 :如 
果 0 属于 一 个 球面 的 内 部 区 域 , 则 该 球面 在 Rs 中 不 能 缩 成 一 点 ,否则 形变 时 将 
通过 0. 这 就 提出 曲面 同 伦 的 问题 .我 们 又 碰 到 了 一 张 曲 面 (例如 上 述 球面 ) 与 
一 条 曲线 (例如 半 直 线 Ox) 的 相交 问题 . 

如 果 没 有 精确 的 定义 ,显然 不 能 从 数学 上 来 研究 这 些 问题 .例如 , 紧 致 曲线 
是 指 区 间 [0,1] 的 连续 象 ,如 果 0 与 1 有 同样 的 象 ,就 说 该 曲线 是 闭 的 .对 于 平 
面 , 我 们 知道 约 当 定理 的 结论 :任何 无 重点 的 闭 曲 线 将 平面 分 成 两 个 区 域 . ( 依 
定义 ,同一 区 域内 的 两 点 可 以 用 一 条 与 给 定 的 闭 曲 线 无 交点 的 连续 曲线 联结 起 
来 ,但 不 同 区 域 的 两 点 , 则 不 可 能 这 样 联结 起 来 ) 因此 发 生 一 个 交 截 问题 ,这 个 
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结果 在 环 面 上 不 成 立 , 因为 上 面 提 到 的 曲线 C' 与 C" 虽然 都 是 闭 曲线 且 无 重 
点 ,但 却 不 能 把 环 面 分 成 两 个 区 域 .如 果 考 虑 到 这 个 情况 ,就 不 能 认为 上 述 结果 
是 显而易见 的 ,无 足 轻 重 的 . 

4) 向 量 场 问 题 

在 一 个 圆周 上 ,显然 可 以 定义 一 个 向 量 场 ,向 量 与 圆周 相 切 , 随 圆周 的 点 连 
续 地 变动 , 决 不 为 零 . 然而 ,在 R 的 一 个 球面 上 这 是 可 能 的 吗 ? 回 答 是 “不 可 
能 ”. 不 过 ,在 Ri 的 三 维 球面 上 却 又 是 可 能 的 .可 以 证 明 : 在 R"* 的 球面 5* E, 
存在 这 样 的 场 的 充 要 条 件 是 :n 为 奇数 .这 个 问题 对 曲面 上 微分 方程 的 研究 极 
重要 ,诸如 存在 性 , 奇 点 分 类 , 颈 状 区 (Col) , 纽 结 等 ( 勒 夫 西 兹 的 工作 ). 

5) 变换 的 不 动 点 存在 问题 具有 同样 性 质 . 例如 ,可 以 证 明 , 每 个 把 球体 映 
和 人 自身 的 连续 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 

6) 当 我 们 讨论 复 平面 内 留 数 的 计算 时 ,要 研究 一 个 曲线 积分 ,计算 积分 曲 
线 “ 环 绕 ” 原 点 或 奇 点 多 少 次 . 这 是 一 个 正 数 , 零 或 负数 ,依赖 于 所 考虑 的 奇 点 
同 复 平面 无 穷 远 点 相 联 的 一 条 曲线 与 积分 曲线 交点 的 “代数 ”个 数 .这 个 “环绕 
数 ” 应 予定 义 ,虽然 就 简单 情形 而 言 在 直观 上 是 显然 的 . 


一 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 个 下 人 ~ 人 下 


我 们 来 更 详细 研究 一 个 问题 , 它 与 上 述 诸 问 题 都 有 关 , 而 且 特 别 有 代表 性 . 
我 们 只 讨论 紧 致 空间 . 

在 一 个 相当 简单 的 拓扑 空间 上 ,假设 有 一 条 闭 曲线 (不 论 是 否 有 重点 ), 该 
曲线 能 否 是 一 张 曲面 的 边缘 ? 

首先 直观 地 看 一 下 上 面 所 提问 题 的 意思 . 假设 (图 1) 
一 条 曲线 围 成 一 张 定向 曲面 9 , 曲线 的 定向 应 该 与 所 选 定 
的 方向 一 致 .反之 , 设 有 一 闭 曲线 沿 确定 方向 绕 行 , 它 能 否 
成 为 一 张 曲 面 的 “边缘 ”? 在 球面 上 是 对 的 , 它 是 两 张 曲面 
的 边缘 ,这 两 张 曲面 必 有 不 同 定向 . 然而 在 环 面 上 呢 ? 对 于 
类 似 于 经 圆 的 曲线 C' ,结论 不 对 ,因为 对 环 面 定 了 向 后 , 曲 
线 C' 上 就 有 一 个 二 重 方向 ;这 条 曲线 沿 相反 的 方向 绕 行 两 次 ,所 以 应 该 看 成 是 
零 .对 于 曲线 C" ,例如 纬 圆 , 情况 也 是 一 样 . 因此 ,在 环 面 上 有 些 闭 曲线 不 能 成 
为 曲面 的 边缘 .R2 - 0 的 情形 也 一 样 ,如果 照 我 们 前 面 所 说 ,只 考虑 紧 致 曲面 ， 
即 是 不 考虑 无 穷 远 点 .在 Ri - 0 内 ,一 条 闭 曲线 是 曲面 的 边缘 ,但 一 张 含 有 0 
的 球面 则 不 是 边缘 . 


图 1 


曲面 . 曲 


点 的 面 可 以 有 "在 一 点 定向 ”的 概念 ,而且 与 整体 定向 的 概念 
一 致 .但 这 里 似 与 局 部 定向 无 关 , 故 略 去 “在 其 上 每 一 点 ”. 
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上 面 所 举例 子 对 于 “ 缩 成 一 点 ”与 “曲面 的 边缘 ”这 样 两 个 问题 情况 都 一 
样 ,这 表明 这 两 个 概念 之 间 是 有 联系 的 .首先 , 缩 成 一 点 是 同 伦 问题 ;其 次 ,曲面 
边缘 的 研究 是 同调 问题 . 这 两 问题 并 不 等 价 ; 同 伦 的 观点 更 精细 , 即 是 说 , 凡是 
可 以 由 连续 形变 缩 成 一 点 的 闭 曲线 都 是 曲面 的 边缘 ,凡是 可 缩 成 一 点 的 闭 曲 面 
都 是 一 立体 的 边缘 ,等 ,但 其 逆 不 确 : 有 些 曲面 (立体 等 ) 的 边缘 ,不 可 能 由 连续 
形变 缩 形 一 点 ,下 面 举 些 例 子 来 说 明 : 

第 1 个 例子 ”在 平面 R 内 , 挖 掉 两 点 4 与 B, 画 出 曲线 1234, 如 图 2 所 示 . 
这 曲线 显然 是 曲面 的 边缘 .假设 按 弧 段 1 与 3 道 向 ,2 与 4 逆向 定义 方向 , 则 在 同 
调 的 意义 下 ,曲线 归结 为 零 ,但 是 在 同 伦 的 意义 下 , 它 不 能 缩 成 一 点 . 

第 2 个 例子 ”图 3 表示 曲面 上 打 了 两 个 洞 ,把 一 根 管子 的 两 头 接 在 洞口 . 
环绕 这 两 个 洞 的 闭 曲 线 C 是 一 张 曲 面 的 边缘 ,但 是 , 它 显然 不 能 化 成 零 ,即使 
管子 化 成 一 条 联结 两 点 的 线 . 


4 
图 2 图 3 
因此 ,同调 论 比 同 伦 论 简单 .后 者 区 始 于 普 昂 卡 雷 , 但 人 们 很 快 就 去 搞 同 
调 论 了 . 
特别 ,对 于 上 面 提 到 的 留 数 定理 ,真正 起 作用 的 是 同调 论 的 观点 . 再 提 一 下 
那个 定理 ,开头 说 得 很 含糊 : 若 /(z) 是 平面 上 的 一 至 全 纯 函数 , 则 | /(z)dz = 
0, 其 中 , C 是 任意 闭 曲线 . 但 是 ,如 果 函 数 有 极点 , 柯 西 曾 对 每 _ 极 点 定义 了 函 
数 在 该 点 处 的 所 谓 留 数 ,而 柯 西 基本 定理 可 以 表 为 下 述 等 式 
da) /Cd = Se 
上 式 右 端 是 曲线 C“ 包 围 " 的 诸 极点 处 留 数 的 和 | 
就 图 2 来 说 ,显然 可 见 ,4 与 8 若 为 极点 , 则 积 4 
为 零 ,因为 以 所 说 曲线 为 边界 的 曲面 不 含 极点 . 但 积 
分 曲线 不 能 (不 穿 过 极点 ) 缩 成 一 点 . 就 图 4 来 说 , 积 “2 一 
分 曲线 的 走向 如 图 所 示 , 有 必要 规定 4 那 种 点 的 系数 
为 1, B 那样 的 点 的 系数 为 2. 同样 ,就 图 5 及 了 而 言 ， 
必须 使 用 + 1 与 +1, 或 +1 与 -1. 
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因此 ,为 了 赋予 一 张 曲 面 在 极点 邻近 的 系数 ,必须 考虑 曲面 的 边缘 曲线 , 考 
虑 曲线 的 定向 以 及 曲面 极点 的 阶 数 . 

复 变 数 的 有 理 分 式 可 视 为 黎 曼 球面 上 的 亚 纯 函数 ;而 该 球面 上 的 简单 闭 曲 
线 C 是 两 张 曲面 8 与 S, 的 边缘 , S, 与 Sa 的 并 集 构成 整个 球面 ,应 分 别 赋予 系 
数 + 1 与 - 1 因此 沿 C 的 积分 值 等 于 Si 内 诸 极点 的 留 数 和 减 去 $ 内 诸 极点 的 
留 数 和 .由 此 推出 留 数 总 和 是 零 . 然而 ,很 明显 ,实际 上 所 考虑 的 曲线 C 并 不 影 
响 这 结果 ;只 需 考虑 整个 球面 ,其 边缘 为 零 , 便 可 得 到 结论 . 


人 ~ 人 ~ 人 一 ~ 人 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 


我 们 刚才 指出 了 问题 是 怎样 产生 的 ,使 人 感到 了 它 的 重要 性 . 现在 的 问题 
是 要 给 以 精确 的 形式 .任何 数学 理论 都 表达 一 种 直观 的 思想 ,但 应 当 不 断 使 直 
党 升华 ,因为 直觉 有 碍 于 论证 ,并 有 陷 人 *“ 偷 送 论据 ?@ 的 危险 . 我们 将 只 讨论 紧 
致 拓扑 空间 ,例如 球面 S? 或 环 面 刀 . 所 考虑 的 曲面 都 假设 是 可 三 角 剖 分 的 , 即 
是 可 用 一 些 单 形 铺 满 . 

复 形 ”我 们 已 经 知道 ( 见 H. 嘉 当 的 讲演 ) 如 何在 R 中 定义 n 维 单 形 
(n =0 时 是 一 点 ;n = 1 时 是 线段 ;n = 2 时 是 三 角形 面 ;n = 3 时 是 四 面体 ， 
等 ) ,以 及 如 何 定义 单 形 的 面 , 即 是 维 数 小 于 的 单 形 .我 们 说 ,曲面 5? 或 了 ,或 
者 任何 紧 致 拓扑 空间 可 以 用 单 形 铺 满 ,如 果 下 列 条 件 满足 ; 

1) 曲面 上 的 单 形 是 从 R” 的 单 形 出 发 ,经 同 胚 映射 确定 的 :曲面 上 选 出 的 每 
一 单 形 都 经 过 一 个 确定 的 同 胚 映射 对 应 于 R" 的 一 个 单 形 c!( 从 而 5 的 所 有 维 
数 <n - 1 的 面 完 全 确定 ),o 叫 拓扑 单 形 . 

2) 曲面 被 有 限 个 单 形 覆 盖 ( 紧 致 性 假设 ). 

3) 两 个 单 形 的 交 或 者 是 空 集 ,或 者 正好 是 一 公共 面 . 

如 果 一 个 空间 存在 这 样 的 填 铺 方式 ,就 称 为 复 形 . 

一 般 , 根 据 条 件 2) ,对 于 这 种 痢 分 给 出 的 复 形 ， 可 以 定义 它 的 拓扑 维 数 是 
所 含 单 形 的 最 大 维 数 n. 但 必须 指出 ,拓扑 维 数 可 能 不 是 处 处 一 样 (例如 ,考虑 
添上 一 条 细 线 的 球面 ). 

假设 曲面 可 三 角 剖 分 ,就 可 以 使 问题 大 大 简化 ;例如 ,一 条 曲线 就 是 _- 维 单 


QD 即 证 明 中 以 本 身 尚 待 证 明 的 判断 作为 论据 的 一 种 逻辑 错误 . 
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形 的 并 集 . 但 是 ,每 一 拓扑 流 形 都 可 三 角 剖 分 吗 ? 这 个 问题 一 般 没 有 解决 .不 过 ， 
提出 这 个 简化 假设 是 有 道理 的 ,至 少 开 始 是 这 样 . 另 一 方面 ,我 们 指出 ,一 个 空 
间 即 使 有 者 干 不 同 的 三 角 齐 分 ,但 下 面 要 定义 的 同调 群 却 与 所 选取 的 剖 分 无 
K. 

复 形 的 链 ”首先 定义 p 维 胞 腔 . 

p 维 胞 腔 是 排 成 一 定 次 序 的 一 组 p + 1 个 相同 或 不 同 的 点 , 记 为 aoa a. 
这 些 点 是 复 形 的 同一 个 单 形 的 所 有 顶点 . 

0 维 胞 腔 是 三 角 齐 分 的 任 一 顶点 ao. 

1 维 胞 腔 是 一 维 单 形 的 两 个 顶点 的 组 aa). 必须 注意 , ajay 是 另 一 个 1 维 
胞 腔 , 它 与 aga, 是 完全 不 同 的 , ana, 也 视 为 1 维 胞 腔 , 它 的 两 个 顶点 重合 . 

p 取 定 后 ,p 维 胞 腔 的 个 数 N, 有 限 (假设 2) ,可 以 记 成 

YL, ee 


p 维 链 就 定义 成 p 维 胞 腔 的 整 系数 的 形式 线性 组 合 : 


y= > by, & EZ 
定义 链 的 加 法 法 则 如 下 
(>) 473) + (>) m7i) = Pie + qi) yp 
这 加 法 是 结合 的 ,交换 的 ; 零 链 (对 于 所 有 i£ = 0) 是 加 法 零 元 素 . 
因此 ,p 维 链 的 集合 是 一 个 阿 贝尔 群 , 记 成 卫 . 
p 维 链 的 边缘 这 是 一 个 (p - 1) 维 链 , 下 面 给 出 定义 .一 个 p 维 链 依 定义 
可 以 写成 
DE 
1 是 集合 |1,2,…, WN,|. 
首先 定义 
(>) eri) 的 边缘 = >) C7) 的 边缘 ) 
这 归结 为 定义 胞 腔 的 边缘 . 
do 是 0 维 胞 腔 . 它 的 边缘 是 零 . 
ab 是 一 维 胞 腔 . 它 的 边缘 是 0 维 链 ,定义 成 :(ab) 的 边缘 =+ b - a, 记 成 
HK ab). 
2 维 胞 腔 abe 的 边缘 是 
Mabc) = be — ca + ab 
一 般 ,p 维 胞 腔 coalaz… an 的 边缘 是 (p - 1) ABBE 


k 
8 CIC2 …Qp == CQC0C2 CQp ah So a (= 1) QQ Ak-10k4+1°"" Ap 二 “证 
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(- 1)?aga;az"* ap 

很 简单 的 形式 计算 使 我 们 能 确定 p 维 链 的 边缘 . 

P 维 循环 (拓扑 等 价 于 p BARI) p 维 循环 定义 成 边缘 是 零 的 p 维 链 . 

把 p 维 链 变 成 它 的 边缘 的 运算 满足 .向 yi + 2) = An) + Ay) (根据 边 
缘 运 算 的 定义 ), 所 以 p 维 循环 的 集合 Z, 是 阿 贝 尔 群 , 含 于 p 维 链 群 卫 A. 

问题 ”在 p 维 链 中 ,p + 1 维 链 的 边缘 有 什么 性 质 O? 

1) 边缘 是 一 个 循环 , 换言之 , 边缘 的 边缘 恒 为 零 . 只 需 对 一 个 胞 腔 证 明 
BR Yİ) = 0 即 可 .例如 

abe) = be — ac + ab 
B&R abe) =c-b-c+a+b-a-0O 

推广 至 一 般 情 形 毫 无 困难 . 

因此 , 令 B, 表示 成 为 边缘 的 那些 p 维 链 的 集合 , 则 有 包含 关系 :了 > Z, 5 
B,. 

2) 这 样 一 来 ,边缘 群 是 循环 群 的 子 群 .但 是 ,这 些 群 是 否 相 同 呢 ? 凭 直观 ， 
对 于 球面 8 答案 是 肯定 的 ,而 对 环 面 到 则 不 然 .研究 商 群 Z,/B，= H, 便 可 作 
确切 的 比较 .这 商 群 称 为 所 研究 流 形 的 p 维 同调 群 @, 它 刻画 了 所 研究 的 结构 . 
成 为 边缘 的 p 维 链 即 B, 的 元 素 叫 做 同调 于 零 的 , 记 成 ~ 0. 两 个 循环 PST’ 叫 
做 同调 的 ,如 果 它 们 属于 同一 个 等 价 类 , 即 它们 的 差 同 调 于 零 (换言之 ,这 差 是 
边缘 ) SRL ~ I, 

同调 群 的 计算 是 按 代数 拓扑 的 方法 进行 的 .我 们 只 指出 几 点 注意 ; 

(1) 退化 胞 腔 aa 是 循环 , 因 它 的 边缘 是 a - a = 0. 但 aa 是 边缘 吗 ? 是 的 ， 
它 是 aaa 的 边缘 , 故 它 同 调 于 零 ,就 是 说 可 以 把 aa 从 链 中 消去 :aa ~ 0. 

(2) 链 ab + ba 同调 于 零 :ab + ba ~ 0. 事实 上 ,bab 的 边缘 A bab) = 
ab -bb + ba ~ ab + ba. 因 此 ,从 同调 的 观点 看 ,可 用 - ba 代替 ab:ab ~- ba. 

(3) 更 一 般 , 在 一 个 胞 腔 中 ,对 顶点 施行 置换 得 到 新 的 胞 腔 , 与 原来 的 胞 腔 
是 否 同调 ,就 看 所 用 的 置换 是 偶 置换 还 是 奇 置换 而 定 . 

计算 同调 群 的 例子 

1) 球面 S? 假定 已 经 三 角 剖 分 ,0 维 循环 就 是 0 维 链 > Ea ik a, B= fax 
分 的 顶点 . 

0 维 边缘 是 0 维 循环 > 6iai, 使 得 >) 8 = 0. 这 个 条 件 显然 是 必要 的 ,因为 
它 对 于 胞 腔 的 边缘 为 真 . 它 又 是 充分 的 ,因为 在 球面 上 ,可 以 把 一 个 选 定 的 顶点 
ao 与 任何 顶点 a; 联结 起 来 ,所 以 链 (w - ao) ~ 0. Ri, HE = 0, 则 


O ”这 句 的 原文 是 :p 维 循环 中 ,(P - 1) 维 链 的 边缘 有 什么 性 质 ? 
A aB a a 加 法 不 的 加 贝尔 群 ,8 是 其 于 群 , 则 H = 2/B 是 由 下 列 关系 确定 的 等 价 
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2 bai = » Elai - ao) ~ 0. 

于 是 ,两 个 0 维 循环 等 价 即 同调 ,如 果 它 们 有 同样 的 整数 值 > 5 .这 表明 同 
调 群 Hy = Zo/ Bo 是 整数 群 . 

我 们 看 到 只 要 任意 两 点 都 可 以 用 1 维 单 形 构 成 的 折线 联结 起 来 ,就 是 说 ， 
所 考虑 的 复 形 是 连通 拓扑 空间 ,那么 上 述 结论 仍然 成 立 . 例 如 ,不 相交 的 两 个 球 
面 的 并 集 就 不 是 这 样 ,这 时 , Ho 是 整数 对 所 成 的 群 , 它 给 出 了 连通 区 的 个 数 . 

现在 研究 Hı = 2Z1/B1. 可 证 在 球面 上 每 个 1 维 循 环 都 是 边缘 , 故 Bi 等 于 
Z1, 因 此 Hl 是 仅 有 零 元 素 0 所 成 的 群 (为 了 完成 证 明 ,要 利用 三 角 剖 分 ,例如 ， 
分 成 8 个 三 角形 ,它们 的 边 都 是 四 分 之 一 的 大 圆 ). 

我 们 不 讨论 二 维 同 调 群 了 . 

2) 在 一 点 0 处 穿孔 的 平面 , 即 是 R* - 0. 这 不 是 紧 致 空间 ,但 我 们 规定 只 使 
用 有 限 多 个 胞 腔 组 成 的 链 , 以 便 继续 使 用 有 限 同调 论 或 具有 紧 致 支 集 的 同调 论 
的 方法 .可 以 证 明 ,能 够 定义 一 个 基本 循环 y, 它 的 同调 类 用 1 表示 ,使 得 任何 
循环 y 都 同调 于 基本 循环 的 n 售 (从 而 y - ny, ~ 0, 这 是 边缘 ) ,这 里 整数 ”的 
符号 任意 . 按 定义 ,相应 于 整数 的 同调 类 ,就 是 “围绕 点 0 的 代数 次 数 为 n 的 ” 
那些 循环 组 成 的 等 价 类 .因此 ,1 维 同调 群 是 整数 群 . 

3) 环 面 .用 代数 拓扑 的 方法 可 以 证 明 ; 环 面 的 同调 群 是 整数 对 (m,n) 所 
成 的 群 ,其 加 法 法 则 为 

(m,n) + (m',n') = (m+ m',n4n') 

如 果 我 们 用 (1,0) 代表 同调 于 环 面 经 圆 的 曲线 C' ,用 (0,1) 代表 同调 于 环 面 续 
圆 的 曲线 C" , 则 每 一 循环 同调 于 mC' + nC" ,mm 与 n 是 唯一 确定 的 .因此 ,我 们 
说 ,在 代数 意义 下 , 这 个 循环 围绕 中 心 圆 周 m 次 , 围绕 旋转 轴 n 次 . 例如 
Villarceau 圆 环绕 旋转 轴 及 中 心 圆 各 一 次 ,其 同调 类 是 (+ 1, + 1)0. 


O cys rapita „mjn PETE 有 两 族 Villarceau 圆 ,每 一 族 都 有 两 个 走 
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附录 区 Manifolds with Density and Perelman’ s 
Proof of the Poincaré Conjecture” 


Perelman’ s 2003 proof of the 1904 Poincaré Conjecture considers a manifold with a 
density(as in freshman physics or calculus) , as we will explain. Manifolds with density 
long have appeared in mathematics, with more recent attention to their differential geom- 
etry, including a generalization of Ricci curvature, which Perelman uses in exploring the 
Ricci flow. There are useful isoperimetric results, such as a generalization of the Levy — 
Gromov isoperimetric comparison theorem. In the 1980s, Bakry and Ledoux used 
Markov semigroup arguments. Bayle used first and second variation formulas. The ap- 
proach here, following and correcting our survey via Heintze - Karcher, seems to be the 
simplest. The goal is to generalize all of Riemannian geometry to manifolds with density. 

1 Definitions A manifold with density is a Riemannian manifold M” with a positive 
density function W (x) used to weight volume and hyperarea ( and sometimes 
lower-dimensional area and length). In terms of the underlying Riemannian volume d Vo 
and area dAo, the new, Weighted volume and area are given by 

dV = ydVo,dA = ydAo 

Such a density is not equivalent to scaling the metric conformally by a factor A (x) 
since in that case volume and area would scale by different powers of A. Manifolds with 
density, a special case of the “mm spaces” of Gromov or the earlier“ spaces of homoge- 
neous type” (see[ Coifman and Weiss, pp. 587,591 ]), long have arisen on an ad hoc 
basis in mathematics. Quotients of Riemannian manifolds are manifolds with density . 
For example, R? modulo rotation about the z-axis is the half-plane 

H={(x,z):x>0} 

Figure 1. Gauss space is Euclidean space with Gaussian density, which drops off 
exponentially. Image by Diana Davis. 

with density 27x ; volume and area in R? are given by integrating this density over 
the generatinr region or curves in H. A manifold with density of much interest to proba- 
bilists is Gauss space G” (see Ledoux-Talagrand, McKean, or Stroock), which is Eu- 


clidean space with Gaussian density 


© 转载 自 Jams F. Bredt. Frank Morgan《 几 何 测度 论 》( 第 4 版 ) ,世界 图 书 出 版 公司 , 2009. 
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Figure 1 
2. 
$= (2r) "e7" * (1) 
as in Figure 1. The leading coefficient just gives G” unit weighted volume. Note that 


Gauss space is a product space and is rotationally invariant. Any such density on R” 
2 
must be a multiple of e™ . The normalized scalings of Gauss space have density 


(y/2n)"7e7 yee 

In Gauss space, the isoperimetric problem has an even nicer solution than the hy- 
perspheres of Euclidean space or spheres. Because of the rapidly decreasing density, a 
perimeter-minimizing surface could well be unbounded, and it is. 

2 Theorem(Sudakov-Tsirel’ son, Borell) Jn Gauss space, hyperplanes mini- 
mize area for given volume . 

Proof Sketch Mehler observed that for fixed n, Gauss space G” can be obtained as 
the limit of orthogonal projections into R” of high-dimensional spheres S -1 of radius 


JN, with density normalized to yield unit volume. To see this, first make the trivial 
observation that since G is a product space, G” is the orthogonal projection of CA for 
N= n. The unrelated components of a vector in G™ have Gaussian distributions(in other 
words, they are independent Gaussian random variables). An easy computation shows 
that the square of each component has expected value 1. By the central limit theorem, 
the sum of the squares is probably close to N; that is, the measure is( uniformly ) con- 
centrated on the sphere of radius VN. Thus, G” is the limit of projections of such 
spheres . 

The inverse projection of a hyperplane in G” is a hypersphere in S‘~'. Since hy- 
perspheres are known to be area minimizing for given volume in S*~', a careful limit 
arguments shows that hyperplanes are area minimizing in G”. 

Theorem 7 and Corollary 10 provide two other proofs that also show uniqueness, 
first proved by Carlen and Kerce. The fact that not only Gauss space but also its isoperi- 
metric regions are products makes it an excelent model with implications for other 


spaces. For example, it happens to follow quickly from Theorem 2 that the least-perime- 
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ter way to divide a cube in half is a wall down the middle, a result first proved by Had- 
wiger by a clever, ad hoc argument. 

For applications to Brownian motion and to stock option pricing. 

18.3 Curvature There is a canonical extension to smooth manifolds with 
(smooth) density e” of the notion of the mean curvature of a smooth hypersurface: as in 
the classical case, it is the quantity that appears in the first variation formula for how the 
area changes as the surface moves. The formula for the generalized mean curvature Hy 


involves both the classical mean curvature H and the log of the density 


= _1 dy 
Hy= H- 7 idn (1) 


General regularity for minimizers extends to manifolds with density. In particular, for a 
perimeter-minimizing surface for fixed volume, Hy must be constant since otherwise, by 
the first variation formula, moving the surface outward where H, is larger and inward 
where Hy is smaller could preserve volume and decrease perimeter. As in classical dif- 
ferential geometry, — (n — 1) Hy has the interpretation dP/dV. 

For a two-dimensional smooth manifold with density e”, Corwin et al. define a 


generalized Gauss curvature 


Gy= G- Ap (2) 
and obtain a generalization of the Gauss-Bonnet formula for a smooth disc R: 
= 2 
F + f e T (3) 


where ky is the inward one-dimensional generalized mean curvature as in(1) and the in- 
tegrals are with respect to unweighted Riemannian area and arclength. Certain punctured 
planes with density with G, = 0 were studied by Carroll et al. Different generalization of 
Gauss curvature, involving | Y y 1°, are needed to recover asymptotic formulas for areas 
and perimeters of small discs. 

In general dimensions, there are various useful generalizations of Ricci curvature 
(see Bayle, Villani, and references therein to Bakry, Émry, Ledoux, and others; also 
Chang et al. ) generally involving Hess p and dYy&Q&)dy. My favorite generalization of 
Ricci curvature is simply 

Ric, = Ric - Hess g% (4) 
the generalized curvature of Lichnerowicz, Bakry — Emery | Prop. 3], and Bakry-Ledoux 
[p.265]. It yields the simplest generalization of Levy-Gromov 7, appears in the second 
variation formula 9, and appears in Perelman’s paper on the Poincaré Conjecture. For 


Gauss space G"(1) with density ® = e? it is constant 
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Ric, =0- Hess ọ = I 
Unlike the classical case, for a two-dimensional manifold with density, the Gauss curva- 
ture(2)is not quite half the trace of the Ricci curvature(4) . 

The classical Heintze-Karcher formula(see alsol Burago-Zalgaller, 34.1.10(11) ]) 
provides an upper bound on the volume of a one-sided neighborhood of a hypersurface in 
terms of its mean curvature and the Ricci curvature of the ambient manifold. 

4 Theorem (Classical Heintze-Karcher) Let M” be a smooth, complete Rie- 
mannian manifold with Ricci curvature Ric>(n-1)6. Let S be a smooth, oriented , 
closed hypersurface in M with mean curvature H( s). Let V(r) denote the volume of the 
region within distance r of S on the side of the unit normal ( which determines the sign of 
H). Then 


r (s) 
V(r) = | Les(t) - H(s)s3(t) ]"-'detds (1) 
where ds denotes weighted surface area 
67 '?sin 6171 for 6 >0 
Ss(t) = 1 for 6 =0 


18I '?sinh 101174 for d <0 

c5(t) = dss(t)/dt, and r* is the lesser of r and the first zero of c3(t) - H(s)ss(t). 
The result generalizes to closed surfaces of higher codimension. 

The following generalization of Heinze-Karcher to manifolds with density is simpler 
and has an easier proof. 

5 Theorem ( Heintze-Karcher for Manifolds with Density) Let M” be a 
smooth , complete Riemannian manifold with smooth density y = e? satisfying 

Ric, = Ric - Hess > y 

Let S be a smooth, oriented, complete, finite-area hypersurface in M with generalized 


mean curvature 


H,(s) = H(s) - i 


Let V(r) denote the volume of the region within distance r of S on the side of the unit 
normal ( which determines the sign of Hy). Then 


Vir) < | | ep(- Cn - DH) = 12/2)deds (1) 


where ds denotes weighted surface area. 
If equality holds, then S has vanishing classical second fundamental form, the 


region is a metric product S x [0,r], and inside the region , along geodesics normal 
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to S, —dp/dt? = 7. 

Theorem 18.5 is sharp for hyperplanes in Gauss space, for example. 

Proof We begin with the case ¢ =1. This case follows from Theorem 4, but we 
want to incorproate variable Ricci curvature, as in(3)below, and give an easier proof. 
Consider the volume element e/*: dtds, corresponding to an infinitesimal slice dt of 
an infinitesimal normal wedge from S. Then e’ (st) ds represents an element of surface 
area parallel to S. By the first variation formula 9, for example, its derivative f elds e- 
quals - (n — 1) He/ds, so that 

f=-(n-l)H 
Since - (n — 1) H' = IÊ + Ric(n,n), where II is the second fundamental from 
f'= -IP -Ric(n,n)< - Ric(n,n) 
with equality only if IY vanishes. Hence, by Taylor’ s theorem 


flsyt) <- (n - 1)H(s)t -| Rie(n,n)de (2) 


Consequently, since every point of V(r) is covered by the infinitesimal wedge from the 


nearest point of S 
Vir) < | | ee ~(n-1)H(s)t 一 JrRic(n,n)dr) didso (3) 


where we now write dso to emphasize that this is the case of unweighted area. 


For general density J = e” 
i 2 
He,t) < 9(s,0) + 1 Ms,0) + | r gar (4) 


Preparing to add f and y, note that 
d 
- (n= 1)H(s) + t 98(s) =- (n - DACs) 
and that by hypothesis 


t t 2 t 
af trRic(n,n)dr +| T AU iy <- yÍ rdr = - yt?/2 
0 0 dn 0 


Hence 
f(s,t) + P(s,t)< (s,0) - (n 一 1)H,(s)t — yt2/2 


Therefore 


V(r) < | i. efeydidso < 
SY0 


| Lep- (n - 1)Hy(s)t - 7/2)dt (et dso) 


as desired. If equality holds, the parallel hypersurfaces are disjoint and have II = 0 so 
that the normal geodesics stay equidistant, which means that the region is a metric prod- 
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Remark Theorems 4 and 5 and their proofs apply to perimeter minimizers S with 
singularities. Indeed, for any point off S, the nearest point on S is a regular point be- 
cause the tangent cone lies in a half-space and hence must be a hyperplane. 

The classical isoperimetric theorem of Levy and Gromov compares a compact mani- 
fold of positive Ricci curvature to the model sphere. The statement is simplified by using 
non-unit constant density to normalize to unit volume. 

6 Theorem( Classical Levy-Gromov) Let M” be a smooth , complete , connected 
Riemannian manifold with constant density, unit volume, and Ricci curvature Ric > 
7 >0. Then the isoperimetric profile P( V)( least perimeter to enclose given volume ) sat- 
isfies 

P= Ps, 
where Psy is the isoperimetric profile of the ( constant-density , unit-volume ) round sphere 
of Ricci curvature Y. 

Theorem 7 gives a generalization to a manifold M with variable density, with the 
sphere replaced by Gauss space as the model of comparison. (Gauss space beats the 
sphere. ) It includes the sharp isoperimetric inequality for Gauss space, Proposition 2. If 
M has finite volume, we may assume by scaling the density that M has unit volume. 
Such scaling does not affect the generalized Ricci curvature because multiplying the den- 
sity e” by a constant just adds a constant to J and leaves Hess ọ unchanged . 

7 Theorem(Levy-Gromov for Manifolds with Density) Let M” be a smooth, 
complete , connected Riemannian manifold with smooth density J = e? , unit volume , 


and generalized Ricci. curvature 


Ric, = Ric - Hess p> y >0 (1) 
Then the isoperimetric profile P( V) (least perimeter to enclose given volume ) satisfies 
P= Po (2) 


where Pey is the isoperimetric profile of ( scaled ) Gauss space with density 
BD = e? = ( yY/27)"?e7 ve 
so that Ric, = - Hess ọ = y. 
In Gauss space , perimeter minimizers are hyperplanes. If equality holds in (2) for 
some 0< V<1, then M is a product of 1D Gauss space with some manifold with density . 
Remark Pe, is independent of dimension, because the volume of a hyperplane 
bounding given volume is independent of dimentsion, because Gauss space is a product 


of 1D Gauss spaces. Hence, Pg, is just the value of the Gaussian density 
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K ae yx /2 
2n 


at the endpoint of a half-line with the given mass. 
Proof Note that the generalized curvature H, of the hyperplane So = {x,;= a} in 


Gauss space is given by 


_ 1 dg _ 1 
Ho=H- idn made 


which is constant(as it must be for any minimizer). Let P be the perimeter given by 
such a minimizing hypersurface S in M and let Po be the perimeter given by the hyper- 
plane So in Gauss space. By replacing V by 1 - V( which changes the sign of the mean 
curvatures) if necessary, we may assume that the generalized mean curvature of S is 
greater than or equal to that of So. By generalized Heintze-Karcher( Theorem 4) 


t < A = | expt Yat - yt?/2)dt 

Taking M to be Gauss space, we conclude that hyperplanes are perimeter minimizing , 
then equality holds in Theorem 5(1)for r = % on both sides of S, S has vanishing clas- 
sical second fundamental form in the underlying Euclidean space, and hence S is a hy- 
perplane. We conclude that in Gauss space, hyperplanes are uniquely perimeter mini- 
mizing. 

Returning to general M, we conclude that P = Poy. If equality holds, the parallel 
hypersurfaces are disjoint and totally geodesic (II? = 0)so that the normal geodesics stay 
equidistant, which means that the region is a metric product. 

The theorem of( Bonnet and) Myers states that the diameter of a smooth, connectd, 


complete, nD Riemannian manifold with Ricci curvature at least a > 0 is at most x 


vV (n-1)/a. My favorite generalization to manifolds with density uses a different re- 
placement for the Ricci curvature. 

8 Myers’ Theorem with Density Let M” be a smooth, connected Riemannian 
manifold with smooth density e? < b, complete in the weighted metric. If (in the un- 
weighted metric ) 

Ric- Ag + Hess >a >0 
then the weighted diameter satisfies 
diam<nxb v(n-1)/a 
The proof is a minor modification of the standard proof of Myers’ theorem. Since the only 
weighted quantity to appear in the statement is length, there is(another, different) such 
result by applyinig the classical Myers’ theorem to the conformally altered metric, but 
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the hypothesis in terms of the original metric becomes unwieldy. Qian provides other 
generalizations which depend on | V % 1°. See also Villani, Wei-Wylie, and references 
therein. There are also various volume estimates generalizations of Bishop’ s theorem. 

The alternative approach of Bayle, similar in essence to Bakry-Emery, uses just 
second variation. For the record, we present such formulas for manifolds with density . 
The classical formulas are augmented by terms involving the first and second normal 
derivatives of %. For applications to stability of a slightly reformulated second variation 
formula. 

9 First and Second Variation Zet M” be a smooth Riemannian manifold 
with smooth density p = e*. Let S be a smooth hypersurface and consider a smooth 
normal variation of compact support of constant velocity u(s)along the geodesic 


normal to S at s. The the first and second variations of ( weighted ) area satisfy 


o'u) =- | un- DE (1) 


(u) = | | Vu |? + w(n - 1)°H%, - WIP - w?Ric(n,n) + u (dy/dn’) 
(2) 


where II is the second fundamental form and the generalized mean curvature Hy, 


satisfies 


5 _1 dy 
By = Las 


The integrals are with respect to weighted area. 
Remark If u =1, then the second variational formula is equivalent to the first plus 
the fact that 


(n - DIE = P + Rie(n, n) 


which follows from the case of the curvature « of a curve in a surface of Gauss curvature 


G 

d =K +G 

10 Corollary Zet M” be a smooth, complete , finite volume Riemannian mani- 
fold with smooth density b = e? with 
Ric - Hess y > y 

Then the isoperimetric profile P and its derivatives P' , P" satisfy 

PP'<-y (1) 
almost everywhere ( and in a weak sense everywhere). If equality holds, then a perimeter 
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minimizer has vanishing classical second fundamental form . 

In Gauss space, equality holds and perimeter minimizers are hyperplanes . 

By scaling the density, which does not affect Hess y or PP” or hence the hypothe- 
sis or conclusion of Corollary 10, one may assume that M has unit volme. Since equality 
holds in(1)for Gauss space, isoperimetric estimates such as Levy-Gromov (Theorem 7) 
follow; here, for example, we deduce the isoperimetric inequality in Gauss space. 

Proof When we say that(1) holds in a weak sense, we mean that at each point, 
P( V) lies under a smooth function with the same value and second derivative at 
most — ¥/P. To prove this in the case that a perimeter-minimizing hypersurface is 
smooth, as always holds if n <7, we just consider uniform normal perturbations, whose 
perimeters P( V) give an upper bound on the least perimeter. To compute P'( V) and 
P'(V) for this new family, we use the variation formulae with u = 1. Using dots for 
time derivatives, by the first variation formula, since ~ (n - 1) H; = P’ 

P= PP’ 

In the second variation formula, the first term of the integrand vanishes. The second 
term is P’?. The third term is nonpositive and vanishes if and only if I =0. The last 
two terms are by hypothesis at most - y. Therefore 

P<P(P?- y) 
Since V = P, by the chain rule P’ = dP/dV = P/P and 

PP- P? _P(P?-y)-PP?_ -7 

= P < P? = P 
Therefore, PP" < — Y, and equality implies that the perimeter minimizer has II =0, as 


P" 


desired. 

Even if the perimeter-minimizing surface is not smooth, the singular set is very 
small, of codimension at least 8, and one can use limits of variations u that vanish in a 
small neighborhood of the singular set. 

To prove minimizers in Gauss space, let Po( V) denote the perimeter of a hyper- 
plane enclosing volume V, for which equality holds in(1) with y = 1. Suppose that for 
some Vo, P( Vo) < Po( Vo) and that Vo is chosen to maximize Po( Vo) - P( Vo). 
Since P’(Vo) < - 1/P (Vo) < - 1/Po( Vo) = P"o( Vo), this yields an immediate 
contradiction. Hence, P = Po, equality always holds in(1), and hyperplanes are mini- 
mizers. Moreover, any minimizer has II=0. Since the underlying Riemannian manifold 
is Euclidean, any minimizer is a hyperplane. 

Remarks For unit or constant density, (1)is not sharp for the model case of the 
sphere. In that category, there is a sharp result 
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PP' < - P?/(n-1)-7 (2) 
obtained by keeping the IP term and using the estimate I? > (n - 1) H*, which does 
not hold in the category of manifolds with density for Hy. 

Unfortunately, formulas ( 1 ) and (2) appear incorrectly in Morgan and Morgan and 
Johnson, respectively. 

11 Perelman’ s Proof of the Poincaré Conjecture It has long been known 
that among connected compact two-dimensional manifolds, such as the sphere, the 
torus, and the two-holed torus, the sphere is characterized by the fact that any loop can 
be contracted to a point, whereas a loop around a torus, for example, cannot be con- 
tracted to a point. The Poincaré Conjecture, suggested by Henri Poincaré in 1904, pro- 
poses the analogous result for threedimensional manifolds: a simply connected compact 
three-dimensional manifold must be a sphere. At the 2006 International Congress of 
Mathematicians, Grigori Perelman was awarded the Fields Medal for its proof, although 
he declined to accept it. 

High-dimensional versions of the Poincaré Conjecture, with more space to do geo- 
metric constructions, are easier. Stephen Smale proved the analogous conjecture for di- 
mensions at least 5 and won the Fields Medal in 1966. Michael Freedman proved the 4- 
dimensional case and won the Fields medal in 1986. 

Figure 2. In 1904, Henri Poincaré(left) proposed his famous conjecture. In 2003, 
Grigori Perelman( right) proved it. (Photos from the Internet) 


Figure 2 

The basic idea of Perelman’s proof, due to Richard Hamilton, is to start with any 
simply connected compact three-manifold and let it shrink at each point in each direction 
at a rate proportional to its Ricci curvature. If you can show that you eventually end up 
with a round sphere, with perhaps other spheres pinched off along the way, you can 
conclude that you must have started with a(deformed ) sphere. 

The fundamental difficulty is to obtain some control over the formation of singulari- 
ties. To focus attention about a point p of concern, Perelman gives the manifold large 


density about that point and lets the metric flow by the associated generalized Ricci cur- 
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vature Ric, 3(4). If one fixed the measure, then the density evolves as a modified 
backwards heat equation and approaches a delta function at p . His general monotonicity 
of energy now provides the requisite local information instead of the usual global informa- 
tion. (Actually, in the proof, to facilitate surgery, Perelman moves to a localized version 
of the density called the length function) 

Remarkably, modulo diffeomorphisms, this generalized Ricci flow is equivalent to 
the standard Ricci fow. As Perelman puts it, “The remarkable fact here is that different 
choices of [ density ]lead to the same flow, up to a diffeomorphism; that is, the choice 
of[ density ]is analogous to the choice of gauge.” This means that during the proof one 
can choose any density for convenience. In summary, manifolds with density provide a 
convenient technical context for applying diffeomorphisms to focus attention on regions of 
concem. 

In addition to general manifolds with density, the premier example of Gauss space 
makes an important appearance in Perelman’ proof. Specifically, the isoperimetric in- 
equality on Gauss space in functional form, known as the Gaussian logarithmic Sobolev 
inequality, is an important technical ingredient. 

General manifolds with density have not appeared in most expositions of Perelman’ s 
work. This is partly because they appear just in his introductory sections and are re- 
placed by his length function in the actual proof. It is also partly because manifolds with 
density are not as familiar to the mathematical community as they should be. They ap- 
pear in the very first sentences of the body of Perelman’ s paper, where he begins by 


considering a manifold with density e~/ and scalar curvature R: 
Consider the functional F = | ea +1 VF |?2)e-/dV for a Riemannian metric Zi and a 


function f on a closed manifold M. 
Anderson, in his Notices survey, makes the following comments on Perelman ”8 
discussion of Ricci flow in manifolds with density : 

It turns out that, given any initial metric g(0) and 1 >0, the [ density ] function f.. . 
can be freely specified at g(t)... Perelman then uses this freedom to probe the geometry of 
g(t) with suitable choices of f. For instance, he shows by a very simple study of the form of 
[the energy] F that the collapse or noncollapse of the metric g(t) near a point xo can be de- 
tected from the size of F by choosing f to be an approximation to a delta function centered at 
x. The more collapsed g(t) is near x, the more negative the value of F. The collapse of 
the metric g(t) on any scale in finite time is then ruled out by combining this with the fact 
that the functional F is increasing along the Ricci flow. In fact, this argument is carried out 
with respect to a some what more complicated scale-invariant functional than F; motivated by 
certain analogies in statistical physics, Perelman calls this the entropy functional . 
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Perelman, in the following excerpt from his Introduction, refers to this noncollapse 
result of his § 4. He also mentions the use in his § 3 of the Gaussian isoperimetric in- 
equality to prove that you do not get periodicity instead of the desired limiting behavior. 

We prove that Ricci flow, considered as a dynamicaly system on the space of riemanni- 
an metrics modulo diffeomorphisms and scaling, has no nontrivial periodic orbits. The easy 

(and known)case of metrics with negative minimum of scalar curvature is treated in § 2;the 

other case is dealt with in § 3, using our main monotonicity formula(3.4) and the Gaussian 

logarithmic Sobolev inequality, due to L. Gross. In § 4 we apply our monotonicity formula to 
prove that for a smooth solution of a finite time interval, the injectivity radius at each point is 
controlled by the curvatures at nearby points. This result removes the major stumbling block 


in Hamilton’ s approach to geometrization. 
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附录 V “下 个 世纪 的 数学 问题 ” 


V.I. Amod 代表 国际 数学 联盟 已 经 给 很 多 数学 家 写 了 信 , 建 议 他 们 描述 一 
下 下 个 世纪 的 大 问题 .这 篇 报告 是 我 的 回答 . 


Amold 发 出 这 种 邀请 部 分 地 受到 了 1900 年 Hilbert 列 出 的 23 个 问题 的 启 
发 .我 也 利用 了 这 些 问题 来 帮助 构思 这 篇 文章 . 

RIJE T 18 个 问题 , 选 题 的 准则 如 下 : 

(1) 陈述 简单 ,同时 也 注意 数学 上 的 确切 性 . 

(2) 我 本 人 比较 熟悉 的 问题 ,并 且 已 经 发 现 不 是 个 容易 的 题目 . 

(3) 一 个 信念 :所 提问 题 , 它 的 解 , 部 分 结果 其 或 为 求 得 解答 所 作 的 努力 都 
可 能 对 数学 及 其 在 下 个 世纪 的 发 展 有 极 大 的 重要 性 . 

这 些 问题 中 有 一 些 是 人 们 熟知 的 .事实 上 ,其 中 已 包含 了 我 相信 和 是 三 个 最 
大 的 未 解决 的 问题 :Riemann 猜想 、Poincaré 猜想 及 “P = NP 吗 ?” .除了 Riemann 
猜想 外 ,下 面 还 有 一 个 问题 也 出 现在 Hilbert 列 出 的 问题 表 中 (Hilbert 第 16 问 
题 ) .本 文 有 一 些 内 容 与 我 早 些 时 候 的 一 篇 文章 有 点 相 重 . 那 篇 文章 的 题目 是 : 
动力 学 的 回顾 ,大 问题 及 失败 的 尝试 . 

我 们 开始 吧 . 

问题 1: Riemann 假设 

Riemann zeta 函数 定义 为 


g(s) = 二 ,Re(s) > 1 
的 解析 延 拓 . 此 假设 是 关于 它 的 零点 的 :在 区 间 带 0 < Re(s) < 1 中 的 零点 都 在 
Re(s) = 3 WARE. 


这 是 Hilbert 所 列 的 第 8 问题 .有 很 多 关于 《函数 和 Riemann 假设 的 好 书 , 也 
很 容易 找到 . 这 里 我 不 再 缆 述 . 

问题 2: Poincaré 猜想 

假定 紧 连 通 的 3 维 流 形 具有 如 下 性 质 : 它 的 每 个 圆周 均 可 形变 为 一 个 点 ， 


原 题 :Mathematical ob ee for the Next Century. 作者 :Steve Smale. 译 自 :The Mathematical 
PE encer. Vol.20, No.2,1998. 
SSE 1997 年 6 月 ,Smale 在 多 伦 多 ， Fields 研究 所 祝贺 Amold 60 岁 生 日 时 所 做 的 演讲 . 
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那么 此 流 形 必 与 3 维 球面 同 胚 吗 ? 
n 维 球面 指 
[IxER"™ |e] = 1}, l xl? = Dia} 

Z n 维 流 形 可 以 看 成 某 个 欧 氏 空间 中 的 有 界 闭 nn 维 曲面 (可 以 微分 且 无 奇 
点 ). 

n 维 的 Poincaré 猜想 是 说 : n 维 紧 流 形 M 如 果 具 有 性 质 : 当 大 < n( 或 等 价 
地 ,上 < =) 时 ,每 个 映射 :5+ 一 M 均 可 变形 为 一 点 的 话 ,那么 它 必 与 s 同 胚 . 

Henri Poincaré 在 他 开创 拓扑 学 的 先驱 工作 中 研究 了 这 些 问 题 .Poincare 在 
1900 年 给 了 一 个 一 般 的 n 维 情 形 的 证 明 . 随 后 (在 1904 年 ) 他 发 现 他 原先 的 说 
法 有 反例 .在 第 二 篇 文章 里 ,他 只 考虑 n = 3, 并 将 3 维 情形 作为 如 上 问题 (实际 
上 不 是 “猜测 ”) 予以 陈述 . 

我 自己 和 这 个 问题 的 关系 在 [Smale,1990] 中 有 交代 ,我 在 该 文中 写 道 : 

“我 是 1955 年 在 爱 娜 堡 (Ann Arbor) 写 一 篇 有 关 拓 扑 问题 的 论文 时 第 一 次 
听 说 Poincaré 猜想 .不 久 ,我 以 为 我 发 现 了 一 个 证 明 (3 维 情形 ) . Hans Samelson 
在 他 的 办 公 室 里 ,我 很 激动 地 向 他 勾画 了 我 的 想法 …… 出 了 办 公 室 ,我 发 现 我 
的 “证 明 " 完全 没有 用 到 3 维 流 形 的 任何 条 件 .” 

1960 年 ,我 给 n > 4 时 的 n HÈ Poincaré 猜测 以 一 个 肯定 的 回答 . 1983 年 ， 
Mike Freedman 对 n = 4 给 出 一 个 肯定 的 回答 (注意 :对 n > 4, 我 证 明了 更 强 的 
结果 : M 是 两 个 实心 球 的 光滑 并 : M = D" U Dr"; 至 今 ,这 个 结果 在 n = 4 时 仍 
没有 证 明 ). 

与 此 有 关 的 一 些 背 景 材料 , 除 上 面 已 经 提 到 的 外 ,可 见 [Smale,1963] . 

在 Poincaré 之 后 的 许多 别 的 数学 家 曾经 宣称 证 明了 3 维 的 情形 ,对 这 些 尝 
试 的 介绍 见 [Taubes, 1987]. 

Poincaré 猜 想 在 数学 史上 是 基本 的 ,原因 为 : 它 很 好 地 突出 了 流 形 是 一 个 有 
其 自身 重要 性 的 研究 对 象 . Poincaré 就 这 样 以 其 对 几何 对 象 ,包括 代数 簇 、 黎 曼 
流 形 等 的 关注 而 对 20 世纪 的 数学 影响 至 巨 . 

我 坚信 ,今天 在 “多 项 式 时 间 的 算法 ”上 ,存在 着 类 似 的 现象 .算法 不 仅仅 
只 是 作为 解决 其 他 问题 的 一 种 手段 , 它 还 由 于 其 自身 的 重要 性 而 显得 重要 . 因 
此 我 认为 ,就 像 研 究 方 程 的 解 的 集合 ( 流 形 ) 在 20 世纪 的 数学 里 扮演 了 重要 角 
色 那 样 , 找 解 的 研究 (算法 ) 在 下 一 个 世纪 里 将 会 起 到 同样 的 重要 作用 . 

问题 3:P = NP E? 

有 时 我 把 这 问题 看 成 是 计算 机 科学 送 给 数学 科学 的 礼物 .也 许 把 这 问题 写 
成 传统 数学 的 形式 更 为 有 用 . 

为 此 目的 ,首先 考虑 Hilbert 在 复数 域 上 的 零点 定理 (Nullstellensatz). 为 此 
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设 记 ,大 是 ”个 变 元 的 复 多 项 式 . 要 求 判定 :它们 是 否 有 一 个 公共 的 零点 5 E 
C"? 零 点 定理 断言 :不 存在 如 此 的 《 AYA n 个 变 元 的 复 多 项 式 gj ，…, g 
满足 下 述 多 项 式 的 恒等式 
之 &ifi = | D 

由 Brownawell(1987) 和 其 他 人 建立 的 有 效 零 点 命题 说 到 在 上 述 命题 中 ,人 

们 可 以 假定 & 的 次 数 满足 
deg g; < max(3,D)",D = max deg f; 

以 这 个 次 数 为 园 界 ,这 个 判定 问题 可 以 变 成 一 个 线性 代数 的 命题 . 给 定 S, 的 系 
数 ,人 们 可 以 检验 中 对 于 g 的 系数 是 否 有 解 ,因此 人 们 可 以 有 一 个 判定 零点 定 
理 的 算法 .如 此 算法 所 需 的 步 数 是 以 (作为 输入 的 大 小 的 )f; 系数 数目 指数 增长 
的 . 

(在 C 上 的 ) 猜测 ”不 存在 判定 复数 域 C 上 的 Hilbert 零 点 定理 的 多 项 式 时 
间 算 法 . 

一 个 多 项 式 时间 算 法 是 这 样 一 种 算法 , 它 的 步 数 由 诸 f 的 系数 数目 的 一 个 
多 项 式 所 界定 . 

为 了 数学 地 理解 这 个 猜测 ,人 们 需要 算法 的 严格 定义 .在 此 范围 内 ,传统 的 
Turing 机 的 定义 是 无 意义 的 . 

非常 简要 地 说 ,C 上 的 机 器 是 以 复数 的 有 穷 串 作 为 输入 .状态 和 输出 的 , 另 
外 ,关于 状态 的 计算 包括 算术 运算 和 串 移 送 .最 后 还 要 有 关于 “xi = 0 成 立 否 ” 
的 分 支 运算 . 

输入 的 大 小 是 指 输入 串 中 元 素 的 个 数 .计算 时 间 指 在 由 输入 到 输出 的 过 程 
中 所 用 的 机 器 运算 的 次 数 . 因 此 C 上 多 项 式 时 间 算 法 是 意义 明确 的 . 

应 该 指出 关于 机 器 的 猜测 的 陈述 中 只 用 到 C 的 结构 是 一 个 域 ,因此 这 里 的 
机 器 和 猜测 对 任何 域 都 有 效 . 特别 地 , 当 域 是 二 元 素 的 Z 时 ,我 们 得 到 Turing 
机 的 定义 . 

考虑 判定 问题 :以 系数 在 Z 中 的 n 个 变 元 的 个 多 项 式 为 输入 ,是 否 存 在 
一 公共 零点 5 € (ZZ)"? 

猜测 :不 存在 可 判定 此 问题 的 Z 上 多 项 式 时 间 算法 . 

PEAR P x NP 的 简单 重 述 . 

在 上 面 我 们 回避 了 有 关 NP 完全 性 的 基本 概念 和 定理 . Cook 和 Karp 的 经 典 
情况 可 参见 [ Garey-Johnson, 1979], 任意 域 上 理论 的 经 典 情况 可 参见 BESS. 

问题 4 ”多项式 的 整数 零点 

我 们 首先 定义 一 个 源 于 复杂 性 理论 的 丢 番 图 不 变量 r. 对 于 一 个 整 系数 单 
变量 的 多 项 式 AE Z[t], 它 的 一 个 程序 是 如 下 定义 的 “对 象 ”(1,1， Uys", Wy): 
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uo = t,u = 1l,u, = f, 使 得 对 任何 1,wu, = u; ° uj(i,j < 1), 这里。 表示 +, 
-, x 中 的 任 一 种 运算 .定义 r(7) 为 在 所 有 这 样 的 程序 中 的 最 小 值 . 

问题 ;f 不同 整 零 点 的 个 数 是 否 能 被 r(7) 的 一 个 多 项 式 所 界定 ?换言之 ,是 
否 对 所 有 的 f€ Ze) 

ZAf) < t(f)° 

这 里 Z 表示 /不 同 整 零点 的 个 数 ,c 是 一 个 与 /无 关 的 常数 . 

我 和 Mike Shub 在 研究 复杂 性 问题 时 发 现 了 上 述 问题 .我 们 证 明了 该 问题 
的 肯定 回答 ,将 意味 着 零点 理论 作为 C 上 的 一 个 决策 问题 是 难以 驾驭 的 ,因此 
#2 C EP x NP. 

FF AKATE 2*w+1, 它 的 全 部 零点 数 将 不 会 超过 241, 

对 于 Chebyshev 多 项 式 ,其 不 同 实 零点 的 个 数 就 呈 r 的 指数 级 增长 . 

许多 经 典 的 丢 番 图 问题 是 关于 两 个 或 更 多 个 变量 的 .这 里 所 问 的 仅仅 是 单 
个 变量 时 的 一 个 估计 ,然而 , 它 似乎 已 经 不 太 容易 . 

此 外 ,还 有 一 个 与 之 相关 的 问题 . 对 一 个 整数 m 可 类 似 定义 它 的 程序 (1， 
ml 1 : 令 m = m,mo = 181% m, = m; ° m,i,j < 9, 这 里 。 表 示 +, -， 
x 中 任 一 种 运算 .在 m 的 所 有 程序 中 ,r(m) 表示 1 的 最 小 值 .因此 ,rt(m) 代表 
了 从 1 开始 ,通过 加 \ 减 、 乘 得 到 m 的 最 短 过 程 . 

问题 :是 否 存 在 一 个 常数 <, 使 得 对 所 有 整数 ,zr(k1) < (log k), ATE 
许 期 望 这 是 错 的 ,以 致 《1! 是 “ 难 计算 的 ”. 

问题 5: 丢 番 图 曲线 高 度 的 界 

是 否 存 在 一 个 与 /无 关 的 常数 c ,使 得 丢 盔 图 方程 f(x,y) = OBA FE 
Z[u,v]) 的 可 行 性 能 在 时 间 2° 内 被 确定 ? 

XE s = s(f) 是 的 “大 小 ”, 其 定义 如 下 

s(f) = 2 (log | ad, l+ 1), f(x,y) = Daxi’ 


a = (asa) X lal= al +azy ai 三 0 
此 外 ,如 果 存 在 整数 *,y 使 得 Kx,y) = 0, 则 称 f 是 可 行 的 .我 们 假定 这 里 
使 用 的 是 Turing 计算 模型 . 


上 述 问题 基本 上 是 在 [Cucker-Koiran-Smale,1997] 提出 的 . s(f) 实际 上 是 f 
的 某 种 形式 的 “高 度 ”. 例 如 ,[Lang,1994] 中 所 猜测 的 高 度 的 界 对 解决 此 问题 可 
能 会 有 帮助 .也 可 参见 [Manders-Adleman,1978]. 

问题 6: 天 体力 学 中 相对 平衡 态 数 目的 有 限 性 

给 定 正 实数 mi ,…, m 作为 天 体力 学 的 n 体 问 题 中 物体 的 质量 , 问 相 对 平 
衡 态 的 数目 是 否 有 限 ? 

此 问题 见于 Wintner 关于 天 体力 学 的 书 (1941) 中 .一 个 相对 平衡 态 是 指 由 
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平面 旋转 诱导 的 牛顿 方程 的 一 个 解 . 
三 体 问题 有 五 个 相对 平衡 态 :三 个 由 Lagrange 发 现 , 另 两 个 由 Euler 发 现 . 
四 体 问 题 (相对 平衡 态 ) 的 有 限 性 尚 不 清楚 . 
在 文 [Smale,1970] 中 ,我 说 明了 相对 平衡 态 是 平面 n 体 问 题 中 由 势能 诱导 
的 函数 的 临界 点 ,确切 地 说 ,相对 平衡 态 对 应 于 
V:(S, - A)/SO(2) >R 


的 临界 点 ,其 中 S = {x € (RI >) ma = 0,5 m la]? = 11,4 = 
{x E Spx; = x, IFRS yg j). WER SO(2) 作用 在 S; - 和合 上 ,了 是 由 势能 
函数 


V(x) £ S) mm, 


i<j | Xi 一 条 | 

在 商 空间 诱导 得 到 的 .注意 到 TY:S 一 了 在 旋转 群 S0(2) 的 作用 下 是 不 变 的 ,并 
且 商 空间 S,/SO(2) [ART n — 2 维 复 射影 空间 . 

Mike Shub( 1970) 证 明 临 界 点 的 集合 是 紧 的 ,Palmore(1976) 证 明 即 使 n = 4 
时 , 世 也 可 能 有 退化 的 临界 点 . 

相对 平衡 态 在 天 体力 学 中 起 着 重要 的 作用 ,例如 , 它 在 角 动 量 映射 产生 的 
分 支 中 的 作用 . 此 外 在 太阳 系 中 存在 的 “Trojans”(“ 脱 罗 央 群 ”", 是 一 群 小 行 
星 一 一 译注 ) ,就 相应 于 Lagrange 相对 平衡 态 . 

Kuz’ mina( 1977) 对 于 通 有 情形 找到 了 明确 的 上 界 . 

进一步 的 背景 材料 可 以 在 [Abraham-Marsden,1978] PREI. 

问题 7:2 维 球面 上 点 的 分 布 

令 WV(x)= >， log Taal et x = (x1, , xy), xi 是 2 维 球面 


I<i<j<N 


S? cR 上 的 不 同 点 ， | Xi — Xj | 是 R? 中 的 距离 . 记 min,Vy(x) 为 Vy. 
寻找 (x1,… xy) ,使 得 
Vy(x) - Vy < clog 和 N, 其 中 6 为 一 通用 常数 © 
“寻找 ”是 指 给 出 一 个 算法 ,输入 NN ,就 会 输出 2 维 球 面 上 的 满足 @ 的 W 个 不 同 
的 点 x1,…, oy. 准确 地 ,我们 可 以 借助 关于 的 停机 时 间 多 项 式 得 到 BCSS 意 
义 上 的 实数 算法 (添加 一 个 平方 根 计 算 ). 

这 个 问题 来 自 于 我 跟 Mike Shub 一 起 对 复杂 性 理论 的 研究 [Shub-Smale， 
1993 ] ,动机 是 寻找 一 个 关于 同 伦 算 法 的 好 的 起 始 多 项 式 , 以 深入 了 解 现 代数 学 
基本 定理 . 

满足 Vy(x) = Vn 的 点 (x1,…,xn) = x BRAN TCHR Fekete 点 ( 见 [Tsuji， 
1959]). 

作为 N 的 函数 ,Vw 满足 
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Vy =- qlog(2).n? - Ż Nog N + O(N) 
很 自然 地 也 可 以 考虑 函数 
Vy(x,s) = Tee = min Vy(x,s) 
i<j Xi 一 条 
xx 同上 ,0<s<2. 当 *=0 时 ,自然 地 对 应 着 原来 的 Vy(x), Vy. 4 s = 1 时， 
Vy(x,1) 是 Coulomb 势 函 数 , Vy(1) 对 应 着 被 约束 在 2 维 球面 上 的 N 个 电子 的 
某 个 平衡 位 置 . 

对 以 上 主要 问题 我 曾 求助 于 Ed Saff. 后 来 ,他 和 他 的 同事 们 在 这 个 主题 和 
相关 邻 域 写 出 了 许多 好 文章 . 这 方面 的 背景 和 进一步 的 资料 可 参看 
[ Kuijlaars-saaf,1997| 和 [Saff-Kuijlaars,1997] . Mi ZE [Rakhmanov-Saff-Zhou, 1994} 
中 ,可 以 找到 支持 这 些 问 题 的 数值 证 据 (N = 12 000). 

求解 我 们 的 主要 问题 的 另 一 个 办 法 是 优化 函数 

Wy(x) = (expYw(x))- = I Il x; — x; Il 


然而 正 像 在 [Shub-Smale,1993] 中 所 写 到 的 ,“……: 这 个 办 法 不 会 是 容易 的 , 因 
为 有 指标 N 的 鞍点 (在 S 的 大 圆 上 平均 散布 着 N 个 点 x1,…,xw) ,而 且 Wy 具 
有 的 各 种 对 称 性 也 会 搅乱 图 象 .” 

问题 8: 把 动力 学 引进 经 济 理论 中 

下 面 的 问题 不 是 纯 数学 问题 , 它 位 于 经 济 学 和 数学 交汇 处 .目前 ,人 们 只 是 
对 这 问题 的 极 特 殊 情形 给 出 了 解决 . 

把 一 般 的 均衡 理论 的 数学 模型 推广 到 包含 价格 调节 的 情形 . 

经 济 学 中 有 一 个 关于 平衡 价格 的 (静态 ) 理论 , EX Walras 所 开创 , 由 
Arrow 和 Debreu 商定 了 坚实 的 基础 ( 见 [Debreu,1959]) .在 只 有 一 个 市 场 的 平凡 
情形 ,这 相当 于 一 种 均衡 :供给 等 于 需求 ”, 而 且 很 容易 获得 一 种 常态 的 动力 学 
[ Samuelson, 1971] .对 于 多 个 市 场 ,情况 则 非常 复杂 . 

有 一 个 从 价格 空间 到 商品 空间 的 过 剩 需 求 函 数 Z(p) = D(p) - S(p). 需 
R D 和 供给 5 都 定义 为 个 体 的 总 和 .经 济 学 理论 认为 涉及 个 体 行为 的 条 件 是 正 
当 的 ,它们 引导 出 Z 上 的 公理 .对 于 过 剩 需求 映射 Z RL R 的 这 些 公理 为 : 

(1)2(4p) = Z(p), Yp = (pio spr ,Pi O44 E€ R,à > 0. 


>, piZi(p) = 0, Walras 法 则 (总 值 为 零 ). 


(3) 如 pi = 0, 则 Zi(p) > 0( 对 免税 商品 为 正 需 求 ). 

由 (1),(2),(3),2 可 解释 为 (1 - 1) 维 球面 与 正 象限 (positive orthant) 的 交 
集 上 的 向 量 场 ,该 向 量 场 在 边界 上 指向 内 部 . 均衡 价格 向 量 p* 的 存在 性 可 由 
Hopf 定理 得 出 ,所 以 Z(p* ) = 0, 及 “供给 等 于 需求 ”. 
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问题 8 要 求 一 个 动力 学 模型 来 描述 ,其 状态 变量 为 价格 向 量 (或 许可 扩大 e 
到 包含 其 他 经 济 变量 ). 这 个 理论 应 该 与 现 有 的 均衡 理论 相 匹配 .最 希望 得 到 的 
特征 是 由 经 济 的 个 体 行为 所 决定 的 价格 随时 间 的 演化 . 
我 在 这 个 问题 上 已 工作 了 几 年 , 感觉 到 它 是 经 济 理论 中 的 主要 问题 
[Smale,1976], 了 解 其 背景 可 参见 [Smale,1981 ] . 
问题 9: 线 性 规划 问题 
是 否 存 在 基于 实数 的 多 项 式 时 间 算 法 来 决定 不 等 式 线性 系统 A, > b 的 可 
行 性 ? 
这 个 问题 所 要 求 的 算法 是 由 一 个 实数 机 器 给 出 的 BCSS 意义 上 的 算法 ( 见 
问题 3) .系统 Ax > b 输入 一 个 m x n KERA 和 一 个 向 量 b € R" ,问题 为 :是 


否 存在 x E R", 使 得 对 所 有 i = 1,…,m, 都 有 了》) = ayy > 已 ?时 间 由 算术 运 


算 的 次 数 来 决定 .这 个 问题 出 现在 BCSS 中 . 
这 是 线性 规划 中 优化 问题 的 最 重要 的 一 种 提 法 .如 上 给 定 4, 和 ec € R"， 
判定 满足 条 件 Ax > bY 


maxc*x 
xER” 


是 否 存在 ,如 果 存 在 ,输出 一 个 这 样 的 x. 

Dantzig 著名 的 单纯 形 法 对 于 (及 上 的 ) 这 两 个 问题 提供 了 (基于 实数 的 ) 算 
法 .但 是 Klee 和 Minty 证 明了 这 个 算法 在 最 坏 的 情形 其 运算 速度 是 指数 式 的 组 
慢 .另外 ,Borgwardt 和 我 在 Haimovich 的 极为 重要 的 帮助 下 证 明了 大 多 数 情况 下 
它 是 多 项 式 时 间 的 .关于 这 些 可 参看 [Schrijver,1986] . 

根据 计算 的 Turing 模型 ,利用 有 理 数 域 Q, mH H “ER” (bits) 来 衡量 的 
话 , 则 有 平行 的 理论 .起 始 于 Rudin-Nemirovsky 的 思想 Khachian 对 线性 规划 问 
题 找 到 了 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ( 椭 球 法 ) .后 来 Karmarkar 借助 于 他 的 “内 点 法 ” 
找到 了 一 个 实际 的 算法 ,可 以 在 Turing 模型 上 以 多 项 式 时 间 运 行 .对 于 这 些 , 可 
参看 文献 [Grotschel-Lovasz-Schrijver,1993] 和 [Schrijver,1986] . 

与 基于 及 上 的 上 面 的 主要 问题 密切 相关 的 一 个 类 似 的 问题 是 :对 这 些 线性 
规划 问题 是 否 存在 基于 Q 上 的 “ 强 多 项 式 算法 ”? 这 个 算法 要 求 算术 运算 的 次 数 
和 节 运 算 (Bitoperation) 的 次 数 都 是 输入 次 数 (m x (n + 1)) 的 多 项 式 . Megiddo, 
特别 是 Tardos 对 这 个 问题 已 给 出 部 分 解答 .( 见 [Grotschel-Lovasz-Schrijver， 
1993]). 

而 对 于 R 上 的 问题 ,也 有 参考 文献 [Barvinok-Vershik,1993] 和 
[ Traub-Wozniakowski, 1982] . 

问题 10: 封 闭 引 理 

设 p 是 紧 致 流 形 M 上 的 一 个 微分 同 胚 S:M 一 M 的 非 游 功 点 . S 是 否 可 以 
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直到 r 阶 导数 (对 于 每 一 个 r) 被 M 上 的 微分 同 胚 7:M 一 M ER HEE 
(C”- ii), (843 p 是 7 的 周期 点 ? 

非 游 荡 点 p © M 是 指 已 具有 如 下 性 质 :对 于 p 的 每 个 邻 域 U, 存 在 k CZ 
使 得 SU U x 名. 这 里 是 S$* 是 $ 的 次 迭代 ;如 果 Tp) = p,p 是 7 的 周 

这 就 是 “封闭 引 理 ” 的 离散 形式 , 它 的 C! 情形 已 由 Charles Pugh(1967) 给 出 
肯定 的 解答 . 

很 容易 找到 满足 要 求 的 C - 通 近 . Peixoto 发 现 这 一 论证 对 于 C! 不 成 立 ， 
修正 了 René Thom 的 一 个 错误 (René 告诉 我 这 是 他 犯 的 最 大 的 错误 ). 

Pugh 和 Rohinson(1983) 就 Hamilton 情形 证 明了 C! - 逼近 的 封闭 引 理 . 
Peixoto 正面 给 出 了 圆周 上 以 及 可 定向 二 维 流 形 上 连续 时 间 情 形 的 C" - 逼近 
(对 任意 r). 最 近 通 过 Hayashi(1997) 的 工作 封闭 引 理 被 赋予 了 进一步 的 重要 
性 ;也 见 [Wen-hia,1997] . 

问题 11: 一 维 动力 学 是 否 通常 是 双 曲 的 ? 

一 个 复 多 项 式 了 能 否 被 具有 这 样 性 质 的 同 次 多 项 式 所 逼近 ,其 每 一 个 临界 
点 在 迭代 下 趋向 于 某 个 周期 汇 (periodic sink)? 

即使 对 于 二 次 多 项 式 这 一 问题 也 还 没有 解决 . 这 里 考虑 由 多 项 式 映射 7: 
C 一 C 的 迄 代 生 成 的 离散 动力 系统 . 因此 若 z € C, 它 的 时 间 轨 道 z = zz, 
z2，,"… 由 z = 7(zi_1) 定义 ,i 可 理解 为 (离散 的 ) 时 间 . 7 的 不 动 点 w(T(w) = 
w) 是 一 个 汇 ,如果 TE w 处 的 导数 T'(w) 的 绝对 值 小 于 1, 7 的 周期 为 p 的 周 
期 汇 是 T 的 一 个 汇 .了 的 临界 点 是 指 7 的 导数 为 0 的 点 . 

精确 地 阐述 这 一 问题 后 ,从 产生 于 20 世纪 60 年 代 的 双 曲 动力 学 的 框架 去 
看 是 很 有 帮助 的 .微分 同 胚 7: M 一 M 的 不 动 点 x 是 双 曲 的 ,如 果 OT Ex 处 的 导 
数 DT(x)( 作 为 切 空间 的 线性 自 同 构 ) 没有 绝对 值 为 1 的 特征 值 . 若 * 是 周期 为 
p 的 周期 点 并 且 是 P 的 双 曲 不 动 点 ,那么 x 是 双 曲 的 . 双 曲 性 的 定义 可 以 自然 
地 扩展 到 0 一 一 非 游荡 点 集 的 闭 包 上 ( 见 问题 10). 

一 个 动力 系统 7 E DIM) 称 作 是 双 曲 的 (或 满足 公理 A) ,如 果 周 期 点 集 
在 2 中 稠密 ,并 且 0Q 是 双 曲 的 [Smale,1967] BK[ Smale, 1980] .我 们 还 要 假定 一 
个 无 环 条 件 .许多 人 特别 是 Ricardo Mané 的 工作 ,将 双 曲 动力 学 与 被 称 做 结构 
稳定 性 的 动力 学 稳定 性 的 一 个 很 强 的 概念 等 同 起 来 . 这 甚至 是 这 一 类 动力 系统 
结构 理论 研究 的 开始 . 

双 曲 系统 构成 了 动力 系统 的 一 个 大 集合 ,但 是 包含 应 用 混沌 动力 系统 在 内 
的 一 个 更 大 的 集合 却 超出 了 它 的 范围 . 双 曲 性 的 概念 从 可 逆 动 力 系统 扩展 到 我 
们 上 述 问题 的 情形 , 即 从 C 到 C 的 多 项 式 映射 .经 典 的 复 变 理论 允许 我 们 重新 
提出 一 个 等 价 的 问题 : 
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多 项 式 映射 T:C— C 能 否 被 双 曲 多 项 式 映 射 所 逼近 ? 7 

复 一 维 动力 系统 理论 在 20 世纪 初 为 Fatou 和 Julia FEIS . TE 20 t2 60 4 
代 我 让 我 的 博士 生 John Guckenheimer 看 这 一 领域 的 文献 并 试图 解决 上 述 问题 
(和 其 他 一 些 问题 ) . 他 的 论文 ( 见 [Cherm and Smale, 1970]) 包含 了 一 个 肯定 的 
回答 ,但 在 证 明 中 有 一 个 漏洞 .现在 这 一 问题 作为 一 维 动力 系统 的 基本 问题 仍 
未 解决 . 

John 的 带 有 错误 证 明 的 文章 是 自 Poincaré 以 来 许多 关于 这 一 问题 的 许多 
文章 中 的 一 篇 . 

复 一 维 动力 学 成 为 一 个 活跃 的 研究 邻 域 , 其 中 包含 了 Douady, Hubbard, 
Sullivan, Yoccoz, McMullen 以 及 其 他 人 的 重要 贡献 .( 见 [Memullen,1994]) 

对 于 由 光滑 映射 7: 1 一 71,7 = [0,1] 定 义 的 实 一 维 动力 学 有 着 平行 的 研究 
邻 域 . 

问题 :光滑 映射 T:[0,1],[0,1] 能 否 被 双 曲 映射 C" - 逼近 (对 所 有 > 1)? 

在 Guckenheimer 的 论文 的 同一 时 期 ,我 让 Ziggy Nitecki 研 究 这 一 问题 .我 最 
初 的 忽视 导致 了 没 能 发 现 Nitecki 论文 的 错误 ( 见 [Chem and Smale,1970]), 他 
试图 给 出 上 面 问题 的 一 个 肯定 的 答复 . 

其 后 ,Jakobson(1971) 就 C! - 逼近 回答 了 上 述 问题 ,但 一 般 情形 仍 未 解决 ， 
背景 材料 见 [de Melo-van Strien, 1993 ] . 

问题 12: 微 分 同 胚 的 中 心 化 子 

紧 流 形 M 到 它 自身 的 微分 同 胚 是 否 能 由 只 与 其 迭代 可 交换 的 7:M -> M 
所 C' 通 近 (对 所 有 的 > 三 1)? 

于 是 7 在 微分 同 胚 群 Diff( MM) 中 的 中 心 化 子 应 该 为 | Tr | k Ez. 

在 [Smale,1963] 中 我 就 开始 考虑 中 心 化 子 的 问题 ,但 直到 Nancy Kopell 跟 
随 我 写 出 学 位 论文 之 后 ( 见 [Cherm-Smale,1970]), 在 dim M = 1 的 情形 问题 才 得 
到 肯定 的 回答 . 这 个 问题 是 我 提出 来 的 [Smale,1967] ,今天 对 于 2 - 维 流 形 M, 
问题 仍然 没有 解决 . 

人 们 可 能 会 问 ,具有 平凡 中 心 化 子 的 M 的 所 有 微分 同 胚 之 集 在 cr 拓扑 之 
FÆ DIM) 中 是 否 是 稠密 和 开 的 ? 

对 这 些 问 题 的 主要 贡献 是 由 Palis-Roccoz(1989) 做 的 ,对 任何 流 形 的 双 曲 
动力 学 情形 ,问题 几乎 得 到 了 完全 解决 ( 见 问题 11). 

在 [Smale, 1991] FREE: "我 发 现 这 个 问题 的 有 趣 之 处 在 于 它 对 于 双 曲 
以 外 的 完全 未 知 的 领域 注入 了 曙光 ,在 那些 邻 域 要 想 清晰 地 提出 这 个 问题 都 是 


很 难 的 .” 
问题 13: Hilbert 第 十 六 问题 
考虑 R 上 的 微分 方程 
doy 
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dz = P(x,y), $t = Q(x,y) © 


其 中 已 和 Q@ 是 多 项 式 .系统 的 极限 环 的 数目 是 否 存在 上 界 KRAÉRK <d, 
d 是 P 和 0 的 阶 数 的 最 大 值 ,9 是 一 个 普 适 常数 ? 

这 是 Hilbert 第 十 六 问题 第 二 部 分 的 新 近 的 提 法 .除了 Riemann 假设 , 它 看 
起 来 是 Hilbert 问题 中 最 难以 捉摸 的 一 个 . 

事实 上 ,自从 Petrovskif 和 Landis( 1957) 的 文章 企图 给 出 一 个 正面 的 回答 之 
后 ,这 一 问题 的 进展 似乎 是 倒退 的 ,早期 ,Dulac(1923) 宣称 系统 (3) 具有 有 限 数 
目的 极限 环 . 在 Petrovskif 和 Landis 的 文章 被 发 现 了 一 个 漏洞 后 ( 见 [PetrovskiY 
and Landis, 1959] ) , Ilyashenko( 1985) 发 现 了 Dulac 文章 中 的 一 处 错误 .进一步 史 
松 龄 (1982) 找到 了 Petrovskii 和 Landis 关于 n = 2 情形 给 出 的 特定 的 上 界 的 一 
个 反例 .接着 ,Ecalle 和 Ilyashenko 各 自 独立 地 给 出 Dulac 断言 的 证 明 的 两 篇 文 
章 面世 了 ,这 两 篇 文章 [Ecalle,1992] 和 [Ilyashenko,1991] 尚未 完全 被 数学 界 所 
消化 . 

这 样 有 限 性 得 到 了 ,但 还 没有 上 界 .我 们 将 考虑 一 类 特殊 的 方程 , 它 的 有 限 
性 是 简单 的 ,但 有 界 性 尚未 证 明 . 

下 述 方程 相应 于 Liénard 方程 (可 见 [Hirsch and Smale,1974]) 


d d 
GA ee hale ase ® 


其 中 f(x) 是 首 项 为 x**+! 的 实 多 项 式 且 满足 £0) = 0. 
Efx) = x? -x, 那 么 @ 是 具有 一 个 极限 环 的 van der Pol 方 程 .更 一 般 地 ， 
很 容易 证 明 © 的 所 有 解 顺 时 针 方 向 环绕 平衡 点 (0,0). 沿 着 这 些 解 可 以 定义 
“Poincaré RM” T:R'—> R! ,其 中 Rt WE y HH. © 的 极限 环 恰好 就 是 了 的 不 动 
点 .我 在 各 个 不 同 的 演讲 中 都 提 及 了 估计 这 些 不 动 点 数目 的 问题 .作为 回应 ， 
Linz, de Melo 和 Pugh(1997) 发 现 了 具有 个 不 同 极限 环 的 例子 ,并 猜测 就 是 
极限 环 数目 的 上 界 . (deg .P)? 形式 的 上 界 仍 未 被 发 现 .由 于 了 是 解析 的 ,对 每 个 
f, 有 有 限 个 极限 环 . 
进一步 的 背景 材料 见 [Browder,1976], [Ilyashenlo and Yakovenko, 1995], 
[Lloyd and Lynch, 1988] 和 [Smale,1991 ] . 
问题 14: Lorenz 吸引 子 
Lorenz 常 微 方 方 程 的 动力 学 是 否 就 是 Williams, Guckenheimer 和 Yorke KUL 
何 Lorenz 吸引 子 的 动力 学 ? 
Lorenz 方程 是 
x =— 10x + 10y 
y = 28x -y - xz 
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Lorenz(1963) 利用 计算 机 分 析 上 述 方程 时 发 现 它 的 大 多 数 解 趋 于 一 个 确 
定 的 吸引 集 ,从 而 他 得 到 了 一 个 重要 的 “混沌 ”的 早期 实例 ,然而 缺少 数学 证 
明 .这 一 数值 工作 刺激 了 看 起 来 具有 同样 行为 的 由 几何 定义 的 常 微分 方程 的 严 
格 的 数学 发 展 (Yorke， [ Williams, 1979], [Guckenheimer and Williams, 1979]) .JL 
何 吸引 子 已 被 分 析 得 很 透彻 ,差不多 可 以 说 它 已 被 完全 理解 了 . 

问题 14 是 问 最 初 方程 的 动力 学 是 否 与 几何 模型 的 动力 学 一 致 .最 完全 的 
解答 将 是 描述 一 个 R 到 R 的 同 胚 , 它 将 Lorenz 方 程 的 解 映 到 几何 吸引 子 一 一 
或 者 说 ,几何 吸引 子 双 参数 族 中 某 一 吸引 子 的 解 ( 解 族 中 的 一 些 解 ). 

这 一 问题 的 解答 将 是 建立 应 用 动力 系统 理论 基础 的 第 一 步 . 时 至 今日 ,在 
工程 和 物理 的 方程 中 ,混沌 还 只 是 在 某 种 弱 的 意义 下 被 建立 起 来 , 即 证 明 马 踪 
的 存在 性 (如 Melnikov, Marsden,and Holmes; 见 [Guckenheimer and Holmes, 
1990]). 

动力 系统 中 几何 的 、 结 构 稳 定 的 混沌 吸引 子 出 现在 我 的 文章 中 [Smale， 
1967j. 但 这 些 吸 引子 并 没有 在 任何 物理 系统 中 产生 . 

问题 14 的 一 些 部 分 结果 属于 Richlik 和 Robinson, 见 [ Robinson.1989] . 

问题 15: Navier-Stokes 方程 

R? 中 3 维 域 0 EH Navier-Stokes 方程 有 唯一 的 整体 光滑 解 吗 ? 

这 也 许 是 偏 微分 方程 中 最 著名 的 问题 . 说 得 更 确切 些 , Navier-Stokes 方程 
可 以 写成 


Er ole 4 ead p = Odie a 5 0 


要 找 满足 这 些 方程 的 C* 映射 w:R+x 0 一 Ri,p:Q 一 RR, 在 1 = 0 及 边界 30 
E uA XER = [0, + %),u. y ERF D) u,v 是正 常数 .细节 可 


参看 [Chorin Marsden, 1993]. 

许多 数学 家 研究 过 这 个 问题 .二 维 与 三 维 情况 当 1 在 小 时 间 区 间 [0, T] 时 
已 有 肯定 答案 .参看 [Temam, 1979] . 

很 有 理由 认为 这 个 问题 的 解 是 搞 清楚 满 流 这 个 大 问题 的 根本 的 一 步 .例如 
这 可 以 帮助 领悟 [Ruelle and Takens, 1971 ] 的 思想 ,这 个 思想 把 混沌 吸引 子 的 概 
念 引 入 潮流 模型 中 去 . 也 参看 [ Chorin, Marsden and Smale, 1977]. 

在 [Smale,1991] 中 ,我 曾 问 过 环 面 上 带 强迫 项 的 2 维 Navier-Stokes 方程 的 
解 当时 间 趋 于 无 穷 时 是 否 一 定 收敛 到 平衡 态 .Babik 和 Vishik(1983) 已 经 给 
一 些 反 据 .后 来 Liu(1992) 给 出 证 明了 收敛 到 更 复杂 的 吸引 子 的 一 些 例子 . 
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问题 16: Jacobi 猜想 

假定 f:C" > C" 是 多 项 式 映 射 , 它 有 如 下 性 质 : 在 每 点 的 微分 都 是 非 奇 异 
的 ,那么 了 是 否 一 定 是 一 一 对 应 的 ? 

这 里 f(z) = (fi1(z),…,f(z)), 每 个 fi 是 一 个 n 变 元 多 项 式 .f 在 z 的 微分 
Df(z):C" 一 C 可 以 考虑 为 偏 微分 做 成 的 矩阵 , 非 奇 异 条 件 是 det Df(z) = 0. 

若 f 确 是 内 射 的 ,那么 /一 定 是 满 的 ,并 有 道 , 它 是 一 多 项 式 映射 ,对 此 有 一 
初等 证 明 ,请 看 [Rudin,1995]. 

此 问题 可 回溯 到 20 世纪 30 年 代 . 请 参看 [Bass, Connell 和 Wright, 1982] 和 
[van der Essen, 1997] 关于 此 问题 的 重要 性 背景 及 相关 结果 的 精彩 的 综述 . 

问题 17: 解 多 项 式 方程 组 

对 于 hn 变 元 复 多 项 式 方程 ,能 否 有 一 种 统一 算法 ,平均 用 多 项 式 时 间 
近似 地 找到 一 个 零点 ? 

在 我 与 Mike Shub 合 作 的 五 篇 系列 文章 [Shub 和 Smale,1994] 中 的 最 后 一 个 
定理 即 与 上 述 结果 除了 “统一 ”一 词 之 外 全 相同 . 

我 们 复习 一 下 定义 . 考虑 f: > C",f(z) = (fi(z),…,f.(z)),z = 
(z1,"…,2n) SEP f ed; Kn 变 元 多 项 式 .通过 加 上 一 个 变 元 zo 可 以 合理 地 将 
变 成 齐 次 多 项 式 , 从 而 可 在 相应 的 射影 空间 中 工作 ,然后 再 将 算法 和 结果 还 原 
到 原来 的 仿 射 空间 中 . 

“近似 地 ”本 质 上 可 定义 为 使 用 牛顿 方法 .根据 Abel 和 Galois 及 其 他 人 的 结 
果 知 道 近似 是 必要 的 .如 果 你 想 要 得 到 关于 时 间 的 形式 的 定义 ,可 以 说 它 是 由 
在 真正 的 机 器 上 所 作 的 算术 运算 和 比较 “= ”的 次 数 来 度量 的 (如 问题 3 中 所 说 
的 ). 

概率 的 测量 必须 对 每 个 4 = (di, dp) 赋予 所 有 这 样 的 f 的 函数 空间 上 ， 
算法 的 时 间 在 f 的 这 个 空间 上 被 平均 . 是否 存在 这 样 一 个 算法 ,使 得 它 的 平均 
时 间 被 了 的 系数 个 数 (输入 大 小 ) 的 多 项 式 所 界定 ? 

在 [Shub and Smale, 1994] 中 证 明了 这 可 以 做 到 ,但 对 不 同 的 d, 甚 至 对 于 
每 个 所 希望 的 成 功 概率 的 算法 都 是 不 同 的 .统一 算法 是 与 d 无 关 的 (4 是 输入 
的 一 部 分 ) 的 一 种 算法 . 

自然 ,找到 多 项 式 或 多 项 式 组 的 零点 是 数学 中 最 古老 和 最 中 心 的 问题 之 
一 .本 猜想 是 问 , 是 否 在 问题 中 所 指定 的 条 件 下 可 用 计算 机 系统 地 解 开 . 如 果 不 
存在 多 项 式 时 间 方 式 求 零点 , 则 任 一 计算 机 都 无 法 获得 成 功 . 

将 多 项 式 零 点 问题 放 在 一 般 情况 下 考虑 近来 颇 有 点 进展 . Hilbert 零点 定理 
(作为 一 个 判定 问题 ) 在 任何 域 上 都 是 NP - 完全 的 ( 见 问题 3) 

此 问题 也 可 对 于 实数 域 提出 ,问题 是 类 似 的 ,但 更 困难 . 

问题 18: 智 能 的 极限 

人 工 的 和 人 类 的 智能 ,两 者 的 极限 是 什么 ? 
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附录 V Poincaré 猜想 和 三 维 流 形 分 类 的 近期 进展 ? 


受 当 时 关于 曲面 的 熟知 事实 的 启发 ,在 对 三 维 流 形 作 了 大 量 拓扑 研究 之 
JE , Poincaré 在 他 的 1904 年 论文 的 结尾 处 陈述 还 剩 下 一 个 问题 要 处 理 , 即 (用 现 
代 语 言 言 重 述 ): 

WR 履 是 一 个 基本 群 平凡 的 闭 三 维 流 形 ,那么 M PROF 8 吗 ? 
Poincaré 猜想 是 说 ,这 个 问题 的 答案 是 “对 ”. 发 展 工具 以 攻克 这 个 问题 形成 了 
20 世纪 三 维 拓 扑 的 许多 工作 的 基础 ,包括 例如 Dehn 引 理 和 圈定 理 (the loop the- 
orem) 的 证 明 ,以 及 纽 结 和 链 环 上 手术 的 研究 . 

在 20 个 世纪 80 年 代 ,Thurston 发 展 了 对 三 维 流 形 的 另 一 种 处 理 方 法 ,他 考 
虑 带 常 负 曲率 - 1 的 Riemann 度量 的 三 维 流 形 , 这 些 局 部 等 距 于 三 维 双 曲 空间 
的 流 形 称 为 双 曲 流 形 . 存 在 相当 明显 的 阻碍 显示 并 非 每 个 三 维 流 形 都 能 有 这 样 

一 个 度量 .Thurston 提出 了 一 个 一 般 的 猜想 ,粗略 地 说 就 是 ,这 些 明 显 的 阻碍 是 
仅 有 的 阻碍 ;如 果 对 一 个 特殊 的 三 维 流 形 这 些 阻碍 消失 , 则 那个 流 形容 许 这 样 
的 度量 .他 对 这 个 猜想 的 各 种 重要 特殊 情形 的 证 明 导 致 他 提出 了 一 个 关于 所 有 
(三 维 一 一 原 译注 ) 流 形 上 双 曲 或 其 他 局 部 齐 性 度量 的 存在 性 的 更 一 般 的 猜想 ; 
这 称 为 Thurston 的 三 维 流 形 几 何 化 猜想 .这 个 猜想 的 陈述 有 些 复杂 ,因此 将 把 
它 往 后 推 到 第 2 节 .一 个 重要 之 处 是 Thurston 的 几何 化 猜想 包含 Poincaré 猜想 
作为 一 个 非常 特殊 的 情形 .另外 ,Thurston 的 猜想 在 两 点 上 优 于 Poincaré 猜想 : 

。 它 对 所 有 闭 定向 三 维 流 形 都 适用 . 
。 它 断定 在 三 维 时 拓扑 和 几何 之 间 有 密切 关系 . 

事实 上 ,在 我 看 来 ,在 Thurston 关于 三 维 双 曲 流 形 的 工作 和 他 对 一 般 的 几 
何 化 猜想 的 阐述 之 前 ,专家 对 Poincaré 猜想 是 对 还 是 错 意见 并 不 一 致 .在 
Thurston 的 工作 之 后 , 尽管 它 对 Poincaré 猜想 并 无 直接 影响 ,人 们 一 致 认为 
Poincaré 猜想 (和 几何 化 猜想 ) 应 该 是 对 的 .把 Poincaré 猜想 纳入 一 个 更 广 的 猜 


© 原 题 :Recent Progress on the Poincaré aoe and the ee of 3-manifolds . 

译 自 :Bull. (New Series) of the AMS, Vol.42(2005),No.1, 

@ 每 个 拓扑 三 维 流 形 都 有 一 个 微分 结构 ， Bee Aen re 人 
一 的 .因此 ,对 三 维 流 形 分 类 相差 同 胚 和 相差 微分 问 航 是 等 价 的 
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想 ,然后 给 这 个 更 广 的 猜想 提供 证 据 ( 独 立 于 Poincaré 猜想 ) ,导致 了 对 Poincaré 
猜想 的 更 坚定 的 信念 ,这 有 点 似 非 而 是 .关于 Poincaré 猜想 的 历史 = AEE A 
扑 的 发 展 和 Thurston 几何 化 猜想 的 更 多 细节 参看 Milnor 的 综述 文章 . 

Thurston 几何 化 猜想 与 我 们 最 相关 的 方面 是 ,三 维 流 形 上 特别 好 的 度量 的 
(猜想 的 ) 存 在 上 暗示 对 三 维 流 形 分 类 问题 的 一 种 更 分 析 化 的 处 理 方法 .通过 在 
(一 个 任意 维 流 形 上 的 )Riemann 度量 的 空间 上 引入 瑞 奇 (Reccl) 流 ,Hamilton 
提出 了 这 样 的 一 种 处 理 方法 .然后 他 猜想 从 一 个 紧 三 维 流 形 上 的 任意 Riemann 
度量 开始 , 瑞 奇 流 将 产生 一 个 单 参数 族 的 度量 , 趋 于 Thurston 几何 化 猜想 所 假 
设 的 好 的 度量 .但 是 这 个 纲领 存在 很 多 技术 问题 :我 们 知道 一 般 说 来 瑞 奇 流 将 
在 有 限时 间 内 产生 奇 点 ,因此 必须 找到 分 析 这 些 奇 点 和 延 拓 瑞 奇 流 越过 奇 点 的 
方法 .进一步 ,即使 瑞 奇 流 延 拓 到 了 所 有 时 间 ,仍然 剩 下 关于 在 时 刻 上 = + om 极 
限 的 性 质 的 复杂 问题 . 

为 了 理解 度量 和 曲率 的 演化 , Hamilton 建立 了 许多 关键 的 分 析 估 计 , 由 此 
对 他 首先 提出 的 纲领 作出 了 有 意义 的 进展 ,他 还 通过 应 用 Cheeger-Gromov 的 几 
何 极限 论据 证 明 ,在 特殊 情形 人 们 可 以 利用 瑞 奇 流 来 建立 Thurston 的 几何 化 猜 
想 .更 精确 地 说 ,在 某 些 条 件 (包括 瑞 奇 流 在 有 限时 间 内 不 产生 奇 点 ) 下 ,他 能 够 
证 明 , 当 to 时 (所 考虑 的 ) 这 族 度量 经 过 尺度 变换 可 以 收敛 到 一 个 完备 双 曲 
度量 ;因此 所 考虑 的 流 形 有 一 个 双 曲 度量 .最 近 , 在 Hamilton 工作 的 基础 上 ， 
Perelman 在 一 系列 (3 篇 ) 预 印 本 中 断言 他 已 经 克服 了 Hamilton 纲领 的 所 有 各 种 
技术 的 ,几何 的 和 分 析 的 困难 .Perelman 的 结论 的 基础 从 对 瑞 奇 流 中 大 曲率 区 
域 的 详细 分 析 开 始 ,他 对 这 些 区 域 给 了 一 个 好 的 分 类 ,这 足以 使 他 分 析 瑞 奇 流 
中 产生 的 有 限时 间 奇 点 并 给 出 它们 的 粗略 分 类 .利用 这 个 他 展示 如 何 通 过 自然 
的 方式 扩张 瑞 奇 流 越过 奇 点 ,构造 他 所 说 的 带 手 术 的 瑞 奇 流 . (Hamilton 以 前 在 
四 维 流 形 中 定义 了 一 种 类 似 的 手术 过 程 )Perelman 已 经 把 Hamilton 的 许多 关于 
瑞 奇 流 的 估计 扩充 到 带 手术 的 瑞 奇 流 .通过 利用 这 些 技术 . Perelman 能 够 对 所 
有 正 的 时 间 延 续 瑞 奇 流 和 手术 过 程 .最 后 ,他 把 Hamilton 关于 :一 o 时 极限 的 分 
析 扩 充 到 带 手术 的 瑞 奇 流 .这 样 ,他 断言 他 已 经 建立 了 Thurston 几何 化 猜想 ,从 
而 也 证 明了 Poincaré 猜想 .Perelamn 的 论证 非常 复杂 ,涉及 许多 惊人 的 原创 性 思 
想 , 数 学 界 仍 在 试图 消化 他 的 论证 , 查 明 它 是 否 真正 完备 、 正 确 .截至 2004 年 8 
月 ,这 些 论证 经 受 住 了 检查 .尽管 对 他 的 论证 的 分 析 尚 未 完成 ,显然 Perelman 
已 经 对 理解 三 维 流 形 上 瑞 奇 流 的 性 质 做 出 了 巨大 的 进展 . 


度量 的 瑞 奇 流 在 第 3 节 定 义 .一 一 原 注 
关于 更 新 的 情况 可 参见 曹 怀 东 -REFE Asian J. Math. 10(2006) ,No.2 上 的 论文 和 Kleiner-Lott 
及 Morgan - 田 刚 在 arXiv 上 的 预 印 本 .一 一 原 译 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


1 局 部 齐 性 流 形 


人 ~ 一 ~ 人 ~ 一 ~ 一 ~ 人 下 人 ~ 一 一 一 ~ 一- 


让 我 们 搭 起 Hamilton 的 Perelman 的 工作 舞台 . 
1.1 齐 性 几何 和 几何 结构 


如 果 Riemann 流 形 (M,g) 的 等 距 群 传递 地 作用 在 它 上 面 ,就 称 它 为 齐 性 
Riemann 流 形 . 这 意味 着 这 个 流 形 看 起 来 在 任意 点 度量 都 一 样 . 齐 性 流 形 的 例 
子 有 圆 球面 S” , 欧 氏 空间 了 ", 和 双 曲 空间 H. JAAR ph] ola) = -1 给 
出 的 超 曲面 (的 上 叶 一 一 原 译注 ) ,这 里 QO (x0, "15°77 ty) =- wet apg gt 
x? ,其 Riemann 度量 由 0 的 其 切 平面 上 的 限制 给 出 . Q 的 正 交 群 的 指数 为 2 的 
子 群 (由 保持 双 曲 面 的 上 叶 不 变 的 变换 组 成 ) 作为 A” 的 全 等 距 群 传递 地 作用 
在 不 上 .下 的 所 有 截面 曲率 都 等 于 - 1. 

我 们 说 一 个 Riemann 流 形 以 一 个 给 定 的 齐 性 流 形 ( M, g) 为 模型 ,如果 这 个 
流 形 的 每 个 点 都 有 一 个 邻 域 等 距 于 (M,g) 的 一 个 开 集 . 这 样 的 流 形 如 果 完 备 
的 话 就 称 为 局 部 齐 性 流 形 , 一 个 局 部 齐 性 流 形 的 万 有 覆盖 ( 带 着 其 诱导 
Riemann 度量 ) 是 它 以 之 为 模型 的 齐 性 流 形 .我 们 主要 关心 体积 有 限 的 局 部 齐 
性 流 形 . 

在 二 维 ,在 等 距 意义 下 有 4 个 单 连通 齐 性 流 形 : S, R, H? Bl G( 带 有 左 不 变 
度量 ), 这 里 GÆR R x R* ,其 中 R* 自然 作用 在 R 上 .然而 没有 面积 (原文 为 
volume 译注 ) 有 限 的 局 部 齐 性 流 形 以 第 4 个 例子 为 模型 ,因此 我 们 只 关心 
前 3 个 模型 .第 1 类 有 限 面积 局 部 齐 性 流 形 是 球面 和 射影 平面 ,第 2 类 是 环 面 和 
Klein 瓶 ,第 3 类 是 紧 或 非 紧 的 有 限 面积 完备 双 曲 曲面 . 当然 ,对 后 两 类 来 说 ,其 
上 存在 不 等 距 的 局 部 齐 性 度量 的 连续 族 .这 给 我 们 以 下 熟知 和 经 典 的 定理 : 

定理 1.1.1( 二 维 单 值 化 )” 设 是 紧 曲 面 , 则 容许 一 个 局 部 齐 性 度量 ， 
局 部 等 距 于 上 面 的 常 曲率 模型 中 的 一 个 .如 果 x(X) > 0, 则 模型 有 正 曲率 ;如 
X(X) = 0, 则 平坦 ;如 x(X) < 0, 则 有 负 曲 率 ( 即 为 双 曲 的 ). 


1.2 ”三 维 


在 三 维 , 每 个 有 限 体积 的 局 部 齐 性 流 形 都 以 下 面 列 出 的 8 种 齐 性 流 形 为 模 
型 (如 二 维 时 一 祥 ,存在 其 他 齐 性 三 维 流 形 ,但 不 存在 有 限 体 积 局 部 齐 性 流 形 以 
它们 为 模型 ). 首先 ,我们 有 常 (截面 ) 曲率 的 例子 : 

(1) 5S, 常 曲率 + 1. 

(2)B ,平坦 . 

(3) H?, FS HAAR - 1. 
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丛 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


任何 以 $ 为 模型 的 局 部 齐 性 流 形 都 有 常 正 截面 曲率 . 它们 形 如 S3/T( 这 
里 卫 是 SO(44) 的 有 限 子 群 ,自由 地 作用 在 S 上 ) ,包括 S°, RP, 透镜 空间 ,以 及 
S 在 正 多 面体 的 对 称 群 作用 下 的 商 .这 些 流 形 称 为 球面 空间 型 . 注意 所 有 球面 
空间 型 都 是 紧 的 . 

紧 平坦 三 维 流 形 的 原型 是 平坦 环 面 .这 些 是 R 在 由 平移 构成 的 完全 ( 即 秩 
3) 格 作 用 下 的 商 .任何 以 R 为 模型 的 局 部 齐 性 流 形 都 有 平坦 度量 .如 果 它 的 体 
积 有 限 , 则 它 被 平坦 7? 有 限 覆 盖 , 从 而 自动 紧 . 

以 AP 为 模型 的 局 部 齐 性 流 形 是 完备 双 曲 流 形 , 即 所 有 截面 曲率 都 为 -1 的 
完备 Riemann 流 形 .存在 无 穷 多 个 互 不 微分 同 胚 的 紧 或 非 紧 的 有 限 体积 的 这 种 
流 形 .由 Mostow 刚性 定理 ,一 个 三 维 流 形 最 多 容许 一 个 (在 等 距 意 义 下 ) 完备 、 
有 限 体积 双 曲 度量 .如 果 考 虑 的 流 形 非 紧 , 则 无 穷 远 点 的 邻 域 的 每 个 分 支 都 微 
SAE T? x (1, o ) ,这 些 环 面 切 片 几何 上 随 着 i:(€ (1, % )—— 原 译注 ) 增 
长 指数 式 快 地 变 小 .特别 地 ,任何 有 限 体积 三 维 双 曲 流 形 都 微分 同 胚 于 一 个 紧 
三 维 流 形 的 内 部 ,这 个 紧 三 维 流 形 的 每 个 边界 分 支 都 是 二 维 环 面 ,其 基本 群 到 
这 个 流 形 的 基本 群 的 自然 同 态 是 单 的 . 

其 次 我 们 有 带 乘 积 度量 的 齐 性 三 维 流 形 : 

(1)S* x R. 

(2)H? x R. 

以 S? x 入 为 模型 的 有 限 体 积 局 部 齐 性 流 形 自动 紧 , 且 等 距 于 S? x 31 或 
RP? # RP”. 以 H? x RR 为 模型 的 有 限 体 积 局 部 齐 性 流 形 或 者 形 如 5 x S1, 这 里 5 
是 有 限 面积 双 曲 曲面 ,或 者 被 这 样 的 流 形 有 限 覆 盖 . 在 后 一 情形 ,这 个 流 形 是 有 
限 面积 的 二 维 双 曲 orbifold( 轨 形 ) 上 的 Seifert 纤 维 空间 . 双 曲 底 空间 上 的 Seifert 
纤维 化 的 例子 可 以 非 紧 ,但 它们 微分 同 胚 于 每 个 边界 分 支 都 是 环 面 的 紧 流 形 的 
内 部 .同样 ,每 个 边界 分 支 的 基本 群 到 这 个 流 形 的 基本 群 的 自然 同 态 是 单 的 . 

最 后 ,我 们 有 齐 性 流 形 (M,g), 这 里 M 是 一 个 单 连通 Lie 群 ,9 是 一 个 左 不 
变 度 量 . 这 个 群 通过 左 乘 等 距 地 作用 在 自身 上 ,从 而 伐 和 到 M 的 等 距 群 中 .这 
类 容许 有 限 体积 的 局 部 齐 性 例子 的 三 维 模型 有 : 

(1) 由 3 阶 严格 上 三 角 和 矩阵 @ 构 成 的 寡 单 群 (Heisenberg 群 ) Na. 以 这 个 群 为 
模型 的 局 部 齐 性 流 形 称 为 寡 零 流 形 .任何 有 限 体 积 宕 零 三 维 流 形 都 被 二 维 环 面 
上 的 一 个 圆周 从 有 限 覆 盖 ,因而 ,特别 的 , 紧 . 

(2) 可 解 群 可 写 为 一 个 半 直 积 防 x R* 这 里 1: C R* ,在 R2 上 的 作用 是 对 角 
AY, FH RB 

t 0 
fs a 


O 此 处 指 沿 着 主 对 角 线 的 元 素 都 是 1, 在 主 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 0 的 矩阵 .一 一 原 译注 
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给 出 . 以 这 个 群 为 模型 的 局 部 齐 性 流 形 称 为 可 解 流 形 . 有 限 体积 的 可 解 流 形 是 
圆周 上 的 二 维 环 面 丛 或 被 这 样 的 流 形 限 覆 盖 . 所 有 这 些 例 子 也 都 是 紧 的 . 

(3)G = PSL,(R), PSL,(R) 的 万 有 覆盖 群 . 这 个 流 形 也 可 视 为 到 的 单位 
切 丛 的 万 有 覆盖 空间 ( 带 有 诱导 度量 ). 以 这 个 例子 为 模型 的 有 限 体积 局 部 齐 性 
流 形 是 双 曲 曲面 上 的 圆周 丛 ,或 者 更 一 般 地 , 双 曲 orbifolds 上 的 Seifert 纤维 从 . 
这 些 例子 可 以 非 紧 ,但 车 不 紧 则 它们 微分 同 胚 于 一 个 所 有 边界 分 支 都 是 环 面 的 
紧 流 形 的 内 部 ,这 些 环 面 的 基本 群 到 这 个 流 形 的 基本 群 的 自然 同 态 是 单 的 . 

总 结 所 有 这 些 例子 共同 的 主要 特征 ,我 们 有 

推论 1.2.1 KYM, 可 定向 , 且 容 许 一 个 有 限 体积 的 局 部 齐 性 
Riemann 度量 , 则 X 微分 同 胚 于 一 个 所 有 边界 分 支 都 是 环 面 的 紧 带 边 三 维 流 形 
的 内 部 .进一步 ,这 些 环 面 中 的 每 一 个 的 基本 群 到 X 的 基本 群 的 自然 同 态 都 是 
单 的 .如 果 XFER, WEL He, H? x R, 或 SP(R) 为 模型 ,因而 X REETA 
双 曲 流 形 ,或 者 是 二 维 双 曲 orbifold 上 的 Seifert 纤维 空间 . 

对 Seifert 纤维 化 三 维 流 形 来 说 ， 其 逆 对 我 们 也 重要 

定理 1.2.2 设 庆 是 一 个 ( 带 边 )Seifert 纤维 化 三 维 流 形 ,其 Seifert 纤维 化 
的 底 空间 是 一 个 紧 二 维 orbifold， 可 能 带 边 . 如果 底 orbifold 的 orbifold Euler 示人 性 


数 小 于 0, 则 XX 的 内 部 容许 一 个 以 天 x 及 或 PSZ2(R) 为 模型 的 有 限 体 积 局 部 齐 
性 度量 .如 果 底 空间 的 Euler 示 性 数 为 0, 则 或 者 X 容 许 一 个 以 R 或 We 为 模型 
的 局 部 齐 性 度量 ,或 者 X AGHA 7? x I Klein HERH I- 从 .如 果 底 空 
间 的 Euler 示 性 数 为 正 , 则 或 者 容许 一 个 以 S? x R 或 S 为 模型 的 局 部 齐 性 度 
量 ,或 者 是 实心 环 面 . 

推论 1.2.3 ” 设 工 是 一 个 紧 二 维 orbifold 上 的 Seifert 纤维 化 三 维 流 形 XCO 
能 带 边 ) 的 内 部 , 则 X 容许 一 个 有 限 体积 的 局 部 齐 性 度量 .除非 过 微分 同 胚 于 
T? x I, Klein EH J - 丛 或 者 实心 环 面 . 


2 三 维 流 形 的 拓扑 


ase 


由 于 几 个 原因 ,与 二 维 时 不 一 样 ,并 非 每 个 紧 三 维 流 形 都 容许 一 个 有 限 体 
积 的 (局 部 ) 齐 性 度量 .最 显而易见 的 原因 与 以 下 事实 有 关 : 三维 流 形 不 一 定 是 
素 的 (prime) ,而 除了 一 个 例子 外 ,所 有 局 部 齐 性 三 维 流 形 都 是 素 的 . 


2.1 ROM 
让 我 们 回顾 三 维 流 形 的 素 分 解 . 
定义 2.1.1 给 定 连通 定向 光滑 ” 维 流 形式 和 了 ,我 们 定义 它们 的 连通 和 
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如 下 .从 互 和 了 各 去 掉 一 个 含 于 它们 内 部 的 紧 ” 维 球体 的 内 部 .结果 得 到 带 有 
特别 的 n - 1 维 球面 边界 分 支 的 两 个 流 形 , 记 为 Xo 和 巧 .然后 把 这 些 球面 粘 起 
来 ,使 得 X。 和 yo 的 定向 沿 着 公共 的 n - 1 维 球面 相配 .得 到 的 流 形容 许 一 个 与 
Xo 和 Yo 的 光滑 结构 相 容 的 光滑 结构 ,而 且 这 个 光滑 结构 在 不 计 微 分 同 胚 的 意 
义 下 不 依赖 于 n 维 球体 的 做 入 和 黏合 同 胚 的 选取 , 它 称 为 X 和 了 的 连通 和 , 见 
图 1. 注 意 蕊 与 一 个 m” 维 球面 的 连通 和 微分 同 胚 于 和 .三 维 流 形式 称 为 是 素 的 . 
如 果 它 不 微分 同 胚 于 S, HERE 5? C 把 分 成 两 块 , 则 其 中 必 有 一 块 微分 
同 胚 于 三 维 球体 .等 价 地 ,每 当 我 们 把 X 写 成 两 个 流 形 的 连通 和 时 ,这 两 个 流 
形 中 必 恰 有 一 个 是 三 维 球面 . 

三 维 流 形 的 拓扑 中 最 早 的 定理 之 一 属于 Kneser(1929)©, 

定理 2.1.2 任何 闭 定向 三 维 流 形 都 能 分 解 成 定向 素 三 维 流 形 ( 称 为 它 的 
素 因 子 ) 的 连通 和 . 这 个 分 解 在 不 计 素 因 子 的 次 序 ( 和 这 些 因子 的 保定 向 微分 
FE) 的 意义 下 是 唯一 的 .只 有 可 数 无 穷 多 个 互 不 微分 同 胚 的 素 三 维 流 形 . 

一 个 本 质 的 (Essential) S c 就 是 在 XX 中 不 界定 三 维 球体 的 二 维 球面 .如 
果 这 个 球面 分 离 (X) , 则 沿 着 它 切割 式 ,然后 用 三 维 球体 填充 得 到 的 洞 ,就 达成 
了 于 的 一 个 连通 和 分 解 .如 果 另 一 方面 一 个 球面 S C 对 不 分 解 , 则 这 个 过 程 的 
效果 是 从 X 中 去 掉 一 个 微分 同 胚 于 S? x S! 的 素 因子 . 

由 于 素 分 解 (的 存在 ), 所 有 关于 闭 、 定 向 三 维 流 形 的 拓扑 的 问题 都 可 约 化 
为 关于 素 三 维 流 形 的 问题 .例如 : 

推论 2.1.3 5 是 同 伦 三 维 球面 当 且 仅 当 它 的 所 有 素 因子 都 是 同 伦 三 维 
球面 .这 样 ,Poincaré 猜想 存在 反例 , 当 且 仅 当 它 在 素 三 维 流 形 中 存在 反例 . 

由 球面 定理 ,车 x,(M) 20,0) M 含有 一 个 本 质 的 $?. HAE HPF Poincaré 
猜想 . 


2.2 Thurston 几何 化 猜想 


除了 以 S? x R 为 模型 的 局 部 齐 性 流 形 外 ,所 有 局 部 齐 性 三 维 流 形 的 万 有 和 覆 
盖 都 微分 同 胚 于 民 或 3. 易 见 ,如 果 在 一 个 三 维 流 形 的 万 有 和 覆盖 里 的 每 个 垦 入 
二 维 球面 都 界定 一 个 三 维 球体 , 则 在 原来 的 流 形 里 亦 然 .这 样 , 仅 有 的 具有 本 质 
的 S? 的 局 部 齐 性 流 形 就 是 那些 其 万 有 覆盖 是 S? x 及 的 流 形 . 这 些 是 S? x S'A 
RP? + RP? ,后 者 是 非 素 但 容许 局 部 齐 性 度量 的 流 形 的 唯一 例子 .因此 ,如 果 我 
们 对 赋予 局 部 齐 性 度量 有 兴趣 ,就 必须 把 我 们 的 注意 力 集中 于 素 三 维 流 形 . 

Thurston 的 几何 化 猜想 是 关于 素 流 形 的 . 

猜想 2.2.1(Thurston 几何 化 猜想 ) i W 是 闭 、 定 向 素 三 维 流 形 , 则 存在 


”唯一 性 部 分 应 归功 于 Milnor. 
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二 维 环 面 和 Klein 瓶 的 不 交 并 I;7? EM 的 嵌入 ,使 得 它 的 余 集 的 每 个 分 支 都 容 
许 一 个 有 限 体 积 的 局 部 齐 性 Riemann 度量 . 

这 个 切割 过 程 的 各 种 分 支 上 的 局 部 齐 性 度量 可 以 以 不 同 的 齐 性 流 形 为 模 
型 . 

由 于 我 们 考虑 的 是 可 定向 流 形 , 一 个 Klein 瓶 的 一 个 邻 域 的 边界 是 二 维 环 
面 , 于 是 得 到 的 几何 块 是 边界 分 支 全 是 环 面 的 紧 流 形 的 内 部 . 注意 ,一 般 说 来 ， 
在 不 计 同 痕 的 意义 下 ,使 得 几何 化 猜想 的 结论 成 立 的 环 面 和 Klein 瓶 的 这 样 的 
族 一 般 可 以 多 于 1 个 .例如 , 设 35, 是 亏 格 为 2 的 曲面 , 则 5, x S! 有 一 个 局 部 齐 
ERE. T c 35, x S 是 位 于 5, 中 一 个 把 它 分 离 成 两 个 穿孔 环 面 的 圈 之 上 
的 环 面 . 则 >, x Si P 的 两 个 分 支 中 的 每 一 个 也 有 一 个 体积 有 限 的 局 部 齐 性 
度量 .为 了 得 到 唯一 性 ,我 们 取 中 满足 结论 的 分 支 数 最 少 的 族 . 有 了 这 个 条 
件 ,在 不 计 同 痕 的 意义 下 ,此 族 是 唯一 的 . 

一 个 三 维 流 形 中 的 一 个 亏 格 至 少 为 1 的 闭 曲面 称 为 不 可 压缩 的 ,如 果 它 的 
基本 群 到 这 个 三 维 流 形 的 基本 群 的 自然 同 态 是 单 的 .注意 由 推论 1.2.1( 在 猜想 
2.2.1 中 ), 每 个 环 面 边界 分 支 的 基本 群 到 它 界定 的 每 个 三 维 流 形 的 基本 群 的 自 
然 同 态 都 是 单 的 . 由 Van Kampen 定理 每 个 环 面 的 基本 群 到 xi(MM) 的 自然 同 态 
也 是 单 的 .这 就 是 说 ,这 些 环 面 是 不 可 压缩 的 ,由 类 似 的 推理 这 些 Klein 瓶 也 是 
不 可 压缩 的 . 这样 ,我 们 可 把 关于 素 三 维 流 形 M 的 Thurston 几何 化 猜想 叙述 为 : 
存在 M 的 一 个 沿 不 可 压缩 环 面 和 Klein 瓶 的 分 解 ,使 得 每 块 的 内 部 都 容许 有 限 
体积 的 局 部 齐 性 度量 .关于 一 般 的 紧 、 可 定向 三 维 流 形 的 几何 化 猜想 是 说 它 的 
每 个 素 因子 都 满足 猜想 2.2.1. 


2.3 +} Poincaré 猜想 和 球面 空间 型 问题 的 关系 


容易 从 Thurston 几何 化 猜想 导出 Poincaré 猜想 : 设 有 一 个 满足 几何 化 猜想 
结论 的 素 同 伦 三 维 球面 .由 于 x1(E) = 11}, 王 不 含 不 可 压缩 的 环 面 和 不 可 压 
缩 的 Klein 瓶 , 因 此 ,猜想 2.2.1 中 所 说 的 分 解 对 5 来 说 是 平凡 的 .也 就 是 说 5 
有 一 个 局 部 齐 性 度量 .同样 ,由 于 oe (2) 平凡 ,3 的 齐 性 模型 是 自己 ( 它 是 紧 
的 ). 唯 一 的 紧 三 维 模型 是 53, 从 而 5 微分 同 胚 于 S. 注意 这 个 论证 (除了 最 后 
一 步 ) 对 基本 群 有 限 的 素 三 维 流 形 同 样 适用 . 结论 是 对 这 些 流 形 的 几何 化 猜想 
蕴涵 着 它们 是 三 维 球面 空间 型 .这 些 已 被 Hopf 分 类 . 


a a ea Oe 


现在 让 我 们 引入 Hamilton 的 瑞 奇 流 . 这 是 一 个 流 形 上 的 Riemann 度量 的 抛 
物 型 发 展 方程 .这 个 方程 的 一 般 形 式 是 
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g(t) = F(g(t)) 
这 里 ,一 个 解 是 流 形 上 的 度量 的 单 参数 族 ,其 时 间 导 数 由 泛 函 F(g(i)) 给 出 . 
这 个 泛 函 必须 与 度量 有 同样 的 张 量 型 , 即 对 称 二 阶 反 变 (Contravariant) 张 量 , 且 
应 该 (我 们 希望 ) 不 牵涉 度量 的 超过 二 阶 的 导数 . 它 还 必须 是 自然 的 ( 即 不 依赖 
于 我 们 用 来 局 部 地 写 出 这 个 方程 的 坐标 系 ). 这 意味 着 FF 必须 是 度量 g(i) 自身 
和 下 面 将 要 描述 的 度量 的 瑞 奇 曲率 Ric( g(1)) 的 线性 组 合 . Hamilton 引入 的 方 
程 是 


g' (t) =- 2Ric(g(t)) D 
瑞 奇 流 方程 . 
这 个 方程 有 个 尺度 不 变性 :给 定 度量 的 一 个 流 g(i) ,由 
h(t) = A?g(A~*t) © 


定义 一 个 新 的 流 . 容易 看 到 ,如 果 原 来 的 度量 族 满足 瑞 奇 流 方程 , 则 新 的 亦 然 . 

显然 瑞 奇 流 方程 的 不 动 点 是 瑞 奇 平坦 流 形 ( 即 瑞 奇 曲 率 为 0 的 流 形 ) .任何 
瑞 奇 平坦 三 维 流 形 事 实 上 是 平坦 的 . 更 一 般 地 , 任何 Einstein 流 形 ( 由 定义 
Einstein 流 形 的 瑞 奇 曲率 张 量 是 度量 张 量 的 一 个 倍数 ) 在 瑞 奇 流下 是 自 相 似 的 ; 
当 这 个 倍数 为 负 时 ,该 族 是 自 相似 流 形 的 扩张 族 , 当 倍数 为 正 时 收缩 . 而 任何 
Einstein 三 维 流 形 都 有 常 截面 曲率 .这样 ,我 们 看 到 三 维 瑞 奇 流 的 不 动 点 (不 计 
共 形 因子 ) 与 有 (局 部 ) 齐 性 几何 的 三 维 流 形 之 间 的 密切 关系 .这 个 关系 在 四 维 
或 更 高 维 时 不 再 成 立 : 在 那些 维 数 ,一 个 流 形 是 Einstein 流 形 并 不 蕴涵 它 是 局 部 
FHER. 


3.1 曲率 


回忆 :给 定 一 个 Riemann 度量 ,在 流 形 的 切 从 上 存在 唯一 对 称 联络 中 
VHE Qr 向 量 场 > 向 量 场 
联络 通常 写 为 
V(X @Y) = Vx (Y) 

R(X,Y) = VxeVy-VyeVx-Vex,y) 
引入 曲率 算 子 , 它 是 余 切 丛 的 2 USP EAI DAA BY TE 26 Fr AS ASK Bt BR AAR 
面 .然后 我 们 定义 Riemann 曲率 张 量 

Rm(X,Y,Z,W) =- (R(X,Y)Z,W) 
ERMAN 4 KEEN — TA. ECF APE A 8 A 
对 称 的 , 而 在 交换 变量 (1,2) 和 变量 (3,4) 下 对 称 .这 样 ,我 们 可 视 Rm 为 余 切 从 


O 通常 对 称 联络 指 无 挠 联络 , 须 加 上 与 度量 相 容 的 条 件 才 有 唯一 性 ， 
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的 2 次 外 寡 上 的 对 称 二 阶 张 量 . 瑞 奇 曲率 是 Rm 在 中 间 的 两 个 变量 上 的 迹 . 这 
样 ,车 el,… ,ei 是 一 点 处 的 正 交 标 架 ,我 们 有 


n 
Ric(e;, e) = DT Rm( ei, ej, et, ei) 
k=1 


这 时 流 形 上 的 对 称 二 阶 反 变 张 量 . 在 局 部 坐标 系 中 , 它 的 首 项 是 描述 度量 的 矩 
阵 gj 的 元 素 的 三 阶 偏 导数 的 一 个 线性 表达 式 ， 


3.2 “” 瑞 奇 流 方程 与 热 方程 的 关系 


我 们 应 视 瑞 奇 流 方程 为 热 方程 在 两 方面 的 推广 .第 一 , 它 是 关于 张 量 ( 对 称 
二 阶 张 量 ) 而 不 是 标量 函数 的 .第 二 , 它 是 非 线性 抛物 方程 ,其 首 项 是 张 量 的 
“ 热 方程 ”许多 对 瑞 奇 流 的 理解 是 通过 与 关于 热 方程 的 结论 作 类 比 得 到 的 . 为 
了 指示 瑞 奇 流 方程 与 热 方 程 的 非 线 性 形式 的 类 似 性 , 让 我 们 写 下 数量 曲率 
R( 由 定义 它 是 瑞 奇 曲率 的 迹 ) 的 演化 方程 .在 三 维 , 这 个 方程 是 

R'(t) = AR(t) + = R(t) +1 Rie) 12 

这 里 Ric? 是 瑞 奇 曲率 的 零 迹 (Traceless) 部 分 .从 这 个 表达 式 可 以 清楚 地 看 到 瑞 
奇 流 方程 中 的 负 号 是 被 迫 加 的 一 一 没有 它 我 们 将 得 到 反 向 热 方 程 的 非 线 性 形 
式 , 而 这 是 不 适 定 方程 . 瑞 奇 流 中 的 因子 2 只 是 为 了 方便 ; 它 可 以 通过 尺度 变换 
去 掉 . 


3.3 Hamilton 的 最 初 结果 


中 Hamilton 证 明 : 

(1) 短 时 存在 和 唯一 性 .如 果 go 是 一 个 紧 流 形 上 的 一 个 光滑 度量 , 则 存在 
依赖 于 go 的。 > 0 和 瑞 奇 流 方程 的 唯一 解 , 它 对 E [0,e) 有 定义 , 且 g0) = 
80- 

(2) 奇 点 形成 的 曲率 刻画 .如 果 解 在 时 间 区 间 [0, T) 存在 ,但 不 能 扩充 到 任 
何 严格 更 大 的 时 间 区 间 , 则 存在 流 形 中 的 一 点 x ,使 得 当 上 趋 于 7 了 时 ,度量 g(1) 
的 曲率 张 量 Rm(x,z) 无 界 . 


3.3.1 ” 非 负 瑞 奇 曲率 情形 


Hamilton 还 完整 地 分 析 了 瑞 奇 曲率 非 负 的 三 维 流 形 上 的 瑞 奇 流 . 

定理 3.3.1(Hamilton) i X 是 具有 非 负 瑞 奇 曲率 的 紧 、 连 通 三 维 流 形 ， 
则 下 列 情形 之 一 发 生 : 

(1) 对 所 有 充分 小 的 上 > 0 瑞 奇 曲率 变 得 严格 正 . 在 这 个 情形 , 瑞 奇 流 在 有 
限时 间 内 产生 奇 点 . 当 奇 点 产生 时 , 流 形 的 直径 趋 于 0. 对 这 个 度量 的 演化 族 进 
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行 尺度 变换 使 得 它们 的 直径 是 1, 导致 一 族 度量 光滑 收敛 到 一 个 常 正 曲率 度 
量 .特别 地 ,这 个 流 形 微 分 同 胚 于 一 个 球面 空间 型 . 

(2) 存在 这 个 Riemann 流 形 的 一 个 有 限 覆 盖 , 它 在 诱导 度量 下 是 一 个 正 曲 
率 的 紧 曲 面 和 8 在 度量 的 意义 下 的 乘积 .这 对 该 瑞 奇 流 中 的 所 有 Riemann 度量 
也 对 .该 瑞 奇 流 在 有 限时 间 内 产生 奇 点 , 且 考 虑 的 流 形 微分 同 胚 于 S x S! ay 
RP? x RP’. 

(3) 度量 平坦 而 演化 方程 恒定 .在 此 情形 ,当然 ,这 个 流 形 被 有 限 覆 盖 . 

特别 地 ,所 有 这 些 流 形 满 足 Thurston 几何 化 猜想 的 结论 . 


3.3.2 r+ o 时 的 极限 


在 男 一 个 极端 ,Hamilton 分 析 了 在 一 定 的 额外 条 件 下 , 当 t > o 时 Riemann 
度量 会 怎样 变化 . Hamilton 能 够 证 明 : 

定理 3.3.2(Hamilton) ” 设 一 个 紧 、 连 通 三 维 Riemann 流 形 (M, go) 上 的 瑞 
奇 流 对 所 有 t © [0, % ) 存在 , 旦 规范 化 的 曲率 t- Rm(x ,1) 当 1 一 o HAR, 
则 下 面 两 个 情形 之 一 发 生 : 

(1) 该 流 形容 许 一 个 平坦 度量 . 

(2) 存在 有 限 体积 的 完备 双 曲 流 形 H 的 有 限 集合 ,以 及 对 每 个 上 六 1, 一 个 
mA gp,:H;H; 一 M, 满 足下 列 性 质 .尺度 变换 后 度量 的 拉 回 or (1-1g(1)), 在 
UA 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 一 个 常 负 曲 率 度 量 , 即 双 曲 度量 的 伸缩 形式 . 
A; 中 平行 于 无 穷 远 的 环 面 被 映 到 M 中 的 不 可 压缩 环 面 . w 的 象 的 余 集 有 如 下 
结构 : 它 的 所 有 素 因 子 是 边界 环 面 不 可 压缩 的 Seifert 纤维 化 或 可 解 流 形 . 

Hamilton 用 来 证 明 w 的 象 的 余 集 是 一 个 其 素 因子 都 是 Seifert 纤维 化 (和 可 
解 流 形 译注 ) 的 流 形 的 方法 是 通过 具有 有 界 曲 率 的 塌 缩 度量 的 理论 . 
Hamilton 证 明 当 1 一 œ 时 ,的 象 的 余 集 上 的 度量 经 过 :7! 的 伸缩 后 塌 缩 而 曲率 
AF. Cheeger-Gromov 研究 了 有 这 个 性 质 的 流 形 ,证 明 它 们 有 所 谓 F- 结构 .这 
意味 着 这 个 流 形 局 部 有 正 维 数 的 环 面 的 相 容 作 用 ,于 是 容易 用 拓扑 技巧 对 具有 
F - 结构 的 三 维 流 形 进行 分 类 .结果 是 ,它们 是 Seifert 纤维 化 流 形 和 可 解 流 形 

推论 3.3.3 如果 以 (M, go) 为 初始 条 件 的 瑞 奇 流 满 足 前 面 定理 的 假设 ， 
则 M 满足 Thurston 几何 化 猜想 . 

证 明 ”在 定理 中 所 说 的 第 1 种 可 能 性 下 这 是 显然 的 . 设 第 2 种 成 立 . 
(M F) 双 曲 块 并 的 余 集 的 素 分 解 事 实 上 导致 流 形 M 的 素 分 解 .这样 , M 的 每 


， 个 素 块 都 沿 着 不 可 压缩 环 面 和 Klein 瓶 分 解 成 了 双 曲 块 或 Seifert 纤维 化 的 块 . 


由 于 这 些 环 面 和 Klein 瓶 不 可 压缩 ,从 定理 1.2.2 得 知 所 有 Seifert 纤 维 化 的 块 或 
者 容许 有 限 体 积 的 局 部 齐 性 度量 ,或 者 它们 自身 同 构 于 T? x 7 或 Klein 瓶 上 的 
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HI- DA. 对 后 两 种 类 型 中 的 每 一 块 ,我 们 把 它 的 边界 环 面 换 成 中 心 的 环 面 或 
Klein 瓶 . 作 了 这 些 修改 后 ,我们 发 现 M 的 所 有 素 因 子 都 满足 Thurston 的 几何 化 
猜想 的 结论 . 


4 Perelman 的 断言 

在 过 去 的 两 年 里 投 往 数学 档案 馆 (网 站 ) 的 一 系列 3 篇 预 印 本 里 ,Perelman 
给 出 了 关于 瑞 奇 流 及 其 与 Thurston 几何 化 猜想 的 关系 的 一 系列 断言 的 论据 . 以 
下 是 其 中 的 总 体 想法 . 

有 限时 间 奇 点 在 流 形 的 两 类 区 域 里 发 生 .第 1 类 由 流 形 的 其 度量 以 一 种 可 
以 控制 的 方式 收缩 的 分 支 (例如 , 正 瑞 奇 曲率 分 支 收缩 到 一 点 ) 组 成 .第 2 类 中 
的 每 个 区 域 是 一 个 细 长 管子 ,微分 同 胚 于 S 乘 以 一 个 区 间 ,或 者 这 样 的 细 长 管 
子 并 上 一 个 末端 具有 正 曲 率 的 帽子 . Perelman 的 手术 过 程 是 ,来 到 奇异 时 刻 ,去 
掉 所 有 第 1 类 区 域 (它们 是 流 形 的 分 支 ) ,在 细 长 管子 的 “大 ” 端 附近 做 手术 ,给 
它们 加 上 有 标准 (或 几乎 标准 ) 度量 的 球体 帽子 .这些 手术 的 拓扑 效应 是 去 掉 
一 些 已 知 满足 Thurston 几何 化 猜想 的 分 支 , 并 且 在 别 的 分 支 上 作 手 术 , 达 成 一 
个 连通 和 分 解 ( 它 可 能 是 平凡 的 ,因为 手术 产生 的 一 块 可 能 是 S). 从 这 里 容易 
推出 ,如果 手术 后 的 流 形 满足 Thurston 的 几何 化 猜想 , 则 手术 前 的 流 形 也 满足 . 
然后 我 们 取 手 术 后 的 流 形 为 初始 条 件 延 拓 瑞 奇 流 . 这 个 过 程 可 无 限 重 复 下 去 ， 
产生 带 手 术 的 流 , 它 对 所 有 正 的 时 间 有 定义 , 且 在 任意 有 限时 间 区 间 内 只 有 有 
限 多 次 手术 .最 后 ,Perelman 断 言 ,Hamilton 关 于 + 一 © 时 极限 性 质 的 结论 (定理 
3.3.2) ,在 带 手术 的 瑞 奇 流 情 形 的 类 似 物 也 对 ,即使 没有 规范 化 曲率 的 假设 .由 
于 充分 大 时 刻 的 流 形 满 足 Thurston 几何 化 猜想 , 回溯 穿 过 手术 ,我 们 看 到 初始 
流 形 也 满足 猜想 . 这样,Perelman 断言 建立 了 Thurston 几何 化 猜想 ,从 而 也 证 明 
了 Poincaré 猜想 . 

如 果 我 们 只 对 Poincaré 猜想 或 更 一 般 地 ,基本 群 有 限 的 流 形 有 兴趣 , 则 按 
FA Perelman 事情 得 到 简化 , 因为 此 时 带 手术 的 瑞 奇 流 在 有 限时 间 后 将 不 复 存 
在 ,因而 不 需要 定理 3.3.2 的 类 似 物 . 

仅 为 了 解说 简单 起 见 ,我 们 假设 今后 我 们 的 三 维 流 形 不 容许 能 人 的 射影 平 
面 .对 拓扑 的 结果 来 说 这 不 是 严重 的 限制 ,因为 在 一 个 可 定向 (三 维 ) 流 形 里 ， 
TRAR RP? 的 一 个 邻 域 是 RPP \ 六 ,因而 这 个 流 形 存在 一 个 连通 和 分 解 分 
裂 出 一 个 RPP; 在 分 裂 出 有 限 多 个 这 样 的 RP Ja, BEIM RIE ABA RAN 
RP’. 

4.1 手术 参数 


在 做 手术 时 要 固定 3 个 参数 .第 一 个 是 粗 控 参数 e > 0, 充 分 小 ,是 一 个 万 
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dgy 
dt 


-2Ry 
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有 常数 ,一 旦 取 好 就 不 再 变 .其 他 两 个 参数 是 ;的 非 增 函数 , 当 1 一 % 时 趋 于 0. 
它们 是 细 控 参数 8(1) > 0O 和 尺度 参数 h(i) .我 们 再 固定 一 个 辅助 参数 olt) = 
e+ 6(4). 当 我 们 在 时 刻 :做 手术 时 .我 们 利用 e 和 这 些 参数 在 时 刻 ; 的 值 以 便 做 
FA. Perelman 的 断言 是 ,如 果 恰 当地 选取 这 些 常数 和 函数 , 则 下 面 的 结论 就 成 
立 .现在 它们 被 看 成 是 固定 的 . 


4.2 “ 瑞 育 流 中 的 大 曲率 区 域 


为 了 做 手术 我 们 需要 了 解 瑞 奇 流 的 数量 曲率 大 的 区 域 . 当然 . 由 于 在 任何 
流 中 都 可 能 对 度量 和 时 间 进行 尺度 变换 ,我 们 必须 通过 某 种 方式 规范 化 以 得 到 
大 曲率 的 不 变 概念 .这 样 ,我 们 调整 一 下 使 我 们 的 流 有 规范 化 的 初始 条 件 , 即 在 
t = 0 时 在 每 一 点 Riemann 曲率 的 绝对 值 都 不 超过 1, 且 任何 半径 为 1 的 度量 球 
体 的 体积 至 少 是 R 中 单位 球体 的 体积 的 一 半 . 这 可 以 通过 像 在 方程 @ 中 那样 
对 度量 和 时 间 用 互 为 倒数 的 正常 数 进行 尺度 变换 达到 . 从 现在 起 ,我 们 隐 含 地 
假定 所 考虑 的 流 都 有 规范 化 初始 条 件 . 

定义 4.2.1 三 维 Riemann 流 形 (X,g) PA x E 对 为 中 心 的 e - MME X 
中 的 一 个 区 域 7, 使 得 x € TAA TTR: T> S* x[-e-!,e-!] 把 x 
送 进 SP x 10} FFA R(x) 倍 的 g Æo 下 的 推 前 (Pushforward) 与 S? 上 Gauss H 
率 为 1/2 的 度量 和 [ - e-!,e-!] 上 的 通常 度量 的 乘积 在 C - 拓扑 下 e - BE, 
见 图 1. 

S? 


1 \ 1 1 1 1 1 1 TN 
1 1 | ly ly | | 1 
Ly \ iwi iw) \ wi 


product E-neck 


图 1 
言 4.2.2(Perelman) FE r > 0 使 得 下 述 事情 成 立 , 设 (M,sg(i)) 是 满 
足 规范 化 初始 条 件 的 瑞 奇 流 , 它 对 0 三 上 < T 有 定义 ,这 里 M 是 闭 、 可 定向 三 维 
流 形 . 则 对 瑞 奇 流 中 满足 R(x, t) > 一 的 任何 点 (x*,i) ,下 列 情形 之 一 成 立 : 
(1) M, WE (x,t) 的 分 支 微 分 同 胚 于 球 1 
面 空间 型 . \ 
(2)(«,t) 是 M, 中 的 一 个 es - 瓶颈 的 中 


| | | | 
心 

(3)(«,t) 含 在 M, 的 一 个 微分 同 胚 于 
D 的 子 流 形 里 ,这 个 子 流 形 的 边界 里 的 所 有 点 都 是 M, 中 的 一 个 e - 瓶颈 的 中 
心 .( 这 样 的 区 域 称 为 。 - 帽子 , 见 图 2) 


图 2 es- 帽子 
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4.3 “奇异 时 刻 的 大 曲率 区 域 


现在 设 当 1; 一 7 时 瑞 奇 流 产生 奇 点 .上 面 的 定理 在 这 个 时 刻 有 一 个 扩充 . 
存在 一 个 开 子 集 O7 C M, EM Riemann 曲率 张 量 保持 有 界 的 所 有 点 组 成 .由 
Hamilton 和 施 ( 施 皖 雄 一 一 原 译注 ) 的 结果 , 当 1 一 了 时 在 这 个 开 子 集 上 存在 一 
个 极限 度量 .我 们 记 之 为 (Q7,g(7)). 当然 ,下 面 是 断言 4.2.2 的 直接 推论 . 

断言 4.3.1 存在 r > 0 使 得 下 面 所 述 成 立 . 设 (M,g(i)) 是 满足 规范 化 初 
始 条 件 的 瑞 奇 流 , 对 0 < 1 < THEN, At = 7 时 刻 产 生 奇 点 ,这 里 MM 是 一 
个 闭 、 可 定向 三 维 流 形 , 则 对 任何 满足 R(x ,7T) > r RAC, T) E Or, FIE 
情 之 一 成 立 : 

(1)Op 的 含 (x,7) 的 分 支 微分 同 胚 于 一 个 球面 空间 型 . 

(2)(x, T) 是 Qr 里 的 一 个 。 - 瓶颈 的 中 心 . 

(3)(x,7) EF Ar 里 的 一 个 s - 帽子 . 

事实 上 我 们 可 以 给 出 关于 Qr 的 端的 更 精确 的 信息 . 

B4.3.2 我 们 固定 r+ > 0 和 一 个 手术 参数 8 > 0. 令 p =r. 8. 07(p) 
是 Op 中 满足 R(x,7T) < o? BAC, T) 所 成 的 子 集 . (图 3) 


Or(O) 人 | O(P) 


图 3 

(1)Q7 中 的 一 个 s - 管 是 一 个 微分 同 胚 于 S x 7 的 子 流 形 ,其 每 一 点 都 是 
Or 中 的 一 个 s - 瓶颈 的 中 心 . 

(2) 一 个 es - 回路 是 Ar 的 一 个 分 支 , 它 是 一 个 闭 流 形 ,其 中 每 一 点 都 是 一 
个 s - FRAN AUD. DORE BGT TAR S? x S!. 

(3) 一 个 se - ARF r Me) 是 Qr 中 一 个 微分 同 胚 于 S? x [0,1) 的 闭 子 集 
旦 ,其 边界 合 于 Qro), E 的 每 一 点 都 是 Op 中 的 一 个 e - 瓶颈 的 中 心 .当然 ， 
在 及 的 另 一 端 数 量 曲率 趋 于 无 穷 . 

(4) —P Me - 角 是 Ap 的 一 个 微分 同 胚 于 S? x (0,1) 的 分 支 ,其 每 点 都 是 
Or 中 的 一 个 s - 瓶颈 的 中 心 .在 这 个 分 支 的 两 端 数 量 曲 率 都 趋 于 无 穷 . 

(5) 一 个 加 帽 e - 角 是 Op 的 一 个 微分 同 胚 于 int( D3) 的 分 支 ,其 每 点 或 者 
是 一 个 s - 瓶颈 的 中 心 ,或 者 含 于 一 个 e - 帽子 .在 加 帽 s - 角 的 末端 附近 数量 
曲率 趋 于 无 穷 . 

断言 4.3.3(Perelman) 存在 r > 0,8 > 0 和 po = r- 9, 使 得 对 于 任何 满 
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足 规范 化 初始 条 件 且 在 ; = 7 时刻 产生 奇 点 的 瑞 奇 流 (M,g(1))(M 是 一 个 闭 、 
可 定向 三 维 流 形 ) ,下 列 事情 成 立 . Op 中 任何 满足 R(x,7T) > r? RAC, T) 都 
含 于 下 列 区 域 之 一 : 

(1)Q7 的 一 个 微分 同 胚 于 球面 空间 型 的 分 支 . 

(2) 一 个 微分 同 胚 于 S x S! H e - 回路. 

(3) 一 个 边界 分 支 在 Arlo) PH e - 管 . 

(4) 一 个 边界 在 Arlo) PHI e - 帽 . 

(5) 一 个 边界 在 Qr(p) PH e- f. 

(6) 一 个 加 帽 s - fA. 

(7) 一 个 双 s - A. 

为 了 处 理 在 管子 和 帽子 中 产生 的 奇 点 ,Perelman 引入 沿 着 一 个 二 维 球面 的 
手术 . (在 研究 某 种 四 维 瑞 奇 流 时 Hamilton 更 早 引入 了 沿 着 一 个 三 维 球面 做 手 
术 的 类 似 思 想 ) 这 就 要 求 引 入 Perelman 所 说 的 标准 解 . 


4.3.1 标准 解 


标准 解 是 初始 条 件 为 (Ri, go) 的 瑞 奇 流 ,这 里 度量 go 是 一 个 C” 度量 , 它 
是 上 = OS? 的 上 半球 面 上 的 一 个 接近 于 常 正 曲率 1/2 的 度量 与 S x [0,w) 上 
的 乘积 度量 (其 中 S 上 的 度量 有 常 曲率 1/2) 的 并 .我 们 选取 这 个 度量 使 得 那个 
明显 的 SOC) 对 称 是 一 个 等 距 作用 .这 个 作用 的 唯一 的 不 动 点 (p ,0) 称 为 这 个 
标准 解 的 中 心 .结果 ,尽管 初始 Riemann 流 形 非 紧 , 带 有 这 些 初始 条 件 的 瑞 奇 流 
(R’,g(t)) 是 唯一 的 , 且 对 所 有 ; E [0,1) 有 定义 .对 我 们 的 讨论 来 说 ,这 个 流 
的 重要 性 质 有 :对 每 个 ;€ (0,1) ,度量 g(1) 是 完备 的 且 有 有 界 的 正 截 面 曲率 ， 
在 无 穷 远 渐 近 于 S* 上 曲率 为 1/2(1 - t) 的 度量 与 实 直 线 上 标准 度量 的 乘积 ,而 
且 那 个 S0(3) 作用 对 每 个 ga) < 1) 都 是 等 距 .( 图 4) 

图 4 ”标准 解 
4.3.2 PR 


现在 想法 是 ,从 满足 规范 化 初始 条 件 的 瑞 奇 流 开始 ,行进 到 奇异 时 刻 7. 我 
们 去 掉 Or 的 所 有 这 样 的 分 支 , 它 们 是 属于 断言 4.3.3 中 前 两 类 的 M 的 分 支 .我 
们 也 去 掉 Or 的 所 有 加 帽 s - 角 和 双 e - 角 分 支 .现在 在 每 个 s - 角 里 ,可 以 找 
到 一 点 (x, 7), 它 是 一 个 半径 为 h(7) 的 OCT) - 瓶颈 的 中 心 . 我 们 沿 着 这 个 
OCT) - 瓶颈 的 中 心 二 维 球面 把 Qr 切 开 , 并 去 掉 含 着 e - 角 的 末端 的 那 块 .然后 
对 新 得 到 的 边界 . S 用 一 个 来 自 标准 解 的 初始 条 件 的 半径 为 的 球体 去 粘 , 这 
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里 4 是 某 个 固定 的 万 有 常数 . 我 们 用 h(7)? 对 后 面 这 个 球体 的 度量 作 尺 度 变 
换 , 使 得 我 们 要 把 它们 粘 在 一 块 的 二 维 球面 上 的 度量 彼此 接近 .我 们 利用 单位 
分 解 在 这 个 并 上 造 一 个 光滑 度量 . (图 5) 


standard solution 


图 5 

流 形 ( Mz,g(7)) 的 绝 大 部 分 都 是 时 刻 7 瑞 奇 流 的 结果 .但 是 我 们 已 经 走 
进 在 这 个 奇异 时 刻 产生 的 奇 点 的 邻 域 并 去 掉 它 ,同时 颖 上 三 维 球 体 上 我 们 专门 
造 的 固定 Riemann 度量 .这 样 造 出 闭 Riemann 流 形 Mr 后 ,我 们 利用 它 作为 瑞 奇 
流 在 时 刻 = T 的 初始 条 件 . 这 样 我 们 延 拓 带 手术 的 瑞 奇 流 到 下 一 个 奇异 时 
刻 .在 下 一 个 奇异 时 刻 T ,我 们 做 完全 同样 的 手术 过 程 ,然后 重新 开始 瑞 奇 流 . 
这 样 Perelman 造 出 了 一 个 以 任何 紧 三 维 Riemann 流 形 为 初始 条 件 的 带 手术 的 
瑞 奇 流 . 这 个 带 手 术 的 流 对 所 有 1 € [0, % ) 都 存在 . 

在 手术 过 程 下 ,三 维 流 形 改 变 拓扑 类 型 .拓扑 变化 的 类 型 有 3 重 : 

(1) (管子 手术 ) 从 流 形 里 去 掉 一 个 管子 S x 7, 并 在 每 一 端 粘 上 三 维 球体 . 
(BI 6). 

(2)( 帽 子 手术 ) 从 流 形 里 去 掉 一 个 三 维 球 体 并 粘 上 另 一 个 . (图 7). 

(3) (分支 塌 缩 手术 ) 流 形 的 一 个 分 支 全 部 被 去 掉 . 


S?x1 
on) TOT) Or(O) Jo 


图 6 管子 手术 图 7 帽子 手术 
第 一 种 类 型 的 操作 是 通常 的 拓扑 手术 . 这 就 是 几何 化 猜想 中 要 求 的 连通 
和 分 解 是 怎样 在 带 手术 的 瑞 奇 流 中 达成 的 . (当然 没有 理由 期 望 每 次 手术 都 产 
生 一 个 非 平凡 的 连通 和 分 解 . 某 些 会 简单 地 分 裂 出 8 ,但 这 在 拓扑 上 无 影响 ) 
第 2 类 操作 在 度量 上 有 意义 ,因为 所 考虑 的 球体 有 不 同 的 度量 ,但 在 拓扑 上 它 
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没 做 什么 .最 后 一 类 操作 可 以 显著 地 改变 拓扑 , 因为 整个 分 支 都 被 去 掉 , 但 是 ， 
如 我 们 所 见 ,这些 分 支 中 的 每 一 个 都 微分 同 胚 于 球面 空间 型 或 8” x 51, 因 而 满 
足 几何 化 猜想 的 结论 .这 样 ,我 们 在 去 掉 原 来 的 三 维 流 形 的 素 分 解 中 满足 猜想 
的 块 ,而 保留 那些 我 们 还 未 知 的 块 .从 这 个 描述 容易 看 到 ,如 果 手 术 过 程 的 结果 
满足 Thurston 几何 化 猜想 , 则 初始 流 形 也 满足 . 

因为 沿 着 S 做 手术 的 过 程 在 任意 给 定时 刻 Ty < % 之 前 从 这 个 三 维 流 形 
中 去 掉 固 定数 量 的 体积 (到 底 多 少 依赖 于 参数 6(1) 和 h(i) 对 :< To 的 下 界 )， 
又 因为 在 瑞 奇 流下 ,体积 增长 不 会 比 时 间 的 一 个 固定 指数 率 更 快 ,所 以 对 任意 
To < % ,在 时 刻 70 之 前 管子 手术 和 帽子 手术 的 次 数 有 界 ,这 意味 着 对 所 有 t < 
70, 在 这 些 手术 下 造 出 来 的 分 支 的 数目 有 一 个 一 致 的 界 , 从 而 被 塌 缩 分 支 手术 
去 掉 的 分 支 的 数目 有 界 . 这 就 是 说 在 时 刻 To 以 前 只 有 有 限 多 次 手术 . 当 我 们 多 
许 时 间 趋 于 % 时 ,可 以 有 无 限 多 次 手术 . 去 掉 非 $ 分支 的 手术 只 能 有 有 限 多 
次 , 沿 着 本 质 的 S? 的 管子 手术 也 如 此 .所 有 其 他 手术 或 者 是 帽子 手术 (它们 在 
拓扑 上 平凡 ) ,或 引入 新 的 $ 的 连通 和 分 解 ,或 去 掉 S 分 支 的 手术 . 设 (M,g) 
是 闭 三 维 Riemann 流 形 . 设 M, 是 以 (MM,g) 为 初始 条 件 的 带 手术 的 瑞 奇 流 在 时 
Al ;的 结果 .如 果 我 们 能 够 证 明 对 某 个 1, 流 形 M, WE Thurston 几何 化 猜想 的 结 
论 , 则 M 也 满足 这 个 猜想 的 结论 . 


4.3.3 ”关于 手术 参数 的 评论 


从 上 面 对 手 术 的 描述 还 不 清楚 为 什么 我 们 需要 允许 手术 参数 8(1) 和 
h(t) BE 1 增长 而 减 小 .让 我 们 对 其 理由 给 一 个 简明 的 指示 .断言 4.2.2 和 4.3.3 
中 的 常数 r,6,h 依赖 于 流 形 中 所 有 小 球 的 体积 与 其 半径 立方 之 比 .这 个 估计 
首先 是 对 产生 于 满足 规范 化 初始 条 件 的 瑞 奇 流 的 流 形 建立 的 .人 们 必须 对 满足 
规范 化 初始 条 件 的 带 手术 的 瑞 奇 流 证 明 类 似 的 估计 ,结果 这 些 估计 更 弱 且 事实 
上 依赖 于 到 那 时 为 止 使 用 的 手术 参数 . (我 们 不 能 对 从 手术 时 刻 了 开始 的 瑞 奇 
流 用 那个 (最 初 的 一 一 原 译注 ) 结果 ,因为 没有 理由 期 望 这 个 流 形 是 规范 化 的 ) 
从 而 ,必须 允许 这 些 结果 中 的 常数 +: 依赖 于 1 且 当 ;> o 时 趋 于 0. 这 迫使 我 们 
允许 常数 6 依赖 于 时 间 且 当 ; > % 时 趋 于 0. 事 实 上 ,这 些 参数 是 由 在 越 来 越 大 
的 时 间 段 上 的 一 个 复杂 的 连锁 归纳 来 定义 的 . 


4.4 ”无 穷 时 的 极限 


在 Perelman 的 论证 中 下 一 步 是 分 析 当 -> % 时 带 手术 的 瑞 奇 流 的 极限 .在 
这 部 分 的 论证 中 他 再 次 沿 着 Hamilton 开辟 的 道路 前 进 ,尽管 现在 由 于 两 个 原因 
情形 更 复杂 了 :(i) 我 们 在 考虑 带 手术 的 瑞 奇 流 , 而 不 是 瑞 奇 流 ; (ii) 没有 关于 
(规范 化 的 ) 曲率 的 界 的 假设 .尽管 有 这 些 复杂 性 Perelman Wi A Hamilton 的 许多 
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分 析 都 可 以 修改 : 
A 4.4.1(Perelman) 设 (M, ,gs(:)) 是 带 手术 的 瑞 奇 流 ,对 0 三 上 < oF 

定义 . 

(1) 存在 有 限 体积 的 完备 双 曲 流 形 H. 的 有 限 集 合 和 一 个 租 人 (对 所 有 充分 
大 的 £) 

Pı :HI H; > M, 

对 充分 大 的 t, p ,在 工 玉 的 任意 大 的 紧 子 集 上 任意 接近 于 一 个 等 距 , 假若 我 们 
用 ceile 是 不 依赖 于 上 的 适当 常数 ) 对 M 上 的 度量 作 尺 度 变换 . 

(2) 对 所 有 t > 1, A; 的 平行 于 无 穷 远 的 环 面 映 到 MM, 中 的 不 可 压缩 环 面 . 

(3) 对 所 有 1 >> 1, ;的 一 个 充分 大 紧 子 集 的 象 的 余 集 有 一 个 任意 塌 缩 而 
曲率 有 下 界 的 度量 . 

对 一 个 完备 Riemann 流 形 中 的 一 点 x, 定 义 r(x) 为 满足 以 下 条 件 的 +r = 0 
的 上 确 界 : 在 以 x 为 中 心 、r 为 半径 的 度量 球体 B(x) 上 Rm(y) >- 让 .说 一 个 
度量 在 一 点 x 是 w - 塌 缩 而 曲率 有 下 界 的 ,是 指 Vol(B, (x)(x)) < wrx). — 
个 流 形 是 w - 塌 缩 而 曲率 有 下 界 的 ,如 果 对 这 个 流 形 的 每 一 点 x 上 面 所 述 成 
立 .说 w, 的 象 的 余 集 当 ! > % 是 任意 塌 缩 而 曲率 有 下 界 的 ,是 指 给 定 任意 w > 
0, 存 在 T(W) < % ,使 得 对 所 有 > T(w),X, = M,\ Im(g,) 是 w- 塌 缩 而 曲 
率 有 下 界 的 . 

M, 的 一 些 块 等 距 地 逼近 固定 的 双 曲 块 的 事实 蕴涵 着 所 有 在 充分 大 的 时 刻 
做 的 手术 都 是 在 流 形 M, 的 塌 缩 区 域 做 的 . 

由 这 个 断言 推出 对 任何 t> 1 我 们 可 以 沿 着 不 可 压缩 环 面 把 M, 分 离 成 若 
十 块 :微分 同 胚 于 有 限 体积 的 完备 双 曲 流 形 的 块 yg;(ILA;) ,和 度量 w - 塌 缩 而 
HRA FRR XOXE w 依赖 于 上 且 当 ;上 趋 于 无 穷 时 趋 于 0). 剩 下 来 要 证 明 对 
所 有 + > 痉 1, 成 的 素 因子 可 以 沿 着 不 可 压缩 的 环 面 和 Klein 瓶 分 解 成 容许 有 限 体 
积 的 局 部 齐 性 几何 的 块 . 


4.5 BARK 


为 了 做 这 个 我 们 引用 一 些 结果 ,它们 来 自 度量 塌 缩 而 曲率 有 下 界 的 流 形 的 
理论 .在 我 们 的 情形 ,我 们 有 一 族 三 维 流 形 X, CN > % 时 塌 缩 而 曲率 (局 
部 ) 有 下 界 . 想法 是 过 渡 到 (% 的 一 个 子 列 的 ) 极限 X. 这 个 极限 是 一 个 比 
Riemann 流 形 更 一 般 的 度量 空间 ,但 在 其 中 曲率 有 下 界 的 概念 仍 有 意义 . 这 些 
东西 的 自然 范畴 是 Aleksandrov 空间 的 范畴 .这 样 的 空间 有 一 致 的 维 数 , 且 极 限 
的 维 数 不 超 过 这 个 序列 中 的 流 形 的 维 数 . 

我 们 把 这 个 一 般 理论 用 到 带 手术 的 瑞 奇 流 的 塌 缩 区 域 当 > o 时 产生 的 
极限 .除了 一 个 例外 ,对 这 些 极限 发 生 的 事情 是 ,存在 不 可 压缩 的 环 面 和 Klein 
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瓶 把 塌 缩 区 域 分 成 块 , 每 一 块 有 一 个 一 维 或 二 维 的 Aleksandrov 空间 极限 .其 
Aleksandrov 空间 极限 为 二 维 的 块 是 双 曲 orbifold 上 的 Seifert 纤维 化 ,或 者 是 客 
零 流 形 分 支 .其 Aleksandrov 空间 极限 为 一 维 的 块 是 这 样 的 分 支 :它们 是 可 解 流 
É ,或 寡 零 流 形 ,或 T? x 1,8 Klein HE AVG I- 从 ,或 5? x 工 我 们 沿 着 S x 7 
块 做 手术 以 把 它们 从 这 个 单子 中 去 掉 . 我 们 也 可 通过 简单 地 把 T x 和 Klein 
瓶 上 的 扭 7 - 从 的 核 (Cores) 加 到 我 们 要 治之 切割 的 环 面 和 Klein 瓶 的 集合 里 
去 ,而 从 这 个 单子 中 去 掉 这 些 块 .于 是 所 有 剩 下 的 块 或 者 是 可 解 流 形 , FRE 
JE ,或 者 是 二 维 双 曲 orbifolds 上 的 Seifert 纤 维 空间 ,所 有 这 些 流 形 都 有 有 限 体 积 
的 局 部 齐 性 度量 .这 样 , 像 以 前 一 样 ,我 们 证 明 对 所 有 te 1, X, 的 每 个 素 因子 都 
可 以 沿 着 不 可 压缩 的 环 面 和 Klein 瓶 分 解 ,使 得 每 块 有 有 限 体积 的 局 部 齐 性 几 
何 .同样 的 陈述 .于 是 显然 对 M, 成 立 ( 对 所 有 1 > 1). 

没有 包含 在 上 面 的 描述 中 的 例外 情形 是 M, 的 这 样 的 分 支 又 ,它们 不 含 MM 
的 任何 双 曲 块 , 且 在 做 尺度 变换 使 其 直径 为 1 后, 当 ;一 % 时 它 的 体积 有 正 的 
下 界 . 这 样 做 尺度 变换 后 , 当 ;一 % 时, 过渡 到 这 样 的 例外 分 支 了 的 一 个 子 序 
A ,我 们 得 到 一 列 瑞 奇 流 , 光 滑 收敛 到 一 个 极限 瑞 奇 流 . 由 Hamilton( 和 J]vey 一 一 
原 译注 ) 关于 曲率 夹 挤 (Pinching) 的 结果 [9] ,极限 瑞 奇 流 的 截面 曲率 处 处 非 
负 . 进一步 ,由 构造 ,截面 曲率 的 最 小 值 是 0. 引 用 Hamilton 关 于 瑞 奇 流 的 强 极 大 
值 原理 ,我 们 得 到 极限 瑞 奇 流 是 一 个 平坦 流 形 上 的 恒定 流 .由 于 做 了 尺度 变换 
后 的 光滑 收敛 到 这 个 极限 ,我 们 得 到 ,对 所 有 to 1, Y, 有 平坦 度量 ,因而 满 
JE Thurston 几何 化 猜想 . 

这 就 覆盖 了 所 有 情形 ,从 而 确立 :对 所 有 充分 大 的 ¢, Thurston 几何 化 猜想 
的 结论 对 m, 成 立 . 如 我 们 已 指出 的 ,一 旦 我 们 知道 对 ;>> 1 的 结论 ,我们 就 可 以 
利用 倒 推 归纳 法 , 穿 过 手术 时 刻 ,对 带 手术 的 瑞 奇 流 的 初始 流 形 建立 这 个 结论 . 
由 于 每 个 闭 .可 定向 拓扑 三 维 流 形 都 有 一 个 规范 化 的 度量 , 因而 可 被 用 为 一 个 
满足 规范 化 初始 条 件 的 带 手 术 的 瑞 奇 流 的 初始 条 件 , 于 是 推出 Thurston 几何 化 
猜想 对 所 有 闭 .可 定向 三 维 流 形成 立 . 

严格 说 来 ,我 们 假设 了 (所 考虑 的 ) 可 定向 三 维 流 形 不 含 租 入 的 RP?, 但 如 
我 们 已 指出 的 ,任何 闭 、 定 向 三 维 流 形 是 有 限 多 个 RP 和 一 个 不 含 姐 入 的 RP? 
的 流 形 的 连通 和 .对 闭 、 可 定向 不 含 召 入 的 RP? 的 三 维 流 形 建 立 Thurston 几何 
化 猜想 ,就 对 所 有 闭 、 可 定向 三 维 流 形 建 立 了 猜想 .这 就 完成 了 关于 Perelman 对 
Thurston 几何 化 猜想 的 处 理 和 断言 的 概述 . 


4.6 ”对 non-acyclic 维 流 形 的 有 限时 间 消 亡 
关于 Poincaré 猜想 和 球面 空间 型 问题 还 有 些 有 趣 的 事 要 说 .我 们 说 一 个 带 
手术 的 瑞 奇 流 在 一 个 有 限时 刻 了 消亡 ,如 果 了 是 一 个 手术 时 刻 , 且 在 时 刻 了 这 
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个 流 形 全 部 被 手术 过 程 去 掉 . 按 照 Hamilton 的 定理 3.3.1, 如 果 我 们 从 一 个 有 正 
瑞 奇 曲率 的 流 形 出 发 ,在 第 一 次 手术 时 刻 就 是 这 个 情形 . Perelman 断言 ,如 果 初 
始 条 件 是 (MM,g) 而 1 的 素 因 子 都 不 是 acyclic(acyclic 即 有 一 个 可 缩 万 有 柳 
盖 ) , 则 带 手 术 的 瑞 奇 流 在 某 个 有 限时 刻 消亡 .特别 地 ,如果 SP 是 一 个 同 伦 三 维 
球面 , 则 它 的 所 有 素 因 子 也 都 是 同 伦 三 维 球面 ,因此 它 的 素 因 子 都 不 是 acyclic， 
从 而 带 手术 的 瑞 奇 流 在 有 限时 间 内 消亡 . 这 意味 着 为 了 证 明 Poincaré 猜想 ,或 
更 一 般 地 对 基本 群 有 限 的 三 维 流 形 进行 分 类 ,因而 解决 球面 空间 型 问题 ,我 们 
不 需要 上 一 子 节 中 关于 塌 缩 度量 的 结果 (它们 被 用 于 理解 带 手术 的 瑞 奇 流 当 ; 
一 œ 时 的 拓扑 ). 


5 最 后 的 评论 
我 强调 了 Perelman 的 结果 中 处 理 带 手术 的 瑞 奇 流 的 方面 ,理由 当然 是 这 些 
是 拓扑 应 用 需要 的 陈述 .但 是 ,如 Perelman 自己 弄 清 楚 的 ,他 作出 的 最 有 意义 的 
进展 是 关于 瑞 奇 流 的 . 我 想 总 结 这 些 .Perelman 运用 了 一 个 自 举 的 
(boot-strapping) 论证 .首先 ,他 完全 了 解 了 三 维 的 梯度 收缩 解 (gradient shrinking 
solution) 一 一 仅 有 两 类 : 常 正 曲 率 流 形 的 收缩 族 , 和 柱 面 8 x 及 ,这 里 $ 上 的 度 
量 族 是 常 曲率 度量 的 收缩 族 (或 被 这 个 流 形 (5? x R 一 一 原 译 注 ) 二 重 覆 盖 的 流 
形 ). 第 二 ,他 能 够 对 非 平 坦 、 完 备 .古老 (Ancient)、 体 积 不 塌 缩 .曲率 非 负 的 解 
的 空间 导出 紧 性 结果 (可 以 相差 尺度 变换 ). 第 三 ,他 证 明 每 个 这 样 的 解 或 者 是 
一 族 收 缩 的 常 正 曲率 度量 ,或 者 其 中 有 越 来 越 大 的 度量 球 ( 当 我 们 回溯 时 间 ) 
非常 接近 于 收缩 柱 面 ( 或 者 它 在 自由 对 合 下 的 商 ). 为 了 建立 这 些 结果 ， 
Perelman 引入 了 约 化 长 度 和 约 化 体积 ,并 对 它们 证 明了 基本 的 单调 性 结果 . 由 
于 Hamilton( 和 Ivey 一 一 原 译 注 ) 的 夹 挤 结果 ,关于 非 负 曲率 古老 解 的 结果 与 紧 
三 维 流 形 上 的 瑞 奇 流 有 关 . 利用 这 个 结果 ,Hamilton 证 明 , 瑞 奇 流 中 大 曲率 区 域 
的 某 种 重 尽 (Rescaling) 极限 是 非 平 坦 .曲率 非 负 且 有 界 的 古老 解 .Perelman 从 
两 方面 扩充 了 Hamilton 的 结果 .首先 ,他 证 明 ,围绕 所 有 大 曲率 区 域 人 们 总 是 可 
以 取 这 样 的 重 尺 极限 ,而 这 些 重 尺 极限 自动 体积 非 塌 缩 (这 是 约 化 长 度 函 数 的 
男 一 个 应 用 ). 因 此 ,所 有 以 大 曲率 的 点 为 中 心 的 重 尺 极限 适合 他 的 分 类 规划 . 
这 是 Perelman 对 奇 点 形成 ( 它 当 曲率 趋 于 无 穷 时 发 生 ) 和 产生 的 手术 过 程 的 了 
解 的 基础 .我 在 这 里 是 对 瑞 奇 流 来 阐述 事情 的 ,而 这 些 结果 是 为 了 定义 手术 过 
程 而 用 的 .然而 如 Perelman 所 说 ,把 这 些 结果 从 瑞 奇 流 扩 充 到 带 手术 的 瑞 奇 流 ， 
虽然 “技术 上 十 分 复杂 ,但 不 牵涉 本 质 上 新 的 思想 ”. 
Perelman 关 于 带 手 术 的 瑞 奇 流 的 效果 的 图 像 完美 地 适合 Thurston 几 何 化 猜 
想 . 有 限时 刻 的 手术 达成 连通 和 分 解 (成 素 因 子 ), 且 去 掉 non-acyclic 的 素 因 子 ， 
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UAHA A te SRS? x 及 的 素 因子 .然后 ,在 分 析 当 上 -> o 的 极限 时 产生 
沿 环 面 和 Klein 瓶 的 分 解 沿 着 环 面 和 Klein 瓶 分 解 成 膨胀 的 双 曲 块 和 塌 缩 
块 . 瑞 奇 流 在 双 曲 块 上 产生 的 度量 适当 重 尺 化 (Rescaled) 后 收敛 于 双 曲 度量 ， 
度量 塌 缩 的 块 是 通过 Aleksandrov 空间 即 曲 率 有 下 界 的 空间 的 理论 来 研究 的 . 
目前 对 瑞 奇 流 在 这 些 块 上 产生 的 度量 的 性 质 的 了 解 还 没有 一 一 除了 塌 缩 判别 
准则 .然而 ,我 们 从 瑞 奇 流 和 Aleksandrov 空间 得 到 拓扑 的 而 不 是 度量 的 结论 . 
幸运 地 ,这 些 结论 强 到 足以 允许 拓扑 类 型 的 分 类 , 而 所 有 这 些 拓扑 类 型 已 知 有 
局 部 齐 性 度量 (基本 上 是 通过 对 维 数 作 归 纳 ). 

一 个 与 在 瑞 奇 流下 在 塌 缩 区 域 中 发 生 了 什么 相关 的 未 解决 问题 是 :对 带 有 
任意 初始 条 件 的 瑞 奇 流 ,对 所 有 正 的 时 间 ,是 否 一 般 只 有 有 限 多 次 手术 ? 
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附录 W 丘成桐 先生 在 晨 兴 数学 中 心 的 演讲 


章 正在 开始 . 


先生 们 ,女士 们 : 
今天 我 将 会 告诉 你 们 数学 上 的 一 页 篇 章 是 如 何 结束 和 新 的 篇 


请 允许 我 先 从 一 些 基本 的 观察 开始 . 


几何 结构 


常生 活 中 看 到 许多 有 趣 的 几何 结构 . 


几何 学 的 主要 目的 是 描述 与 分 类 有 趣 的 几何 结构 .我 们 在 日 


加 Handle \ ‘ 
w 


我 举 几 个 例子 : 
\ 


C \) 


亏 格 0 亏 格 1 亏 格 2 


曲面 的 亏 格 就 是 环 柄 的 数目 . 


A 
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连通 和 
构造 曲面 的 一 个 抽象 和 主要 的 方法 是 作曲 面 的 连通 和 . 
连通 和 S, S 是 通过 删除 圆 盘 D;, 并 且 钻 孔 曲 面 5; - D; 通 
WGA TALE h 29D, 0 Dy 粘 合 起 来 ,于 是 
Si # S2= (S1 - Di) U,C S2- D2) 


曲面 结构 定理 
定理 (曲面 分 类 定理 ) 


任意 闭 的 可 定向 的 曲面 是 如 下 曲面 之 一 :球面 、 环 面 或 有 限 多 
个 环 面 的 连通 和 . 
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共 形 几何 

为 了 更 深入 理解 曲面 , 庞 加 莱 建 议 理 解 这 些 二 维 对 象 上 的 共 
形 几何 . 
例 于 

在 地 球 上 我 们 利用 经 线 和 纬 线 来 确定 方位 .它们 互相 垂直 . 当 
我 们 将 方形 的 地 图 映 到 球面 上 的 时 候 ,距离 产生 了 扭曲 .比如 , 北 
极 附近 很 小 的 区 域 在 方形 地 图 上 是 很 大 的 区 域 .不 过 ,经 线 与 纬 线 
的 正 交 性 在 映照 下 保持 不 变 . 所 以 ,如 果 一 稻 船 在 海上 航行 ,我 们 
| 可 以 用 地 图 精确 地 指引 它 的 航 疝 . 


共 形 几何 
庞 加 莱 (Poincaré) 发 现 ,我 们 可 以 在 任何 曲面 上 绘制 经 线 与 纬 
线 . 


À 
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我 们 可 以 沿 着 曲面 上 某 些 特殊 的 曲线 切割 ,然后 把 曲面 在 平 
面 或 圆 盘 上 展开 .在 这 个 过 程 中 ,经 线 与 纬 线 保 持 不 变 . 


ae: 
y 人 


From Poincaré to Perelman 一 The History of Poincaré Conjecture 


Hi iit ESRB ny BY Y 
定理 ( 庞 加 莱 单 值 化 定理 ) 
任意 二 维 封闭 空间 必 与 一 常 高 斯 曲率 空间 共 形 等 价 . 


球面 欧 氏 双 曲 


曲面 上 的 Hamilton 方程 

我 们 可 以 通过 曲率 变动 任意 曲面 .这 种 形变 就 是 曲面 的 
Hamilton 的 Ricci 流 . 这 种 形变 最 后 得 到 常 曲 率 空 间 . 这 一 方法 是 
Hamilton 发 明 的 ,可 用 来 改变 任意 维 空间 . 
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三 维 流 形 

到 目前 为 止 ,我 们 所 讨论 的 空间 只 有 两 个 自由 度 .与 束缚 于 曲 
面 上 的 虫子 所 看 到 的 二 维 空间 不 一 样 , 我 们 所 生存 的 空间 有 三 个 
自由 度 .虽然 我 们 的 三 维 空间 看 起 来 是 平坦 的 ,但 还 有 许多 自然 而 
不 平坦 的 三 维 空间 . 


二 维 流 形 

例子 

相 空 间 

在 20 世纪 初 , 庞 加 莱 研 究 粒 子 动力 学 的 相 空 间 . 相 空间 由 (x; 
v), 即 粒子 的 位 置 与 速度 组 成 .例如 ,如 果 一 个 粒子 在 二 维 曲 面 5 
Se a 那么 这 个 粒子 就 有 三 个 自由 度 .这 就 产生 
了 一 个 三 维 空间 M. 
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纤维 从 

如 果 我 们 对 M 上 每 个 点 (xi 0) , 赋 以 点 xE 三 ,我们 得 到 一 个 
从 M 到 5 的 映射 . 当 我 们 固定 点 x,v 可 以 取 任 意 单位 向 量 , 因 此 ， 
可 以 在 单位 圆 上 自由 移动 .我 们 称 M 是 上 的 纤维 从 ,而 它 的 纤 
维 是 单位 圆 . 


庞 加 莱 猪 想 

高 维 拓扑 学 可 以 说 是 从 庞 加 莱 的 问题 开始 : 

一 个 闭 的 三 维 空间 ,车 其 上 的 每 条 闭 曲 线 都 可 以 连续 收缩 到 
一 个 点 ,那么 从 拓扑 上 来 看 ,这 个 空间 是 否 就 是 球面 ? 

这 个 问题 不 仅 是 一 个 著名 的 难题 ,而 且 是 三 维 拓扑 理论 的 中 
心 问题 . 
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拓扑 手术 


拓扑 学 家 研究 这 个 问题 已 经 有 一 百 多 年 的 历史 了 .主要 的 工 
具 是 切割 和 黏合 ,或 称 手术 ,来 简化 一 个 空间 的 拓扑 . 


© 


拓扑 手术 


在 20 世纪 70 年 代 以 前 ,主要 的 工具 有 Dehn 引 理 ,提供 了 将 自 
相交 又 的 曲面 简化 为 无 交叉 曲面 的 工具 . 


HA? 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


拓扑 手术 

定理 (Dehn 引 理 ) 

如 果 存 在 从 圆 盘 到 三 维 空间 的 一 个 映射 , 且 不 在 圆 盘 边界 上 
自 相 交叉 ,那么 存在 另 一 个 到 三 维 空间 的 没有 自 交 叉 的 映射 , 且 限 
制 在 边界 上 与 原来 的 映射 相等 . 

Dehn 引 理 的 一 种 基于 极 小 曲面 理论 的 版 本 是 Meeks - 丘成桐 
发 现 的 ,对 以 后 的 发 展 很 有 帮助 . 


拓扑 手术 

第 二 个 工具 是 Haken 引入 的 不 可 压缩 曲面 的 构造 . 它 被 用 来 
将 三 维 流 形 切割 成 片 . Walhausen 用 这 一 方法 证 明了 重要 的 定理 . 
(不 可 压缩 曲面 是 一 种 嵌入 曲面 , 且 具 有 如 下 性 质 :如 果 一 条 闭环 
路 不 能 在 曲面 上 收缩 到 一 个 点 ,那么 它 也 不 能 在 三 维 空 间 中 收缩 
到 一 个 点 ) 
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特殊 曲面 
有 几 个 重要 的 一 维和 二 维 空间 在 理解 三 维 空间 的 过 程 中 起 了 
重要 的 作用 . 
1. 圆 周 
Seifert 构造 了 许多 三 维 空间 ,可 以 写成 圆周 的 连续 族 . 上 面 提 
到 的 相 空 间 是 Seifert 空间 的 一 个 例子 . 


特殊 曲面 

2 .三维 球面 
我 们 可 以 通过 在 两 个 三 维 空间 上 的 各 挖 去 一 个 实心 球 ,然后 
沿 着 球面 粘 合 起 来 . 


Ss? 


相反 , Kneser 和 Milnor 证明 每 个 三 维 空间 可 以 通过 球面 唯一 分 
解 成 不 可 约 分 支 .一 个 空间 称 为 是 不 可 约 的 ,如 果 每 个 钻 入 球面 都 
是 这 个 空间 中 的 一 个 三 维 球 的 边界 . 
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特殊 曲面 
3. 环 面 
Jaco-Shalen, Johannson 的 一 个 定理 说 ,我 们 可 以 通过 沿 环 面 切 
割 作 进一步 分 解 . 


三 维 空间 的 结构 

几何 化 猜测 (Thurston) : 

三 维 空间 的 结构 是 由 如 下 的 基本 空间 所 合成 的 : 
(1)( 庞 加 莱 猜 想 ) 如 果 三 维 空间 上 每 条 闭环 路 都 可 以 收缩 到 
一 个 点 ,那么 这 个 空间 就 是 三 维 球面 . 

(2)( 空 间 形式 问题 ) 将 三 维 球面 上 的 点 等 同 起 来 得 到 的 空间 . 
这 由 线性 等 距 的 一 个 有 限 群 所 支配 ,类 似 于 晶体 的 对 称 . 
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(3)Seifert 空间 及 其 类 似 于 (2) 用 有 限 群 得 出 的 空间 . 
(4) (Thurston 猜测 : 双 曲 空间 ) 边 界 由 环 面 构成 的 三 维 空间 , 空 
间 中 每 个 二 维 球面 都 是 某 个 球 的 边界 ,每 个 不 可 压缩 的 环 面 可 以 
用 适当 的 方法 形变 到 边界 ;这 种 空间 被 猜测 为 带 有 常 负 曲 率 的 空 
间 , 并 且 可 以 通过 双 曲 球 的 一 个 离散 对 称 群 得 到 . 


用 十 二 面体 拼 成 的 双 曲 空间 (Charlie Gunn) 
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三 维 空间 的 结构 
Thurston 猜测 将 三 维 空间 的 分 类 简化 为 群 论 问题 ,发 展 出 了 许 
多 工具 .他 和 一 些 后 来 的 学 者 证 明了 当 三 维 空间 足够 大 时 (这 是 
Haken 和 Walhausen 所 研究 的 空间 ) ,猜想 成 立 .( 一 个 空间 里 如 果 有 
非 平 凡 和 不 可 压缩 的 家 人 曲面 ,我 们 称 它 为 足够 大 的 ) 
可 异 Thurston 的 证 明 方 法 很 难 用 到 最 一 般 的 流 形 上 . 


几何 分 析 

另 一 方面 ,从 20 世纪 70 年 代 开 始 , 一 群 几何 分 析 学 家 应 用 非 
线性 偏 微分 方程 来 构造 空间 的 几何 结构 .Yamabe 考虑 了 将 一 个 空 
| 间 共 形 地 变 为 常数 量 曲 率 空间 .可 是 这 种 方法 不 能 用 来 区 分 空间 
的 拓扑 . 
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几何 分 析 

一 个 重要 的 发 现 是 1976 年 凯 勒 - 爱 因 斯 坦 空间 的 构造 .事实 
上 ,我 用 这 个 方法 证 明了 复 情 形 的 庞 加 莱 猜 想 . 在 复 几何 中 被 称 为 
Severi 猜测 , 即 每 个 同 伦 等 价 于 复 射影 平面 的 复 曲 面 必 是 复 射影 平 
m. 


几何 分 析 
将 几何 与 分 析 的 想法 结合 起 来 理解 几何 与 拓扑 的 学 科 称 为 几 
何 分 析 . 而 这 一 学 科 可 以 追溯 到 19 世纪 50 年 代 , 在 过 去 30 年 中 有 
了 长 足 的 发 展 . 

这 一 学 科 有 两 大 支柱 : 非 线性 分 析 与 几何 .由 于 许多 学 者 的 努 
力 ,这 两 个 学 科 在 20 世纪 70 年 代 都 变 得 很 成 熟 .( 见 我 的 综述 文章 
Perspectives on Geometric Analysis in Survey in Differential Geometry, Vol, 
10,2006) . 


爱 因 斯 坦 空间 
我 现在 介绍 一 下 几何 分 析 的 想法 如 何 用 来 解决 庞 加 莱 猜 想 . 
在 三 维 空间 情形 ,我们 需要 构造 爱 因 斯 坦 结构 ,这 是 受到 了 重 
力 理论 中 的 爱 因 斯 坦 方程 启发 .对 任何 一 个 三 维 空间 结构 ,我 们 找 
一 种 方法 将 它 形变 到 一 个 满足 爱 因 斯 坦 方 程 的 空间 结构 .这 种 形 
变 必须 依赖 于 空间 的 曲率 . 


爱 因 斯 坦 方程 

爱 因 斯 坦 的 相对 论 告诉 我 们 ,在 重力 影响 下 ,时 空 具有 曲率 . 
空间 不 断 地 改变 .空间 的 整体 拓扑 随 着 曲率 (重力 ) 的 分 布 而 变化 . 
相反 的 ,整体 拓扑 非常 重要 , 它 提 供 了 重力 分 布 的 限制 条 件 ,也 可 
以 看 做 重力 的 源头 . 
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爱 因 斯 坦 结 构 
假设 
我 们 假设 三 维 空间 是 紧 致 无 边 的 (也 就 是 闭 的 ). 
Ricci 张 量 
在 三 维 空间 中 ,空间 的 曲率 从 不 同方 向 测量 会 不 一 样 .这 种 测 
量 受 Ricci KE Rj 支配 .这 本 质 上 是 空间 的 物质 张 量 . 


Ricci 曲率 

数量 曲率 

与 方向 无 关 的 一 个 重要 的 量 是 数量 曲率 RR. 它 是 Rj 的 迹 ,可 以 
用 来 测量 测 地 球 的 扩张 或 收缩 

Volume(B(p.r)) ~ ane DRO) r’) 

其 中 B(p,r) ÆA p 为 圆心 ,以 r 为 半径 的 球 , R(p) 是 p 点 的 数量 
曲率 . 


From Poincare to Perelman 一 The History of Poincar Conjecture 


Ricci 曲率 
二 维 哑 铃 型 曲面 


Ricci 曲率 
二 维 鞍 马 型 负 曲 率 曲面 
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Ricci 曲率 
可 是 ,在 三 维 ,一 个 贷 有 下 面 的 形状 : 


这 个 片 是 具有 很 大 正 曲 率 的 二 维 球面 ,所 以 颈 部 的 数量 曲率 可 以 
是 正 的 . 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


爱 因 斯 坦 方程 动力 学 

粗略 地 说 ,质量 密度 由 空间 的 数量 曲率 加 上 动量 密度 组 成 . 爱 
因 斯 坦 动力 方程 迫使 黑洞 的 形成 ,将 空间 分 为 两 部 分 :数量 曲率 为 
正 的 部 分 空间 和 可 能 具有 黑洞 的 部 分 空间 .一 般 来 说 ,在 黑洞 视界 
以 内 ,拓扑 趋向 于 容许 负 曲 率 结 构 . 


重力 理论 中 有 两 个 量 支配 空间 的 动力 学 :度量 与 动量 .动量 很 
难 控制 ,所 以 目前 很 难 用 广义 相对 论 的 爱 因 斯 坦 方 程 来 研究 空间 
的 拓扑 . 
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Hamilton 方程 
1979 年 , Hamilton 发 展 了 新 的 方程 来 研究 空间 的 变动 . Hamilton 
的 方程 是 如 下 的 


Piva 
es 
7 = -2R; 


与 重力 驱动 空间 不 同 ,他 用 Ricci 曲率 来 驱动 ,这 类 似 于 热 扩 
散 . 热 传导 方程 具有 使 空间 光滑 的 性 质 . 它 能 够 将 热源 瞬间 传递 到 
空间 上 的 任何 一 点 . 

这 个 方程 也 被 物理 学 家 在 同一 时 期 考虑 (首先 出 现在 Friedan 
的 论文 里 ) ,不 过 观点 有 很 大 不 同 . 


奇 点 

另 一 方面 ,整体 拓扑 与 方程 中 由 于 曲率 产生 的 非 线 性 项 确实 
将 空间 部 分 区 域 变 为 点 ,出 现 空间 的 拓扑 塌陷 .我 们 称 这 种 点 为 空 
间 的 奇 点 . 

1982 年 时 ,Hamilton 在 这 个 方程 的 研究 方面 发 表 了 第 一 篇 文 
章 . 从 正 曲 率 空 间 开 始 ,他 证 明了 ,在 他 的 方程 支配 下 ,在 作 保 持 体 
积 不 变 的 膨胀 以 后 ,空间 不 会 遇 到 任何 奇 点 ,这 就 导致 曲率 在 每 个 
方向 都 是 常数 的 空间 .这 种 空间 可 以 是 三 维 球面 ,也 可 以 是 球面 在 
有 限 等 距 群 作用 下 的 商 . 
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看 到 Hamilton 的 定理 后 ,我 确信 Hamilton 的 方程 正 是 完成 几何 
化 纲领 所 需要 的 方程 . 

(在 Hamilton 的 文章 发 表 以 后 不 久 ,出 现 了 Huisken 用 平均 曲 
率 形变 凸 曲面 的 文章 .平均 曲率 流 方程 是 理解 Hamilton 方程 的 一 
个 很 好 的 模型 ) 


我 们 建议 用 他 的 方程 不 断 地 改变 三 维 空间 ,最 后 会 将 空间 分 
解 . 这 将 会 导致 Kneser, Jacob-Shalen, Johannson 的 拓扑 分 解 定理 .我 
们 希望 哈密 尔 顿 方程 的 渐 近 状态 会 分 解 成 几 个 部 分 ,或 者 塌陷 ,或 
者 产生 满足 爱 因 斯 坦 方程 的 结构 . 

在 三 维 空间 中 , 爱 因 斯 坦 结构 是 常 曲率 的 .可 是 ,形变 会 产生 
奇 点 .主要 的 问题 是 找到 描述 所 有 奇 点 的 办 法 .以 下 我 们 将 介绍 这 
个 重要 的 发 展 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


Hamilton 纲领 
Hamilton 的 想法 是 通过 拓扑 手术 把 奇 点 除去 ,在 手术 以 后 继续 
他 的 方程 .如 果 再 次 发 展 出 奇 点 , 则 重复 手术 ,继续 前 进 . 


如 果 我 们 可 以 证 明 在 任意 有 限时 间 段 内 ,只 需 做 有 限 次 手术 ， 
并 且 Hamilton 方程 的 解 的 长 时 间 行 为 得 到 了 很 好 的 了 解 ,那么 我 
们 就 能 够 识别 出 初始 流 形 的 拓扑 结构 .所 以 , Hamilton 的 纲领 如 果 
能 够 成 功 实施 ,将 会 导致 庞 加 莱 猜 想 与 Thurston 猜想 的 证 明 . 

Hamilton 的 贡献 的 重要 性 与 创造 性 永远 不 会 被 高 估 . 这 个 领域 
里 的 任何 专家 都 会 认可 Hamilton 是 整个 理论 最 主要 的 贡献 者 . 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


Hamilton 纲领 

2002 年 12 月 Perelman 说 : 

“遵循 Hamilton 纲领 将 会 推出 闭 三 维 流 形 的 几何 化 猜想 .” 
“在 这 篇 文章 中 ,我 们 完成 Hamilton 纲领 中 的 一 些 细节 .” 

现在 我 们 将 根据 年 代 发 展 ,描述 Hamilton 的 纲领 .分 成 几 个 阶 
段 : 


I. 先 验 估计 

早 在 20 世纪 90 年 代 , Hamilton 系统 地 发 展 理论 ,来 理解 奇 点 
的 结构 .在 我 的 建议 下 ,他 证 明了 当 曲 率 为 非 负 时 ,他 的 流 的 李 伟 
JE- 丘成桐 型 估计 ( 李 伟 光 - 丘成桐 - Hamilton 估计 ) .这 一 估计 提 
供 了 Hamilton 方程 行为 的 先 验 控制 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


先 验 估计 是 证 明 非 线性 微分 方程 存在 性 定理 的 关键 .一 个 直 
观 的 例子 可 以 解释 如 下 :一 位 导弹 工程 师 设计 导弹 的 轨 线 ,他 可 能 
需要 知道 发 射 十 分 钟 后 导弹 的 位 置 与 速度 .由 于 风速 的 改变 ,他 的 
估计 可 能 很 不 相同 .可 是 只 要 这 个 估计 在 一 定 的 精度 范围 内 ,他 就 
可 以 知道 如 何 去 设 计 导 弹 .如 何 决定 这 个 精度 范围 ,这 就 叫做 先 验 
估计 . 


李 伟 光 - 丘成桐 - Hamilton 估计 
在 证 明 非 线性 微分 方程 的 过 程 中 ,我 们 需要 找到 一 些 量 的 先 

验 估计 ,来 控制 这 个 方程 .在 哈密 尔 顿 流 的 情形 ,重要 的 量 是 数量 

曲率 R. 数 量 曲率 的 相对 大 小 对 于 奇 点 结构 的 研究 非常 关键 .这 是 

李 伟 光 - 丘成桐 - Hamilton 估计 给 出 的 . 
对 任意 1 -形式 v, RITA 


cK + R + V2 R* V, + 2RaVaV; =0 


特别 的 , tR (a, t) ED — AAB AE REBT EE h . 
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拼 挤 估计 

在 应 用 这 种 估计 研究 奇 点 结构 的 过 程 中 , Hamilton 发 现 (lvey 
也 独立 得 到 ) 三 维 空间 上 他 的 方程 的 一 个 曲率 拼 挤 估计 .这 使 得 他 
发 现 , 奇 点 的 一 个 邻 域 与 非 负 曲率 空间 相似 . 

于 是 在 附加 了 非 塌陷 条 件 下 ,Hamilton 得 到 了 最 可 能 出 现 的 奇 
点 的 结构 .只 有 一 类 奇 点 他 无 法 确定 其 存在 性 (他 将 这 类 奇 点 称 为 


SHM). 


II. Hamilton 关于 几何 化 的 工作 

1995 年 ,他 发 展 了 用 常平 均 曲 率 曲 面 叶 化 的 几何 手术 的 方法 
来 研究 具有 正 迷 向 曲率 四 维 流 形 的 拓扑 . 

1996 年 , Hamilton 继续 分 析 在 合适 正则 性 条 件 ( 他 称 之 为 非 奇 
异 解 ) 下 的 时 空 结构 .特别 的 ,他 证 明 容许 非 奇 异 解 的 三 维 空间 满 
足 几 何 化 猜想 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


这 些 惊 人 的 工作 是 建立 在 对 几何 与 非 线性 微分 方程 的 深刻 分 
析 基 础 上 的 .这 两 篇 文章 令 人 深信 ,几何 化 纲领 可 以 用 Hamilton 的 
方法 在 可 期 待 的 一 段 时 间 内 加 以 破解 . 


Hamilton 工作 中 的 主要 组 成 部 分 

在 他 深刻 的 分 析 中 ,需要 如 下 几 个 主要 部 分 : 

1. 他 自己 在 郑 绍 远 - 李 伟 光 - 丘成桐 1981 年 得 到 的 单 射 半径 
估计 工作 基础 上 证 明 的 关于 空间 收敛 性 的 紧 性 定理 . 

2. Mostow 刚性 定理 的 量化 改进 ,刚性 定理 说 具有 有 限 体 积 节 
三 维 空间 上 至 多 只 有 一 个 常 负 曲 率 度量 . 
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3 .用 环 面 分 解 空间 的 过 程 中 ,他 需要 证 明 环 面 是 不 可 压缩 的 . 
他 的 证 明 依赖 于 Meeks - 丘成桐 和 Schoen - 丘成桐 发 展 的 极 小 曲 
面 理论 .Meeks - 丘成桐 的 工作 得 到 了 三 维 拓扑 的 Smith 猜测 证 明 
中 需要 的 一 个 等 变 Dehn 5|. Schoen 丘成桐 的 工作 与 他 们 证 明 广 
义 相 对 论 中 正 质量 猜测 有 关 . 


III. Perelman 的 突破 

在 前 面 提 到 的 这 些 工作 出 来 以 后 , Hamilton 的 方法 给 庞 加 莱 猜 
想 与 几何 化 猜测 的 证 明 带 来 了 一 片 光 明 . 主 要 的 困难 在 于 如 何 利 
用 局 部 曲率 的 界 来 对 单 射 半径 进行 某 种 控制 ,以 理解 奇 点 的 结构 
与 奇 点 手术 的 过 程 . 

2002 年 11 月 ,Perelman 推出 预 印 本 “The entropy formula for the 
Ricci flow and its geometric applications” .在 引 言 中 ,他 说 他 的 主要 目 
的 是 执行 Hamilton 的 纲领 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


与 1986 年 李 伟 光 - 丘成桐 的 工作 相 平 行 的 ,Perelman 用 路 径 积 
分 引入 了 一 个 时 空 距离 函数 ,用 来 验证 一 般 的 非 塌陷 条 件 . 令 o 是 
任意 链接 p 到 g 的 时 空 道路 ,我 们 定义 作用 


| vs +1 o(S) 12)ds 


ERA p 与 之 间 的 道路 取 极 小 值 ,我 们 定义 了 时 空 距离 函 
数 . 


Perelman 定义 他 的 约 化 体积 


| ro-iem = TEA q, o} 

并 注意 到 在 Hamilton 方程 下 , 约 化 体积 是 递减 的 . 

Perelman 说 :“ 李 伟 光 - 丘成桐 对 一 个 线性 抛物 方程 赋 以 “长 
度 ' ,与 我 们 的 情况 几乎 完全 一 样 .” 
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比例 尺 论证 方法 
Perlman 进一步 发 展 了 一 个 重要 的 ,改进 的 比例 尺 论证 方法 ,来 
完成 Hamilton 对 于 奇 点 的 分 类 ,得 到 了 一 致 并 整体 的 奇 点 结构 定 


理 . 


奇 点 结构 


double ¢-horn 


capped e-horn 
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Hamilton 的 几何 手术 
现在 我 们 需要 一 个 施行 几何 手术 的 办 法 .在 1995 年 , Hamilton 
已 经 对 四 维 空间 开创 了 一 种 手术 过 程 ,给 出 了 施行 这 种 手术 的 具 


体 方法 . 
我 们 可 以 检验 , Hamilton 的 几何 手术 对 三 维 空间 也 成 立 .手术 
的 步 又 介绍 如 下 : 
Hamilton 的 几何 手术 
on neck 


the gluing cap 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


手术 时 间 的 离散 性 

真正 的 挑战 在 于 证 明 每 个 有 限时 间 段 内 只 进行 有 限 次 手术 . 
问题 在 于 , 当 我 们 在 进行 每 次 手术 时 ,可 能 会 引入 误差 ,积累 到 一 
定 程度 手术 就 会 越 来 越 频繁 . 


2003 年 3 H , Perelman 推出 了 另 一 篇 预 印 本 , BA “Ricci flow 
with surgery on three manifolds” , 其 中 他 改进 了 Hamilton 的 几何 手术 
过 程 , 随 着 时 间 演 进 ,手术 的 精度 也 不 断 提高 . 

Perelman 引入 了 比例 尺 论证 方法 来 研究 手术 时 间 离 散 性 问题 . 
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从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


手术 时 间 的 离散 性 ,比例 尺 论证 

当 对 Hamilton 方程 的 手术 解 采用 比例 尺 论证 ,我 们 遇 到 如 何 
应 用 Hamilton 紧 性 定理 的 困难 ,因为 这 个 紧 性 定理 只 对 光滑 解 有 
效 . 

克服 这 个 困难 的 想法 由 两 部 分 组 成 : 

1.(Perelman) :选择 截断 半径 充分 小 ,将 手术 区 域 远 推 . 


手术 时 间 的 离散 性 一 一 比例 尺 论证 方法 
2. ( 曹 怀 东 - 朱熹 平 ) :建立 了 三 个 关于 手术 解 的 时 间 延 展 的 
结果 ,使 得 Hamilton 的 紧 性 定理 仍然 可 用 .为 了 达到 这 个 目的 ,他 
们 需要 对 手术 区 域 的 延伸 有 深刻 的 了 解 , 这 用 到 陈兵 龙 -RAF 
关于 非 紧 流 形 上 Hamilton 方程 解 的 唯一 性 定理 . 
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From Poincaré to Perelman 一 The History of Poincaré Conjecture 


总 结 庞 加 莱 猜 想 证 明 

一 旦 知道 手术 相对 于 时 间 是 离散 的 ,我 们 可 以 完成 正 数 量 曲 
率 三 维 空间 的 分 类 ,这 是 Schoen - 丘成桐 最 早 研究 的 问题 . 

更 重要 的 ,对 单 连 通 三 维 空间 ,结合 Colding-Minicozzi(2005 ) 的 
有 限时 间 消 亡 性 结果 ,这 就 提供 了 庞 加 莱 猜 想 的 完整 证 明 . 


IV .几何 化 猜测 的 证 明 :粗细 分 解 

为 了 研究 一 般 空 间 的 结构 ,我 们 仍然 需要 分 析 Hamilton 方程 
的 手术 解 的 长 时 间 行 为 .正如 我 们 在 I 中 所 提 到 的 , Hamilton 在 
1996 年 研究 了 一 些 特殊 光滑 解 的 行为 . 
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thin part 


4 
thick part 
(hyperbolic piece) 


thick part 
(hyperbolic piece) 


thick part 
(hyperbolic piece) 


粗细 分 解 

Hamilton 证 明 任 意 三 维 非 奇 异 解 容许 一 种 粗细 分 解 ,其 中 粗 的 
部 分 由 有 限 多 个 双 曲 空间 组 成 ,而 细 的 部 分 塌陷 .通过 改进 Schoen - 丘 
成 桐 的 极 小 曲面 理论 ,Hamilton 进一步 证 明 双 曲 片 的 边界 是 不 可 压 
缩 环 面 .所 以 ,任何 非 奇 异 解 都 是 可 以 几何 化 的 . 
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粗细 分 解 


虽然 非 奇 异 的 假设 有 局 限 性 ,但 Hamilton 的 想法 与 论证 在 
Perelman 的 工作 中 起 了 很 关键 的 作用 ,特别 用 来 分 析 一 般 手术 解 的 


对 于 粗 的 部 分 ,基于 李 伟 光 - 丘成桐 - Hamilton 的 估计 , Perel- 
man 建立 了 一 个 关键 的 椭圆 型 估计 ,使 得 他 可 以 证 明 粗 的 部 分 由 双 
曲 片 组 成 .对 细 的 部 分 ,由 于 他 只 能 得 到 截面 曲率 的 一 个 (局 部 ) 下 
界 , 他 宣布 了 一 个 新 的 塌陷 结果 .假设 这 个 新 的 塌陷 结果 成 立 ， 
Perelman 认为 手术 解 与 Hamilton 工作 中 的 非 奇 异 解 具有 相同 的 长 
时 间 行 为 ,这 个 结论 可 以 推出 Thurston 几何 化 猜想 的 证 明 . 


长 时 间 行 为 . 

这 样 , Perelman 宣称 可 以 用 粗细 分 解 来 给 出 Thurston 几何 化 猜 
测 的 证 明 . 
粗细 分 解 
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粗细 分 解 

虽然 Perelman 期 望 的 这 个 新 的 塌陷 结果 还 未 见 诸 文献 ,Shioya — 
Yamaguchi 在 闭 空间 的 特殊 情形 发 表 了 一 个 塌陷 结果 的 证 明 . 最 
近 , 曹 怀 东 - 朱 喜 平 在 前 面 工作 的 基础 上 给 出 了 Thurston 几何 化 猜 
想 的 一 个 完全 证 明 . 


后 记 

在 Perelman 的 工作 中 ,许多 关键 的 证 明 思 想 只 是 作 了 勾画 或 
略 述 ,而 经 常 缺少 完全 的 细节 .最 近 曹 怀 东 - 朱 圳 平 2005 年 提交 给 
《亚洲 数学 杂志 》( hsian Journal of Mathematics ) 的 文章 给 出 了 庞 加 莱 
与 Thurston 几何 化 猜想 的 第 一 个 完整 与 详细 的 描述 .他 们 在 自己 工 
作 基 础 上 ,给 出 了 Perelman 工作 的 几 个 步骤 的 新 证 明 . 
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From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


过 去 三 年 中 ,许多 数学 家 试图 探究 : Hamilton 与 Perelman 的 想 
法 是 否 可 以 结合 起 来 ? Kleiner 与 Lott (2004) 在 网 上 公布 了 关于 
Perelman 部 分 工作 的 注 记 .不 过 这 些 注 记 与 完整 的 证 明 相 差 甚 远 . 
在 曹 怀 东 - 朱 喜 平 的 工作 在 2006 年 4 月 宣布 以 后 , Kleiner 与 Lott 
在 5 月底 公布 了 一 篇 比 他 们 在 2004 年 完整 的 笔记 .他 们 的 方法 与 
曹 怀 东 - 朱 喜 平 的 方法 有 所 不 同 .要 完全 理解 他 们 的 笔记 还 需要 
一 些 时 间 ,因为 在 其 中 几 个 关键 的 地 方 仍然 非常 粗略 . 


Hamilton 纲领 的 成 功 是 过 去 三 十 年 中 几何 分 析 学 家 集体 努力 
的 成 果 . 这 应 该 被 看 做 几何 分 析 学 科 伟大 的 成 就 , 它 的 奇妙 之 处 在 
于 只 用 几何 与 分 析 就 能 够 证 明 极 度 困 难 的 拓扑 学 定理 . 
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Hamilton 方程 是 一 个 复杂 的 非 线 性 偏 微分 方程 组 .这 是 数学 家 
们 第 一 次 能 够 理解 复杂 的 偏 微分 方程 组 的 奇 点 和 演化 . 

类 似 的 方程 组 在 自然 现象 中 比比 皆 是 .解决 Hamilton 方程 的 
方法 将 给 这 些 自然 的 方程 ,如 Navier-Stokes 方程 和 爱 因 斯 坦 方程 的 

Hamilton 方程 的 数值 计算 应 当 在 计算 机 图 形 中 有 用 的 ,在 二 维 
图 形 的 研究 中 已 由 顾 险峰 - 王 雅 琳 - 丘成桐 所 证 实 . 


DEME (Poincaré) : 
“思想 仅 是 漫漫 长 夜中 的 一 个 闪光 ,但 这 闪光 意味 着 所 有 一 
庞 加 莱 在 1904 年 的 闪光 已 照明 了 20 世纪 拓扑 学 主要 部 分 . 庞 
加 莱 还 开创 了 黎 曼 (Riemann) 曲 面 的 几何 与 分 析 理 论 .这 个 理论 是 
20 世纪 所 有 数学 发 展 的 主要 支柱 之 一 .我 相信 三 维 空间 的 完全 理 
解 将 在 21 世纪 中 起 到 类 似 的 作用 . 
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一 一 丘成桐 

这 是 我 在 中 国 数学 会 成 立 七 十 周年 年 会 上 的 讲稿 .我 以 此 纪念 我 的 老师 陈 
BATE ,他 在 去 年 不 幸 去 世 了 . 

在 我 读 研究 生 期 间 , 我 的 研究 选 题 十 分 广泛 .我 [538] 首 先 研究 的 是 非 正 曲 
率 流 形 的 基本 群 .从 第 二 年 起 ,我 开始 涉足 流 形 上 的 微分 方程 .开始 陈 先生 对 我 
的 这 部 分 研究 工作 并 未 太 过 关注 , 几 年 后 他 方 始 觉察 到 这 些 工作 的 重要 性 . 事 
实 上 ,1972 年 陈 先生 在 伯克利 开设 的 课程 上 讲授 了 Calabi 教授 关于 仿 射 几何 的 
工作 ,我 从 郑 绍 远 那 里 了 解 了 这 些 鼓舞 人 心 的 课程 .1973 年 , 郑 绍 远 和 我 开始 
研究 陈 先生 课程 中 所 提 到 的 一 些 问题 .我 们 没有 注意 到 Pogorelov，Calabi 和 
Nirenberg 这 几 位 大 几何 学 家 也 在 研究 同样 的 问题 .我 们 解决 了 Calabi 关于 虚 
(Improper) 仿 射 球面 的 猜想 ,这 着 实 令 我 们 兴奋 不 已 .可 是 很 快 我 们 就 了 解 到 
Pogorelov [398j 已 在 我 们 之 前 不 久 发 表 了 文章 .他 用 不 同 的 方法 证 明了 这 个 猜 
想 .然而 ,我 们 的 想法 对 于 处 理 仿 射 几何 中 的 其 他 问题 也 很 有 效 .同时 我 对 于 
Monge-Ampere 方程 的 认识 也 在 这 些 年 中 得 到 了 很 大 的 拓宽 . 陈 先生 对 我 的 工作 
非常 欣赏 ,特别 是 对 我 [543] 在 1976 年 完成 的 关于 Kahler-Einstein 度量 的 Calabi 
猜想 的 工作 .当时 我 在 斯 坦 福 大 学 , 陈 先生 建议 伯克利 数学 系 聘 我 为 教授 .我 在 
1977 年 到 伯克利 访问 一 年 ,开设 了 几何 分 析 方 面 的 课程 ,着 重 介绍 等 距 租 人 问 
题 . 

陈 先生 提名 我 在 赫尔辛基 国际 数学 家 大 会 上 作 一 小 时 报告 .我 的 演讲 
[544] 很 成 功 . 虽 然 陈 先 生 对 于 我 不 愿 留 在 伯克利 有 些 不 太 高兴 , 但 他 还 是 建议 
我 到 普林斯顿 高 等 研究 所 (IAS) .其 实在 我 接受 IAS 的 职位 前 ,1979 年 Borel 邀 
请 我 在 LAS 组 织 了 “几何 年 ”的 学 术 活 动 .这 是 令 人 振奋 的 一 年 ,因为 几何 分 析 
领域 的 大 部 分 数学 家 都 来 了 . 

1979 年 ,我 接受 华罗庚 教授 的 邀请 访问 中 国 .我 给 了 一 系列 关于 Sacks-Uh- 
lenbeck 的 冒 泡 过 程 (bubbling process) [413] 的 讲座 .我 建议 中 国 数学 工作 者 可 
以 将 类 似 的 论证 过 程 应 用 到 界定 两 个 具有 相同 常平 均 曲率 曲面 的 Jordan 曲线 
(作为 公共 边界 ) .我 觉得 这 是 进入 几何 分 析 这 个 美妙 领域 的 一 个 很 好 的 习题 . 
这 个 问题 由 王 光 寅 教授 [251] 的 一 群 学 生 作 了 研究 .不 幸 的 是 ,这 也 导致 了 中 国 
数学 会 六 十 周年 年 会 上 的 一 场 丑 陋 的 争斗 .由 于 丁 姓 学 生 的 诬陷 , 王 教授 黯然 
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离开 了 数学 界 . 这 一 事件 极 大 减 慢 了 过 去 十 年 中 几何 分 析 这 一 漂亮 的 学 科 在 中 
国 的 发 展 . 

1980 年 , 陈 先生 决定 在 中 国 大 范围 发 展 几何 分 析 . 他 倡议 每 年 在 中 国 举 办 
微分 几何 与 微分 方程 的 国际 会 议 . 第 一 年 ,一 大 批 杰出 的 数学 家 齐 聚 北京 开设 
讲座 ( 见 [107j) .我 作 了 几何 学 中 公开 问题 的 演讲 [546]. 可 是 中 国 数学 家 真正 
着 手 研究 其 中 的 一 些 问题 , 比 我 想象 的 要 晚 许多 

令 陈 先生 失望 的 是 ,他 在 中 国 发 展 微分 方程 与 微分 几何 的 热情 并 未 激发 起 
他 希望 看 到 的 欣欣 向 荣 的 景象 .大 多 数 国内 数学 家 是 学 分 析出 身 ,可 是 几何 功 
底 很 弱 . 几何 分 析 的 目标 在 于 理解 几何 ,但 这 一 点 并 未 受到 足够 的 重视 . 另 一 方 
面 , 钟 家 庆 的 工作 ( 见 [562, 372, 373] ) 是 值得 称道 的 .不 幸 的 是 ,他 在 二 十 年 前 
就 去 世 了 .微分 几何 的 主要 研究 力量 出 自 陈 先生 的 学 生 与 苏 步 青 教授 晚期 的 学 
生 . 谷 超 豪 [208] 教 授 做 了 出 色 的 开创 性 工作 ,他 在 基于 不 同 符号 差 (Signature) 
的 度量 上 考虑 调和 映照 .这 种 映照 称 为 波 映 照 . 洪 家 兴 ( 见 [239, 220]) 在 R 中 
曲面 的 等 距 租 入 问题 上 作 了 一 些 有 价值 的 工作 .过 去 五 年 中 ,香港 中 文大 学 的 
研究 中 心 在 谭 联 辉 和 朱熹 平 的 领导 下 ,在 Hamilton 的 Ricci 流 方面 做 出 了 第 一 
流 的 工作 ( 见 [87,88,91,92,80]) . 

为 了 响应 陈 先生 推动 国内 几何 分 析 的 号 召 ,我 向 中 国 的 数学 同行 们 介绍 一 
下 我 个 人 的 一 些 观点 . 

微分 几何 的 研究 在 我 有 幸 参与 的 这 段 时 间 内 一 直 发 生 着 重大 的 进展 .这 篇 
文章 的 目的 是 与 读者 分 享 这 些 进展 带 来 的 喜悦 . 它 不 可 能 涉及 这 个 学 科 的 各 个 
分 支 . 我 优先 考虑 的 是 与 我 的 研究 领域 比较 接近 的 工作 .这 样 ,我 不 参与 其 中 的 
领域 的 工作 就 会 少 讲 一 点 .尽管 如 此 ,我 还 是 希望 以 一 个 过 来 人 的 亲身 经 历 让 
读者 ,特别 是 那些 年 轻 人 了 解 几何 分 析 这 一 领域 的 起 源 与 三 十 年 来 的 发 展 .我 
要 感谢 傅 吉 祥 的 帮助 ,特别 是 他 对 参考 文献 的 检索 . 

我 首先 列 出 在 如 下 各 个 不 同时 期 对 几何 分 析 学 作出 主要 贡献 的 数学 家 . 

工 . 1972 ~ 1982 年 : Atiyah, Bott, Singer, Calabi, Nirenberg, Pogorelov, 
Schoen, Simon, Uhlenbeck, Donaldson, Hamilton, Taubes, Stein, Fefferman, Siu( 萧 
BA 2) , Caffarelli, Kohn, S. Y. Cheng( 郑 绍 远 ) , Kuranishi, Cheeger, Gromoll, Har- 
vey, Lawson, Gromov, Aubin, Patodi, Hitchin, Guillemin, Melrose, Colin de 
Verdiére, M. Taylor, Bryant, W. Hu (1.8 Œ), R. Green, Peter Li( 李 伟 光 )， 
Phong, Wolpert, Pitts, Trudinger, Hildebrandt, Kobayashi, Hardt, Spruck, Gerhardt, 
White, Gulliver, Wamer, Kazdan. 

II . 1983 ~ 1992 fE : 1983 年 Schoen 和 我 开始 在 IAS 讲授 几何 分 析 . 当时 为 我 
们 作 笔记 的 主要 是 钟 家 庆 . 这 个 课程 1985 年 在 San Diego 分 校 继续 进行 .在 
1985 到 1986 年 期 间 , 张 恭 庆 和 了 丁 伟 岳 来 美国 为 我 们 作 笔记 《微分 几何 》 这 本 专 
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著 是 1989 年 在 中 国 出 版 的 [434] .这 影响 了 整整 一 代 中 国 数学 家 投身 到 几何 分 
析 这 个 学 科 中 来 .在 此 期 间 ,我 的 学 生 中 有 许多 人 对 这 个 学 科 作 出 了 贡献 .包括 
Treibergs，Parker，Bartnik ，Bando，Saper，Sterm，Cao( 曹 怀 东 ) ,Chow( 周 培 能 ) ,Shi 
CHERERE) ,Zheng( 郑 方 阳 ) 以 及 Tian( 田 刚 ). 

同时 , Bismut, C. S. Lin( 林 长 寿 ) ,N. Mok( E3), J. Q. Zhong( 钟 家 庆 )， 
Jost, Huisken, Jerison, Sarnak, Fukaya, Mabuchi, Ilmanen, Croke, Stroock, Price, 
F. H. Lin( 林 芳 华 ), Zelditch, Christodoulou, Klainerman, Moncrief, Terng ( fit 42 
3 ) , MichaelWolf, Anderson, LeBrun, Micallef, Moore, John Lee, A. Chang ( 9k Æ 
容 ) , Korevaar 也 在 各 自 不 同方 向 上 作出 了 贡献 .我 们 也 要 提 到 ,在 这 个 时 期 ,前 
面 一 群 数学 家 中 也 作出 了 许多 重要 的 工作 .例如 ,Donaldson，Taubes [476] 以 及 
Uhlenbeck [509,510] 关 于 一 般 流 形 上 Yang-Mills 理论 的 出 色 工 作 , 使 得 Donald- 
son [ 143 ] 解 决 了 四 维 拓扑 中 的 著名 难题 . Donaldson [144], Uhlenbeck-Yau [512] 
证 明了 稳定 从 上 Hermitian Yang-Mills 联络 的 存在 性 . Schoen [419] 解 决 了 Yam- 
abe 问题 . 

M .1993 ~ 现在 :有 许多 数学 家 加 入 到 几何 分 析 中 来 .包括 Kronheimer, 
Mrowka, Demailly, Colding, Minicozzi, T. Tao( 陶 哲 轩 ) , Thomas, Zworski, Elias- 
berg, Toth, Andrews, L. F. Tam( 谭 联 辉 ) ,C. Leung, Y. Ruan( WAX), W. Ruan 
(bt LAR ),R. Wentworth, Grigorian, Saloff-Coste, J. X. Hong( 洪 家 兴 ) ,X. P. Zhu 
〈 朱 喜平) ,M. T. Wang( ERË), A. K. Liu( 刘 艾 克 )，K. F. Liu( 刘 克 峰 ) , x, 
F. Sun( 孙 晓 峰 ) ,T. J. Li( 李 天 军 ),X. J. Wang VER), Loftin, Y. Li( 44 
宕 ),H. Bray, J. P. Wang( 王 嘉平 ),L. Ni( 倪 舌 ),P. F. Guan( iS K). N. 
Kapouleas, Ozsvath, Szabo, Y. Li( 李 莹 英 ) .这 一 时 期 最 重要 的 突破 当 数 Hamilton 
[218] 在 1995 年 关于 Ricci 流 的 工作 .虽然 我 早 在 1982 年 就 建议 他 用 Ricci 流 来 
解决 Thurston 猜测 .可 是 直到 Hamilton 这 篇 文章 出 来 以 后 ,我 们 才 真 正 认 识 到 
用 几何 分 析 方 法 解决 几何 化 纲领 是 完全 可 行 的 . (关键 的 一 步 是 李 伟 光 和 我 
[309] 首 先 研 究 的 关于 抛物 方程 的 估计 被 Hamilton 用 到 了 Ricci 流 上 [216， 
217])2002 年 , Perelman [389,，390] 引 入 了 全 新 的 思想 来 解决 几何 化 纲领 中 留 下 
的 关键 步骤 .希望 陈兵 龙 - 朱 喜 平 [91,92] 和 曹 怀 东 - 朱 喜 平 的 工作 能 够 最 终 
完成 整个 纲领 .在 另 一 个 方向 上 ,我们 看 到 了 Seiberg-Witten 理论 的 重要 发 展 
[533]. Taubes [482, 483, 484, 485] 用 他 的 不 变量 证 明了 伪 全 纯 曲 线 计数 的 重 
要 定理 . Kronheimer-Mrowka [279] 证 明了 Thom 猜测 , 即 全 纯 曲 线 提 供 了 代数 曲 
面 中 表示 同调 的 最 低 亏 格 的 曲面 (Ozsvath-Szab6 有 一 个 对 应 的 辛 几何 版 本 
[387]). 

既然 整个 几何 分 析 学 科 的 发 展 很 强 地 依赖 于 过 去 ,就 让 我 们 从 历史 的 发 展 
开始 .下 面 是 1970 年 以 前 的 工作 回顾 ,这 些 工作 提供 了 许多 富有 成 效 的 思想 和 
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方法 . 

。 费 马 (Fermat) 的 变 分 原理 (各 种 条 件 下 的 最 短路 径 问 题 ). 

。 牛 顿 (Newton) 与 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 的 微 积 分 :物体 的 运动 路 径 由 自然 界 
的 规律 支配 . 

。 欧 拉 (Euler) \ 拉 格 朗 日 (Lagrange): 变 分 原理 基础 和 偏 微分 方程 的 研究 ，; 
流体 方程 与 极 小 曲面 方程 的 推导 . 

。 傅 里 埃 (Fourier) \ 希 尔 伯 特 (Hilbert) : 函数 关于 特征 函数 的 分 解 , 谱 分 析 

。 高 斯 (Gauss) . 歼 曼 (Riemann) :内 列 几 何 的 概念 . 

© RS IA E (Dirichlet) \ 希 尔 伯 特 :用 变 分 法 解决 调和 函数 的 狄 利 克 
雷 边 值 问题 . 

© Fé SETS ( Maxwell) :电磁 场 、 规 范 场 与 作用 力 的 统一 . 

。 克里斯托弗 (Christoffel) , 勒 维 - 齐 维 塔 (Levi-Civita) 、 比 安 奇 (Bianchi) 、 瑞 
奇 (Ricci) 流 形 上 的 微 积 分 . 

© RE . 庞 加 莱 (PoincarE) RHÁ (Koebe) : 黎 曼 面 单 值 化 理论 , 共 形 形变 . 

。 嘉 当 (Cartan) :外 微分 方程 组 ,纤维 从 上 的 联络 . 

。 爱 因 斯 坦 (Einstein) \ 希 尔 伯 特 : 爱 因 斯 坦 方程 与 希 尔 伯 特 作用 . 

。 狄 拉克 (Dirac): 旋 量 (spinors) , 狄 拉克 方程 ,量子 场 论 . 

。 凯 勒 (Kaihler) ÆA (Hodge) : 凯 勒 度量 与 霍 奇 理论 . 

。 和 希 尔 伯 特 、 科 恩 - 弗 森 (Cohn-Vossen) 、 列 伟 (Lewy)、 外 尔 (Weyl)、 霍 普 夫 
(Hopf) WER ER (Pogorelov) RIER K ( Effimov ) 、 尼 伦 伯 格 (Nirenberg) :基于 
分 析 的 三 维 空间 中 的 整体 曲面 理论 . 

。 魏 尔 斯 特 拉 斯 ( Weierstrass)、 黎 曼 (Riemann)、 勒 贝 格 (Lebesgue)、 库 朗 
(Courant) .道格拉斯 (Douglas) 、 拉 多 (Rad6) 、 摩 里 (Morrey): 极 小 曲面 理论 . 

。 高 斯 格林 (Greeen) 、 庞 卡 芋 、 肖 德尔 (Schauder)、 摩 里 :位 势 论 ,椭圆 方程 
正则 性 理论 . 

。 外 尔 、 霍 奇 .小平 邦彦 (Kodaira) 、 德 拉 姆 (de Rham) .{A 4% = (Bergman) 、 米 
尔格 兰 姆 - 罗 森 布 鲁 姆 (Milgram-Rosenbloom) , BA] #7 W. - 辛 格 (Atiyah-Siniger) : 德 
拉 姆 - 霍 奇 理论 ,积分 算 子 , 核 函 数 ,指标 理论 . 

。 庞 特 里 亚 金 (Pontrjagin) 陈省身、 艾 伦 多 弗 - 韦 伊 (AllendoerferWeil) : HH 
率 形式 定义 的 整体 拓扑 不 变量 . 

。 博 赫 纳 - 小 平 (Bochner-Kodaira) :基于 曲率 考虑 的 上 同调 群 的 消 没 . 

。 德 乔治 - 纳什 - 莫 泽 (De Giorgi-Nash-Moser) :高 维 椭圆 方程 的 正则 性 理 
论 与 散 度 型 抛物 方程 . 

。 小 平 \ 摩 里 、 荷 曼 德 尔 (Himmander) PHA (Kohn) ZERE - ERR AE 
(Andreotti-Vesentini) : 复 流 形 的 圣人 ,3 - 诺 伊 曼 问 题 . 
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“小 平 -斯 潘 塞 (Spencer) , 1 = $8 (Newlander) - 尼 伦 伯 格 :几何 结构 的 形 
变 . 

。 费 德 勒 - 弗 莱 明 (Federer-Fleming)、 阿 姆 格 伦 (Almgren) 、 阿 勒 德 (Allard): 
高 维 多 形 体 (varifold) 与 极 小 秘 . 

。 伊 尔 斯 - 桑 普 和 森 (Eells-Sampson) :到 非 正 曲率 流 形 调和 映照 的 存在 性 . 

。 卡 拉 比 (Calabi): 仿 射 几 何 与 关于 凯 勒 - 爱 因 斯 坦 度 量 的 猜想 . 

我 现在 将 要 解释 20 世纪 70 年 代 以 来 取得 的 成 果 , 我 将 从 对 于 几何 与 分 析 
相互 关系 的 系统 研究 开始 .整个 内 容 依赖 于 我 个 人 的 品位 ,可 能 遗漏 了 其 他 许 
多 学 者 的 贡献 . 


1 几何 中 荡 数 的 构造 

我 们 有 如 下 的 基本 原则 [544] : 

发 展 线性 或 非 线 性 分 析 的 目的 是 为 了 更 好 地 了 解 空 间 的 几何 或 组 合 结构 . 
在 这 个 过 程 中 ,几何 学 为 分 析 学 提供 了 深刻 的 洞察 力 .一 个 重要 的 方针 就 是 ,由 
空间 结构 定义 的 特殊 函数 空间 可 以 反 过 来 用 来 定义 空间 自身 的 结构 . 

代数 几何 学 家 用 有 理 函 数 环 定 义 了 代数 簇 的 Zariski 拓扑 . 

在 微分 几何 中 ,我 们 应 该 能 够 通过 定义 在 其 上 的 函数 ,把 流 形 的 度量 与 拓 
扑 信息 提取 出 来 .自然 地 ,这 些 函 数 应 该 由 几何 构造 或 由 几何 的 基本 结构 给 
的 微分 方程 来 加 以 定义 . (积分 方程 没有 被 广泛 使 用 ,因为 将 局 部 几何 与 整体 几 
何 联系 起 来 的 想法 与 微分 方程 有 更 大 的 关系 ) 函 数 的 自然 推广 包括 微分 形式 、 
旋 量 (spinors) 与 向 量 从 的 截面 . 

微分 形式 或 向 量 从 的 概念 的 对 偶 是 子 流 形 或 叶 化 (foliation) .从 支配 它们 的 
微分 方程 (大 多 是 来 自 变 分 原理 ) 来 看 ,我 们 有 极 小 子 流 形 或 全 纯 闭 链 .自然 地 ， 
它们 的 性 质 或 所 有 这 些 对 象 的 全 体 支 配 着 原本 流 形 的 几何 .一 个 非常 好 的 例子 
是 流 形 的 环 路 (Loop) 空 间 上 的 Morse 理论 . 

我 们 现在 讨论 构造 几何 学 中 感 兴趣 的 函数 与 张 量 的 各 种 方法 . 


1.1 来 自 于 外 围 空 间 的 多 项 式 


如 果 流 形 等 距 租 和 到 欧 氏 空间 , 欧 氏 空间 中 多 项 式 函数 在 其 上 的 限制 就 是 
一 类 自然 定义 的 函数 .可 是 ,等 距 租 人 通常 不 是 刚性 的 ,所 以 如 此 构造 出 来 的 函 
数 一 般 不 太 有 用 . 

为 一 方面 ,如 果 一 个 流 形 以 典 则 的 方式 租 人 到 欧 氏 空间 中 并 且 这 个 子 流 形 
的 几何 由 欧 氏 空间 的 某 个 线性 变换 群 所 定义 ,那么 限制 在 子 流 形 上 的 多 项 式 确 
实 起 到 了 很 重要 的 作用 . 郑 绍 远 和 我 (1974，1975 年 )[102, 106] 发 展 了 这 些 函 
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数 的 几 个 重要 的 梯度 估计 来 控制 这 些 子 流 形 的 几何 . 
第 一 个 重要 的 定理 是 关于 Minkowski 空间 中 的 类 空 超 曲 面 M .一 个 非常 重 
要 的 问题 是 :因为 R*! 上 的 度量 是 >) (dxi)? - di2, 它 到 M 上 的 限制 不 一 定 
完备 ,即使 当 M 在 欧 氏 度量 下 完备 .为 了 证 明 在 这 两 个 度量 下 平均 曲率 可 以 控 
制 的 超 曲面 上 这 两 个 完备 性 概念 的 等 价 性 , 郑 绍 远 和 我 证 明了 限制 在 超 曲面 上 
的 函数 
(X,X) = D) 2- e 


的 梯度 估计 。 
通过 坐标 系 的 选取 ,可 以 假定 函数 (X,X) 在 M 上 是 正 的 和 逆 紧 的 .对 M 
上 的 任意 正 值 逆 紧 函 数 /, 如 果 我 们 证 明 如 下 的 梯度 估计 
| vf 过 让 
7 = 


其 中 C 与 无 关 , 那 么 我 们 就 可 以 证 明 M 上 的 度量 是 完备 的 .这 可 以 通过 对 上 
述 不 等 式 积分 得 到 
| log f(x) -logAy)1< Cd(x,y) 

所 以 当 f(y) 一 ©, d(x,y) 一 oo. 一 且 我 们 知道 度量 是 完备 的 ,我 们 就 证 明了 
Bernstein 定理 , 即 极 大 类 空 超 曲面 必 是 线性 的 . 这 项 工作 后 来 被 Treibergs 
[506],C. Gerhardt [181] 和 R. Bartnik [28] 推广 到 更 一 般 时 空中 的 超 曲 面 . (如 
果 我 们 假设 爱 因 斯 坦 方程 的 初始 值 是 非 奇 异 的 ,理解 在 一 般 时 空中 有 爱 因 斯 坦 
方程 演化 的 极 大 类 空 超 曲面 的 叶 化 的 性 质 仍 然 是 一 个 重要 的 问题 ) 

另 一 个 重要 的 例子 是 对 仿 射 空间 At! 中 的 仿 射 超 曲面 M" 的 研究 .这 些 包 
FE E (improper) 仿 射 球面 

det( uij) =: 1 
EP u 是 一 个 此 函数 与 双 曲 仿 射 球面 
det(uj) = (- = la 


其 中 是 凸 区 域 Q 的 凸 函数 且 限 制 在 边界 OO 上 等 于 零 . 注意 这 些 方程 描述 了 
仿 射 法 线 平行 或 收敛 到 一 个 点 的 超 曲 面 . 

对 仿 射 几何 来 说 ,有 一 个 定义 在 M 上 的 仿 射 不 变 度 量 , 即 

(det hy) T >) hydr! A dx 

其 中 h; 2M 的 第 二 基本 形式 .一 个 基本 的 问题 是 ,这 个 度量 是 否 完备 . 

通过 选择 4"*! 中 的 一 个 坐标 系 , 使 得 高 度 函 数 成 为 一 个 定义 在 M 上 的 逆 
紧 正 函数 .高 度 函数 的 梯度 估计 给 出 了 证 明 仿 射 度量 完备 性 的 一 个 途径 . 郑 绍 
远 和 我 [106] 的 确 找 到 了 与 上 面相 类 似 的 估计 . 

一 旦 知道 了 仿 射 度量 的 完备 性 , 仿 射 球面 的 性 质证 明 起 来 就 变 得 极为 容 
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易 , 包 括 一 些 卡 拉 比 的 猜测 .例如 ,我 们 证 明了 虚 仿 射 球面 是 抛物 面 ,并 且 每 个 
真 凸 锥 容许 一 个 双 曲 仿 射 球面 的 叶 状 结构 . 这 个 命题 的 前 半 部 分 最 早 是 由 
Jörgens [252], ，Calabi[67] 和 Pogorelov[398] 证 明 的 .反之 ,我 们 也 证 明了 每 个 双 
曲 仿 射 球面 渐 近 于 一 个 凸 锥 .( 直 到 十 年 以 后 国内 某 数学 家 重复 郑 绍 远 和 我 的 
估计 ,宣布 得 到 了 同样 的 结果 ) 就 在 不 久 前 ,Trudinger 与 汪 徐 家 [508] 解决 了 关 
于 仿 射 极 小 曲面 的 Bernstein 型 问题 ,从 而 证 明 了 陈省身 的 一 个 猜想 .他 们 还 找 
到 了 维 数 大 于 等 于 10 的 反例 .这 些 结果 也 使 我 们 更 清楚 地 看 到 ,可 以 通过 研究 
四 阶 椭圆 方程 来 更 好 地 理解 仿 射 极 小 曲面 . 

这 种 利用 某 些 自然 定义 的 函数 的 梯度 估计 的 论证 方法 ,也 被 我 用 来 证 明 郑 
绍 远 与 我 所 构造 的 有 界 拟 凸 域 上 的 凯 勤 - 爱 因 斯 坦 度量 的 完备 性 [104]. (在 我 
与 黄 杀 明 的 文章 [371] 中 证 明了 这 个 定理 的 逆 , 即 如 果 凯 勒 - 爱 因 斯 坦 度 量 是 
完备 的 ,那么 这 个 域 是 拟 凸 的 ) 郑 绍 远 和 我 的 证 明 方法 是 基于 极 大 值 原理 .在 
这 个 方法 发 展 之 前 ,利用 De Giorgi-Nash 的 想法 Bombieri-Giusti [45] 作 出 了 关于 
极 小 图 梯度 估计 的 深刻 工作 .后 来 ,N. Korevaar [274] 找到 了 一 个 基于 极 大 值 
原理 的 Bombieri-Giusti 工作 的 一 个 简单 的 证 明 方 法 . 

基本 原则 :要 控制 一 个 几何 度量 ,可 以 通过 找到 一 个 我 们 所 熟知 的 函数 ,给 
出 这 个 函数 的 梯度 或 更 高 阶 的 估计 . 

在 1982 年 , 郑 绍 远 、 李 伟 光 和 我 [100] 用 这 个 原理 给 出 了 欧 氏 空间 ,球面 和 
双 曲 空间 中 极 小 子 流 形 的 一 个 热 核 比较 定理 . 因为 任意 CP" 中 的 复 子 流 形 都 
可 以 提升 到 SH 中 的 一 个 极 小 子 流 形 ,所 以 很 多 年 之 后 李 伟 光 — 田 刚 [304] 关 
于 CP" 复 子 流 形 的 类 似 工作 只 不 过 是 一 个 推论 . 

线性 函数 的 另 一 个 非常 重要 的 性 质 是 说 , 当 它 限制 到 球面 中 的 一 个 极 小 超 
曲面 上 时 , 它 自 动 就 成 为 一 个 特征 函数 . 当 超 曲面 是 腊 和 的 ,我 猪 测 第 一 特征 函 
数 是 线性 的 ,相应 的 第 一 特征 值 等 于 n( 见 [546]). 虽 然 这 个 猜测 还 没有 完全 得 
到 证 明 , 但 Choi - 王 葛 农 [112] 的 工作 在 很 大 程度 上 支持 了 这 个 猜测 的 正确 性 . 
他 们 证 明了 第 一 特征 值 有 一 个 只 依赖 于 n 的 下 界 . 这 个 结果 已 足够 被 
Choi-Schoen[ 110] 用 来 证 明 S? 中 的 嵌入 极 小 曲面 的 一 个 紧 性 结果 . 

从 外 围 空间 还 可 以 构造 另 一 类 函数 . 这 些 就 是 定义 在 球面 上 的 超 曲面 的 支 
撑 函 数 . 著名 的 Minkowski 问题 约 化 为 解 关 于 支撑 函数 的 Monge-Ampére 方程 . 
这 个 问题 被 Nirenberg [382] ,Pogorelov [397] 、Cheng-Yau [103] 所 解决 .关于 给 
定 主 曲率 的 对 称 函 数 的 相应 问题 已 经 由 许多 人 做 了 研究 , 包括 Pogorelov 
[399], Caffarelli-Nirenberg-Spruck [65], 管 月 飞 ( 见 [210, 209]), 关 波 , Cerhardt 
[182] 等 .曲面 到 三 维 空间 的 等 距 艇 入 问题 可 以 写成 支撑 函数 的 Darboux 方程 . 
对 局 部 戏 人 问题, 有 林 长 寿 [320，321] 的 深刻 工作 , 以 及 最 近 Han-Hong-Lin 
[220] 的 工作 . 负 曲 率 曲面 的 整体 向 入 问题 由 洪 家 兴 作 了 研究 [239]. 
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空间 形式 的 子 流 形 如 果 它 的 法 从 是 平坦 的 , 且 主 曲率 沿 着 平行 法 向 量 场 是 
BM, 则 称 为 是 等 参 的 .这 类 子 流 形 由 E. Cartan 开始 研究 .最 近 有 滕 楚 莲 和 
Thorbergsson 的 工作 ( 见 Terng 的 综述 文章 [488] 和 Thorbergsson [493 ]) . 滕 楚 莲 
[487] 还 把 欧 氏 空间 中 的 能 人 连通 双 曲 空间 和 和 孤立 子 理论 联系 起 来 .与 几何 相 
关 的 Lax 对 和 环 路 群 的 漂亮 理论 也 得 到 了 发 展 . 


1.2 ”函数 的 几何 构造 


当 流 形 不 能 租 入 到 线性 空间 中 ,也 有 办 法 构造 与 度量 结构 相 适 应 的 函数 . 
显然 , 距离 函数 是 第 一 个 可 用 的 主要 函数 . 从 距离 函数 , 我 们 可 以 构造 
Busemann PACH F : 

给 定 一 条 测 地 射线 y:[0, % ) 一 M 使 得 

d(y(t1),7(t2)) = t2- tı 
其 中 | 学 上 ,我 们 定义 
B,(x) = lim(d(x,y(1)) -1) 
这 个 函数 推广 了 线性 函数 的 概念 .对 双 曲 空间 形式 , 它 的 水 平 集合 定义 了 极限 
球面 (horosphere). 对 正 曲 率 流 形 , 它 是 止 的 .Cohn-Vossen( 曲 面 情 形 ) 和 
Gromoll-Meyer [196] 用 它 证 明了 正 曲 率 完备 非 紧 流 形 微 分 同 胚 于 R”. 

Busemann 函数 的 一 个 重要 性 质 是 它 在 完备 非 负 Ricci 曲率 流 形 上 在 分 布 意 
义 下 是 上 调和 的 .这 是 证 明 Cheeger-Gromoll 分 裂 原 理 的 关键 .各 种 不 同形 式 的 
分 裂 原理 在 流 形 结构 研究 中 起 了 重要 的 作用 . 当 我 [543] 证 明 卡 拉 比 猜测 时 ,我 
和 其 他 一 些 学 者 用 分 裂 原 理 证 明了 具有 非 负 第 一 陈 类 的 凯 勒 流 形 的 结构 定理 . 
(结构 定理 的 证 明 方法 是 Calabi [66] 给 出 的 , 要 用 到 第 一 Betti 数 的 性 质 . 
Kobayashi [267] 和 Michesohn[363] 写 出 了 严谨 的 步骤 ,Beauville [33] 有 一 篇 综 
述 介绍 这 方面 的 发 展 ) 

1974 年 ,我 用 Busemann 函数 给 出 了 非 负 Ricci 曲率 完备 流 形 的 体积 估计 
[541] .这 项 工作 被 Gromov [201] 推广 到 测 地 球 的 体积 估计 .这些 工作 在 最 近 
Perelman[ 389, 390] 有 关 Hamilton 的 Ricci 流 的 工作 中 有 重要 应 用 . 

如 果 我 们 考虑 inf, By ,其 中 y 跑 遍 流 形 上 从 一 点 出 发 的 所 有 测 地 射线 ,我 
们 有 可 能 得 到 流 形 的 一 个 逆 紧 的 穷竭 函数 . 当 M 是 有 限 体 积 的 完备 流 形 , 并 且 
曲率 介 于 两 个 负 常 数 之 间 , 萧 戎 党 和 我 [459] 证 明了 这 个 函数 确实 给 出 了 流 形 
的 一 个 凹 的 穷竭 函 数 . 如 果 流 形 是 凯 勤 的 ,我 们 能 够 证 明 ,可 以 通过 在 每 个 端 添 
加 一 个 点 来 得 到 一 个 紧 致 的 复 簇 . 

我 也 断言 每 个 具有 有 界 曲率 ,有 限 体积 和 有 限 拓扑 的 完备 凯 勒 流 形 可 以 紧 
化 为 一 个 紧 致 复 簇 .我 在 1982 年 建议 莫 谢 明 与 钟 家 庆 研 究 这 个 问题 ,他 们 在 这 
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个 方向 上 得 到 了 重要 的 结果 [373] . (GR - 钟 家 庆 给 出 的 紧 化 不 是 典 则 的 ， 
我 们 希望 找到 Bore-Baily 紧 化 [20] 的 一 个 代数 几何 的 类 似 结论 ,这 样 我 们 就 可 
以 用 紧 化 空间 的 相交 上 同调 来 研究 L 上 同调 ) 回忆 一 下 把 2? 上 同调 和 
Borel-Baily 的 相交 上 同调 统一 起 来 的 Zucker 猜想 ,这 已 经 被 Saper-Stern [415] 
和 Looijenga [337] 证 明 .如 果 至 少 对 各 种 不 同 的 模 空间 ,存在 类 似 的 紧 化 ,那么 
将 是 很 有 意义 的 . 

除了 到 一 个 点 的 距离 函数 ,我 们 也 可 以 考虑 到 一 个 子 流 形 的 距离 函数 .在 
这 个 情形 下 , 它 的 Laplacian 将 会 涉及 外 围 空间 的 Ricci 曲率 与 子 流 形 的 平均 曲 
率 . 这 种 函数 可 以 用 来 作为 构造 极 小 子 流 形 的 闸 函 数 (barrier) ，Schoen 和 我 
[431] 用 这 个 闸 函 数 再 构造 极 小 曲面 证 明了 任意 完备 正 Ricci 曲率 三 维 流 形 微 
分 同 胚 于 欧 氏 空间 . 

如 果 我 们 考虑 流 形 上 的 环 路 空间 ,我 们 可 以 取 每 个 环 路 的 长 度 , 从 而 定义 
环 路 空间 上 的 一 个 自然 的 函数 , Morse 理论 在 这 个 函数 的 研究 中 有 丰富 的 应 用 . 
自从 Poincare, Birkhoff, Morse, Ljusternik-Shnirel’ man 等 人 的 工作 以 来 ,利用 环 
路 空间 上 的 Morse 理论 证 明 闭 测 地 线 的 存在 性 有 许多 的 研究 . Klingenberg 和 他 
的 学 生发 展 了 十 分 有 用 的 工具 ( 见 [266] ) . Gromoll-Meyer[ 197] 证 明了 无 穷 多 
条 闭 测 地 线 的 存在 性 .后 来 还 有 Ballmann, Ziller, Hingston 和 Kramer 的 工作 ( 见 
[24, 227, 278]). 当 度 量 是 Finsler 的 ,最 近 Victor Bangert 和 龙 以 明 [27] 证 明了 
二 维 球面 上 两 条 闭 测 地 线 的 存在 性 . (Katok [261] 给 出 的 例子 表明 两 条 测 地 线 
是 最 优 的 ) 在 陈 先生 的 领导 下 , 鲍 大 维 、 沈 忠 民 、 莫 小 欢 与 吉 敏 等 发 展 了 Finsler 
几何 ( 见 [29]). 

当 流 形 具有 负 曲 率 时 ,曲线 的 长 度 函数 与 如 下 定义 的 位 移 函 数 有 关 ; 

如 果 y 是 作用 在 一 个 非 正 曲率 完备 流 形 的 万 有 覆盖 基本 群 中 的 元 素 ,我 们 
考虑 函数 d(x,Y(x)): 对 这 个 函数 的 研究 可 以 给 出 紧 致 非 正 曲率 流 形 的 性 质 . 
例如 ,在 我 的 博士 论文 中 ,我 把 Preissman 定理 推广 为 基本 群 的 每 个 可 解 子 群 必 
是 一 个 阿 贝 尔 群 的 有 限 扩张 ,其 中 这 个 阿 贝 尔 群 是 一 个 全 测 地 平坦 子 环 的 基本 
##[ 538]. Gromoll-Wolf[ 198] 以 及 Lawson-Yau[284] 证 明了 ,如 果 这 种 流 形 的 基 
本 群 没 有 中 心 ,并 且 分 裂 为 乘积 ,那么 这 个 流 形 分 裂 为 度量 乘积 流 形 . 

当 流 形 的 曲率 有 界 ， Margulis 研究 了 使 得 d(x, y(x)) 很 小 的 那些 点 ,并 证 
明了 著名 的 Margulis 引 理 .Gromov [199] 用 这 个 引 理 大 量 研究 了 非 正 曲率 流 形 
的 结构 . 他 [200] 也 对 距离 函数 发 展 了 Morse 理论 的 思想 (K.Grove 和 
K.Shiohama 有 一 个 初步 的 理论 [207]) ,来 比较 一 个 测 地 球 与 一 个 更 大 测 地 球 的 
相对 拓扑 ,从 而 得 到 非 负 截 曲率 紧 流 形 的 Betti 数 的 上 界 .( 也 可 以 允许 负 曲率 ， 
只 要 曲率 有 下 界 , 可 是 估计 值 就 要 用 到 直径 和 曲率 的 下 界 ) 

Busemann 函数 给 出 了 检测 流 形 在 无 穷 远 处 的 “ 角 结构 ” 的 方法 . 它 可 以 用 
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来 构造 双 曲 空间 形式 的 Poisson 核 . 对 具有 有 界 和 强 负 曲 率 的 单 连 通 完 备 流 形 ， 
它 可 以 用 作 解 有 界 调和 函数 狄 利克 雷 问 题 的 闸 函 数 , 在 无 穷 远 处 作 卷 积 光 滑 
化 .这 是 Sullivan[471] 和 Anderson [4] 的 工作 . 对 有 界 调和 函数 ,Schoen 和 
Anderson [5] 有 深刻 的 Harnack 不 等 式 , 并 且 识别 出 这 种 流 形 的 Martin 边界 . 另 
外 还 有 W. Ballmann [21] 的 关于 非 正 曲率 流 形 Dirichlet 问题 的 重要 工作 . 

Martin 边界 在 各 种 对 称 空间 紧 化 的 情形 由 季 理 真 和 Macpherson [250] T 
研究 .对 于 负 曲 率 流 形 的 乘积 ,有 A.Freire [170] 关于 Martin 边界 的 漂亮 工作 . 
对 秩 一 非 正 曲率 完备 流 形 , 有 Ballman-Ledrappier [22] 和 Cao-Fan-Ledrapier [75] 
的 工作 .这 些 工作 与 更 高 秩 对 称 空间 上 的 华罗庚 算 子 有 关 . 华 发 现 了 满足 来 自 
于 华 算 子 的 额外 方程 的 有 界 调和 函数 ( 见 [242] ) . 

1.3 ”由 微分 方程 定义 的 函数 

流 形 上 最 重要 的 微分 算 子 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 它 的 谱 分 解 给 出 特征 函数 .所 
以 调和 函数 是 在 几何 中 扮演 重要 角色 的 最 简单 的 函数 . 

如 果 流 形 是 紧 致 的 ,由 极 大 原理 知道 调和 函数 必 是 常数 .可 是 , 当 我 们 想 要 
了 解 紧 流 形 的 奇 点 时 ,我 们 可 以 通过 缩放 和 爆破 的 过 程 来 得 到 非 紧 流 形 .那么 
调和 函数 就 又 可 以 起 重要 作用 了 . 

完备 流 形 上 的 第 一 个 重要 问题 是 Liouville 定理 .我 在 分 析 上 最 初 的 工作 就 
是 为 了 理解 刘 维尔 定理 的 合理 陈述 .在 1971 年 ,我 意识 到 可 以 很 自然 地 证 明 非 
负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 上 不 存在 非 平凡 调和 函数 [539] .我 也 注意 到 反 过 来 ， 
如 果 完 备 流 形 具有 强 负 曲率 ,并 且 是 单 连通 的 ,那么 我 们 可 以 解决 有 界 调和 函 
数 的 狄 利克 雷 问题 . 

我 推导 正 调和 函数 的 梯度 估计 [539] 源 于 对 复 分 析 中 Schwarz 引 理 的 合理 
解释 . 事实 上 , 在 我 得 到 调和 函数 的 梯度 估计 之 前 ,我 已 经 推广 了 
Ahlfors-Schwarz 引 理 .广义 Schwarz 引 理 [545] 说 ,从 一 个 Ricci 曲率 有 下 界 的 完 
备 凯 勒 流 形 到 全 纯 双 截 曲率 以 负 常 数 为 上 界 的 Hermite 流 形 的 全 纯 映照 ,是 距 
离 减 少 的 ,其 中 常数 只 依赖 于 曲率 的 上 界 .这 个 推广 被 Liu-Sun-Yau [333, 334] 
用 来 在 模 空间 几何 学 中 找到 了 许多 应 用 . 

我 所 发 现 的 梯度 估计 可 以 推广 到 特征 函数 . 李 伟 光 [301] 是 最 早 用 它 来 找 
BITE Ricci 曲率 流 形 特征 值 估计 的 人 .( 如 果 Ricci 曲率 有 一 个 正 的 下 界 , 那 么 最 
早 的 估计 是 Lichnerowicz 得 到 的 )Li-Yau[307] 接着 解决 了 用 直径 和 Ricci 曲率 下 
界 给 出 流 形 特征 值 估 计 的 问题 .Li-Yau 猜测 了 下 界 估计 的 精确 值 , 被 钟 家 
BR - 杨 洪 巷 [562] 通过 改进 Li-Yau 的 方法 所 证 明 . 陈 木 法 - 王 凤 雨 [94] 发 展 了 
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概率 论 的 方法 来 推导 这 些 不 等 式 .特征 值 的 精确 上 界 首先 由 郑 绍 远 [97] 得 到 . 
郑 绍 远 的 定理 给 出 了 一 个 很 好 的 通过 对 函数 的 分 析 来 提供 几何 信息 的 范例 . 作 
为 他 的 定理 的 推论 ,他 证 明了 如 果 一 个 紧 致 流 形 M" 的 Ricci 曲率 大 于 等 于 nn - 
1 ,并 且 其 直径 等 于 r, 那 么 流 形 等 距 于 球面 .他 用 到 了 Lichnerowicz 和 Obata 的 
特征 值 下 界 估计 . Colding[123] 利用 与 第 一 特征 函数 性 质 相 近 的 函数 证 明了 一 
个 拼 挤 定理 : 当 Ricci 曲率 下 界 为 n - 1, 且 体积 与 单位 球 足 够 接近 ,那么 流 形 就 
(tt EAE FERE . Colding-Cheeger[ 83, 84, 85] 和 Perelman( [61 ]) 等 的 详尽 工 
作 增 进 了 我 们 对 于 流 形 Hausdorff 收敛 的 Gromov 理论 的 了 解 . 他 们 使 用 的 工具 
包括 比较 定理 , Cheeger-Gromoll 分 裂 定 理 和 Colding 早先 引入 的 思想 . 

经 典 的 刘 维 尔 定理 有 一 个 自然 的 推广 :多 项 式 增 长 的 调和 函数 其 实 是 多 项 
式 .受到 这 个 事实 以 及 多 复 变 理论 的 启发 ,我 提出 一 个 问题 ,是 否 具有 固定 增长 
速率 的 多 项 式 增长 调和 函数 空间 是 有 限 维 的 ,并 且 维 数 的 上 界 只 依赖 于 增长 率 
[548] .这 个 事实 已 经 由 Colding-Minicozzi [124] 所 证 明 ,并 被 李 伟 光 [302] 加 以 
推广 (函数 可 以 替换 为 丛 的 截面 ) 在 一 系列 漂亮 的 文章 中 ( 见 [305,306]) , 李 伟 
光 和 王 嘉 平 研究 了 与 流 形 几何 有 关 的 调和 函数 空间 . 当 调和 函数 是 全 纯 的 ,他 
们 构成 一 个 环 . 我 对 这 个 环 的 结构 很 好 奇 ,什么 时 候 它 是 有 限 生成 的 ? = 

这 些 工 作 大 多 可 以 推广 到 Sobolev 不 等 式 和 Poincaré 不 等 式 成 立 的 流 形 上 
去 .( 应 该 指出 Aubin[17, 19] 和 Talenti[473] 发 现 了 欧式 空间 上 各 种 Sobolev 不 
等 式 的 最 佳 常 数 ) 这 些 不 等 式 都 与 等 周 不 等 式 有 关 . 这 个 方向 上 的 第 一 项 重要 
工作 是 Cheeger [81] 作出 的 ,他 指出 了 等 周 不 等 式 在 特征 值 估计 中 的 重要 性 . 
C. Croke [134] 在 我 [540] 有 关 Poincaré 不 等 式 的 工作 基础 上 证 明 , Sobolev 不 等 
式 只 依赖 于 体积 ,直径 和 Ricci 曲率 的 下 界 . Cheng-Li-Yau [99] 应 用 John Nash 的 
论证 方法 ,给 出 了 热 核 及 其 高 阶 导 数 的 估计 .在 这 篇 文章 中 ,我 们 得 到 了 内 射 半 
径 的 一 个 估计 , 这 个 估计 后 来 在 Hamilton 的 Ricci 流 理论 中 发 挥 了 作用 .D. 
Stroock( 见 [380]) 应 用 Malliavin 的 随机 变 分 理论 给 出 了 在 一 对 点 处 (其 中 一 个 
点 是 男 一 个 点 的 割 点 ) 的 一 个 重要 的 热 核 估计 . 

热 核 估计 后 来 被 Saloff-Coste 以 及 Grigor’ yan 等 人 推广 到 具有 多 项 式 体积 
增长 和 体积 增 倍 性 质 的 完备 流 形 上 .因为 它们 都 是 拟 等 距 不 变量 ,所 以 这 些 分 
析 可 以 应 用 到 图 或 者 离散 群 上 .参看 Grigor’ yan [193] 和 Saloff-Coste [417] 的 综 
述 文章 . 

男 一 方面 ,我 所 推导 的 原始 的 梯度 估计 是 一 个 点 点 成 立 的 不 等 式 ,在 非 线 
性 理论 中 尤其 有 用 . 李 伟 光 和 我 [309] 在 1984 年 得 到 了 一 个 抛物 情形 的 梯度 估 
计 . 我 们 注意 到 它 在 热 方 程 以 及 与 时 空中 道路 变 分 原理 相关 问题 中 的 重要 性 . 
这 些 想法 在 Hamilton [216, 217] 关于 Ricci 流 的 分 析 中 扮演 了 重要 的 角色 . 

等 周 不 等 式 是 一 个 漂亮 的 课题 . 它 有 着 悠久 的 历史 .除了 与 特征 值 的 关系 ， 
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它 也 揭示 了 深刻 的 流 形 结构 信息 .找到 等 周 不 等 式 的 最 佳 常数 是 重要 的 问题 . 
Polya-Szeg6[ 400], G. Faber(1923), E. Krahn(1925), P. Lévy(1951) 等 作出 了 
贡献 .Gromov 推广 了 Lévy 的 想法 ,得 到 Cheeger 常数 的 较 好 估计 ( 见 [203]).C. 
Croke [135] 以 及 曹 建 国 与 Escobar [74] 在 非 正 曲率 的 单 连通 流 形 的 区 域 上 进 
行 研究 .等 周 不 等 式 对 欧 氏 空间 中 的 任意 极 小 篮 都 成 立 ,但 最 佳 常 数 并 不 知道 . 
Li, Schoen 和 我 [303] 在 曲面 的 情形 作 了 一 些 研究 .E. Lutwa, Deane Yang 与 张 
高 勇 在 仿 射 几何 的 情形 做 了 一 些 漂亮 的 工作 ( 见 [343, 344]). 

给 出 拉 普 拉 斯 算 子 特征 值 的 一 个 非常 精确 的 估计 在 数学 的 许多 领域 都 很 
重要 .例如 ,我 分 别 与 Paul Yang [537] 以 及 李 伟 光 [308] 合作 把 Szegs[ 472] 和 
Hersch [226] 关于 第 一 特征 值 上 界 的 想法 推广 到 更 高 亏 格 .我 [551] 应 用 它 证 
明 , 由 算术 群 定义 的 黎 曼 面 当 它 分 支 覆 盖 在 球面 上 时 ,必定 有 一 个 相对 高 的 次 
数 .在 一 篇 漂亮 的 文章 中 ,N. Korevaar [275] 给 出 了 黎 曼 面 的 第 n MIE A, 
的 只 依赖 于 亏 格 和 nn 的 上 界 . 他 的 结果 解决 了 我 提出 的 一 个 猜测 ( 见 [546]). 
Grigor yan，Netrusov 和 我 [194] 简化 了 他 的 证 明 , 并 给 出 了 在 极 小 曲面 指标 估 
界 中 的 应 用 .此 外 还 有 P.Sarnak( 见 [416,，249]) 关于 理解 这 些 黎 曼 面 的 特征 函 
数 的 工作 .他 指出 了 其 与 数论 的 联系 ,并 指出 算术 曲面 上 第 n 个 特征 函数 的 极 
大 范 数 的 估计 在 数论 中 是 很 有 意义 的 工作 . 

特征 函数 有 许多 重要 的 性 质 在 20 世纪 70 年代 作 了 研究 .例如 , 郑 绍 远 [98] 
基于 亏 格 给 出 了 特征 值 重 数 的 漂亮 估计 .这 些 想法 被 Colin de Verdiare [132] 用 
来 把 满足 一 些 很 好 的 组 合 性 质 的 图 租 入 到 R 中 . 结 点 域 的 连通 性 和 拓扑 是 很 
有 意思 的 问题 .Melas [359] 对 于 凸 平面 区 域 ,证 明了 第 二 特征 函数 的 结 点 线 一 
定 与 边界 正好 交 于 两 点 .目前 关于 结 点 域 的 数目 所 知 其 少 , 仅 有 Courant 的 著名 
定理 , 即 第 m 个 特征 函数 的 结 点 域 的 数目 小 于 m. 

几何 分 析 中 有 许多 其 他 的 想法 可 以 被 离散 化 并 且 应 用 到 图 论 中 .特别 是 图 
的 谱 理 论 . 这 些 方向 还 有 很 多 的 问题 可 以 做 . 金 芳 鞠 ,Grigor’yan 和 我 已 经 做 了 
一 些 工作 ( 见 金 芳 著 的 综述 文章 [121] 中 的 参考 文献 ). 可 是 [121] 中 的 结果 还 
远 没 有 完善 . 男 一 方面 , Margulis[ 347], Lubotzky-Phillips-Sarnak [340] 应 用 离散 
群 和 数论 来 构造 扩张 图 .构造 与 分 类 这 些 扩张 图 的 方法 在 计算 机 科学 中 都 很 重 
要 .研究 用 谱 方 法 给 出 任意 图 的 一 个 好 的 分 解 也 很 重要 . 

有 几 个 重要 的 问题 与 结 点 集 和 特征 函数 临界 点 数目 有 关 .我 曾 作 过 一 个 关 
于 结 点 集 面积 的 猜想 ( 见 [546] ) , Donnelly-Fefferman [153] , 董 瑞 涛 [152] 和 林 芳 
华 [323] 在 这 个 问题 上 做 出 了 重要 的 贡献 .特征 函数 的 临界 点 数目 很 难 计 算 .我 
[552] 成 功 证 明了 结 点 集 附 近 临 界 点 的 存在 性 .Nadirashvili 证 明了 关于 特征 值 
及 其 特征 函数 的 几 个 漂亮 结论 .他 与 合作 者 [238] 是 最 早 证 明 维 流 形 上 的 特征 
函数 解 的 临界 点 集 具 有 有 限 H--Hausdorff 测度 .后 来 ,Han-Hardt-Lin [219] 给 
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了 一 个 显 式 的 估计 . 

如 果 有 一 个 位 势 V, 那 么 -A+V 的 特征 值 也 很 重要 .我 与 Singer, Wong 和 
Stephen Yau [450] 研究 了 间隙 A. - A1. [553] 研究 了 间隙 如 何 依 赖 于 - log y 
的 Hessian 的 低 阶 特 征 值 ,其 中 y 是 基态 . 当 了 是 数量 曲率 ,我 和 Schoen 作 了 详 
细 的 研究 . 这 些 问 题 与 共 形 形变 , 极 小 子 流 形 稳 定性 等 有 自然 的 联系 . (D. 
Fischer-Colbrie 和 Schoen [163], Micallef [361], Schoen-Yau (425, 431] 的 关于 
稳定 极 小 曲面 的 工作 都 依赖 于 对 这 个 算 子 谱 的 理解 ) 抛物 的 情形 出 现在 最 近 
Perelman 的 工作 中 . 

我 们 有 Fefferman, Phong, E. Lieb, Duistermaat, Guillemin, Melrose, Colin 
de Verdier, Taylor, Toth, Zelditch, Sarnak 从 半 经 典 分 析 的 观点 理解 Laplacian 
谱 的 重要 工作 ( 见 [161, 155, 225, 418]) ,他 们 的 部 分 想法 可 以 在 J. Keller 关于 
几何 光学 的 分 析 中 找到 .Duistermaat 和 Hörmander [154] 关于 奇 点 传播 的 基本 
工作 也 被 广泛 使 用 .对 于 决定 什么 条 件 下 “可 以 听 到 鼓 的 形状 ”这 个 困难 的 问 
题 已 经 有 了 很 多 进展 , 比如 Melrose( 见 [360]) ,Guillemen [211], Zelditch [559] 
等 人 的 工作 . (二 维 的 反例 由 Gordon-Webb-Wolpert [189], Wilson, Szaboo 给 出 ) 

调和 函数 或 全 纯 函 数 的 自然 推广 是 具有 联络 的 丛 的 调和 或 全 纯 截 面 .最 重 
要 的 从 是 余 切 从 的 外 形式 寡 . 利 用 Levi-Civita 联络 ,调和 截面 就 是 调和 形式 ,由 
DeRham 与 Hodge 理论 ,这 些 给 出 了 上 同调 类 的 典 则 表示 .调和 形式 的 研究 主要 
用 到 Bochner 消 没 定理 [43] .可 是 我 们 目前 的 了 解除 了 一 维 以 外 还 是 很 贫乏 .如 
果 流 形 是 凯 勒 的 ,微分 形式 可 以 进一步 分 解 为 (p,q) - 形式 .Kodaira 消 没 定理 
[268] 给 出 了 更 强 的 信息 . 

为 了 实践 通过 函数 论 来 决定 流 形 结构 的 想法 ,在 我 还 是 研究 生 的 时 候 , 我 
就 想 要 把 黎 曼 面 单 值 化 定理 推广 到 高 维 . 那 段 时 期 , 我 在 构思 猜想 时 , 受到 
Greene-Wul 192] 中 部 分 工作 的 影响 . Greene 和 伍 鸿 个 对 流 形 是 否 为 Stein 的 更 

当 完 备 凯 勤 流 形 是 紧 致 的 ,并 且 具 有 正 的 双 截 曲率 , 这 就 是 Mori 374], 以 
及 Siu-Yau [458] 所 独立 证 明 的 Frankel 猜想 .论证 都 依赖 于 低 次 有 理 曲线 的 构 
造 . 当 我 们 假设 流 形 有 非 负 双 截 曲率 和 正 的 Ricci 曲率 ,那么 ,Mok-Zhong [372] 
和 Mok[368] 证 明 流 形 是 Hermitian 对 称 的 ,其 中 用 到 了 Bando [25] 在 博士 论文 
中 应 用 Hamilton 的 Ricci 流 到 这 种 流 形 的 低 维 情形 的 想法 . 

当 完备 凯 勒 流 形 是 非 紧 的 , 且 具 有 正 的 双 截 曲率 ,我 猜测 它 必 双全 纯 等 价 
于 C"( 见 [546]).Siu-Yau [457] 用 Harmander [241 ] 构造 慢 增长 全 纯 函 数 的 也 
方法 在 这 个 猜想 的 证 明 上 作 了 第 一 个 尝试 . (注意 Hormander 的 方法 可 以 追溯 
到 Kodaira 以 及 Calabi-Vesentini [68] 的 推广 ) 这 篇 文章 中 用 到 了 奇异 权 函 数 , 更 
加 细致 的 论证 由 Nadel [378] 和 萧 荫 堂 [456] 加 以 发 展 , 被 称 为 乘 数 层 
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(multiplier sheaf) 方法 ,在 代数 几何 中 有 重要 应 用 . 

接着 Siu-Yau 的 工作 ,Siu-Mok-Yau [369] 和 Mok [366, 367] 在 假设 曲率 衰 
减 和 体积 增长 条 件 下 做 了 一 些 工 作 . 施 皖 雄 [439, 440, 441] 开始 引入 Hamilton 
的 Ricci 流 来 研究 我 的 猜测 ,并 且 作 了 基本 重要 的 工作 .后 来 还 有 曹 怀 东 [72， 
73], Chen-Zhu[89, 90] 和 Chen-Tang-Zhu [87] 的 漂亮 工作 .假设 流 形 具有 极 大 
欧 氏 体积 增长 和 有 界 曲率 ,Chen-Tang-Zhu[87]( 对 复 二 维 ) 以 及 Ni[381]( 对 所 
有 高 维 ) 证 明 流 形 可 以 紧 化 为 一 个 复 簇 .去 年 ,Albert Chau 和 谭 联 辉 [80] AF 
在 假设 极 大 欧 氏 体积 增长 和 有 界 曲 率 的 条 件 下 ,解决 了 这 个 猜测 .他 们 用 到 了 
15846 ( 381] 的 一 个 重要 引 理 .这 个 引 理 证 明了 我 的 一 个 猜想 ( 见 [549] 或 [381] 
的 引言 部 分 ).( 即 是 说 , 极 大 体积 增长 草 含 数量 曲率 在 平均 意义 下 二 次 衰减 ) 

虽然 我 们 在 正 曲率 情形 看 到 了 很 大 的 进展 ,可 是 当 凯 勒 流 形 是 单 连通 , 完 
备 和 强 负 曲 率 时 ,只 有 很 少 的 结果 .有 一 个 猜想 说 , 它 是 C" 中 的 有 界 域 .( 有 人 
告诉 我 Kodaira 考 虑 过 类 似 的 问题 ,可 是 我 没有 找到 相应 的 出 处 ) 主要 的 问题 就 
是 构造 有 界 全 纯 函 数 . 

构造 有 界 全 纯 函 数 的 困难 在 于 ,Harmander 的 L 方法 的 基本 原理 源 于 
Kodaria 消 没 定理 .从 加 权 L 空间 的 函数 过 渡 到 有 界 函 数 是 很 困难 的 . 另 一 方 
面 ,我 证 明了 非 负 Ricci 曲率 完备 流 形 上 不 存在 非 平凡 有 界 全 纯 函 数 [545] . 

如 果 流 形 是 一 个 紧 致 凯 勒 流 形 M 的 万 有 覆盖 ,其 中 M 具有 到 一 个 亏 格 大 
于 1 的 紧 致 黎 曼 面 的 非 平 几 拓 扑 映 射 , 那 么 就 可 以 用 Jost-Yau[ 256] 的 证 明 方法 
来 构造 有 界 全 纯 函 数 .特别 的 ,如 果 M 有 一 个 到 亏 格 大 于 1 的 黎 曼 面 的 乘积 的 
拓扑 满 射 , 并 且 具 有 非 平凡 拓扑 度 , 那 么 万 有 履 盖 应 该 很 可 能 是 一 个 有 界 域 . 

当然 ,这 种 构造 是 基于 全 纯 函 数 是 调和 函数 的 事实 .曲率 的 某 些 刚性 迫使 
逆 命 题 也 成 立 .对 函数 来 说 , 目标 空间 没有 拓扑 ,刚性 一 般 不 成 立 . 有 界 调和 函 
数 不 能 通过 解 Dirichlet 问题 来 构造 ,除非 加 上 更 多 的 边界 数据 . 比如 边界 有 好 
的 CR 结构 .事实 上 ,对 C" 中 的 奇数 维 子 流 形 ,如 果 每 点 的 切 空 间 都 有 极 大 复线 
性 子 空间 ,那么 Harvey-Lawson[ 222, 223] 证 明了 它们 是 复 子 流 形 的 边界 .不 幸 
的 是 ,一 个 具有 有 界 负 曲率 的 完备 单 连通 流 形 的 边界 不 是 光滑 的 .定义 奇异 边 
界 上 的 CR 结构 是 很 有 意义 的 .我 们 提 一 下 Kuranish [280, 281, 282] 关于 抽象 
CR 结构 能 人 的 著名 工作 . 

一 类 非常 重要 的 从 是 旋 量 (spinors) 从 .作用 在 旋 量 上 的 Dirac 算 子 是 一 个 
主要 的 几何 算 子 . Atiyah-Singer 是 最 早 研究 其 几何 性 质 的 数学 家 ,通过 细致 研究 
Dirac 算 子 ,他们 证 明了 著名 的 指标 定理 [15] .关于 正 数量 曲率 自 旋 (spin) 流 形 
上 调和 旋 量 的 Lichnerowic [318] 消 没 定理 给 出 了 相当 强 的 信息 . 通过 
Atiyah-Singer 指标 定理 , 它 给 出 了 A 亏 格 和 正 数量 曲率 自 旋 流 形 的 不 变量 的 
消 没 定理 . 这 一 方法 后 来 被 Hitchin [229] (对 K3 曲面 ) 以 及 
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Gromov-Lawson[ 204, 205 ] 加 以 改进 .对 四 维 流 形 的 spinc 结构 有 效 地 应 用 这 个 定 y 
PELE Seiberg-Witten 理论 中 非常 重要 .Lawson-Yau [285] 结合 应 用 Lichnerowicz 
和 Hitchin 的 工作 证 明了 一 大 类 光滑 流 形 不 存在 非 阿 贝尔 的 光滑 群 作 用 .利用 
模 形 式 , 刘 克 峰 [331] 证 明了 与 Lawson-Yau 定理 类 似 的 环 路 空间 上 Witten 亏 格 
的 消 没 定理 . 

在 Schoen-Yau [425, 428] 以 及 Gromov-Lawson [204, 205] 的 拓扑 手术 的 结 
采 基 础 上 ,我们 相信 Lichnerowicz 定 理 的 一 个 合理 的 逆 成 立 .主要 的 结论 是 球面 
上 余 维 数 大 于 等 于 3 的 拓扑 手术 保持 正 数 量 曲率 度量 .一 旦 几何 手术 可 行 , 配 
边 理论 中 的 标准 结果 使 得 我 们 可 以 对 正 数量 曲率 单 连通 流 形 推导 一 些 存 在 性 
的 结果 .最 好 的 工作 属于 Stolz [466] ,他 对 维 数 大 于 4 的 单 连通 流 形 给 出 了 完全 
的 解答 .我 也 建议 应 该 在 具有 正 数 量 曲率 共 形 边界 的 渐 近 双 曲 流 形 上 施行 手 
术 . 这 个 建议 与 最 近 Witten-Yaul 534] 关于 共 形 边界 连通 性 的 工作 有 关 . 

研究 正 数 量 曲率 度量 是 了 解 广义 相对 论 中 正 质量 猜想 的 第 一 个 重要 步骤 . 
Schoen-Yau [426,430] 用 极 小 曲面 的 想法 给 出 了 第 一 个 证 明 . 三 年 以 后 , Witten 
[527] 用 调和 旋 量 给 出 了 另 一 个 证 明 .Schoen-Yau 接着 把 他 们 的 证 明 推 广 到 正 
数量 曲率 高 维 流 形 [428] . 后 来 Gromov-Lawson [204, 205] 注意 到 Lichnerowicz 
定理 可 以 与 基本 群 结合 , 给 出 了 正 数量 曲率 度量 的 拓扑 阻碍 . 这 些 工作 与 
Novikov 猜测 有 关 .Lusztig[342] Rosenberg [404], Weinberger [524] 与 余 国 良 
[557] 对 这 个 猜测 作出 了 贡献 . 

除了 在 论证 Minkowski 时 空 稳 定性 中 的 作用 , 正 质量 猜想 被 Schoen [419] 
用 来 证 明 Yamabe 问题 ,其 中 Trudinger [507] 和 Aubin [16] 也 作出 了 重要 的 贡 
献 . 

Korevaar-Mazzeo-Pacard-Schoen [276] 发 展 了 有 用 的 方法 来 理解 Nirenberg 
的 关于 指定 曲率 的 问题 .接着 是 Chen-Lin [93]， Chang-Gursky-Yang [79] .可 是 ， 
Kazdan 和 Warner 的 可 积 性 条 件 还 未 充分 理解 . 

流 形 的 谱 及 其 整体 拓扑 的 关系 是 非常 深刻 的 . Atiyah-Bott-Hirzebruch-Singer 
是 最 早 研 究 它们 关系 的 学 者 . Atiyah-Bott-Patodi[9] 把 热 核 展开 与 局 部 指标 定理 
的 证 明 联 系 起 来 . Atiyah-Patodi-Singer [12, 13, 14] 首创 了 谱 流 的 研究 ,给 出 了 
奇数 维 流 形 上 的 重要 的 全 局 谱 不 变量 . 这 些 全 局 不 变量 成 为 了 
Atiyah-Donnelly-SingerL 10] 和 Mark Stern [465] 所 发 展 起 来 的 L 指标 定理 的 边 
界 项 .Witten[528, 529] 将 超 对 称 与 de Rham 复 形 的 解析 形变 引入 Morse 理论 ， 
从 而 揭示 了 整体 几何 与 理论 物理 的 办 新 联系 .Witten 的 工作 由 Demailly [139], 
Bismut-Zhang [41,42] 作 了 推广 , 用 来 研究 全 纯 Morse 不 等 式 和 解析 扭矩 . 
Novikov [383] 研究 了 1 形式 的 Morse 理论 .Witten 有 关 Morse 理论 的 工作 引发 了 
Floer( 见 [164, 165,166]) 的 工作 ,他 利用 Floer 上 同调 的 思想 来 证 明 流 形 在 高 阶 
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同 伦 群 消 没 时 的 Arnold 猜想 .Floer 的 理论 与 三 维 流 形 纽 结 理论 有 关 ( 通 过 
Chern-Simons 理论 [109]) .Atiyah, Donaldson, Taubes, Dan Freed, P. Braam 和 其 
他 许多 学 者 ( 见 [6，479，53，167]) 都 对 这 个 课题 作出 了 贡献 .Pukaya-Ono 
[177], Oh [384], Kontsevich [272], Hofer-Wysocki-Zehnder[ 237 | , G. Liu-Tian 
[330] ,都 研究 了 Floer 理论 与 辛 流 形 的 关系 .Arnold 猜想 得 到 了 部 分 证 明 . 可 是 
完全 满意 的 证 明 还 未 见 到 . 

我 们 也 要 提 一 下 Cheeger [82] 和 Müller [375] 的 重要 工作 ,他 们 验证 了 关 
于 解析 扭矩 与 流 形 组 合 结构 之 间 关 系 的 Ray-Singer 猜想 .Ray-Singer [406] 关于 
全 纯 扭 矩 的 基本 想法 正在 Vafa 等 人 [37] 的 漂亮 工作 中 得 到 蓬勃 的 发 展 .解析 
扭矩 的 更 多 工作 由 Quillen, Todorov, Kontsevich, Borcherds, Bismut, Lott, 张 伟 
平和 陆 志 勤 等 作出 ( 见 [40] 及 其 参考 文献 ,[253], [47, 48] ) . Atiyah-Bott-Patodi 
[9] 的 指标 定理 的 局 部 情形 由 Bismut [39] 的 复杂 工作 推广 到 一 族 椭圆 算 子 的 
情形 . (局 部 指标 定理 的 证 明 可 以 追溯 到 Mckean-Singer [352] 的 基本 工 
WE) Quillen 的 工作 在 这 个 方向 上 是 非常 重要 的 ( 见 [402，403]). Witten [530], 
Bott-Taubes [50], Taubes[ 478 ] , 刘 克 峰 [332] 以 及 M. Hopkins[ 240] 在 椭圆 亏 格 
的 工作 建立 了 拓扑 与 模 形 式 之 间 的 桥梁 . 

我 们 不 应 忘记 ,在 20 志 纪 70 年 代 的 时 候 ,Bot[49] 和 Atiyah-Bott[8] 发 展 了 
等 变 上 同调 的 局 部 化 公式 .这 已 经 发 展 成 为 了 一 个 重要 的 工具 .例如 , 它 被 刘 克 
峰 及 其 合作 者 以 最 强 有 力 的 形式 用 于 多 个 领域 的 研究 :镜像 原理 (Lian-Liu-Yau 
[314, 315, 316, 317]) ,拓扑 顶点 (Li-Liu-Liu-Zhou [295]) 等 .最 早 将 局 部 化 应 
用 于 计数 几何 的 是 Kontsevich [271] ,以 及 后 来 的 Givental [186] 和 Lian-Liu-Yau 
[314] 的 独立 工作 .这 些 工作 解决 了 Candelas 等 人 [70] 基于 镜像 对 称 的 组 合 等 
式 的 猜想 ,这 是 共 形 场 论 为 数学 中 古典 问题 提供 灵感 的 范例 . 

全 纯 线 丛 的 全 纯 截 面 在 代数 几何 中 始终 是 重要 的 研究 对 象 . Riemann-Roch 
公式 与 消 没 定理 结合 给 出 了 线 从 截面 存在 性 的 非常 有 用 的 结果 .Kodaira fi A 
定理 [269], 即 每 个 Hodge 流 形 是 射影 的 ,开创 了 凯 勒 流 形 的 全 纯 肯 人 理论 . 例 
如 ,Hirzebruch-Kodaira [228] 证 明了 每 个 与 射影 空间 微分 同 胚 的 奇数 维 凯 勒 流 
形 与 射影 空间 双全 纯 同 构 . 

给 定 线 丛 的 全 纯 截 面 的 一 个 规范 正 交 基 ,我 们 就 可 以 把 它 戏 人 到 射影 空间 
中 .诱导 度量 是 与 线 丛 相配 的 Bergman EE .注意 Bergman 度 量 的 原始 定义 用 到 
了 典 则 线 从 与 L 全 纯 截 面 . 

在 理解 流 形 稳定 性 与 kahler-Einstein 度 量 存在 性 的 关系 过 程 中 ,我 [548] 建 
议 ,如 果 我 们 允许 线 从 的 军 可 以 任意 大 ,那么 每 个 具有 整 凯 勒 类 的 凯 勒 度量 可 
以 用 伯 格 曼 度 量 来 逼近 .遵循 着 Siu-Yau[457] 文章 中 的 想法 , 田 刚 [497] 在 我 的 
指导 下 在 博士 论文 中 证 明了 C 收敛 性 .我 的 另 一 个 学 生 阮 卫 东 [405] 在 博士 论 
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文中 证 明了 C” 收敛 性 .接着 是 Lu[338], Zelditch[558] 和 Catlin[77] 的 工作 ,他 
们 注意 到 核 函 数 的 渐 近 展开 可 以 从 Szegi 核 的 标准 展开 得 到 , 这 可 以 追溯 到 
Fefferman [160] 和 Boutet de Monvel-Sjostrand[ 51] 关于 凯 勒 流 形 上 圆周 从 的 工 
作 . 

Kodaira 利用 正 线 丛 的 充分 高 次 震 戏 入 Hodge 流 形 的 证 明 从 寡 次 来 说 并 不 
是 有 效 的 .Matsusaka[348] 以 及 后 来 的 Kollar [270], Siu [454] KLEE FEM 
成 为 有 效 的 .Demailly [140, 141] 和 Siu [454, 456] 给 出 的 重要 定理 几乎 解决 了 
著名 的 Fujita 猜想 [174]( 也 见 Ein 和 Lazarsfeld [157] ) . 萧 荫 堂 的 有 效 的 方法 也 
导致 了 代数 流 形 多 重 亏 格 形变 不 变性 的 证 明 [455]. 


2 流 形 间 的 映射 与 几何 结构 的 刚性 

男 一 个 推广 函数 概念 的 方向 是 研究 流 形 间 的 映射 .我 们 可 以 定义 流 形 间 映 
射 的 能 量 , 其 临界 点 称 为 调和 映照 . Eells-Sampson [156] 最 早 在 像 流 形 具有 非 正 
曲率 的 条 件 下 证 明了 调和 映照 在 同 伦 类 中 的 存在 性 . 

当 我 做 博士 论文 的 关于 流 形 非 正 曲率 与 基本 群 的 关系 时 ,我 意识 到 有 可 能 
用 调和 映照 来 改进 我 的 论文 中 的 某 些 定理 .我 也 同时 注意 到 调和 映照 在 几何 刚 
性 问题 研究 中 的 重要 性 .当时 ,最 著名 的 定理 是 Mostow 刚 性 定理 [376] .1976 年 ， 
我 证 明了 卡拉 比 猜 想 ,并 且 应 用 Kähler-Einstein 度量 和 Mostow 刚性 定理 证 明了 
球 的 商 空 间 上 复 结构 的 唯一 性 [542] .因此 我 也 建议 用 调和 映照 来 证 明 强 负 曲 
率 凯 勒 流 形 上 复 结构 的 刚性 .我 向 萧 戎 党 提出 了 我 的 建议 ,他 在 像 流 形 满足 更 
强 的 曲率 条 件 下 证 明了 我 的 想法 [451]. 

Jost-Yau [257], Mok-Siu-Yeung [370] 还 得 到 了 关于 Margulis 超 刚性 定理 
[346] 证 明 的 更 进一步 的 结果 ,改进 了 Corlette [133] 的 一 个 早期 的 结果 ,他 证 
明了 某 些 秩 局 部 对 称 空间 的 超 刚 性 .对 复 球 商 空间 的 超 刚 性 的 完全 了 解 
还 未 及 理 清 .我 们 需要 找到 反映 流 形 的 基本 结构 的 更 多 调和 映照 结构 .此 想法 
基于 Matsushima [350] 的 证 明 方 法 ,是 Calabi 所 建议 的 .( 这 是 Calabi 在 普 林 斯 
顿 高 等 研究 所 几何 特别 年 上 讨论 的 专题 ) 

我 们 也 考虑 离散 化 的 调和 映照 ， 当 像 流 形 是 度量 空间 时 ， 有 
Gromov-Schoen| 206 ] , Korevaar-Schoen [277] 和 Jost [255] 的 工作 . 当 始 流 形 是 单 
纯 复 形 , 则 有 Ballmann-Swwiatkowski [23] #334 (517, 518] 的 文章 , 他们 引 
和 了 建物 (building) 概念 的 推广 .他 们 还 推广 了 H. Garland [179] 关于 已 进 制 建 
物 上 同调 群 的 消 没 定理 . 

应 用 重心 的 概念 ,Besson-Courtois-Gallot [38] 给 出 了 秩 一 局 部 对 称 空间 的 
度量 刚性 定理 .还 有 Gerver-Nadirashvili [184], Pestov-Uhlmann [392] 漂亮 的 度 
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量 几何 刚性 反问 题 , 即 当 我 们 知道 边界 上 任意 两 点 间 的 距离 函数 ,我 们 可 以 求 
出 黎 曼 度量 . 

黎 曼 面 之 间 的 调和 映照 有 很 好 的 性 质 .Morrey 最 早 解决 了 到 任意 黎 曼 流 形 
的 能 量 极 小 调和 映照 的 狄 利克 雷 问题 . 

男 一 个 重大 的 突破 是 Sacks-Uhlenbeck [413] 在 1978 年 作出 的 ,他 们 构造 了 
黎 曼 流 形 中 表示 第 二 同 伦 群 的 极 小 球面 ,用 到 了 调和 映照 在 孤立 点 处 的 一 个 漂 
亮 的 延 拓 定 理 .通过 细致 改进 他 们 的 方法 ,Siu-Yau[458] 研究 了 调和 映照 的 冒 
泡 (bubbling) 过 程 , 并 用 来 证 明了 一 定 曲率 条 件 下 全 纯 球 面 的 存在 性 .作为 一 
个 应 用 ,他 们 证 明了 Frankel 的 著名 猜想 , 即 正 双 截 曲率 凯 勒 流 形 是 CP".( 这 也 
被 Mori[374] 独立 证 明 ) 

Gromov[202] 于 是 注意 到 近 复 结构 的 伪 全 纯 曲 线 可 以 类 似 地 用 来 证 明 CP 
上 辛 结构 的 刚性 .上 面 提 到 的 冒 泡 过 程 被 Ye[555] 和 Parker-Wolfson [388] 进 一 
步 改 进来 给 出 伪 全 纯 映 照 模 空间 的 紧 化 .基于 这 些 思想 ,Kontsevich [271] 引入 
了 稳定 映射 及 其 紧 化 的 概念 . 

Gromov-Witten 不 变量 以 及 量子 上 同调 的 形式 化 定义 是 建立 在 这 些 发 展 和 
物理 学 家 思想 的 基础 上 的 .例如 ,量子 上 同调 是 由 Vafa( 见 [513]) 与 他 的 合作 者 
倡导 研究 的 (这 个 名 字 是 由 Greene 和 我 建议 的 ) .量子 上 同调 的 结合 律 是 由 四 
位 物理 学 家 W-D-V-V[532,142] 提出 的 . 数学 上 的 验证 (由 Ruan [411] 与 
Ruan-Tian [412] 作出 ) 沿用 了 物理 学 家 的 黏合 的 思想 .Ruan-Tian 用 到 了 
Taubes[477] 的 想法 .可 惜 重要 之 处 被 忽视 了 .A. Zinger [563, 564] 最 近 完成 了 
这 些 论 证 . 

与 Donaldson 理论 非常 类 似 , 我 们 需要 在 稳定 映射 模 空 间 中 引入 虚拟 闭 链 
的 思想 .这些 概念 的 代数 理论 比 辛 几何 的 情形 要 更 加 深刻 , 与 代数 几何 发 展 也 
更 密切 相关 .主要 的 想法 是 李 骏 贡献 的 ,他 也 对 Donaldson 理论 的 代数 几何 情形 
作出 了 重要 贡献 ( 见 [292, 296]). (他 还 在 相对 Gromov-Witten 不 变量 理论 的 代 
数 情形 作出 了 关键 的 贡献 [293，294])Li-Tian [297] 的 辛 几何 情形 遗漏 了 许多 
难点 ,最近 大 多 被 A. Zinger [563, 564] 补 上 了 . 

Schoen-Yau[429] 在 1976 年 研究 了 Li 映射 对 流 形 基本 群 作用 的 意义 .这 被 
用 来 证 明 在 基本 群 上 具有 给 定 作 用 的 调和 映照 的 存在 性 .最 近 , 林 芳 华 进一步 
发 展 了 这 个 想法 [325]. 他 详细 研究 了 映射 空间 中 的 几何 测度 论 ( 见 [322， 
324]) .第 二 同 伦 群 上 的 作用 理解 起 来 要 困难 得 多 .我 想 要 存在 一 个 非 平凡 作用 
在 第 二 同 伦 群 上 的 调和 了 映照 ,只 需 这 样 的 连续 映射 存在 . 

从 5 到 另 一 个 流 形 的 映照 的 能 量 泛 函 并 不 能 立即 与 Morse 理论 建立 联系 . 
可 是 Micallef-Moore [362] 应 用 Sacks-Uhlenbeck 的 摄 动 方法 已 经 足够 给 出 正 迷 
向 曲率 流 形 的 一 些 结构 定理 . 
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高 维 调和 映照 正则 性 理论 的 主要 工作 是 Schoen-Uhlenbeck[421,422] 做 出 
的 .Leon Simon [446] 对 调和 映照 与 极 小 子 艇 的 奇 点 理论 作出 了 重大 的 贡献 .此 
外 还 有 林 芳 华 [324] 的 工作 . 

在 20 世纪 80 年 代 早期 , 谷 超 豪 [208] 开创 了 调和 映照 的 一 个 新 的 分 支 .他 
最 早 人 研究 始 流 形 是 Minkowski 空间 的 调和 映射 .这 个 新 分 支 现在 称 为 波 映照 理 
论 . 这 门 学 科 由 Christodoulou, Klainermann, Tao, Tataru 和 M. Struwe 做 了 详细 
研究 ( 见 [118, 265, 474, 475, 438]). 

Uhlenbeck [511] 应 用 可 积 系统 的 技巧 构造 从 5S? 到 U(n) 的 调和 映照 . 
Bryant [57] 和 Hitchin [232 ] 应 用 旋 量 理论 和 谱 曲 线 也 能 构造 一 些 调 和 映照 . 受 
这 些 工 作 启 发 ,Burstall，Ferus，Pedit 和 Pinkall [62] 构造 了 从 环 面 到 任意 紧 对 
称 空间 的 调和 映照 .在 一 系列 的 文章 中 ,Terng 与 Uhlenbeck [490, 491] 用 环 路 
群 因子 分 解 ,解决 了 逆 散 射 问题 ,并 且 对 孤立 子 方程 构造 了 Backlund 变换 ,包括 
从 RE! 到 Hermitian 对 称 空间 的 Schrödinger 映照 . 


3 由 变 分 原理 定义 的 于 流 形 

给 定 黎 曼 面 三 上 的 一 个 共 形 结构 ,从 己 到 一 个 固定 黎 曼 流 形 的 调和 映照 可 
以 在 给 定 的 同 伦 类 中 使 得 能 量 极 小 化 .可 是 , 它 不 一 定 是 共 形 的 ,也 不 一 定 是 极 
小 曲面 .为 了 得 到 一 个 极 小 曲面 ,我 们 也 需要 变动 了 上 的 共 形 结构 .既然 曲面 上 
共 形 结构 的 空间 不 是 紧 致 的 ,我 们 需要 保证 极 小 总 是 可 以 取 到 . 

如 果 映 射 f 诱 导 流 形 基本 群 的 单身 ,Schoen-Yau 通过 应 用 Linda Keen 的 一 
个 定理 证 明了 能 量 在 模 空间 上 是 逆 紧 的 . (他们 发 展 了 映射 的 拓扑 理论 ) 从 而 
他 们 证 明了 不 可 压缩 极 小 曲面 的 存在 性 [425] .作为 这 个 论证 的 一 个 副产品 ,我 
们 有 可 能 找到 Teichmüller 空间 的 一 个 好 的 穷竭 函数 .Michael Wolf[535] 用 调和 
映照 给 出 了 Teichmüller 空间 的 一 个 紧 化 , 并且 证 明 它 等 价 于 Thurston 紧 化 . 
S.Wolpert 详细 研究 了 Weil-Petersson 度量 的 行为 ( 见 Wolpert 的 综述 文章 
[536]).Royden [410] 证 明 Teichmüller 度量 就 是 Kobayashi 度量 .C.McMullen 
[377] 引入 了 模 空间 上 新 的 凯 勒 度量 ,可 以 用 来 证 明 模 空间 在 Gromov 意义 下 是 
双 曲 的 .Teichmiiller 空间 中 各 种 内 列 度 量 的 比较 是 一 个 重要 的 问题 [548] .最 近 
被 Liu-Sun-Yau [333, 334] 所 解决 .事实 上 Liu-Sun-Yau 引入 了 具有 有 界 负 曲率 
和 几何 的 新 度量 ,发 现 了 模 空间 对 数 余 切 从 的 稳定 性 .Schoen-Yau[424] 还 证 明 
了 次 数 为 1 的 调和 映照 是 一 一 的 ,如 果 像 曲 面具 有 非 正 曲 率 .这 种 类 型 的 结果 
只 对 二 维 曲面 成 立 . 

欧 氏 空间 中 极 小 曲面 理论 有 一 段 悠久 而 丰富 的 历史 . 最 近 Meeks， 
Osserman, Lawson, Gulliver, White, Hildebrandt, Nadirashvili 和 其 他 学 者 ( 见 


949 


3 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


Colding 和 Minicozzi 的 综述 文章 [131] 中 的 参考 文献 ) SEF WK ERS aR AB) 
面 有 很 多 漂亮 的 工作 .他 们 很 接近 于 给 出 完备 嵌入 极 小 曲面 的 分 类 ,对 有 界 域 
中 完备 极 小 曲面 有 了 更 好 的 了 解 .例如 ,Meeks-Rosenberg [353] 证 明 平面 和 螺 
旋 面 是 R 中 仅 有 的 逆 紧 嵌入 单 连通 极 小 曲面 . 

在 1978 年 开始 的 一 系列 文章 中 ,Meeks-Yau [355, 356, 357, 358] 解决 了 一 
个 重要 猜想 ， 即 如 果 边 界 曲线 是 西边 界 的 子 集 ,那么 Douglas 关于 Plateau 问题 
AYR LEARY. QER Osserman[386] 早 就 解决 了 Douglas 解 中 分 支点 的 非 存在 
性 这 个 古老 的 问题 .而 Gulliver [213] 证 明了 false 分 支点 的 存在 性 ) 我 们 利用 极 
小 曲面 的 面积 极 小 化 的 事实 证 明 这 些 曲面 在 群 作用 下 是 等 变 的 .等 变 嵌 人 曲面 
在 流 形 的 有 限 群 作用 中 扮演 了 重要 角色 .结合 Thurston 的 一 个 定理 ,我 们 证 明 
了 对 作用 在 球面 上 的 循环 群 的 Smith 猜想 [554] :不 动 点 集 不 是 一 条 扭 结 曲线 . 

Meeks-Yau 在 固定 曲面 亏 格 的 条 件 下 应 用 Douglas-Morrey 对 于 Plateau 问题 
的 解 . 如 果 亏 格 可 以 任意 大 , 则 极 小 化 面积 是 个 困难 的 问题 . 这 已 经 被 
Hardt-Simon[ 221 ] 解决 .在 另 一 个 方向 ,Almgren-Simon[3] 成 功 地 极 小 化 了 欧 氏 
空间 中 的 艇 入 圆 盘 . Meeks-Simons-Yau [354] 应 用 这 一 技巧 证 明了 包围 伪 球 的 
藤 人 和 极 小 曲面 的 存在 性 .这 个 重要 的 定理 可 以 用 来 证 明 不 可 约 三 维 流 形 的 万 有 
覆盖 也 是 不 可 约 的 .他 们 还 给 出 了 高 亏 格 戏 人 极 小 曲面 存在 的 条 件 .拓扑 学 家 
Freedman-Hass-Scott [169] 继续 了 这 方面 的 工作 .Pitts [395] 用 多 形体 的 极 小 - 
极 大 方法 证 明了 骨 入 极 小 曲面 的 存在 性 .Simon-Smith 在 未 发 表 的 文章 中 证 明 
了 共有 任意 度量 的 三 维 球面 上 艇 入 极 小 - 极 大 球面 的 存在 性 .Jost[254] 用 改进 
的 方法 找到 了 四 个 极 小 - 极 大 球面 .Pitts-Rubinstein( 见 [396] ) 继续 研究 了 这 种 
极 小 - 极 大 曲面 .三维 流 形 拓扑 学 家 用 Meeks-Yau 的 思想 处 理 组 合 型 的 极 小 曲 
面 ,并 给 出 了 在 三 维 流 形 拓 扑 中 的 应 用 . 

最 近 Colding 和 Minicozzi [126, 127, 128, 129] 在 有 关 极 小 曲面 迭 片 结构 和 
面积 无 限 大 的 极 小 曲面 估计 方面 ,取得 了 显著 的 成 果 , 很 可 能 会 在 三 维 流 形 拓 
扑 中 找到 重要 应 用 .事实 上 ,他们 [130] 对 Hamilton 的 Ricci 流 的 消 没 时 间 估计 
作出 了 贡献 . 

高 维 极 小 簇 在 几何 中 非常 重要 .有 Federer-Fleming [159], Almgren [2] 和 
Allard[ 1] 等 人 的 工作 . Bernstein 猜想 ( 即 极 小 图 是 线性 的 ) ATE BA XTR 
论 发 展 起 了 很 大 的 推动 作用 .Bombieri, De Giorgi 和 Giusti [46] 发 现 了 Bernstein 
问题 的 著名 反例 .这 激 起 了 许多 人 对 于 面积 极 小 化 锥 (因为 极 小 图 必 是 面积 极 
小 化 的 ) 的 兴趣 .Schoen-Simon-Yau [420] 找到 了 一 个 证 明 低 维 Bernstein 问题 的 
不 同 途 径 .这 篇 有 关 稳 定 极 小 超 曲面 的 文章 极 大 推动 了 稳定 超 曲面 的 曲率 估 
计 . 还 有 L. Simon, Caffarelli 和 Hardt[64] 利用 形变 稳定 极 小 锥 构造 极 小 超 曲面 
的 工作 .最 近 ,N. Wick-ramasekera [525, 526] 在 稳定 极 小 (分 支 ) 超 曲面 上 作 了 
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一 些 深刻 的 工作 ,推广 了 Schoen-Simon-Yau 的 结论 . 

高 余 维 数 的 最 好 正则 性 结果 是 Almgren 得 到 的 ,他 证 明了 对 面积 极 小 簇 ， 
奇异 集 的 余 维 数 至 少 为 2. 这 样 的 结果 怎样 应 用 到 几何 上 还 不 清楚 .也 许 最 重 
要 的 问题 是 Hodge 猜想 , 即 射 影 流 形 中 一 个 (p,p) 型 上 同调 类 的 倍数 是 否 可 以 
用 一 个 代数 闭 链 来 表示 .Lawson 作 了 一 个 尝试 ,应 用 了 J.Simons 的 阻碍 性 定 
理 一 一 复 射 影 空 间 中 的 稳定 子 簇 是 代数 的 L283] .怎样 利 用 (p, p) 型 的 假设 是 
一 个 困难 的 问题 .一般 来 说 ,代数 闭 链 不 是 有 效 的 .这 也 让 解析 方法 产生 了 很 大 
的 困难 .King [263] 和 Shiffman[443] 关于 复 流 (current) 工作 也 许 会 有 所 关联 . 

也 许 我 们 应 该 把 Hodge 猜想 加 以 推广 ,包含 进 一 般 的 (p,g) 类 ,因为 很 可 
能 i- -Aiti ES a EAS ET a] PBR FR A, ABA PEL 
FET BAH EBA OP - k 维 的 复 空间 . 

重要 的 一 点 也 许 是 要 求 度量 是 典 则 的 ,如 凯 勒 - 爱 因 斯 坦 度量 . 

一 个 对 偶 的 问题 是 如 何 用 极 小 Lagrangian 闭 链 表示 同调 类 . 当 流 形 是 
Calabi-Yau 时 ,这些 是 特殊 Lagrangian 闭 链 . 既然 它们 对 偶 于 全 纯 闭 链 ,那么 也 
应 该 有 一 个 Hodge 猜 测 的 类 比 .例如 , 当 dimc M = n 是 奇数 时 , @i,;- A PY 
每 个 元 素 如 果 它 与 凯 勒 类 的 卡 (cup) 积 为 零 , 则 此 元 素 应 该 可 以 用 特殊 
Lagrangian 闭 链 的 有 理 数 倍 来 表示 . 

一 个 相关 的 问题 是 , 如果 复 向 量 从 的 陈 类 是 (p,p) 型 的 ,这 个 向 量 从 在 加 
上 男 一 个 全 纯 向 量 从 以 后 是 否 容许 一 个 复 结构 ?如 果 上 面 Hodge 猜测 的 推广 成 
立 , 那 么 向 量 从 也 应 该 有 一 个 类 似 的 推广 . 

由 于 Taubes 的 关于 伪 全 纯 曲 线 [486] 和 反 自 对 偶 丛 [476,477] 的 存在 性 工 
作 , 这 些 问题 在 四 维 辛 流 形 理 论 中 取得 了 很 大 的 成 功 .在 凯 勒 曲面 上 , 反 自 对 偶 
联络 是 全 纯 向 量 从 的 Hermitian 联络 .特别 地 ,Taubes 给 出 了 构造 凯 勒 曲面 上 全 
纯 向 量 丛 的 方法 . 

另 一 类 重要 的 极 小 簇 是 Calabi-Yau 流 形 中 的 特殊 Lagangian 闭 链 .这 些 闭 链 
是 Harvey-Lawson [224] 在 发 展 欧 氏 空间 中 的 定 标 (calibrated) 几何 时 引入 的 . 主 
要 的 工作 是 Schoen-Wolfson [423] , 李 莹 英 [288] 和 Butscher [63] 做 出 的 .我 们 认 
为 Lagrangian 闭 链 与 全 纯 丛 对 偶 ,而 特殊 Lagrangian 闭 链 与 Hermitian-Yang-Mills 
联络 互 为 镜像 .所 以 根据 Donaldson-Uhlenbeck-Yau 定理 , 这 就 与 稳定 性 有 关 . 
Joyce 和 Thomas 讨论 了 Lagrangian 闭 链 稳定 性 的 概念 . 在 镜 对 称 的 基础 上 ， 
Thomas-Yau [492] 建议 用 平均 曲率 流 的 方法 从 稳定 的 Lagrangian 闭 链 出 发 去 证 
特殊 Lagrangian 闭 链 的 存在 性 .特殊 Lagrangian 闭 链 的 存在 性 与 平均 曲率 流 的 
关系 是 非常 有 趣 的 问题 . BA E FIA (519, 520], Smoczyk [461] 和 
Smoczyk-Wang[462]. 镜 对 称 几 何 被 Strominger-Yau-Zaslow [468] 用 特殊 
Lagrangian 环 面 的 纤维 化 来 解释 镜 对 称 几 何 .还 存在 具有 其 他 特殊 和 乐 群 的 流 
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形 , 相 应 的 有 类 似 的 定 标 子 流 形 .Conan Leung 对 这 种 流 形 及 其 镜像 的 研究 作出 
了 贡献 ( 见 [290, 291]). 

除了 极 小 曲面 ,重要 的 曲面 还 包括 常平 均 曲 率 曲面 与 平均 曲率 范 数 达 到 极 
小 值 点 的 曲面 .知道 这 种 曲面 在 非 负 数量 曲率 三 维 流 形 中 的 存在 性 是 重要 的 问 
题 . 

极 小 球面 的 存在 性 与 黑洞 的 存在 性 有 关 . 最 有 效 的 方法 是 Schoen-Yau 
[432] 发 展 的 ,而 这 要 用 他 们 [427] 证 明 的 Jang 方程 存在 性 定理 .发 展 证 明 稳定 
极 小 球面 的 存在 性 定理 的 方法 是 很 有 意义 的 . Hawking 质量 的 极 值 与 平均 曲率 
D 范 数 的 极 小 值 点 有 关 . 其 存在 性 与 性 质 都 还 没有 充分 了 解 . 

对 常平 均 曲率 曲面 ,我们 有 稳定 性 的 概念 . (固定 它 所 包围 的 体积 ,那么 面 
积 的 第 二 变 分 是 非 负 的 ) 利用 我 与 李 伟 光 在 等 征 值 方面 的 工作 ,Christodoulou 
和 我 [119] 证 明了 这 些 曲 面 的 Hawking 质量 是 正 的 .这 个 事实 被 Huisken 和 我 
[248] 用 来 证 明 具 有 正 质量 的 三 维 渐 近 平坦 流 形 的 “常平 均 曲 率 球面 叶 状 结构 ” 
的 存在 性 与 唯一 性 . (我 们 从 1986 年 开始 这 项 研究 .Ye 研究 了 我 们 的 工作 ,在 各 
种 不 同 条 件 下 证 明了 类 似 叶 状 结构 的 存在 性 , 见 [556]) 十 年 以 后 , 田 刚 和 庆 杰 
[401] 基本 上 用 我 们 的 方法 重新 证 明了 我 们 的 定理 . 

这 种 叶 状 结构 被 Huisken 和 我 [248] 用 来 给 出 无 穷 远 处 的 一 个 典 则 坐标 
系 .这 就 定义 了 重心 的 概念 ,其 中 可 以 找到 广义 相对 论 的 重要 性 质 .最 值得 注意 
的 是 全 线性 动量 等 于 全 质量 乘 上 质心 的 速度 .我 们 希望 找到 广义 相对 论 中 张 量 
沿 着 这 些 典 则 曲面 的 好 的 渐 近 性 质 . 我 们 也 想 在 这 个 重心 概念 的 基础 上 找到 角 
动量 的 一 个 好 的 定义 ,使 得 全 质量 可 以 控制 角 动 量 的 平方 范 数 . 一 些 初步 的 进 
展 已 经 由 我 的 学 生 张 晓 [561] 作出 ,可 是 他 的 定义 没有 好 的 物理 背景 ,目前 还 没 
有 找到 比较 好 的 应 用 . 

在 Huisken-Yau [248] 的 文章 中 , 叶 状 结构 的 唯一 性 被 改进 为 包围 三 维 流 
形 上 一 个 紧 集 的 闭 超 曲 面 的 唯一 性 .这 个 紧 集 是 用 [248] 中 超 曲 面 的 平均 曲率 
定义 的 .作为 一 个 很 次 要 的 注 记 , Huisken-Yau 提出 这 个 唯一 性 应 该 也 与 平均 曲 
率 的 选择 无 关 . 虽 然 这 个 改进 对 于 单个 的 超 曲 面 本 身 有 点 意思 ,但 是 对 于 如 上 
广义 相对 论 中 的 应 用 毫 无 关系 . 特别 的 , 它 与 质心 的 定义 无 关 . 这 个 
Huisken-Yau 的 建议 被 Qing-Tian [401] 证 明 是 正确 的 , 他们 用 的 基本 上 是 与 
Huisken-Yau 同样 的 论证 ,以 及 一 个 简单 的 积分 公式 . 

用 满足 各 种 性 质 (如 常 高 斯 曲率 ) 的 曲面 的 叶 状 结构 来 研究 广义 相对 论 中 
的 三 维 流 形 的 想法 也 由 R. Bartnik [30] 作 了 发 展 .他 的 关于 拟 球面 叶 状 结构 的 
想法 为 一 大 类 正 数 量 曲 率 度 量 给 出 了 很 好 的 参数 化 . 

这 些 想 法 中 有 一 些 被 Shi-Tam [442] 用 来 研究 与 包围 三 维 正 数 量 曲 率 流 形 
的 球面 相关 的 量 .这 些 量 后 来 被 意识 到 就 是 Brown-York [56] 的 拟 局 部 质量 . 同 
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时 , 刘 秋 菊 和 我 [328，329] 给 出 了 广义 相对 论 中 一 般 时 空 的 拟 局 部 质量 的 新 定 
义 , 其 中 用 到 了 Shi-Tam 的 一 些 想法 .我 和 王 慕 道 的 进一步 的 工作 表明 了 理解 双 
曲 空间 形式 中 曲面 的 重要 性 . 

我 对 拟 局 部 质量 的 兴趣 可 以 追溯 到 我 与 Schoen [432] 关于 质量 浓缩 导致 
黑洞 存在 的 文章 .我 们 很 希望 找到 一 个 拟 局 部 质量 ,包含 了 物质 的 效应 与 重力 
的 非 线性 效应 .我 们 有 可 能 证 明 当 这 一 质量 大 于 面积 平方 根 的 一 个 常数 倍 , 则 
黑洞 形成 .这 还 未 得 到 证 明 . 

Huisken- Yau 的 证 明 方法 依赖 于 平均 曲率 .还 有 另 一 种 称 为 反 平均 曲率 的 
流 ,是 Geroch [183] 为 了 理解 联系 质量 与 黑洞 面积 的 Penrose 猜想 而 提出 的 . 当 
数量 曲率 非 负 时 , 这 些 证 明 的 步骤 由 Huisken-Ilmane [245] 给 出 .后 来 H. Bray 
[55] 给 出 了 一 个 不 同 的 证 明 . 多 形体 (varifold) 的 平均 曲率 流 是 Brakke [54] 首 
先 研究 的 .许多 学 者 研究 了 水 平 集 方法 :S. Osher, L. Evans，Giga 等 ( 见 [385， 
158, 96]) .Huisken[ 243, 244] 首先 在 曲面 为 止 时 做 了 重要 的 工作 . 他 最 近 与 
Sinestrati [246,247] 关于 平均 凸 曲面 的 工作 非常 出 色 ,给 出 了 平均 曲率 流 奇 点 
结构 的 非常 不 错 的 理解 . 

自然 的 高 阶 椭圆 问题 很 难处 理 . 仿 射 极 小 曲面 和 Willmore 曲面 就 是 这 样 的 
例子 .L. Simon [445] 对 Willmore 曲面 的 正则 性 作出 了 重要 的 贡献 . 

大 多 数 椭圆 方程 有 一 个 抛物 的 版 本 .可 是 要 在 流 形 上 找到 一 个 能 应 用 极 值 
原理 的 合适 的 量 不 是 一 件 容易 的 事情 . 除了 Li-Yau [30] 的 工作 , 我 希望 
Cheng-Yau 关 于 极 大 片 和 仿 射 球面 的 梯度 估计 有 一 个 抛物 的 版 本 . 另 一 方面 , 山 
勒 度量 的 Calabi 流 ( 见 Chang [78] 的 综述 文章 ) 还 未 见 到 太 多 进展 .这 些 是 高 阶 
的 问题 , 极 大 值 原理 并 不 是 那么 有 效 .Chrisciel [120] 对 黎 曼 面 情形 作出 了 重 
要 的 贡献 . 

Einstein 方程 的 动力 学 性 质 是 一 个 非常 困难 的 课题 . 许多 学 者 考虑 了 
Cauchy 问 题 :Lichnerowicz， Choquet-Bruhat, York, Moncrief, Friedrich, 
Christodoulou, Klainerman, H. Lindblad, Dafermos( Ji, [319], [115], [114], 
[172],[116],[264],[326],[136]) .可 是 整体 的 行为 还 远 未 理 清 .主要 的 未 解决 
问题 是 陈述 和 证 明 Penrose 关于 宇宙 监督 (cosmic censorship) 的 基本 问题 .我 向 
Klainerman 建议 考虑 Einstein 方程 组 的 小 初始 值 解 .Minskowski 时空 稳定 性 的 处 
理 被 Christodoulou-Klainerman [117] 在 较 小 下 降 条 件 下 完成 .最 近 Lindblad 和 
Rodnianski [326] 给 出 了 一 个 更 简单 的 证 明 . 几 年 前 ,N. Zipser 在 哈佛 博士 论文 
中 把 Maxwell 方程 加 到 重力 上 , 仍然 证 明了 Minkowski 时 空 的 稳定 性 . 
Schwarzschild 或 Kerr 解 的 稳定 性 还 远 未 了 解 清 楚 . Finster-Kamran-Smoller-Yau 
[162] 研究 了 这 种 背景 下 Dirac 粒子 的 衰减 性 质 .这 项 工作 非常 深刻 ,表明 了 这 
些 经 典 时 空 的 稳定 性 . 
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关于 常平 均 曲率 类 空 超 曲 面 有 大 量 文献 .它们 定义 的 叶 状 结构 可 以 给 出 时 
空 上 有 趣 的 动力 学 性 质 . 这 些 曲面 即使 对 于 R! 也 是 很 有 趣 的 .Treiberges 
[506] 对 它 作 了 详细 研究 .Li，Choi-Treiberg [111] 和 温 有 恒 [515] 注意 到 这 种 曲 
面 的 高 斯 映照 给 出 了 到 圆 盘 的 调和 映照 的 很 好 例子 .最 近 Fisher 和 Moncrief 应 
用 它们 研究 了 2 + 1 HE Einstein 方程 的 演化 . 


人 ~ 人 ~ 人 ~ 一 ~ 一 一 一 ~ 一人 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 ~ 一 w~ 一 一 一 ~ 心 


在 给 定 流 形 上 构造 几何 结构 是 一 个 基本 的 问题 . 一 般 而 言 ,保持 这 个 几何 
结构 不 变 的 拓扑 等 价 群 应 该 是 一 个 特殊 群 .除了 辛 结构 ,这 些 群 总 是 有 限 维 的 . 
当 几 何 结构 在 等 价 意义 下 是 唯一 的 ,那么 它 可 以 用 来 给 出 拓扑 结构 的 关键 信 
息 . 

对 特殊 几何 结构 的 研究 可 以 追溯 到 Sophus Lie, Klein 和 Cartan. 在 大 多 数 
情况 下 ,我 们 希望 平移 向 量 来 定义 和 乐 群 的 概念 . 当 和 乐 群 不 是 紧 的 ,有 射影 平 
坦 结构 , 仿 射 平坦 结构 和 共 形 平坦 结构 这 些 例子 . 要 决定 哪些 拓扑 流 形容 许 这 
些 结构 不 是 一 件 容易 的 事 .既然 结构 是 平坦 的 ,就 有 唯一 连续 延 拓 的 性 质 , 所 以 
我 们 可 以 构造 一 个 发 展映 射 , 从 流 形 的 一 个 合理 覆盖 分 别 到 实 射影 空间 , 仿 射 
空间 和 球面 .这 个 映射 给 出 了 流 形 基 本 群 到 实 射影 群 ,特殊 线性 群 和 Mobius 群 
的 表示 .这 个 和 乐 表 示 给 出 了 几何 结构 的 大 量 信 息 .但 是 这 个 映射 一 般 不 是 单 
的 .如 果 它 是 单 射 ,那么 流 形 可 以 看 做 区 域 在 对 应 李 群 的 一 个 离散 子 群 作用 下 
的 商 空间 .在 这 种 情况 下 ,可 以 更 好 地 从 偏 微分 方程 角度 看 待 流 形 ,离散 子 群 也 
起 了 重要 的 作用 .比如 , 如果 一 个 射影 平坦 流 形 可 以 射影 嵌入 为 一 个 有 界 域 ， 
Cheng-Yau [104] 从 实 的 Monge-Ampere 方程 构造 了 一 个 典 则 度量 , 推广 了 
Hilbert 度量 . 当 流 形 是 二 维 的 ,有 王 长 平 [516] 和 Loftin [335] 的 关于 如 何 把 这 
个 度量 与 共 形 结构 ,以 及 典 则 丛 三 次 寡 的 一 个 全 纯 截 面 结 合 起 来 的 工作 .这 是 
一 个 漂亮 的 理论 ,与 第 一 节 中 提 到 的 双 曲 仿 射 球面 有 关 . 

关于 黎 曼 面 上 射影 结构 的 几何 分 解 和 模 空 间 , 有 Choi, Goldman( 见 Choi 和 
Goldman [113] 的 文章 中 的 参考 文献 ) 以 及 Hitchin [233] 等 人 的 基本 工作 .把 这 
些 推广 到 三 维 或 四 维 流 形 也 许 会 很 有 意义 . 

决定 哪些 流 形容 许 仿 射 结构 是 一 个 困难 的 问题 .一 个 公开 的 问题 是 这 种 空 
间 的 欧 拉 数 是 否 为 零 .Sullivan[470] 在 这 个 问题 上 已 经 作出 了 重要 的 贡献 . 
Goldman [187] 也 找到 了 三 维 流 形 上 用 基本 群 表示 的 拓扑 限制 .困难 来 自 于 不 
存在 有 用 的 与 仿 射 结构 相 容 的 度量 . 这 促使 Cheng-Yau [105] 定义 了 仿 射 凯 勒 
度量 的 概念 . 

当 郑 绍 远 和 我 考虑 仿 射 凯 勒 度量 概念 的 时 候 ,我 们 认为 它 是 凯 勒 度量 的 自 
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然 类 比 .可 是 , 紧 致 非 奇 异 的 例子 并 不 多 见 .StromingerYau-Zaslow [468] 建议 通 
过 用 特殊 Lagrangian 环 面 构造 Calabi-Yau 流 形 的 商 空间 的 办 法 来 构造 镜 流 形 . 
在 大 凯 勒 类 的 极限 ,Hitehin[234] 指出 商 空 间 容 许 一 个 与 仿 射 饥 勒 结构 相 容 的 
自然 仿 射 结构 .可 是 一 般 来 说 ,这 种 结构 存在 奇 点 .一 个 深刻 的 问题 是 理解 奇异 
性 的 类 型 以 及 如 何 从 这 种 奇异 结构 构造 Calabi-Yau 流 形 .Loftin-Yau-Zaslow 
[336] 研究 了 “Y” 奇 点 的 结构 .我们 希望 可 以 找到 紧 致 流 形 上 沿 给 定 的 余 二 维 
分 层 子 流 形 为 奇 点 的 仿 射 结构 . 

构造 共 形 平坦 流 形 也 是 一 个 有 趣 的 问题 .与 射影 平坦 或 仿 射 平坦 流 形 类 


似 , 共 形 平坦 结构 的 存在 性 有 一 个 来 自 于 Pontrjagin 类 的 曲率 表示 的 拓扑 障碍 .- 


更 深刻 的 问题 与 对 基本 群 和 发 展映 射 的 理解 有 关 . 当 结 构 容许 一 个 具有 正 数量 
曲率 的 共 形 度量 .Schoen-Yau[433] 证 明了 非常 有 趣 的 定理 , 即 发 展映 射 是 单 
的 .所 以 这 种 流 形 必 是 Ss 中 一 个 区 域 在 Mobius 变换 群 的 离散 子 群 作用 下 的 商 
空间 . 分 类 这 种 流 形 是 很 有 意思 的 问题 . 在 这 点 上 ,Schoen [419] 所 解决 的 
Yamabe 问题 提供 了 常数 量 曲率 的 共 形 度量 .我 们 希望 能 够 用 这 种 度量 来 控制 
共 形 结构 .然而 ,这 种 度量 不 是 唯一 的 .于 是 对 常数 量 曲率 共 形 结构 模 空 间 的 更 
深入 理解 变 得 尤为 重要 . 

很 奇怪 的 是 ,从 理论 在 黎 曼 几何 中 得 到 了 广泛 的 使 用 ,可 是 却 没有 用 在 这 
些 几何 中 .我 们 可 以 构造 实 射 影 空间 从 \ 仿 射 从 或 球面 从 ,方法 是 通过 把 坐标 图 
映射 到 对 应 的 模型 空间 (也 许 维 数 不 同 ) ,然后 把 目标 模型 空间 黏合 起 来 得 到 自 
然 的 从 .我 们 也 可 以 研究 相应 的 Chern-Simons 形式 [109]. 

几何 学 的 一 个 重要 目标 ,就 是 构造 一 个 给 定 拓扑 下 的 典 则 度量 .除了 二 维 
的 单 值 化 定理 ,这 方面 仅 有 的 出 色 工 作 是 Thurston 的 几何 化 猜想 ( 见 [495] ) . 

Thurston 应 用 黎 曼 面 的 想法 ,Haken [214] 关于 三 维 流 形 的 工作 ,Mostow 刚 
性 [376] 以 及 李 群 的 离散 群 论 ,建立 了 他 的 纲领 .他 假设 三 维 流 形 中 不 可 压缩 曲 
面 存 在 . 当 Hamilton [215] 在 Ricci 流 形 取得 了 初步 的 成 果 , 我 立刻 建议 他 (大 约 
1981 年 ) 用 他 的 Ricci 流 来 分 解 流 形 .他 把 Li-Yau [309] 的 理论 推广 到 Ricci 流 
[216, 217] ,以 及 他 在 1996 年 [218] 关于 流 形 分 解 的 开创 性 工作 是 这 个 纲领 的 
里 程 碑 . Perelman 最 近 的 想法 [389, 390] 正 是 建立 在 这 两 项 工作 的 基础 上 ,并 且 
更 加 的 深入 .详细 的 讨论 在 过 去 两 年 中 由 朱熹 平 、. 曹 怀 东 Hamilton 和 Huisken 
作出 .我们 有 理由 相信 这 将 最 终 导 致 Thurston 纲领 的 证 明 .Hamilton 和 Perelman 
的 理论 应 该 看 做 过 去 三 十 年 中 几何 分 析 的 最 大 成 就 .这 段 时 期 发 展 起 来 的 几何 
分 析 思 想 几 乎 都 用 到 了 . 

拓扑 学 家 用 双 曲 度量 给 出 三 维 流 形 的 不 变量 .Thurston [494] 注意 到 双 曲 
度量 的 体积 是 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 . 模 整 定义 的 Chem-Simon [109] 不 变量 可 
以 看 做 这 种 流 形 的 相位 .这 些 不 变量 后 来 出 现在 Wiitten 关于 2 + 1 维 的 重力 理 
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论 中 [530], S.Gukov [212] 把 他 们 与 纽 结 理论 的 基本 问题 联系 起 来 . 

Thurston，Hamilton，Perelman 等 人 的 主要 成 就 是 创造 了 三 维 流 形 上 的 典 则 
结构 .目前 对 四 维 流 形 我 们 甚至 还 不 能 猜测 它 的 典 则 结构 .虽然 Donaldson 不 变 
量 和 Seiberg-Witten 不 变量 已 经 取得 了 重大 的 进展 .Taubes [480] 对 一 大 类 一 般 
四 维 流 形 证 明了 自 对 偶 度 量 存在 性 .可 是 它们 的 模 空 间 和 拓扑 含义 目前 都 还 不 
明朗 .在 Taubes 的 构造 之 前 ,Donaldson-Friedman [151], LeBrun [286] HHF 
(twistor) 理论 和 代数 几何 的 方法 在 CP? 的 连通 和 上 构造 了 这 种 自 对 偶 的 结构 

Atiyah-Hitchin-Singer [11] 为 自 对 偶 联 络 黄 定 了 代数 与 几何 的 基础 ， 而 
Uhlenbeck[509, 510] 黄 定 了 分 析 的 基础 .她 建立 了 Yang-Mills 联络 的 可 去 奇 点 
定理 和 紧 性 定理 .这 些 定理 导致 了 Taubes[477] 和 Donaldson [143] 的 基本 工作 ， 
而 这 些 工作 极 大 变革 了 四 维 流 形 拓 扑 学 . 

Donaldson 理论 的 出 发 点 是 四 维 流 形 的 反 自 对 偶 联络 .类 似 地 ,在 凯 勒 流 形 
的 全 纯 向 量 从 上 有 Hermitian Yang-Mills 联络 的 概念 .Donaldson [144]( 凯 勒 曲 
面 ) 和 Uhlenbeck-Yau( 一 般 凯 勒 流 形 )[512] 证 明了 Hermitian Yang-Mills 联络 的 
存在 性 等 价 于 从 的 稳定 性 . 这 一 定理 后 来 被 C. Simpson [447] 利用 Hitchin 
[231 ] 的 想法 推广 到 具有 Higgs 场 的 从 .这 在 Hodge 结 构 的 变化 理论 中 有 深刻 应 
用 [448,449]. Wentworth 和 Daskalopoulos( 见 [138]) 研究 了 这 一 理论 在 曲线 上 
向 量 从 模 空 间 的 情形 .Li-Yau [298] 把 Hermitian Yang-Mills 联络 的 存在 性 推广 
到 非 凯 勒 流 形 上 去 . (Buchdahl [60] 后 来 对 复 曲 面 做 了 同样 的 工 
作 )Li-Yau-Zheng [300] 用 这 个 结果 给 出 了 Jro 类 曲面 的 Bogomolov 定理 的 完整 
证 明 .我 希望 Donaldson-Uhlenbeck-Yau 理论 在 代数 几何 能 找到 更 多 的 应 用 . 

D.Gieseker [185] 对 从 的 模 空 间 发 展 了 几何 不 变量 理论 , 引入 了 从 的 
Gieseker 稳 定性 .Conan Leung [289] 在 我 的 指导 下 ,在 他 的 博士 论文 中 引入 了 与 
D. Cieseker 稳 定性 相对 应 的 分 析 概 念 ( 某 一 PDE 的 解 ) .虽然 这 个 分 析 概 念 的 定 
义 是 自然 的 , 仍 有 一 个 分 析 问 题 需 待 解决 . (在 从 的 曲率 是 一 致 有 界 的 假定 下 ， 
粱 证 明了 两 个 概念 的 等 价 性 ) 

Bartolomeis-Tian[ 32 ] 尝试 把 Yang-Mills 理论 推广 到 辛 流 形 , 以 及 Tian [500] 
试图 把 它 推 广 到 具有 特殊 和 乐 群 的 流 形 .证 明 还 不 是 完备 的 ,有 待 完 善 . 

对 流 形 上 的 一 个 给 定 的 自然 结构 ,我 们 可 以 将 方程 线性 化 得 到 切 从 上 的 一 
个 自然 联络 .通常 我 们 总 是 得 到 Yang-Mills 联络 ,以 及 一 些 由 原始 结构 的 和 乐 
群 给 出 的 额外 结构 . 令 人 好 奇 的 是 ,是 否 可 以 找到 一 个 迭代 的 过 程 来 找到 有 趣 
的 度量 .无 论 如 何 , 我 们 可 以 在 从 理论 与 度量 理论 之 间 找 到 类 似 的 性 质 .从 的 稳 
定性 概念 在 全 纯 范 畴 中 得 到 了 比较 好 的 理解 .我 相信 对 每 个 自然 的 几何 结构 ， 
都 应 该 有 一 个 稳定 性 的 概念 .Donaldson [145] 通过 推广 Atiyah-Bott [7] 关于 黎 
曼 面 上 从 的 工作 ,用 动量 映射 给 出 了 稳定 性 的 解释 .对 其 他 几何 结构 找到 动量 
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映射 是 很 有 意义 的 . 

最 有 趣 的 几何 结构 是 凯 勒 结构 . 凯 勒 结构 是 由 复 结构 与 辛 结构 来 定义 的 . 
复 结构 在 二 维 时 是 非常 刚性 的 ,但 在 二 维 以 上 的 流 形 上 找 复 结构 就 会 比较 容易 
些 . 比 如 ,Clemens [122] 和 Friedman [171] 提出 了 一 种 复 手 术 的 方法 ,即将 余 维 
大 于 一 的 具有 负 法 从 的 复 子 流 形 收缩 成 一 点 ,再 把 收缩 成 的 奇 点 光滑 化 ,就 可 
得 到 有 趣 的 非 凯 勒 复 流 形 . (Lu-Tian [339] 就 是 按 着 这 些 想法 构造 例子 的 ) 这 
些 流 形 可 以 在 连接 Calabi-Yau 流 形 方面 起 到 重要 作用 ,这 是 M. Reid[407] 的 猜 
测 .为 了 进行 更 深刻 的 分 析 ,给 它们 赋 一 个 典 则 的 度量 很 重要 . (这 种 度量 的 一 
个 候选 就 是 Fu-Yau [173] 研究 的 Strominger 系统 ) 

如 同 Smith-Thomas-Yau [460] 所 指出 的 那样 , 非 凯 勒 流 形 的 镜像 可 以 是 六 
流 形 .他 们 通过 倒转 Clemens-Friedman 的 步骤 ,构造 了 一 大 类 第 一 陈 类 为 零 的 
辛 流 形 . 李 天 军 [311] 确定 了 第 一 陈 类 为 零 的 四 维 辛 流 形 的 Betti 数 .在 过 去 十 
年 中 ,Gromov[202] Taubes [482, 483, 484,485], Donaldson [ 146, 147, 148] 和 
Gompf 188] 等 人 对 辛 流 形 有 了 广泛 的 研究 .这 些 工作 是 基于 对 伪 全 纯 曲 线 和 
Lefschetz 纤 维 化 的 理解 . 最 基本 的 工作 是 围绕 四 维 流 形 . 主要 的 工具 是 
Seiberg-Witten[ 435, 436, 533] 理论 和 分 析 Taubes 关于 伪 全 纯 曲 线 存 在 性 及 其 
计数 的 拓扑 含义 的 工作 是 几何 中 最 深刻 的 工作 之 一 .在 这 项 工作 基础 上 ， 
Taubes[482] 证 明了 一 个 古老 的 猜想 , 即 标准 CP? 上 只 有 一 个 辛 结构 .我 提出 了 
如 下 间 题 :如 果 是 同 伦 于 CP? 的 四 维 辛 流 形 , 是 否 辛 同 胚 于 标准 CP”? 这 问题 到 
现在 还 没 解决 . (对 应 的 复 几 何 问题 被 我 在 [542] 中 解决 ) 另 一 方面 , 在 
Taubes[481] 工作 基础 上 , 李 天 军 和 刘 艾 克 找 到 了 容许 正 数量 曲率 四 维 流 形 的 
穿 墙 (wall crossing) 公式 .接着 刘 艾 克 给 出 了 这 种 流 形 的 分 类 . (Stolz[446] 在 
Schoen-Yau-Gromov-Lawson 的 工作 基础 上 得 到 的 正 数 量 曲率 流 形 的 手术 在 四 维 
情形 并 不 管用 ) 作为 [312] 中 一 般 穿 墙 公式 的 应 用 , 李 天 军 和 刘 艾 克 在 [313] 中 
证 明了 在 任意 黎 曼 面 的 S 从 上 存在 唯一 的 辛 结构 . 他 们 用 到 了 D. McDuff 
[351] 的 一 个 主要 结果 . 

Strominger 系统 [467] 解 给 出 了 超 对 称 . 第 一 陈 类 为 零 的 辛 流 形 上 是 否 容许 
类 似 的 结构 是 很 有 意思 的 问题 .Fukaya 和 Oh [176] 对 具有 Lagrangian 闭 链 的 辛 
流 形 发 展 了 一 套 理论 .根据 Floer 理论 , 伪 全 纯 圆 盘 是 作为 曲线 运动 的 轨迹 出 现 
的 .PaulSideal-Thomas[437] 和 阮 卫 东 讨 论 了 与 Kontsevich 的 同调 镜 猜 测 有 关 的 
Fukaya 范畴 . 想 知道 的 是 Fukaya 的 理论 能 否 对 构造 辛 结构 的 典 则 度量 有 帮助 . 

Calabi-Yau 流 形 的 构造 是 建立 在 容许 凯 勒 结构 的 复 结构 存在 性 基础 上 的 . 
一 个 基本 的 问题 是 一 个 复 维 数 大 于 二 的 近 复 流 形 是 否 容许 一 个 可 积 复 结构 . 

一 旦 我 们 有 了 一 个 可 积 复 结构 , 我 们 可 以 开始 寻找 具有 特殊 性 质 的 
Hermitian 度量 .如 我 们 先前 提 到 的 那样 ,如 果 我 们 采用 无 扰 的 联络 ,那么 从 超 
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对 称 知道 度量 必须 是 凯 勒 度量 ,而 流 形 必须 是 Calabi-Yau 流 形 .如 果 不 要 求 联 
络 是 无 扰 的 ， Strominger [467 ] 在 不 要 求 流 形 是 情形 下 导出 了 一 组 反映 超 对 称 的 
方程 .这 是 Hermitian Yang-Mills 联络 和 Hermitian 度量 的 耦合 系统 .二 十 年 前 由 
于 我 把 自己 限制 在 凯 勒 流 形 上 ,我 没有 导出 这 种 系统 . 我 的 学 生 Bartnik 与 
Mckinnon [31] 合作 得 到 了 Lorentzian EE KRA ABE. HATER TARE A 
统 的 非 奇 异 解 . (Smooller-Wasserman-Yau-Mcleod [464] 和 [463] 给 出 了 数学 上 严 
格 的 证 明 ) 

李 骏 和 我 [299] 证 明了 Strominger 系统 在 Calabi-Yau 结构 的 一 个 邻 域 里 可 
解 . 傅 吉 祥和 我 [173] 可 以 在 不 容许 凯 勒 结构 的 复 流 形 上 对 它 求解 . 这 类 流 形 称 
之 为 平衡 (balanced) 流 形 , 由 M. Michelsohn[364] 首先 研究 的 .这 些 流 形 可 以 用 
来 解释 弦 论 中 流量 (flux) 的 问题 ( 见 [34,76]). 

Calabi-Yau 结构 在 弦 论 中 出 现 以 前 ,就 被 我 和 其 他 学 者 用 来 解决 代数 几何 
中 的 重要 问题 .例如 ,Todorov [504]-Siu [453] 证 明 的 K3 曲面 Torelli 定理 以 及 
Siu[ 452 ]-Todorov[ 504] 证 明 的 K3 曲面 周期 映照 的 满 射 性 质 , 都 是 代数 曲面 的 重 
要 工作 . Bogomolov[44j-Tian[496]-Todorov[505] 定理 的 证 明 也 需要 用 这 个 度 
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FE 1978 年 国际 数学 家 大 会 的 报告 中 ,我 [544] 简 述 了 非 紧 Calabi-Yau FUE 
分 类 的 提纲 .一 部 分 工作 由 Tian-Yau [502, 503] 完成 .在 1984 年 期 间 , 蓄 论 学 家 
迫切 需要 构造 欧 拉 数 等 于 + 6 的 Calabi-Yau 三 重 形 (threefold) .我 [547] 构造 了 
基本 群 为 Z 的 这 种 流 形 . 取 两 个 三 次 曲面 乘积 中 的 (1,1) 次 超 曲面 ,其 上 有 一 
个 自然 的 力作 用 ,所 得 的 商 空间 就 是 这 种 Calabi-Yau 三 重 形 . 不 久 以 后 ,我 和 田 
[501] 构造 了 更 多 的 例子 . 

负数 量 曲率 Kahler-Einstein 度量 的 存在 性 是 Aubin [18] 和 我 [543] 独立 证 
明 的 .我 [542] 用 它 解 决 了 代数 几何 中 的 经 典 问题 ,例如 CP? 上 复 结构 的 唯一 
性 [L542] , Miyaokal 365]-Yau[ 542] 陈 数 不 等 式 ， 以 及 与 Shimura RL Ah Fel YAY 
代数 流 形 的 刚性 .一 般 情况 下 正 数 量 曲 率 Kahler-Einstein 度量 的 存在 性 还 未 被 
证 明 . 可 是 ,我 对 于 Calabi 猜测 的 证 明 已 经 提供 了 所 有 必要 的 估计 ， 除了 一 些 对 
于 未 知 量 的 积分 估计 .这 当然 可 以 把 它 作为 假定 成 立 . 栽 猜想 这 种 积分 估计 与 
流 形 的 稳定 性 有 关 . 田 [499] 称 之 为 K - 稳定 性 .Mabuchi 泛 函 [345] 把 这 个 积分 
估计 变 得 更 加 的 内 蕴 , 给 出 了 这 个 问题 自然 的 变 分 描述 . 萧 戎 堂 指出 田 [498] 的 
关于 二 维 曲面 的 工作 还 有 漏洞 .Nadal[378] 有 关 乘 数 层 的 工作 给 出 了 研究 这 个 
问题 的 有 趣 方 法 . 

对 正 数量 曲率 Kähler-Einstein 度量 , 有 可 能 它们 容许 自 同 构 的 连续 群 . 
Mat-sushima [349 | 最 早 注意 到 ,这 个 群 必 是 可 约 的 .Futaki [178] 引入 了 一 个 有 
名 的 不 变量 ,证 明 对 这 种 流 形 它 必定 是 零 .在 20 世纪 80 年 代 我 的 讨论 班 上 ,我 
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建议 Futaki HEMIA AEB HES FAH BL FE J RA IJE 
上 的 作用 ,并 且 Futaki 不 变量 应 该 与 我 [550] 的 Kahler-Einstein 流 形 与 稳定 性 相 
联系 的 猜想 相关 . 田 刚 曾 问 我 当 流 形 没有 群 作用 是 什么 情况 .我 在 班 上 向 他 解 
释 ,因为 流 形 在 射影 空间 里 , 它 还 是 有 射影 群 作用 的 影子 ,我 们 应 该 在 射影 群 作 
用 下 把 流 形 进行 容许 奇 点 的 形变 以 得 到 更 多 信息 .Futaki 不 变量 和 流 形 稳定 性 
的 关系 出 现在 最 近 Donaldson [149，150] 的 工作 中 . 我 们 也 提 一 下 最 近 
Ross-Thomas [408, 409] 关于 流 形 稳定 性 的 有 趣 工 作 . 还 有 许多 用 分 析 方 法 研 
究 流 形 稳定 性 的 文章 .例如 ,Phong-Strum [393] 构造 了 某 些 退化 Monge-Ampére 
方程 的 解 ,来 得 到 凯 勒 位 势 空 间 中 的 测 地 线 .他 们 [394] 也 研究 了 Kähler-Ricci 
流 的 收敛 性 . 

我 提出 的 通过 典 则 度量 理解 流 形 稳 定性 的 建议 被 许多 学 者 采纳 .最 好 的 结 
RÆ Donaldson [149] 作出 的 .常数 量 曲率 凯 勒 度量 等 价 于 第 一 陈 形式 是 调和 
的 .调和 凯 勒 度量 的 唯一 性 定理 是 陈 秀 雄 [95] ，Donaldson [149] 和 Mabuchi 分 
别 在 不 同情 形 下 给 出 的 . (注意 正 数量 曲率 Kaler-Einstein 度量 的 唯一 性 是 
Bando-Mabuchi[ 26] 证 明 的 ) 一 般 情形 的 基于 流 形 稳定 性 的 调和 凯 勒 度量 的 存 
在 性 还 是 未 知 的 .在 20 世 纪 80 年 代 中 期 我 的 讨论 班 上 ,我 也 讨论 了 调和 凯 勒 流 
形 与 稳定 性 的 关系 :我 的 学 生 如 田 刚 [497] , 罗 华 章 [341] 和 王 晓 伟 [523] 的 博士 
论文 都 与 此 有 关 . 在 他 们 之 前 ,我 的 学 生 Bando[25], 曹 怀 东 [71] 尝试 用 Ricci Ht 
研究 这 个 问题 . 环 复 上 具有 常数 量 曲率 的 调和 凯 勒 度量 是 由 Donaldson [150] 首 
先 研究 的 他 建议 通过 解 一 个 实 Monge-Ampére 方程 来 研究 存在 性 问题 .这 一 问 
题 已 由 汪 徐 家 与 朱 小 华 [522] 解决 .在 这 之 前 ,LeBrun 与 他 的 合作 者 [262] AH 
子 理论 找到 了 对 调和 饥 勒 曲面 的 特殊 构造 .Bando 其 实 对 具有 调和 第 i 陈 形式 
的 凯 勒 流 形 感 兴趣 .( 对 调和 第 i 陈 形式 找到 一 个 类 似 的 稳定 性 是 有 趣 的 问题 ) 
曹 怀 东 在 哥伦比亚 大 学 讲授 过 凯 勒 度量 的 课程 ,当时 张 寿 武 正 研究 Arakelov JL 
何 . 在 他 得 知 我 的 将 流 形 稳定 性 与 调和 凯 勒 度量 联系 起 来 的 猜测 以 后 , 他 开始 
对 将 度量 与 流 形 的 高 度 联系 起 来 感 兴趣 .于 是 他 与 我 的 学 生 讨 论 流 形 稳定 性 与 
流 形 在 复 射 影 空 间 中 舱 人 所 诱导 的 度量 的 关系 [560]. (后 半 部 分 与 上 面 提 到 的 
Bergman 度量 有 关 ) 他 [560] 的 关于 Chow 稳定 性 的 工作 对 我 的 学 生产 生 了 很 大 

影响 ,包括 田 刚 [32] . 张 寿 武 文章 的 地 位 还 未 得 到 应 有 的 重视 .但 他 的 工作 对 
后 来 Donaldson [149, 150] 的 工作 产生 了 重要 的 影响 . 

除了 凯 勒 流 形 , 还 有 具有 特殊 和 乐 群 的 流 形 . 黎 曼 流 形 的 和 乐 群 是 由 
Berger [35 ] 分 类 的 .最 重要 的 是 0(n),U(n)，,，SU(n), Gs 和 Spin(7). 前 面 两 个 
群 分 别 对 应 于 黎 曼 几 何 与 凯 勒 几何 .SU(n) 对 应 于 Calabi-Yau 流 形 . G6, 流 形 是 
七 维 的 ,而 Spin(7) 流 形 是 八 维 的 (假设 它们 是 不 可 约 的 ). 后 三 类 流 形 的 Ricci 
曲率 为 零 . 值 得 一 提 的 是 ,在 我 [543]1976 年 证 明 Calabi 猜测 之 前 ,还 不 知道 任 
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何 非 平凡 的 紧 致 Ricei 平坦 流 形 . 具 有 特殊 和 乐 群 的 流 形容 许 非 平凡 的 平行 旋 
量 , 它 们 对 应 于 物理 中 的 超 对 称 . 源 自 弦 论 中 的 想法 对 理解 这 些 流 形 起 了 很 大 
帮助 .可 是 ,在 给 定 拓扑 流 形 上 如 何 构造 这 些 结构 , 这 个 基本 问题 还 未 充分 了 
解 .在 Gy 和 Spin(7) 情形 ,Bryant( 见 [58,59]) 首先 作 了 研究 .Joyce 构造 了 第 一 
组 紧 致 的 例子 [258, 259, 260] .最 近 ,Dai-Wang-Wei [137] 证 明了 具有 平行 旋 量 
流 形 的 稳定 性 . 

Joyce 的 漂亮 的 构造 基于 奇异 摄 动 , 类 似 于 Taubes [476] 关 于 反 自 对 偶 联 络 
的 构造 .可 是 ,这 不 是 整体 化 的 ,无 法 给 出 6, 或 Spin(7) 结构 的 好 的 参数 化 .这 
方面 还 有 许多 工作 要 做 .Hitchin [235, 236] 关于 三 形式 和 四 形式 的 工作 也 许 在 
这 些 重要 问题 中 有 用 . 

我 们 也 可 以 通过 在 具有 特殊 和 乐 群 的 流 形 上 赋予 一 个 奇异 结构 的 办 法 得 
到 新 的 几何 结构 . 比如 , 如 果 我 们 要 求 一 个 度量 锥 容许 G6,，Spin(7) 或 
Calabi-Yau 结构 ,这 个 锥 与 单位 球面 的 “ 交 ” 就 是 具有 特殊 结构 的 紧 流 形 . 锥 上 
的 度量 给 出 了 “ 交 ” 上 有 趣 的 Einstein 度量 . 当 锥 是 Calabi-Yau 时 ,那么 奇数 维 
“ 交 ” 流 形 上 的 结构 就 称 为 Sasakian 爱 因 斯 坦 度 量 . 

在 Sasakian 爱 因 斯 坦 流 形 上 存在 一 个 自然 的 Killing 场 , 称 为 Reeb 向 量 场 . 
如 果 它 生成 圆周 作用 ,轨道 空间 就 给 出 了 正 数量 曲率 的 Kihler-Einstein 流 形 . 可 
是 ,Reeb 向 量 场 不 一 定 生成 圆周 作用 , 由 此 ,J. Sparks, Gauntlelt, Martelli, 
Waldram[ 180] 构造 了 许多 有 趣 的 非 正 则 Sasakian 爱 因 斯 坦 结构 的 显 式 例子 . 它 
们 具有 与 共 形 场 论 有 关 的 有 趣 的 性 质 . 对 于 拟 正 则 的 例子 ,有 Boyer, Galicki 和 
Kállar[52] 的 工作 .这 些 过 程 给 出 了 奇数 维 流 形 上 的 爱 因 斯 坦 度量 的 许多 有 趣 
例子 . 

一 个 固定 拓扑 空间 上 的 爱 因 斯 坦 度量 的 存在 性 问题 显然 是 几何 中 的 最 重 
要 的 问题 之 一 .对 应 于 紧 致 特殊 和 乐 群 的 度量 是 爱 因 斯 坦 度 量 . 除 了 凯 勒 度量 ， 
我 们 对 这 些 度量 的 模 空 间 知之 甚 少 .对 没有 特殊 结构 要 求 的 爱 因 斯 坦 度 量 ,我 
们 仅仅 对 四 维 流 形 知道 一 些 拓扑 限制 .Berger[36] Gray [191] 与 Hitchin [230] 
利用 流 形 的 欧 拉 数 与 符号 差 (signature) 建立 了 一 些 不 等 式 . (这 些 工 作 当 然 是 
建立 在 陈 先生 [108] 的 用 曲率 形式 表示 示 性 类 的 工作 之 上 )GCromov[201] 用 他 的 
体积 概念 给 出 了 更 进一步 的 拓扑 限制 .LeBrun [287] 引进 了 Seiberg-Witten 不 变 
量 的 思想 得 到 了 更 强 的 拓扑 限制 ,在 四 维 爱 因 斯 坦 流 形 上 给 出 了 漂亮 的 刚性 定 
理 . 然 而 当 爱 因 斯 坦 度量 不 具有 特殊 结构 的 时 候 , 要 理解 他 们 的 模 空 间 就 显得 
十 分 困难 .例如 ,一 个 看 上 去 十 分 简单 的 问题 是 在 四 维 球面 上 是 否 只 有 一 个 爱 
因 斯 坦 度 量 .M.Wang 与 Ziller[521] 利用 对 称 约 化 在 高 维 流 形 上 给 出 了 许多 显 
式 的 爱 因 斯 坦 度 量 . 爱 因 斯 坦 度量 确实 是 几何 分 析 中 一 个 有 趣 的 研究 领域 . 
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由 自然 微分 方程 所 支配 的 函数 与 子 簇 为 几何 结构 提供 了 的 深刻 洞察 .这 些 
信息 将 会 给 出 构造 几何 结构 的 方法 . 它 也 为 物理 学 .代数 几何 学 .拓扑 学 提供 了 
重要 的 信息 . 反 过 来 ,从 这 些 领域 获取 思想 也 是 非常 重要 的 . 

除了 这 些 基 本 原则 外 ,还 有 用 来 理解 空间 扭曲 的 不 变量 ,这 是 由 陈 类 [108] 
提供 的 . 陈 类 已 应 用 在 数学 的 各 个 分 支 及 理论 物理 中 .目前 ,我 们 差不多 可 以 了 
解 第 一 陈 类 的 解析 含义 .但 是 几何 学 家 要 了 解 高 阶 陈 形式 的 几何 含义 还 有 很 长 
的 路 要 走 . 陈 类 的 解析 表达 式 开辟 了 整体 几何 的 新 领域 .陈省身 教授 对 数学 的 
影响 是 永恒 的 . 
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附录 区 The Excerpts from the 
Geometric Topology of 3-Manifolds 


CHAPTER Į PL PLANAR MAPS® 


There is merit in moving rapidly through the first two chapters. The theorems are 
for background and are useful tools. Our familiarity with the plane causes us to introduce 
many theorems in that space. In most cases the theorems extend to higher dimensions by 
the same techniques, and we will not repeat the proofs. 

I1. Linear maps. A continuous function or transformation is called a map. A 
map of simplex A into Euclidean space( or another simplex) is called linear if f preserves 
linearity and ratios. We say that f preserves linearity if straight-line segments in A are 
sent by f into straight-line segments (or points). It preserves ratios if for each three 
collinear points x; , x2, %3 of A, f(x2)divides f(x), f(%3) in the same ratio that x» 
divides x, , x3—that is, d(x%,,%2)*d(f(«2),f(%3)) = d(x, %3)*d(f( x1), f(x) ) 
where d denotes Euclidean distance. Projection maps preserve linearity, but some do 
not preserve rations and are hence not linear. Figure |] .1 shows the projection of trian- 
gle abc into a plane x from a point p. It is not true that a point halfway between a and 
b projects into a point halfway between a’ and b'. 

The above definition of a linear map is geometric. There is also the physical ap- 
proach where a map f of a simplex into Euclidean m-space R” is defined to be linear if 
the center of gravity of weights hung onto the vertices of the simplex is sent by f to the 
center of gravity of the same weights hung on the corresponding images of the vertices. 
We shall not use this physical approach but mention it for its visual appeal. 

There is also the algebraic approach where we recall from algebra that ag + ajx + °°" + 
anxnis a linear function on n variables(the a’s are constant and the x's variables). It 
is convenient to denote a point x of R” by its coordinates(«,, x2, °**, x, ) so we write 
x =(%1,%2,°'',%,). A map f of a subset X of R” into R” is defined to be linear if 


there are m linear functions f,(%) = aj + aj) x, + °° + ayx,(i =1,2,°**,m) such 
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that for each x © X, f(x) has coordinates AONANE AEE 
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Figure [I .1 

If pı , p2 are planar points with coordinates (x15 71) >(%25¥2) and aj, az are con- 
stants, we use ap + a2p2 to denote the point with coordinates (a,x, + @2%2, 4,91 + 
a2¥2). Each point p€ vvv can be written as ajv; + a202 + 4303 where a, @2, 43 
are nonnegative numbers whose sum is 1. Exercise I .1.A shows one way to find a,, 
a, az if v1, 2,03, p are given. 

EXERCISE I .1.A. Suppose f is a map of triangular disk vı 0203 into triangular 
disk v’; v'2v'3 described as follows: f( v;) = v' (i =1,2,3)3if x is between v2 and v3, 
f(x) is the point between v', and v' that divides v'2,v'3 is the same ratio that x di- 
vides v2, 033; if x is between vz and v3 and y is between vı and x, then f(y) is the 
point between v’, and f(x) that divides v';, f(x) in the same ratio that y divides v; , 
x. Show that if the ratios are t:1— t and s:1-— s respectively as suggested by Figure 
[I .1.A and the points are planar vectors, then 

x = tw +(1- t)v 
y=(1- s)vı + stv3 + s(1— t ) v2, and 
fly) = (l= s)v'i + stv'3 + s(1—t) v2 

While one could use equations to show that various definitions of linearity are e- 
quivalent, it is to be admitted that geometric topologists are more concerned with con- 
cepts that with equations. A frequently used basic concept is that under a linear map the 


image of a simplex is the convex union of a finite number of simplexes. 
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Figure I .1.A 

I 2.PL maps. If (X, 7) is a complex, we call a map f of X into R?(or R") a 
linear map of( X, T) if f is linear on each simplex of T. A map of a complex (X, T) 
into complex( Y, S)is linear if f takes each simplex of T linearly into a simplex of S. 
(Some authors insist that f takes each simplex of T linearly onto a simplex of S but we 
do not.) A map f of a complex( X, 7’) into a complex( Y, S) is piecewise linear (PL) if 
there is a subdivision t1 of T such that f takes each simplex of T; linearly into a simplex 
of S. 

THEOREM I .2.A. Suppose $ is a linear map of a 2-simplex A into R? and T, 
is a triangulation of $ (A) such that the image of each face of A is the union of elements 
of T2. Then there is a triangulation T of A such that $ takes each simplex of T linearly 
onto a simplex of T. 

PROOF. If $(A) is a point, any subdivision of A would serve for T, but to be 
specific, we pick the one where AE T. 

If $ is a homeomor-phism, we describe T by regurring that for each o € T>, 
广 !(c)ET7. 

If $(A) is of dimension 1, the inverses of 1-simplexes of T, are triangular or 
quadrilateral disks as shown in Fgure [[ .2.A and the four-sided subdisks are subdivid- 
ed as suggested by the dotted lines. 

THEOREM I .2.B. [f(X,T) is a compact 2-complex and f is a linear map of 
(X,T) into R?, then there is a triangulation T, of R? and a subdivision T, of T such 
that f takes each simplex of T, linearly onto a simplex of T3. 
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Figure I .2.A 


PROOF. Let T, be a triangulation of R? sch that the image under f of each simplex 
of T is the union of simplexes of T2. Any refinement of T, would serve for the T, of the 
statement of the theorem but we use T; itself. 

We get Tı by subdividing each simplex A of T. We must not subdivide elements of 
T too much lest their images be proper subsets of elements of T,. If f(A) is a vertex of 
T,, AE TI. If A’ is a 1-simplex and f is a homeomorphism on A!, f~! on the triangu- 
lation T, of f(A') provides a subdivision of A! . If A? is a 2-simplex of T, Theorem I . 
2.A provides a subdivision of A’. 

EXAMPLE J .2.C. Theorem JI .2.B is false if one leaves out the hypothesis 
that X is compact. Consider the 1-dimensional case where X is the ray[0, © Jand T is 
a triangulation of X whose vertices are integral points. Let f take the segment| i - 1, i | 
linearly onto the segment[1/i,1/(i+1)]. There is no subdivision T of T and trian- 
gulation T, of R? such that f takes each simplex of T, onto a simplex of T3. 

THEOREM I .2.D. Jff is a linear map of a 2-complex( X, , T, ) into a 2-com- 
plex ( X2, T2) and S, is a subdivision of T}, then there is a subdivision S, of T, so that f 
takes ( X, , Sı ) linearly into( Xz, S2). 

PROOF. We explain how to subdvide T; to get S,. We do not subdivide a sim- 
plex A of T, if f(A)lies in an element of S3. 

If A! is a 1-simplex of 7; and f is a homeomorphism on A! , we get a description of 
Si on Al by subdividing Al so that the image under f of each of the pieces lies in an ele- 
ment of S2. Similarly, if A’ is a 2-simplex of Ti and f(A?) is of dimension 1, we have 
a situation like that depicted in Figure [[ .2.A and can subdivide A? in a manner as 
suggested there. If f is a homeomorphism on 2-simplex A’ of T, we get a triangulation 
T’ of (A?) such that if o! is a 1-simplex of S3 intersecting f(A?). o' f(A?) ET’. 
This is done without putting unnecessary vertices on Bd f(A”). The elements of S| in 


A? are the inverses of the elements of 7" . 


1001 Sgi _ 2p, 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


THEOREM [ .2.E. /f(X,,7)),(X2,T2),(X3, 73) are 2-complexes, fi is a 
PL map from( Xi1, T1) into( Xz, T3), and fy is a PL map from( X3, T>) into ( Xs, T3) 
then fy fi is a PL map of( Xi1, Ti) into( X3, T3). 

PROOF. Since f} is PL there is a refinement 7’ of T, such that fo: (X3, T'3)—> 
(X3, T3) is linear. Also there is a refinement 7’, of T}, such that fi: (Xi, T'i)—> 
(X2, Tz) is linear. Since T’, is a refinement of T>, we find from Theorem [I .2.D that 
there is a refinement T”, of T; such that fi: (X1, 7”;)—(X>, T'2) is linear. Hence 
Sof; takes each simplex of T”, int a simplex of T3. 

Since the composition of linear maps is linear, fofi is. 

I .3.Pushes. We shall describe a special useful kind of homeomorphism of R? 
onto itself called a push in R?. Suppose vo is an arbitrary vertex of an arbitrary triangu- 
lation T of R?. The star of vo( denoted by Star) (vo, T) or merely by Star vo if no con- 
fusion results is the union of the simplexes of T containing vg. The link of vo( denoted 
by Link vg) is the union of all 1-simplexes vy; of T such that vo vv; is a 2-simplex of T. 

A set X can be starred from a point x € X if each closed ray from x intersects X 
in a connected set. Note that the PL disk Star vo can be starred from vg, and each ray 
from vo intersects the polygon Link vo = Bd Star vo in just one point. 

Suppose p , p’ € R? and T, T' are rectilinear triangulations of R? such that Star P 
in T is the same set as Star p’ in 7’. The homeomorphism of R? onto itself that is fixed 
outside Star p,takes p to p’, and takes the simplexes of T in Star p lineraly onto sim- 
plexes of T’ is called a push. Usually we regard the use to p to p’ as a function of p, 
p’ but not necessarily of 了 , 7". There are many pushes of p of p’ depending on T’ s 
used. We think of a push as the end of a 1-parameter family of linear homeomorphisms 
of (R?, T), the tth of which sends p to (1-— t)p + sp’. 

A map h of a set X onto itself has compact support if X contains a compact set C 
such that h is the identity except possibly on C. 

Note that a push in R? is a PL homeomorphism with compact support. 

THEOREM I] .3.A. The composition of a finite number of pushes in R? is a PL 
homeomorphism with compact support . 

Two complexes( X,, Ti), (X2, T2) in R? are in general position there if the 0- 
skeletons of neither intersects either the 0-skelton or 1-skelton of the other. If a 1-sim- 
plex of Ti intersects a 1-simplex of T,, they cross. Pushes provide a convenient way to 
shift one complex so that it becomes in general position with respect to another. Addi- 
tional consideration of general position is found in § IV.7. For example. ( X,, Ti), 


(X2, T2) are in general position in R? if no vertex of T;(i = 1,2) lies on a vertex, 1- 
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simplex, or 2-simplex of T,(j i), and no 1-simplex of T, intersects any 1-simplex of 
T2. 

A finite complex (M, T) is called a compact 2-manifold-with-boundarv if the star 
of each vertex of T is a disk. 

THEOREM [I .3.B. Suppose in R? that (M1, Tı) ,( M2, T2) are compact mani- 
folds-with-boundaries which are in general position. The each componen M; [\ M, is ei- 
ther an arc or a simple closed curve . 

THEOREM 开 .3.C Suppose fi, fo are linear maps of compact 2-manifolds-with 
boundaries (M,, T1), ( M3, T2) into R? such that each f; is a homeomorphism a 
Ai Tl) Nfo( Th) 4D if i+ j <3. Then each component of fT '(fı(M,) N f2(M2)) is 
either an arc or a simple closed curve . 

If a set X and its image f ( X) lies in the same metric space, we say that 
d(f,Id) <e if for each x€ X, the distance d( f(x), x) between a point x and its im- 
age f(x )is no more than e. We say that d(f,Id) <e if there is a number ô such that 
d(f,Id) <d<e. 

THEOREM [I .3.D. Suppose (X,, T,),(%2, T2) are two rectilinear complexes is 
R? and e is a positive number. Then if X, is compact, there is a PL homeomorphism h 
R?—> R? such that h is linear on(X,,T,),d(h, Id) <e,h has compact support , and 
(X2, 72), (hCX,),h(T,)) are in general position where h( T,) denotes the set images 
under h of the simplexes of T,. 

PROOF. Let v;,02,°**, v, be the vertices of T and T be a triangulation of R? 
such that T; C T. See Theorem I.1.B. We shall get a homeomorphism h by pushing 
vı, then pushing v2..., and finally pushing v,. Each push will be less than e. 

To get the first push we get a point v’, within e of vı such that Star(v,, T) is 
starred with respect to v’, and v’ 1 does not lie on any straight line determined by pairs of 
vertices in T} U T3. The push h from v; to v’, changes the 1-simplexes of Ti to 1-sim- 
plexes that are in general position with respect to( X3, T2). For simplicity we suppose h 
was the identity so as to be able to refer to T, instead of h(T;). 
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The proof is continued by pushing v2, then v3,..., and finally v,. 

It is to be noted that we could have dropped the condition that X, is compact if we 
had not required that h have compact support. 

The next two exercises along with the theorem which follows are included as prelim- 
inaries to Chapter [II . 

EXERCISE [[ .3.E. If vgv;v2v3 is a concave quadrilateral as shown in Figure 
I .3.E, there is a push h that sends vovi vzv to a triangle . 

A suitable push sends vo to some point of Int viv3 = (viv3). This exercise is in- 
cluded not because it is significant or interesting but rather because it is related to the 
important PL Schoenflies theorem discussed in the next chapter. The following exercise 
is another variation of the same idea. 

EXERCISE I .3.F. If vj, 02030405 is a regular polygon as shown in Figure 
I .3.F, there is a push that sends v; vzv, vavs to a quadrilateral. 
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Figure Il .3.F 

By pushing the vertices of a triangle, one gets the following result which is used in 
the next chapter. 

THEOREM I] .3.G. Suppose D is a triangular disk in R? and x, y, z are three 
noncollinear points of Bd D , then there are pushes hi, hz, h3 on the vertices of D such 
that h3h2h,(D) is a triangular disk with vertices x,y,z. 

I .4. Isotopies. Suppose h: X x [0,1]—Y is continuous. We may denote 
H(x xt) by H,(x) and call H(O<t<l)a 1-parameter family of maps of X into Y. 
A member of the family | H, } is a map H, of X where H,(«%) = H(x xt). We shall not 
try to define a distance between elements of | H,|. Note that X not be compact. We 
think of the family { H,| as being continuous sind X x [0,1]—> Y is continuous. 
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An isotopy of a space X into a space Y is a 1-parameter family of homeomorphism y 
H,(O<t<1) of X into Y. It is required that | H, } be simultane continuous in t and X 
rather than that the homeomorphisms be near each one. For example, a rotation of R? 
about the origin generates an isotopy even each pair of the homeomorphisms are infinitely 
far apar. (Some mathematical prefer to regard an isotopy as a map H of X x [0,1] )into 
Y such that H restricted to each X x t is a homeomorphism. This concept is equivalent 
to the one use In many cases we will be considering the case where Y = X, each H, is 
onto, one of Ho, H; is the identity. One can think of such an isotopy as a motion of X 
onto itself using ¢ as a time variable. A push is such an isotopy. 

The following theorem generalizes to all dimensions. 

THEOREM J .4.A. Ifh is a homeomorphism of a disk D onto itself that is fixea 
Bd D, then there is an isotopy H,(0<t <1) of D onto itself such that Ho = H; = identi- 
ty, and each H, is fixed on Bd D. 

PROOF. There are several proofs of this result, but we think of the“mgrinder” ap- 
proach suggestd by the idea that when material is forced through a sieve or meat grinder, 
it comes out in smooth threads. Suppose that one starts with D as distorted by h and 
straightens it out by shrinking Bd D toward the center of D. See Figure [| .4.A, where 
D is regarded as a rectangle, and we show three views of it. If at time t, Bd D has 
been squeezed to the boundary of the smaller rectangle shown in the upper left part of 
Figure [[ .4.A,then H, is the identity in the part of D outside this rectangle. To de- 
scribe H, on the small rectangle, one might use a linear homeomorphism to expand the 
smaller rectangle and make it fit onto the larger, then use Ho = h to send this larger 
rectangle on the upper right version of D, and finally use a linear homeomorphism to 
send the ectangle at the upper right of Figure J .4.A onto the small rectangle in the 
lower center version of D. 

A homeomorphism h on X is called an e-homeomorphism if d(x, h(x))=<e for 
each x€ X. The following theorem generalizes easily to all dimensions. 

THEOREM II .4.B. Suppose € >0 and h is an e-homeomorphism of R? onto it- 
self Then there is an isotopy H,(0<t<1) of R? onto itself such that H, = h Ho = identi- 
ty, and each H, is an e-homeomorphism . 

Recall that for each point p = (x,y) € R?, tp is the point with coordinate( tx, 
ty). Let g, be the homeomorphism of R? onto itself that sends each point p to tp. In 
proving Theorem |] .4.B,J.M. Kister[ K; ]made use of the function g;hg,/,. Note that 
if0<4<1, then g,hgy,,(p) = H,(0< +t <1) is obtained by pushing p away from the 
origin, then moving it by h, and finally pulling it toward the origin. One uses the hy- 
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pothesis that h is an e-homeomorphism to show Ho = lim,—-og,hg,, is the identity. 
Bd D 


Bd D 


Figure [] .4.A 

I .5. Meshing triangulations. Suppose as shown in Figure II .5 that U}, U3 are 
open sets with curvilinear triangulations T,, T) which do not agree on U, N U>. We 
seek a triangulation T of U, U U; that is compatible with Tı on U, - U> and with T, on 
U,- UI. We say that two triangulations S1, S2 of X,, X are locally compatible at a 
point p E X, N X, if there are subdivisions S’,, S$’ of S,, S2 such that the identity map 
takes the union of the simplexes of S$’, containing p linearly onto the union of the sim- 
plexes of S’ containing p. Also, Sı and S, are compatible on X,() X, if there is a tri- 
angulation T of X, N X, which is subdivision of both S; and S3. 
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Figure |] .5 
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If T is a rectilinear triangulation of an open subset of R?, then any 1-simplex of T 
is an edge of two and only two 2-simplexes of T. It follows from Chapter I that curvilin- 
ear triangulations of open subsets of R? also have this property, and we tacitly assume it 
in the next theorem, a variation of which can be used to show that the union of certain 


triangulated sets can be triangulated. 
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THEOREM. I .5. Suppose 

U,, U2 are two open subsets of R?, T;(i = 1,2) is a curvilinear triangulation of | 
Ui, B is the union of 1-simplexes Al of T, such that one but not both of the 2-simplexes 
of T, with A! as an edge lies in U3, h is a homeomorphism of R? onto itself that is fixed 
off U1 N U, and takes each 1-simplex of T, in B onto a 1-simplex of T3. 

Then there is a curvilinear triangulation T of U, U U, such that T is compatible with 
T, on Ui — U, and with T> on U2- U}. 

PROOF. Let M be union of 2-simplexes of T, that intersect U,;—U,. Note that 
B=Bd M in Ui. If A is a simplex of T; in M, h(A)is an element of T. If A is a 
simplex of T, not in h(M),h(M)(\Int A=@. Each simplex of T, not in h( M) is an 
element of T. 

It remains to assign U, U U, a metric so that each simplex of T is isometric to a 
triangular disk. We shall do this so that each is isometric to a unit equalateral triangular 
disk Dj. It is easy to get a global metric if we metrize each simplex of T so we concen- 
trate on the elements of T. 

If A? is a simplex of Ti in M, there is a linear homeomorphism g of Dé onto A? 
under 7, and we pick a metric for h(A”) of T by deciding that hg : D?—>h (A?)is an 
isometry. As a first approximation to metrics on other 2-simplexes of T, we pick a met- 
ric for a 2-simplex A*€ T in U, — h(Int M)by letting g be a linear homeomorphism of 
Dj onto A? under T, and deciding that g is an isometry. The defect in this metric is that 
if A! is a 1-simplex of T} in B, we have assigned two metrices to h(A!). The situation 
is remedied by considering a 2-simplex A? of T, that does not lie in h( M) but contains 
an edge Al in h( B) and modifying the metric on A?. Let f be a homeomorphism A! on- 
to itself that is fixed on Bd A! and is an isometry in taking the second metric( one associ- 
ated with 72 )into the first. Let p be a point in Int A? so near A! that the cone from p 
over A! lies in U, U U2 and F be the homeomorphism of A? onto itself that is the identi- 
ty off of the cone and agrees with f on A!. Then A? is metrized so that Fg: D> A is 
an isometry. This modification is done for each 1-simplex in h( B). Now the metrics for 


two 2-simplexes of 7 with a common edge do agree on the common edge. 
CHAPTER Hl THE SCHOENFLIES THEOREM 


The methods used in this chapter are special for the plane and most are not known 


to generalize to all higher dimensions. Some are even false there. 
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The Schoenflies theorem(Theorem |] .6.C) has played an important role in Eu- 
clidean topology. It shows that if J is any simple closed curve in R°? whatsoever, then 
there is a homeomorphism of R? onto itself that takes J onto a circle. It is used to dis- 
cover other useful properties—for example, it is used to show that the Euler characteris- 
tic of a 2-sphere is 2. It can be used to show that the cranky neighbor problem has no 
solution. 

Early proofs of the Schoenflies theorem were complicated. Some mathematicians 
may not have sought proofs since they felt that the result was intuitively obvious and 
hence near axiomatic. It may have come as a surprise to some to learn that the corre- 
sponding theorem in the next dimension is false. Chapter IV describes wild 2-spheres in 
R?. 

A proof of the Schoenflies theorem for the plane has been known since 1906. That 
each simple closed curve separated R? into precisely two pieces was already known. 
Carathéodory is credited with a proof of the Schoenflies theorem from the realm of com- 
plex numbers. He used conformal mappings to show that if J is a simple closed curve in 
R? , then there is a homeomorphism of the unit disk | z| <1 onto the union of J and the 
bounded component of R? - J. This treatment had the advantage that the homeomor- 
phism preserved right angles for! z| <1, but it had the disadvantage that it gave an exis- 
tence proof rather than a constructive one and left many students in the dark as to where 
points went. Taking a unit disk into the disk bounded by J gives one form of the 
Schoenflies theorem(like Theorem [I] .6. A), but this form is easily translated into others 
as shown by the proofs of Theorems [[ .6.B and 焉 .6.C. 

We now have at hand( see Cairns[ C, ] and Moise[ Mj, | ) several good proofs of the 
Schoenflies theorem. One of the easiest proofs makes use of the PL Schoen-flies theo- 
rem. This PL version has merits of its own so we use that approach. We prove the PL 
Schoenflies theorem in § [1 .1, note some applications of it in § § M.2, I .3, and 
Il .4, and then treat the Schoenflies theorem in M .5 and M .6. 

Il .1. PL Schoenflies theorem. A polygon is a simple closed curve that is sum of 
a finite number of 1-simplexes. The places where it bends are call vertices, and a 1- 
simplex joining adjacent vertices is called an edge or side. 

THEOREM [Il .1.A( PL SCHOENFLIES THEOREM). For each polygon P in the 
pla R? there is a finite collection of pushes whose composition sends P to a triangle. 

PROOF. The proof is by induction on the number of sides of P. It is clear the re- 
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sult holds if P has 3 sides. Let n be an integer larger than 3 such that 3< kan -l, 
Theorem [Il .1. A holds for any polygon with k sides. We then finish the proof by show- 4 
ing that Theorem [I] .1.A holds for any polygon with sides. 

Assume P has n sides. It follows from Theorem II.1. D(which we assume for 
now) that there is a nonadjacent pair(say p,q) of vertices of P such that the straight 1- 
simplex pq intersects P only in its ends. Then P is the union of two PL arcs pxq, pyq-. 
The points x, y are points of the open arcs( pxq ) , ( pyq ) - They need not be vertices and 
are used merely to distinguish betwee the three arcs pq, pxq, PYq from p to q. We call 
pxq U pyq U pq a 0-curve. The polygons pxq U pq and pyq U pq each has fewer than n 
edges so Theorem T] .1.A holds for each of them. 

Let hı, hz be finite compositions of pushes in R? that take pxq U py, pyq U pq, 
respectively, to triangles. We do not suppose the images of p. x, y,q are vertices. 
Where does h,(Int pyq)lie? There are two cases according as to whether it lies outside 
or inside the triangular disk bounder by ri( pxq U pq). 

If hy (Int pyg ) does not intersect the 2-simplex bounded by h,( pxq U pq) we find 
that there is a composition hs of three pushes so that h3 h,(pxq U pq) is a triangle with 
vertices h3h;(p),h3hi(q), h3h,(«). Also, h3h,(Int pyq) does not lie in this trian- 
gle. As noted in Figure [J] .1.A there is a push hg at hs h(x) such that ha is fixed on 
h3h,( pyq) but hahahil pxg)is the 1-simplex hahi( pq). Check that hy lhs hahshi 
takes pxq U pyq to pqU pyq and hyhy |hy'hgh3h, takes P to a triangle. 

If h, (Int pyq )intersects the 2-simplex bounded by hy ( pxq U pq), we interchange 
the roles of h; and h, and proceed as before. In this case hy ( pyq ) lies in the 2-simplex 
bounded by hi( pxg U pq) and h,(x)is accessible from the unbounded components of 
hi( PU pq). Then h(x) does not lie in the triangular disk bounded by h( pyq U pq) 
and h>( Int ( pxq ))does not intersect the disk. 

We could have broken our argument for Theorem [[.1. A with the following 
halfway theorem. Since we have achieved the whole, we will not belabor the half. 

THEORE 亚 .1.B. Suppose Q is a PL 0 curve in R?. If Theorem T] .1. A holds for 
two of the simple closed curves in 0, it holds for the third . 

We now express the PL Schoenflies theorem in a familiar form which follows from 


which follows from Theorem II .1.A 
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h3h\(q) 


FIGURE [[ .1.A 
THEOREM [II .1.A’(PL SCHOENFLIES THEOREM) . For each pair of polygons 
Pi, P, in R? there is a PL homeomorphism with compact support of R? onto itself that 
takes Pi to P}. 


There are generalizations of the above theorem saying how we can keep the required 


PL homeomorphism fixed on certain sets or make the PL homeomorphism agree with cer- 
tain preassigned PL homeomorphisms of P, onto P}. However, we will not pursue 
these. 

By the PL Schoenflies theorem we can speak not only of the interior and exterior of 
a triangular polygon but also of any polygon P in R*. Int P and Ext P are the bounded 
and unbounded components respectively of R? — P. 

THEOREM [[].1.C. For each pair of polygons P,, P in R?, each homeomor- 
phism h of Pi onto P, can be extended to a homeomorphism of R, U Int Pi onto P, U Int 
P3. 

PROOF. Let g; be a homeomophism of P; U Int P; onto a triangular disk D as 
guaranteed by THEOREM [I .1.A. Select a point po of Int D and let h’ : D—>D be the 
homeomorphism such that if y€ Bd D,h’ takes the 1-simplex poy linearly onto the 1- 
simplex from po to g2hgr '(y). Then g3'h’g; is a suitable extension of h. 

THEOREM [I .1.D. If P is a polygon with more than three vertices in R?, some 
pair of vertices of P can be joined by a 1-simplex that intersects P at only these two points . 

PROOF. Let vi, 02, v3 be three consecutive vertices of P. If v,v3 does not ser for 
the required 1-simplex, (v; v3) intersects P. If Int vı v.03 contains a vertex P, let v be 


the farthest such vertex from the line through v; , v3 and note that v will serve. f(v; v3) 
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intersects P but no vertex of P lies in Int v;v2v3, then(v,v) contains a vertex v of P 


and vv will serve. 

ALTERNATE PROOF. Those acquainted with convex sets and lines of support may 
prefer the following proof. If P bounds a convex disk, any nonadjacent pair of vertices 
will serve. If it does not bound a convex disk, some line of support intersects P in a 
nonconnected set. This line of support contains a 1-simplex verifying the theorem. 

Il .2. Triangulating PL disks. This section gives some applications of the 
PSchoenflies theorem. 

A PL disk is the homeomorphic PL image of a 2-simplex. A polygon P in R? 
bounds a disk D and we write Bd D = P. Sometimes a PL disk is called a polygonal 
disk. If(X,T)is a complex, we say that X is PL. Here the symbol PL indicates polyg- 
onal or polyhedral. Recall from § [] .2 that it meant piecewise linear when referring to 
a map. 

THEOREM [I .2.A. If Q is a PL 6-curve in R?, the three disks D,, D>, D3 
bounded by the three polygons in Q can be ordered D,, D3, D3 so that D3 = D, U D, and 
D N D; is an arc in Q. 

We plan to get an efficient triangulation of a polygonal disk D in R?. To this end 
we consider certain spanning arcs of D. An arc ab in D spans D if it intersects Bd D 
only in the arc’s ends. A spanning are ab is a proper spanning segment if it is straight 
and its ends are vertices of Bd D. 

THEOREM [II .2.B. Each PL disk D in R? with more than 3 sides has a proper 
spanning segment . 

PROOF. Let vı, v2, v3 be three consecutive vertices of Bd D. The proof breaks 
into two cases according as to whether or not the part of Int v,v2v3 near v, lies in D. 

If it lies in D, we use the technique of the proof of Theorem [J] .1.D to obtain a 
proper spanning segment. 

If it lies in D, we use the technique of the proof of Theorem I .1.D to obtain a 
proper spanning segment. 

If it does not lie in D, we extend a ray from v in a direction that starts the ray in- 
to Int D. The open ray first hits P at a point x. If x is a vertex of Bd D, v, x is a 
proper spanning segment. If it is not a vertex, x lies on a side ab of Bd D—pick a to 
be the one of these such that neigher v; or v3 lies in the 2-simplex axv. See Figure 
Il .2.B. Suppose vza is not a proper spanning segment. Let y be the first point of xa 
in the order from x to a such that vy intersects Bd D in more than two points. A sub- 


arc of ay is a spanning segment from v2. 
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Note that we have not shown that there is a proper spanning segment from vz. 
However there is if v,v3 is not a proper spanning segment. 


Repeated applications of Theorem [[] .2.B gives the following result. 


v 


FIGURE [l .2.B 


THEOREM [l .2.C. If P is a polygon in R? , then there is a triangulation T of the 
polygonal disk bounded by P such that each 0-simplex of T is a vertex of P and each 1- 
simplex of T is either an edge of P or a proper spanning segment of P.. 

COROLLARY I .2.D. If P is a polygon in R?, then there is a triangulation T of 
the convex hull of p such that each vertex of T is a vertex of P and each edge of P is a 1- 
simplex of T. 

T .3.Skew curves. We give some further applications of the PL Schoenflies theo- 
rem. A finite graphis the union of the finite number of arcs such that if two of them in- 
tersect, their intersection is an end point of each. We shall be concerned with restric- 
tions on the embeddability of certain finite graphs in R?. 

THEOREM Hl .3.A. Suppose a; , bı, az, b are points as ordered on a polygon P 
in R? and ajaz, bby are disjoint PL arcs which intersect P only at their ends. Then 
(aiaz) ,(b;b2) lie in different components of R?—P . 

PROOF. Apply Theorem [[ .2.A to PU aiaz as shown in Figure II .3.A. Note 
that(b; by )lies in one of Int D,, Int D}, Ext D3. 

If a) a is the middle arc D; f D2, b; and by are on outside arcs and(bib,) C Ext 
D3. In this case P separates( a, a2) from(b;b, ) . 

If ajay is the middle are D, N D2, bı and b, are on outside arcs and(b, by) c Ext 
D3. In this case P separates( a; az )form(bib,). 

If a1 az is the top arc, (b1 b2) C Int D, and P separates( a, a )from(b, b>). 

If a; a2 is the bottom arc, (6,52) CInt D; and P separates( aa )from (b; b2). 
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We shall show that certain finite graphs cannot be embedded in R? . In view of our 
reliance ont the PL Schoenflies theorem we show that if certain graphs could be embed- 所 
ded, topologically equivalent PL graphs could be embedded also. 

THEOREM [ll .3.B. If p, q are two points of a connected open set U of R*, there 
is a PL arc in U from p to q. 

THEOREM [I .3.C. For each finite graph G in R? and each e > 0 there is a 
homeomorphishm h : G-> R? such that d(h,Id) < e and h(G)is PL. 

PROOF. Subdivide arcs making up G so that G is the union of very small arcs Ay, 
A>,***, A, such that if two of the A ’ s intersect, their intersection is an end of each. 
Put very very small round disks about the ends of the A’ s and replace each A by the u- 
nion of a radial arc in each of the two disks about the ends and a PL arc near A; joining 
the radial ends. 

A skew curve of type 1 is a set homeomorphic to the 1-complex shown in Figure II . 
3.D. This 1-complex has six vertices a), 42, @3, bi, b2, b3 and nine arcs a), 
a,b2,°**, 4363 as shown. The arcs are not assumed to be straight. The curve is some- 
times called the cranky neighbor graph(or the utility example) because of the question as 
to whether or not three neighborhoods a;, a2, a3 can run utility lines to three stations 
bi, b2, b3 so that their utility lines will not cross. 

THEOREM. Ill .3.D. No skew curve of type 1 lies in the plane . 

PROOF. In view of Theorem [I] .3.C we suppose that the skew curve of type 1 un- 
der consideration is PL. Suppose aibiazb2 is the P of Theorem [[]. 3. A and 
(a,b3a7),(b,a3b2) are the open arcs( a1a2), (bib2) of that theorem. If the skew 
curve lies in R?, a3b3 shows that P does not separate( ab; a2) from( bia3b3). This 
viloates Theorem ÍI .3.A. 


FIGURE [Il .3. A 
A skew curve of type 2 is a set homeomorphic to the complete graph on five vertices 
as shown in Figure [[ .3.E. Kuratowski showed that a finite graph could be embedded 
in the plane if it did not contain either a skew curve of type 1 or one of type 2. 
THEOREM [I] .3.E. No skew curve of type 2 lies in the plane. 
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FIGURE [I .3.D 
PROOF. Again we assume the graph under consideration in PL and assume it lies 
in the plane. We let a; a2a3a4as be the P of Theorem [II] .3.A and denote the compo- 
nents of R? — P by U and V where(ajas) CU. It follows from Theorem [J] .3.A that 
(a, a3)and(a;aq4)lie in V while(a,a4),(a3a5)lie in U. This contradicts Theorem 
Ill .3.A which states that( aza4)and(asas)lie in different components of R? - P. The 


contradiction arose from the faulty assumption that some skew curve of type 2 lies in R?. 


a 


a3 a4 


FIGURE [I .3.E 


FIGURE [I .3.F 


) IL .4. No arc separaies R?. It is sometimes useful to partition a set. If T is a 


1014 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


triangulation of the boundary of a tetrahedron, the collection of interiors of 2-simplexes 
of T is a partitioning of the boundary. A partitioning of a set X is a finite collection of 
mutually disjoint open subsets of X whose union is dense in X. 

A partitioning is a brick partitioning if each of its elements is the interior of its clo- 
sure, is uniformly locally connected, and if the interior of the closure of the union of 
each two elements is also uniformly locally connected. Here uniformly locally connected 
means 0-ulc as defined in § 5 of Chapter VIM. One can get a brick partitioning of the 
boundary of a tetrahedron by letting T be a triangulation of the boundary, T’ be the 
barycentric subdivision of T, and letting the elements of the partitioning be the open 
stars in T’ of the vertices of T. 

Bing used brick partitionings in| Be | to show that each continuous curve has a con- 
vex metric. He used them in[ B;] to improve the Kline sphere characterization. We 
need only a mild form of it in the proof of Theorem J. .4.A, and there we may use as 
elements of the partitionintgs the interiors of rectangles stacked so that the interior of the 
cloure of the union of any two of them is uniformly locally connected. The boundary of 
the closure of the union of any subset of them is the union of a finite number of mutually 
disjoint polygons. 

There are many proofs of the result that no arc separates R?. The one we use here 
makes a pleasant application of the PL Schoenflies theorem. A variation of the methods 
used here can be used to get related results in higher dimensions. See Chapter VIII for 
some of these extended results. 

THEOREM III.4. A(JANISZEWSKI) . Suppose that in R? 

A,B are two closed sets , 

A is compact , 

p,q are two points of R? - (AUB), 

paq is a polygonal arc from p to q in R?- B, 

pbq is a polygonal arc from p to q in R? — A, and 

Af) B is connected or null. 

Then there is a polygonal arc pxq from p to q such that 

pxq C R? - (AUB) 

PROOF. We suppose that the theorem is false, that paq f pbq is finite, and that r4 
is the first point of paq f pbq in the order from p to q on paq such that p and r belong ， 
to different components of R? — (AU B). For convenience we suppose that r = q, that ` 
paq U pbq bounds a rectangular disk D as shown in Figure [II .4. A, and that BN qa = 
Ø. 
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First we consider the case where A(| BA D =Ø. Let e be a positive number less 
than d((AU pa), (BU bq)) and| D;} be a brick partitioning of D into rectangular 
disks as shown in Figure I| .4.A so that each D; is of diameter less than € and each 
component of the boundary of the union of a finite number of the D;’s is a polygon. Let 
X be the union of the D;’s intersecting A U pa and P be the component of Bd X con- 
taining pa. Then( P — (pa)) U qa contains an are in D — (AUB) joining p and q 


which shows the assumption that the theorem is false is wrong. 


FIGURE [I] .4.A 


The treatment in case A f] B misses R? - D is similar except that we partition 
R? — Int D instead of D. There are infinitely many D;’ s but only a finite number inter- 
sect the compact set A. 

THEOREM [II .4.B. No arc( topological ) in R? separates R?. 

PROOF. Suppose an arc ab in R? separates p from q. Let a = a), 4@7,°*', a, = b 
be points on ab so close together than no a,a;,, separates p from q. Iterated use of 
Theorem ||| .4.A shows that a, a3, @,a4,°'*,@,@, = ab does not either. 

T .5. Jordan-Brouwer theorem. The Jordan curve theorem says that each simple 
closed curve J in R? separates R? and each component of R? - J has J for a boundary. 
The Jordan-Brouwer theorem puts on the additional conclusion that R? — J has exactly 
two components. The Jordan-Brouwer theorem plays an important role in plane topology. 
R.L. Moore[ M}; ] used it as one of the axioms in one of this axiomatic treatments of 
plane topology . 

The Jordan-Brouwer theorem is weaker than the Schoenflies theorem but unlike it, 
remains true for( n — 1)-spheres in R”. We use a proof based on applications of the PL 
Schoenflies theorem because the proof is easy. Later we will shift to a more complicated 
proof for higher dimensions . 

A simple closed curve in R? is a semipolygon if it contains a straight arc. The open 


straight are is called a flat spot. 
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THEOREM III.5.A.A semipolygon J in R? separates R?. 

PROOF. Let axb be a straight arc in J and cxd be a short straight arc intersecting 
J only at x. Then J separates c from d or else there is a simple closed curve J> con- 
taining cxd, intersecting J only at| x}, and violating Theorem [J] .3.F. 

The following is an important application of Theorem III.4.B. 

THEOREM III.5.B. If S is a semipolygon in R? and U is component of R? - S, 
then each point S is a limit point of U. 

A set X is accessible from a set Y at a point p€ X if there is an arc pq in XU Y 
such that pq lies in YU |p}. If pq is straight, we say p is accessible from Y along a 
straight arc. The following is an important application of Theorem III.4.B. 

THEOREM III.5.C. If J is a simple closed curve in R? and U is a component of 
R? — J, then there is a dense sex X of points of J such that if pE X, J is accessible at p 
from U along a straight arc. 

PROOF. We show that for each q € J and each neighborhood N of q there is a 
point pE Nf J such that p is accessible from U along a straight arc. Let ab be an arc 
in J -| qi which contains J-N. It follows from Theorem [I| .4.B that there is a PL arc 
cq in R? — ab from a point c of U to q. The first point of J on cq in order from c is a 
suitable p. 

Theorem [I| .5.C implies the following. 

THEOREM Ill .5.D. If J is a simple closed curve in R? and U is a component of 
R? — J, then each point of J is a limit point of U. 

THEOREM [I| .5.E. Each simple closed curve J in R? separates R?. 

PROOF. Let pq be a straight arc that intersects J only at its ends. Denote the two 
arcs in J from p to q by paq, pbq. Let D be a round disk about a which misses pbq U 
pq. It follows from Theorems [I| .5.A and I .5.C that there are points r,s in D which 
belong to different components of R? — ( pag U pq). We shall show that J separates r 
from s. 

Assume J does not separate r from s and rcs is a PL arc in R? — J from r to s. 
We adjust rcs to reduce its intersection with pq. With no loss of generality we suppose 
cE pq and rcs intersects pq only at a flat spot of rcs. Let rs be a straight arc in D and 
J be a simple closed curve in rs U rcs that contains c. 

Then Jz separates p from q because of the crossing of pg and rcs. However it does 
not separate them because of pbq. The assumption that J did not separate r from s led 


to this contradiction. 


THEOREM [I .5.F. If J is a simple closed curve in R?, R? — J does not have more 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


than two components. 

PROOF. Suppose R? - J has 3 components Ui, U,, U3. Let ai,b1, az, 63,43, 
b2, a, be six points on J ordered as listed. It follows from Theorems [[] .3.B and 
Il .5.C that there is an open arc from a point of J near al to a point of J near b; in 
U,, an open arc from a point of J near bi to a one near a3 in U2, and an open arc from 
a point of J near az to one near by in U3. This contradicts Theorem [J] .3.D. 

We combine Theorems [I .5.C, M .5.D, [Il .5.E,and [ .5.F to get the follow- 
ing. 

THEOREM [Il .5.G(JORDAN-BROUWER THEOREM). Jf J is a simple closed 
curve in R°, then R? — J has exactly two components and is the boundary of each . 

After a treatment of the Jordan-Brouwer theorem we are in position to speak of the 
interior of any simple closed curve whatsoever in R*. Theorem II .2.A can be restated 
as 

THEOREM I .5.H. If Q is a 0-curve in R?, the three simple closed curves in Q 
can be ordered J, J2, J3 so that J3U Int J3 = (J,;U Int J JU (JU Int Jz) and (J, U 
Int J) 1 (JU Int Jy) is an are in Q. 

Il .6.Schoenflies theorem. We now come to the crux of the proof of the Schoen- 
flies theorem. In a basic preliminary step we extend the homeomorphism h of a simple 
closed curve J in R°? onto a triangular polygon to a homeomorphism of JU Int J onto the 
triangular disk bounder by the polygon. The proof uses infinitely many steps. Figure 
Ill .6.A.a suggests a start. Theorems I] .6.A, I .6.B, I] .6.C are all versions of the 


Schoenflies theorem. 


FIGURE I .6.A.a 


THEOREM II .6.A. Suppose in R? that J is a simple closed curve and D is a tri- 
) angular disk. Any homeomorphism h of J onto Bd D can be extended to take J U Int J 


名 onto D. 
》 
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PROOF. We use a sequential description of the extension of h and to emphasize 
that we will be making repeated uses of the same technique, we let € , £2, . . . be a se- 


quence of positive numbers converging to 0. The harmonic sequence Ls A . . . would 


do, but the choice is unimportant . 

Theorem III .5.C allows us to pick points pi1,p2,... , Pn cyclically orderd on J so 
abundant and so close together that the arcs pipi+1 on J and their images on BD D are 
small(have diameters less than ¢,/3)and the p;’s are accessible from Int J by straight 
arcs. (We treat p, 1 as pi1.) 

Let piri be mutually disjoint short( diameters less than ¢,/3) straight arcs which lie. 
except for their end p;, in Int J. Designate h(p) on Bd D by p’, and let p'ig'; be 
mutually disjoint short( diameters less than e1/3)straight arcs which lie except for p' in 
Int D. 

If follows from repeated applications of Theorem [[ .6.D( which we will prove lat- 
er)that there is a polygon q,q2°**q, in Int J(the polygon may have more than n ver- 
tices) and straight arcs p191, P2925 °*"» Pnqn as shown in Figure [[] .6.A.a Here each 
pai U gigi+1 U qi+ 1 Pi+1 lies in an €,/3 neighborhood of pp; ,1. The polygon 9192… 
qn may be constructed as follows. Apply Theorem [[] .6.D directly to get an arc s1s2 in 
U such that sıs is close to pı pz and intersects piri only at s;(i = 1,2). We suppose 
pısı U sıs2U s2p2 misses superfluous Pij ’s. Let O, be a neighborhood of pzp3 that 
misses sı s2 U s2r2 and superfluous p;r;’s and apply Theorem [I| .6.D to get an are q253 
in 02f U irreducible from pr, to prz. Note that q3 is between s and p2. We contin- 
ue building g3s4, 94s5,***, gnq1. The q1q2**° qn is a union of s1s2,(s2p2 of P2r2), 
q252, (8393 of p3r3) 5°» gnq1, (qisi of piri). 

We now extend h to take the p,g;’s to the p'q';’ s and the polygon q1q2**' qn to 
qiqat qh. It is further extended to take the PL disk in Int J bounded by qi q2°** qn 
onto the disk in Int D bounded by p’}q’2°"-q',. This last extension is allowed by Theo- 
rem [| .1.C. 

We have now extended h to define it on all of JU Int J except on the interiors of 
some small simple closed curves. The e1/3 restriction insures that these simple closed 
curves and their images in D have diameters less than sl . A typical simple closed curve 
is shown in Figure I .6.A.a as pig; U (qigi+1 of 91.9277 Qn) U gis pis U (pis ipi of 
J)and in Figure I .6.A.b as J; = pirig: U qibigis 1U qis1Ti+1Pi+1 U pis 1 api. 

Let r; be a point of( piq; ) within €2/3 of pii. It follows from Theorems M .6.D 


and II .5.C, and a procedure previously used that there is a PL are r,c,7;4, in {r;} U 
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{riril U Int J; as shown in Figure [I[ .6.A.b and straight arcs joining this are to 
Pi@iPi+1 as shown so that each of the small upper simple closed curves in Figure 


Il .6.A.b has diameter less than s3. 


bi 


FIGURE [I .6.A.b 

We build such a PL configuration in the PL disk in D bounded by the image of J; 
and extend h to take the lower PL disk in Figure I[ .6.A.b(as well as the straight arcs 
shown joining ricir; ;1 to pjajp;4 ) into this PL disk. This is done so that the mage of 
each of the small upper simple closed curves in Figure [[ .6.A.b has a diameter of less 
than £2. 

The extension is made for each J; and we move onto the next step which is a repeti- 
tion of the last except that we use €3 instead of e2. The extension is continued and the 
limit is the required extension. If p€ Int J, h is continuous at p since some neighbor- 
hood of p eventually misses the small disks at a far-out stage on which h has not been 
precisely defined. If p€ J, h is continuous at J, since the far-out disks are small and 
are sent by h(enen imprecisely at this stage) into disks bounded by small simple closed 
curves . 

With Theorem HL .6.A we can lift a restriction from Theorem M .1.C. 

THEOREM II .6.B For each pair of simple closed curves J, , Jy in R? , each home- 
omorphism $ of J; onto J, can be extended to a homeomorphism h of jı U Int J; onto JLU 
Int J2. 

PROOF. It follows from Theorem [I .6.A that there is a homeomorphism of J, U 
Int J; onto a triangular disk and a homeomorphism g, of JU Int J onto D that agrees 
with g1$ 7! on Jz. Then gz !g1 = h satisfies the requirements . 

THEOREM Il .6.C. For each pair of simple closed curves J,, J} in R? there is a 


De homeomorphism h of R? onto itself such that h( J,) = Jo and h has compact support . 
aay. A 
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FIGURE Ill .6.C 

THEOREM HI .6.D. Suppose pip2 is an arc of simple closed curve J, U is the 
bounded component of R? — J, and pırı, p2r2 are straight arcs which lie except for pı, p2 
in U. Then for each neighborhood O of pıp2 there is an arc s1s2 in O (N U such that 
piriN $182 for i =1,2. 

PROOF. Suppose piricr2p2is a PL arc containing pırı U pzrz which lies except 
for its ends in U. Use a brick partitioning(such as shown in Figure Ill .4. A)of part of 
R? to get a connected open set N such that rcr- N N = Ø, pip2c NCNCO, each 
component of Bd N is a polygon, while Bd N and piricr2p2 have triangulation that 
make them in general position. We suppose some point b € J lies in the unbounded 
component of R? — N. By cutting slices from N along parts of piricr2p2, we reduce N 
until Bd Npiricrzpaz 门 Bd N consists of just two points s1, 52 of pirip272, respective- 
ly, as shown in Figure Il .6.D. 


b 


FIGURE [ll .6.D 
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The arc s1Ys2 of Figure [I .6.D satisfies Theorem I .6.D so we finish the proof 
of Theorem [I| .6.D by showing how to get sıys2. Note that s, s2 belong to the same 
boundary component P of Bd N since Bd N crosses the simple closed curve K = 
Pig U pjirıcrzpzonly at sı and s2. Suppose sı and sz separate x from y on P where 
y€Int K. Then sj ys» lies except for its ends in Int K. Since Int K does not intersect 
Js, ys2C U. 


CHAPTER NV WILD 2-SPHERES 


It is natural to try to generalize to higher dimension interesting concepts and theo- 
rems from the plane. One of those that does not generalize is the Schoenflies theorem. 
There is a 2-sphere in R? such that there is no homeomorphism of R? onto itself taking 
the 2-sphere onto the boundary of a round ball. In this chapter we give many such exam- 
ples. 

Perhaps more details are included in this chapter than the reader will want to as- 
similate before moving to later chapters. Some feel that one should master all previous 
material moving to later chapters. Some feel that one should master all previous material 
before trying to forge ahead but that is not the way that Chapter WV was constructed. The 
material on the Alexander horned sphere and Antoine’s necklace is basic. That on invo- 
lutions, Fox-Artin spheres, and hooked rugs is for breadth and is not required for work 
in future chapters. A prudent plan of action might be to become familiar with some of 
the basic examples and then return to study more complicated ones as one gets better ac- 
quainted with the complexities of R?. Examples of unusual spheres were given by 
Alexander [ A}, A4], Alford [ Ag, A7 ], Ball [ Bi ], Bing [ Bs, By, Ba J, Cannon [ C5 ] ， 
Casler[ C,], Daverman and Eaton[ DE, , DE, | , Eaton[ E3], Fort[ F,], Fox and Artin 
[FA], Hempel[ H;], Martin[ M; , M; ] , Rolfsen[ Ri |, Rosen[ R, ] . 

IV.1. Tame and wild 2-spheres. An n-sphere is an object homeomorphic with 
the boundary of an(n + 1) - ball. The canonical n-sphere is the set of points in R"*! 
satisfying the equation 

ait + 二 X2 =1 

We use S” to denote this canonical n-sphere. Any object topologically equivalent 
to this canonical n-sphere is called an n-sphere and on occasions it is convenient to de- 
note one of these other n-spheres by S”. If B’*!is an(n +1) — ball and = ı Means is 
topologically equivalent to, then 

Bd B"+! = ,8" 
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The above definition has more intuitive meaning in lower dimensions. For example, 

one sees that 

S° =, pair of points 
S! =, circle = simple closed curve 
S? = , boundary of a round ball 

Also, the boundaries of ellipsoids, rectangular solids, and tetrahedra are examples of 
2-spheres. The boundary of a rough rock might be a more exotic example. It is more 
difficult to visualize examples of higher-dimensional spheres. There are not such readily 
available examples of n-spheres for n = 3 in Euclidean 3-space R?, the space in which 
we presume we live. 

A 2-sphere S? in R? is called tame if there is a homeomorphism of R? onto itself 
that takes S? onto the boundary of a round ball. If there is no such homeomorphism, S? 
is called wild. 

If S? is a 2-sphere in R3, the union of S? and its bounded complementary domain 
is called a crumpled cube . (Think of “the cow with the crumpled horn” . ) If S? is wild, 
there is no assurance that the associated crumpled cube is homeomorphic with a 3-ball. 
If S? lies ini S’, rather than in R°, the union of S? and either of its complementary do- 
mains is called a crumpled cube. Any set homeomorphic with a crupled cube is called a 
crumpled cube irrespective of where it is embedded. 

If(X, T) is a complex we may call X a geometric complex to emphasize that we are 
not associating any particular triangulation with it. A subset Y of a geometric complex X 
is called a polyhedron if there is a triangulation T of X (compatible with X’ s linear 
structure) such that Y is the union of simplexes of T. In general, a subset W of a geo- 
metric complex X is called tame if there is a homeomorphism of X onto itself that takes 
W onto a polyhedron. Recall that we have defined simplexes to be closed and therefore 
a tame subset of X is closed in X. 

IV.2.3-spheres. A 3-sphere may be more difficult to visualize than a lower-di- 
mensional sphere. The 3-sphere is of primary concern in the study of 3-manifolds. We 
give special attention to S? and describe four models of it. 

IV.2.A. S? as the boundary of a 4-simplex. If one wants to consider S? with a PL 
structure, an approach is to regard S? as the boundary of a 4-simplex. Looking at S3 
with the triangulation engendered by the 4-simplex, one would see S? as the union of 
five tetrahedra. A disadvantage of such an approach is that we have used a complicated 
object(4-simplex) to define a simpler one. 


IV.2.B. S? as the union of balls. It is sometimes convenient to regard S? as the u- 
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nion of two 3-balls. Before describing this model, we first consider some lower-dimen- 
sional aspects of such a model. 

One may decompose a circle into two semicircles. Hence, if one takes two disjoint 
arcs and uses a homeomorphism to sew the end points of one arc onto the end points of 
the other, one has an example of a 1-sphere. One can get a model of a 2-sphere by con- 
sidering two disks Di, D2 and joining them along their boundaries. If h is the homeo- 
morphism of Bd D; onto Bd D, such that each point p of Bd Di is fitted to the point 
h(p) of BD d,, we may write 

S =D, UiDs 

Similarly, one may obtain a model of S? by sewing two balls B}, B3 together with a 

homeomorphism h of Bd B} onto Bd B3. The sewing is abstract rather than physical 


since it cannot be realized in R’. See Figure IV.2.B.We write 
S? = Bi UB} 


FIGURE IV.2.B 

The topology of B} U ,B3 is as follows. If PE Int B?, then any open set in Int B? 
containing p is a neighborhood of p in BiU ,B3. (We define a neighborhood of p as an 
open set containing p.) If q © BD Bi, then{q| U{h(q)} is considered a point in 
BU „B3. To get a neighborhood of such alq} U {h(q)}, one considers an open set 
U; in Bi containing q and an open set Uz in B3 containing h(q)such that h( U, N Bd 
B}) = U N Bd B3. The associated neighborhood of {q}U{h(q)} is 

Ui U nicu, NBa g) U2 

See Figure IV.2.B. 

IV.2.C. S? as the one point compactification of R3. Before describing S3 as the 
one-point compactification of R°, we consider a 2-dimensional version of this model. 

Suppose S? is a round 2-sphere tangent to the plane R? at a point p. Let q be the 
point of S? diametrically opposite to p- Consider the projection from q of S? - {q} onto 
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R?. If x € S? — |q}, its image is the point where the line joining q and x passes 
through R?. Hence 

S |q} =R 
This suggests that the one point compactification of R? is a model for S’—the point of 
compactification added to R? corresponds to q . 

The points of the 1-point compactification of R? are the points of R? together with 
an ideal point which we call the point at infinity. Let us use p œ to denote this ideal ab- 
stract point. The canonical neighborhoods in this enlarged R? are of two sorts: (i) the in- 
terior of a ball in R®;(ii)the union of | p æ {and the complement in R° of a closed 3-ball 
with center at the origin—the larger the 3-ball, the smaller the neighborhood of p æ. 

Actually, it is easy to see that this model of S? is equivalent to the one given in the 
preceding § IV.2.B. Suppose Bi is the ball in R? with its center at the origin and ra- 
dius 1. Then {pw | U (R? - Int B}) may be considered as a topologica ball B3} with 
center at po . If r is a ray reaching out from the origin and r’ is the part of this ray out- 
side Int B}, then|p.}Ur' can be considered a radius of B3. Then the 1-point com- 
pactification of R? is the union of B} and B3 sewn together with the identity map of Bd 
B} onto Bd B3. See Figure IV.2.C. 


FIGURE IV .2.C 
IV.2.D. S? as the union of two solid tori. Consider two solid tori TÌ , T3 linked as 
shown in Figure IV.2.D. Each of these tori is topologically like a doughnut( that is, like 
D? x S'). Can the two tori be blown up until their boundaries fit? If this could be 
done, their union would be a model of S°. There is a bit of a problem in getting one of 


them to swallow the point at infintiy. Perhaps one could visualize this expansion better 
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after considering a more precise abstract approach. We describe one below. 


FIGURE IV.2.D 
Let M; be a meridional circle on Bd 73( M; bounds a disk cross section D; of T 
but no disk in Bd TẸ)and L; be a longitudinal circle on Bd T?(L; bounds a disk in 
R? - Int T? but not on Bd T?) as shown in Figure IV.2.D. Let h be a homeomorphism 
of Bd Tj onto Bd T3 that takes M 1 onto L, and Li onto M,. Then 
S= PPU, 
The topology of T? U ,73 is as described in § IV.2.B. 
This model of S? is a disguised version of the union of two balls given in § IV.2. 
B. If one thickens the disk Di to get a pillbox( solid cylinder) C? whose lateral surface is 
an annulus A going meridionally around Bd 77, the closure of T? — C? is a 3-ball Bj, 


1.e.， 


B= B-C 
Also 
B3 = CU paT? 
is a 3-ball and 
S= Ti U,T3 = BiU B3 
where 


h on Bd T}- A 
ta on bases of C? 
Other models of S? are given by Bing in| By]. 

IV.2.E.S° is a special sort of 3-manifold. An n-manifold is a separable metric 
space each point of which has a neighborhood homeomorphic to Euclidean n-space R”. 
An n-manifold-with-boundary is a separable metric space each of whose points has a 
neighborhood whose closure is topologically equivalent to an n-simplex. Hence, an n- 
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manifold is an n-manifold-with-boundary but not conversely. Some authors call a com- 
pact n-manifold( without boundary )a close manifold . 

Note that S? is compact connected 3-manifold. However, there are many other 
compact connected 3-manifolds topologically different from S*. It is easy to ask what ad- 
ditional restrictions placed on a 3-manifold makes it a 3-sphere. The answers may be 
elusive. 

Bing has shown[ Bio | that a compact connected 3-manifold is a 3-sphere if each 
simple closed curve in it lies in a topological 3-ball in it. It is known[ Bg]to be S? if it 
has a sequentially unicoherent triangulation T—the 3-simplexes in T can be ordered Ai ， 
A, A? such that for 2<j< n, dj N( U; <;A})is connected. These results are dis- 
cussed in Chapter XVIII. The Poincaré conjecture is that a compact connected 3-mani- 
fold is S? if it is 1-connected as defined in § IV.4, but the result is in doubt. The pa- 
per[ Wa | contains a retraction of a mistake W3]. It was once claimed [P4] that a com- 
pact connected triangulated 3-manifold was topologically S? if it had the property that 1- 
cycles in it(as discussed in Chapter VII) bounded in it, but that error was soon rectified 
[Ps]. 

IV.3. Alexander horned sphere. In the early part of this century[ A; jit was erro- 
neously claimed that if S? is a 2-sphere in R°, then there is a homeomorphism of R° onto 
itself that takes S? onto the boundary of a round ball. This would have implied that each 
2-sphere in R? is tame and that the Schoenflies theorem generalizes to R?. It was per- 
haps in trying to tighten a“ proof” of this claim that Alexander discovered the Alexander 
homed sphere( partially shown in Figure IV.3)and attacked a PL version of the Schoen- 
flies theorem for R?. See[ A3, A3]. 


“i: 


FIGURE IV.3 
The Alexander horned sphere shown in Figure IV .3 can be described as the limit of 
a sequence of tame 2-spheres S1, S3,... The first of these tame 2-spheres SẸ is ob- 
tained by taking a long 2-dimensional cylinder closed at both ends and bending it until 
the ends are near each other and parallel. Figure IV.3 shows the ends of the cylinder 
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but not the central part. The second approximation SŽ is obtained by pushing tubes out 
of each end until they almost hook as shown. Further approximations $3, S37,..., are 
obtained by pushing out additional tubes, pushing out additional tubes, etc. The result- 
ing limit has the property that although it is topologically equivalent to the boundary of a 
round ball, the unbounded complementary domain of it is not topologically equivalent to 
the exterior of a round 3-ball. 

EXERCISE IV.3.A. Describe a homeomorphism between an Alexander horned 
sphere of Figure IV.3 and a round 2-sphere. 

Solution. Let Do, Di be two small mutually disjoint disks on a round 2-sphere 
S?; D; ¿(i =0,1;7 =0,1) be four very small mutually disjoint disks with D;C Int D;; 
Diy, eight very very small disks;... . A homeomorphism h of the Alexander horned 
sphere A described above onto S? sends A f S? onto S? — U Int D;, A N S3 onto S? - 
U Int D;, A N S3 onto S-U Int Din»... If pEA- US?, let U, be the component 
of A= S? containing p and D, be the Di bounded by h(Bd U,). Then h(p)=N 
D,. 

EXERCISE IV.3.B. The set of points of the Alexander horned sphere not in any of 
the approximating S?’ s is called“ the tips of the horns” . To what is this set topologically 
equivalent? 

Answer. A Cantor set. 

The union of the Alexander horned sphere and its bounded complementary domain 
is a crumpled cube. We could have modified our description of the Alexander horned 
sphere A as the limit of S?’ s to get the crumpled cube bounded by A as the intersection 
of handlebodies H; , H,,... 

EXERCISE IV.3.C. Express AU Int A as the intersection of handlebodies. 

Answer. Let H, be the solid torus in Figure IV.3.C. It is topologically equiva- 
lent to a doughnut or the cartesian product B? x S1. Let C, be a thin meridional slice of 
H, as shown in Figure IV.3.C. The handlebody H, is obtained from H, by removing 
Cı and adding back the ends of Ci together with two hooked eye bolts in Ci as shown 
where one of the eye bolts fits onto one end of C, and the other the opposite ends. An 
eye bolt is a solid torus on a stem. 

To get H3, one removes a meridional slice from each eye bolt and makes a replace- 
ment as before. The procedure is continued. Then AU Int A = N H;. 

Crumpled cubes bounded by horned spheres come in many shapes and sizes. Figure 
IV.3.D shows the emblem on the front of many T-shirts. Figure IV.3.E shows a ver- 
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B3 


FIGURE IV.3.C 
sion suggested by Bill Eaton Each of the examples described by Figures IV.3.D, IV.3. 
E has the property that there is a homeomorphism h: R’—> R? that takes Alexander’ s o- 
riginal example onto the examples. Each suggests that the Schoenflies theorem about 1- 


spheres in R? does not extend to 2-spheres in RÈ. 


Reprinted with permission of the publisher from Bing, R., Some aspects of the topology of 3- 
manifolds related to the Poincare conjecture, Lectures on Modern Mathematics vol. 2, edited by T. L. 
Saaty, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1964, p. 117. 

FIGURE IV.3.D 


Alexander's Cat 


FIGURE IV.3.E 
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IV.4.Simple connectivity. We examine some properties that can be used to show 
that Alexander’ s homed sphere is wild. 

A set X is 1-connected if each map of Bd A? into X can be extended to a map of 
A’ into X. A set which is 1-connected is also called simply-connected. If f: YX, we 
say that f is homotopic to a constant if there is a map g: Y x [0,1]—> X such that 
g(yx0)=f(y) and g(Yx l1)isa point. We say that a set YC X can be shrunk to a 
point in X if the identity map of Y into X is homotopic to a constant. We regard t asa 
parameter and 了 as having been shrunk to g( Y x t)as time t. A necessary and suffi- 
cient condition that a set Y can be shrunk to a point in a space X is that Y is the base 
of a singular cone in X. 

THEOREM IV.4.A. The complement of the crumpled cube bounded by the Alexan- 
der horned sphere is not simply-connected . 

This theorem follows from Theorem VI.10.C from Chapter VI. 

COROLLARY IV.4.B. The Alexander horned sphere is wild. 

EXERCISE IV.4.C. Give a homeomorphism of a round 3-ball onto the union of 
the Alexander horned sphere and its bounded complementary domain. 

Solution. Let X; , X, be two end slices of a 3-ball B? as shown in Figure IV.4. 
B. A description of a suitable homeomorphism h can be started by saying that h sends 
the part of B? between X, and X2 to H, — C, of Figure IV.3.B. Let X;;, X; be small 
mutually disjoint end slices of B? in X;(i = 1,2) as shown. Extend h to take B? — 
U Xi to H, minus two meridional cross sections of handles of H>. If this procedure is 
continued one gets a homeomorphism h from most of B? to most of the crumpled cube. It 
is not yet defined on the Cantor set( U X;) N (U Xi) (Xia) N but this set is sent 
by h onto the tips of the horns. Had we used C ljk S to designate the thin meridional 
slices in the H’ s, one could have defined the image of this Cantor set to be Ci N 
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The above exercise shows it is not the interior of this crumpled cube that topologi- 
cally distinguishes the cube from a round 3-ball. However, the exterior of this crumpled 
cube is not simply-connected. The exterior of a tame cube is simply-connected. 

EXERCISE IV.4.D. If B? is a round 3-ball in R? and P is a polygon in R? - 
B? , describe a map f that shows that P can be shrunk to a point in R? - B?, 

Solution. Let g be a PL map of A’ into R? such that g takes Bd A? homeomorphi- 
cally onto P. Let poE B? - g(A?)and B* be a round 3-ball such that B? C Int B+ C 
R? — P. Let + be the projection from po of B+ - po onto Bd B*. A suitalbe map f: 
A’ R?— P? can be described as follows: f(x) = g(x) if g(*) © R? - B*;f(«) = 
gg(x)if g(x)E B+. 

IV.5. Solid Alexander horned sphere. If an Alexander horned sphere A is 
placed in S? rather than in R? and U is the nonsimply-connected complementary domain 
of A, any set homeomorphic to A U U is called a solid Alexander horned sphere. It is a 
crumpled cube that is topologically different from a 3-ball. 

We could have defined a solid Alexander homed sphere in R? rather than in S? if 
we had defined the horned sphere inside out with the tubes reaching in instead of out. 
We give such a description that has been useful. 

Let C be a two-dimensional right circular cylinder in R? with bases D,, Dz. See 
Figure IV.5. Two mutually exclusive disks in each D;(i = 1,2) are replaced by the 
surfaces of tubes T;; , T;2, and disks D;,, Diz as shown in Figure IV.5 where Di ,Di 
are the bases of a right circular cylindr C; and D; U Ty, CiU Ti, is hooked to D, U 
Ta U C,U Ty as shown. 


FIGURE IV.5 
Disks in the bases of the cylinder C;(i = 1,2) are replaced by the surfaces of 
tubes 711, Tiz, Tiz1, Tiz and disks Dj, , Di2, Diz as before. The process is continued 
to get the homed sphere M. We use Mi to denote the part of M that is the closure of 
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the part of M on the exterior of Cı U C2. Then M, = C - (union of four disks, two 
from each of D,, D2) U (union of four tubes, Ty (i =1,2;j7=1,2)). Likewise, M; 
denotes the closure of the part of M on the exterior of U C; ej It is topologically e- 
quivalent to a 2-sphere minus 2'*! open disks. Let Mo be the Cantor set M - U M;. It 
is the tips of the horns of M. 

Although M is homeomorphic to a round 2-sphere, its bounded complementary do- 
main is not simply-connected. We call the complementary domain of M that is not sim- 
ply-connected the bad complementary domain of M. Note that the union of M and its 
bad complementary domain U is a solid Alexander homed sphere. 

IV.6. Peculiar involutions. We digress from our treatment of 3-manifolds to list 
some interesting properties of crumpled cubes that will not be considered in depth in this 
book. A result by Bing[ Bs] that we shall not prove but which has had applications is 
the following. 

THEOREM IV.6.A. The union of two solid Alexander horned spheres sewed together 
with an identity-like homeomorphism on their boundaries is topologically S? in the sense 
that there are two topological solid Alexander horned spheres K, , K, in S? and a homeo- 
morphism h : K,—> Ky such that 

S=K 1 U Ky 
Bd K; =B K, = Ki N K3, and 
h|Bd K, = identity 

It would be interesting to be able to visualize a picture of Bd K, = Bd Ky = K, AN 
K, of Theorem IV.6.A. The tips of the horns from one side would look like the tips of 
the horns from the other side. 

Smith has shown[ S4 ]that for any orientation preserving periodic homeomorphism of 
S? onto itself, the fixed point set is either null, a 1-sphere, or S? itself; while for any 
orientation reversing periodic homeomorphism, the fixed point set is either a 0-sphere or 
a 2-sphere. He also has shown that if h is a periodic homeomorphism of S? whose fixed 
point set is a 2-sphere, then h is an involution (homeomorphism of period 2). Theorem 
IV.6.A was the key link in showing that there is an involution of S° onto itself whose 
fixed point set is a wild 2-sphere. 

THEOREM IV.6.B. There is an involution S? whose fixed point set is a wild 2- 
sphere . 

A homeomorphism of R” onto itself is a rigid motion if it is an isometry. Examples 
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of rigid motions of R? are translations, rotations about lines, reflections through planes, 
lines, or points, and compositions of such motions. A homeomorphism h is equivalent 
to a rigid motion if there is a homeomorphism f and a rgid motion r such that h = f ee 
rf. In general, two homeomorphisms h; , hz are equivalent if there is a homeomorphism 
f such that hy = f~'hof. 

THEOREM IV.6.C. There is an orientation reversing involution of R? which is in- 
equivalent to any rigid motion. 

Once it had been shown that one could obtain S? by sewing two solid Alexander 
horned spheres together with an identity-like homeomorphism on their boundaries it was 
found that there were many other crumpled cubes—each topologically different from the 
others—such that if one took any of them and sewed it onto a topological copy of itself 
with an identity-like homeomorphism on their boundaries, then S? was obtained. See 
Alford[ A; ] , Bing[ Ba], Montgomery and Samehon[ MS], and Montgomery and Zippin 
[MZ]. Other sewings of crumpled cubes are given by Ball[ Bi ] Bing[ Bg], Cannon 
[Cs], Casler[C,], Daverman and Eaton[ DE, , DE, ] , Eaton[ E; ] , and Martin[ M; ] . 

THEOREM IV.6.D. There is an uncountalbe family of mutually inequivalent orien- 
tation reversing involutions of R? onto itself. 

IV.7. Antoine’s necklace. Consider in R° a decreasing sequence of sets 7 ， U 
Ti U TsSuch that Ti is a topological solid torus; U Ti; is the union of a collec- 
tion of topological solid tori{ 7,;} such that these solid tori form a chain in Int 7; that go 
around Ti as shown in Figure IV.7.A; U Tı; is the union of a collection of solid tori 
ITI jl such that for each T; i? the Ti; N ’ s form a chain which go around Ti;o; U Ti ijk 1S 
the union of topological tori Ti;;;... The limit as n increases without limit of the mesh 
of | Tijn lis 0. The mesh of a collection of sets in a metric space(like the holes in a 
screen wire) is the least upper bound of the diameters of the objects. The intersection of 
the setsU 7,, U T);,...,is called an Antoine’s necklace. 

Although Figure IV.7.A shows four Ti;’s in T;, we do not make this restriction. 
For all we care, the number of links in the chains may vary except that in each case it 
exceeds two. 

EXERCISE IV.7.A. Show that irrespective of how the number of links of the chains 
vary, there is a homeomorphism h of the resulting Antoine’ s necklace onto a Cantor 
set. 


Solution. In building a Cantor set on an interval one is not required to remove an 
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FIGURE IV.7.A 


open middle third at each stage and be left with two pieces, but instead could remove 
several open holes and be left with several small pieces. Divide an interval into 2n, — 1 
equal pieces where n; is the number of tori in{ 7,;{. Delete the interiors of the even 
pieces and agree that h sends TI; into the ith remaining piece. As a next step divide 
the ith remaining piece into 2n; - 1 pieces where n; is the number of tori of | Tij hin 
Ti;; remove the interiors of the even ones and let h send T; j into the jth of the remain- 
ing. The description of h is continued. Although no step reveals precisely where a point 
goes, the limit does. 

Antoine[ Ag |described the necklace to illustrate the fact that even compact 0-di- 
mensional sets in R? which are topologically alike might have topologically different com- 
plements. He did not actually prove that the complement of Antoine’ s necklace was not 
simply-connected but he assumed this. It was shown by Coelho [Cy] that the comple- 
ments of certain Antoine’ s necklaces were not simply connécted. 

Someone has asked why the set is called an Antoine”s necklace. Perhaps the an- 
swer is that it was first described by Antoine[ Ag]. Like a necklace its components are 
small and hold together. If it were slung over one’s arm, not a point would drop to the 
floor. Like a string of beads, it is a thing of beauty with mostly aesthetic value. It has 
been useful to the mathematician as an example to illustrate certain topological proper- 
ties. 

It may be convenient to think of the 7};...,’s as tubular neighborhoods with small 
cross radius of smooth simple closed curves, but we only required that they be topologi- 
cally equivalent to such objects and not that they be thin. We did require that the mesh 


1034 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


of the | T; jew ’ s go to zero as the length of 12***n increased without limit. 

We examine the complement of Antoine’ s necklace by considering the intersections 
of PL surfaces. Recall from § [I .3 that two complexes( X,, 7), (X2, T2)in R? are in 
general position(GP)if not vertex of T;(i = 1,2) lies on a vertex, 1-simplex or 2-sim- 
plex of T;( ij) and no l-simplex of T, intersects any 1-simplex of T3. If( X1, Ti), 
(X2, T2) are not GP, slight pushes at vertices of T, give a linear homeomorphism of 
(X2, T2)>( X3, T3) such that(X Tı) and (X3, T3)are GP. If X,, X are geometric 
complexes rather than complexes we say X; , X are GP if X,, X have triangulation T,, 
T, such that (X,,7,),(X2, T2) are GP. Other versions of general position are found 
in § IX.1. 

Before showing that Antoine’ s necklace is wild we borrow some concepts related to 
Chapter VI. Figure IV.2.D shows two linked solid tori T j T3. For each i = 1,2, M; is 
a meridional simple closed curve on Bd TÌ and L; is a longitudinal simple closed surve 
on Bd TÌ. 

If f is the map of a simple closed curve J into Bd T$, we say that f( J) circles Bd 
TÌ? meridionally (or longitudinally ) if it crosses L;(or M; ) algebraically a nonzero number 
of times. The following result follows from Theorem [| .3.C and the techniques of Chap- 
ter VI. 

THEOREM IV.7.B. Suppose T}, Mi, T3, Ly of Figure 1V.2.D are PL and f is a 
PL map of A* into R? such that f( BdA?) c Bd TÌ and f(A?) is GP with respect to Bd 
T3. If f(BD A) circles Bd TÌ longitudinally, then A? contains a PL disk D? such that 
f(Bd D*) circles T} meridionally . 

THEOREM IV.7.C. If fis a map of a disk A? into R? that sends Bd A? homeomor- 

phically onto P of Figure 1V.7.A, then f(A?) intersects the Antoine’ s necklace suggested 
by Figure IV.7.A. 

PROOF. Suppose contrariwise that there is a map f of A?. The f(A”) intersects on- 
ly a finite number of the Bd 7;;...,’s. We suppose with no loss of generality that each 
Bd Tiy...n is PL, f is PL, and f(A )is GP with respect to each Bd Tigne 

It follows from Theorem 亚 .3.C and techniques in Chapter VI that A? contains a 
subdisk D, such that f ( Dı) circles Bd T; meridionally. It follows from Theorem 
VI.10.1 that Di contains a disk D, such that f( Bd D2) circles one of Bd T1, Bd 7 >， 
Bd 7,3, Bd Ty either meridionally or longitudinally. However, if f(Bd D») circles Bd 
Tı; longitudinally it follows from Theorem IV.7.B that D, contains a subdisk D3 such 
that f( D3) circles Bd Tj; +1) meridionally. 
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Inductively we find that at each stage 1ij-:-n there is a disk D in A? and T, ps 
such that f(D) circles Bd T\,---, meridionally. Hence, f(D) intersects Antoine’ s 
necklace suggested by Figure IV.7.A. 

The arguments for Theorem IV.7.C applied equally well to Antoine necklaces that 
had three or more 7} ;...,’s at each stage in the T at the preceding stage as suggested by 
Figure IV.7. A. We note another property that distinguishes these Antoinie necklaces 
from tame Cantor sets. 

A set X is n-locally connected ( n-LC)at a point p if for each neighborhood U of p 
there is a neighborhood V of p such that each map of Bd An+l into Xf V can be ex- 
tended to a map of A”*! into XAN U. A set is called locally simply-connected if it is 1- 
LC and locally arcwise connected if it is 0-LC. 

THEOREM IV.7.D. The complement of Antoine’ s necklace A suggested by Figure 
IV.7.A is not 1-LC at all points of Antoine’ s necklace . 

PROOF. Let D be a PL disk bounded by p of Figure IV.7.A. Assume R? — A is 
1-LC at each point of A . Let{ V,} be a collection of open sets covering D{) A such that 
each map of Bd A’ into a( R? - A) N V, can be extended to map A into R? - (AU 
P). Cover AN D with a finite collection of mutually disjoint disks D,, D2,°*:, D, in 
Int D such that each Di lies in a V,. Get a singular disk D’ by replacing each D; with 
the image of a disk into R°- (AUP). Apply Dehn’s lemma(see Chapter XVI) to the 
singular disk D’ to get a disk in R? - A bounded by P. The assumption that R? — A is 
1-LC at each point of A leads to a contradiction of Theorem IV.7.C. 

EXERCISE IV.7.E. Supose C is a Cantor set on a line L in R? and D is a disk in 
R? whose boundary misses C. Describe a map f that shows that Bd D bounds a disk in 
R-C. 

Solution. Let Bı, B2, +, B, be a finite collection of mutually disjoint round 3- 
balls in R? ~ Bd D such that C c U Int B; and p;© B; - D. Let p; be a homeomor- 
phism of B; onto itself such that pi is fixed on Bd B; and pushes B; f D so close to Bd 
B; that CN o;(B;N D) =Ø. Then f can be defined as follows: f(x) = x if xE D- 
UB,;f(x)= pi(x) if xN Bi. We project DN (B;)to near Bd B;. 

IV.8.An Antoine wild sphere. Alexander [ A3] used an Antoine’ s necklace to 
build a wild sphere. Suppose that as shown in Figure IV.8, one has an Antoine necklace 
on the left and a 2-sphere on the right. A disk is removed from the 2-sphere and re- 
placed by a thin feeler (capped open cylinder) which runs over to Bd T,. Then disks are 
removed from the part of the feeler on Bd T, and feelers are run inside T, over to each 


Bd Ti;. The process is continued. The limit is called an Antoine wild sphere . 
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FIGURE IV.8 

Perhaps Alexander’ s horned sphere is better known than Antoine’s. Why? Perhaps 
it is that Antoine’ s is described with verbage| Ay | while Alexander’ s was given with a 
meaningful diagram [ As ] Aspects of the following theorem are considered again in 
Chapter VI. 

THEOREM IV.8. The Antoine wildsphere is wild . 

IV.9. Some Fox-Artin spheres. Fox and Artin described some interesting wild 
spheres in| FA]. These spheres were the boundaries of 3-balls formed by thickening the 
interiors of certain wild arcs. We shall consider three of these wild spheres that have 
been widely used as examples. 

IV.9.A.A 2-sphere with nonsimply connected complement. The dotted portion of 
Figure IV.9.A represents two solid cones with a common base F _, f F; subdivided in- 
to a countable collection of frustrums F,, F _;, F2, F -2, F3,°*:. A more detailed frus- 
trum F; is shown in the right part of the figure. These frustrums are not a part of the 2- 
sphere but only serve as guides. The 2-sphere intersects each of these frustrums in the 
union of three tubular cylinders in a fashion as shown on the right of the figure. In the 
main part of Figure IV.9.A, we only show the center of these cylinders. If the interior of 
the oscillating arc pq from p to q is fattened, one obtains the 3-ball whose boundary is 
a wild sphere which is locally smooth except at two points. 

Using techniques of knot theory such as treated in Chapter VI it can be shown that 
the simple closed curve J shown in frustrum F of Figure IV.9.A cannot be shrunk to a 
point in R? — pg Hence the 3-ball obtained by fattening pq at its interior points is wild 
as is its 2-sphere boundary . 

IV.9.B.A wild sphere whose complement is topologically like that of a 2-sphere . 
Consider the 2-sphere shown in Figure IV.9.B. It is the union of a disk in F_3{\ F _, 
and a part of the 2-sphere of §IV.9.A. Except at the left side of the sphere, we 


showed the center lines of the tubular cylinders rather than the cylinders themselves. We 
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FIGURE IV.9.A 
use B to denote the 3-ball bounded by the 2-sphere. 

Showing that a set X is not 1-LC at a point p is a bit like playing a game with a 
devil. You pick a neighborhood U of p and defy the devil to pick a neighborhood V of 
p. Then show that no matter what V the devil picks, you can find a map f: Bd A: 一 ~ 
XN V that cannot be extended to take A? into XN U. 

EXERCISE IV.9.B.a. Assume that J of Figure IV.9.A cannot be shrunk to a 
point in R? — pq and that you are playing a game with a devil to show R? — B is not 1- 
LC at q. How could you select U? After the devil has picked V, how could you select 
f: Bd A(R- B)N V? 


\ FIGURE IV.9.B 
Solution. One sleet here are others) for U is the half space to the right of the 
plane through F;{) F. After the devil has picked V pick an integer so large that F, C 
V and let P be a polygon that links B in F, as J linked pq in F3. If P could be 
shrunk to a point in( R? ~ B) N U}, it could be shrunk to a point in R? - pg. Howev- 


er, it cannot be shrunk in R? - pq because J cannot be shrunk and J can be slid(iso- 
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toped)to P in R? — pq. 

EXERCISE IV.9.B.b. Suppose q, B are as shown in Figure IV.9.B and Bd B is ( 
locally PL except at q. Suppose g:A’— R? — | q} is such that B N g(Bd A?) = Ø. 
Explain how to get a map f: A’ R? — B which agrees with g on Bd A?. 

Solution. Enlarge B in R? — |q} to get a 3-ball B+ such that BC tq} U Int 
Bc B* cR? - g(Bd J’). Let D be a disk in Bd B+ — |q} that contains(Bd B+ ) N 
g(A’)and $ be a map of A? into D that agrees with g on g '(D). One could use the 
Tietze extension theorem to get such a $. Then f(x) = g(x) or $(x) according as x 
lies or does not lie in the same component of A? — g~'(D)as Bd A?. 

The 3-ball B shown in Figure IV.9.B has the peculiar property that although it is 
wild, its complement is homeomorphic to R? minus the origin. A subset X of R? is cel- 
lular if it is the intersection of a decreasing sequence of 3-balls in R? such that each lies 
in the interior of the preceding. 

THEOREM IV.9.B.c. B is cellular. 

INDICATION OF PROOF. Suppose rq is a proper subare of pq of §IV.9.A and U 
is an open set that contain rq. To show that B is cellular it suffices to show that there is 
a 3-ball in U containing rq. 

To show the existence of such a 3-ball containing rq we first consider a small 3-ball 
B, in U about q so that Int B, contains all of rq except an arc rb and an arc ac as 
shown in the top part of Figure IV.9.B.c. The figure does not show all the wiggles in 
rb since they are not relevant. 

The 3-cell Pi is enlarged in U to a 3-ball B, shown in the second part of Figure 
IV.9.B.c so that all of rq except a short subarc a'c is covered as shown. Two feelers 
are extended from B, to from By. Next, a tunnel is bored into B, so that the arc a'cbr 
is not covered by the resulting 3-ball B;. Then a feeler is pushed out from a’ so that all 
of rq gets covered as shown in the lower part of Figure IV.9.B.c. It may be noted that 
a straight line drawn to point r from the left passes through Bd B; at least three times. 

IV.9.C.A wild 2-sphere whose complement is simply-connected but topologically 
different from the complement of a tame 2-sphere. See Figure 1V.9.C. Again we show 
the center lines of the tubular cylinders rather than the cylinders. Let P be the plane 
containing F _,;{| F,, X be the part of pq of § IV.9.A on or to the right of P and X’ 
be the reflection of X through P. Then XU X' is the union of an arc q'aq and a simple 
closed curve K. The wild 2-sphere of this section is the boundary of the 3-ball B ob- 
tained by fattening q'aq along its interior. We shall indicate why R? - B is simply-con- 
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FIGURE IV.9.B.c 


nected and R? - B is topologically different from R? — point. 
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EXERCISE IV.9.C.a. Explain how to shrink J of Figure IV.9.C to a point in 
R- q'aq. 

Solution. Slide J along the tube about q'aq until it comes into plane P near a. 
Then enlarge it in P so that it can be pulled over either end. 

One property that makes B wild is that R? — B is not 1-LC at q’ or q. The follow- 
ing two theorems lead us to another propctry . 

EXERCISE IV.9.C.b. Show that if J of Figure IV.9.C Can be shrunk to a point 
in R? — (KU q'aq )then J of Figure IV.9. A can be shrunk to a point in R? — pq. 

Solution. Let $ be the map of R? onto itself that is the identity to the right of the 
plane P of Figure IV.9.C and the reflection through P elsewhere. If f: A’ R- 
(KU q'aq )shows that J can be shrunk to a point in R? - (KU q'aq) then $ f shows 
that J of Figure IV.9.A can be shrunk in R°- pq. 

What we really show by this exercise is that J of Figure IV.9.C cannot be shrunk 
to a point in R? - ( KU q'aq )because we have already mentioned that J of Figure IV. 
9. A cannot be shrunk to a point in R? — pq. 

EXERCISE IV.9.C.c. Explain why no PL ball in R? ~ q'aq' contains K. 

Solution. Suppose C is a 3-ball whose interior contains K and J is so small that 
JQ C =Ø. It follows from Exercise IV.9.C. a that J can be shrunk to a point in R3- 
q'aq with a map f: A? R? — q'aq . Let $ be a map of A’ into Bd C that agrees with f 
on f~'(Bd C). Let g be the map of A’ into R? - (Int CU q'aq) which is f(x) or 
$(x) according to whether x lies in or does not lie in some component of A’ — f~'(Bd 
C)containing Bd A?. Then g shrinks J in R? - (KU q'aq). This violates Exercise 
IV.9.C.a and the fact that J of Figure IV.9.A cannot be shrunk to a point in R? - 
pq. 

The lamp cord trick is the observation that if M? is a hollow ball (homeomorphic 
image of S? x [0,1])and for i =1 or 2, T; is a tube joining the boundary components 


of BD M? the M? -了 =, M? - T, irrespective of whether or not T, is“ knotted”. The set 
M? - T; resembles the closure of a room minus a light bulb on a cord as shown in Figure 


IV.9.C.d and the homeomorphism yielding the light cord trick comes from untying the 
knotted cord. 
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FIGURE IV.9.C.d 
It follows from the lamp-cord trick that if X is a compact closed subset of R? and 
B? is a round 3-ball in the unbounded component of R? — X,then X lies in a tame 3- 
ball in R? - B?. Figure IV.9.C.e shows C? as a large round ball whose interior con- 


tains BU X. Since B? is in the unbounded component of X, there is a“ lamp cord” 
from Bd B° to Bd C?- X. 


lamp cord 
tube 


FIGURE IV.9.C.e 

IV.10.Bing’s hooked rug. Each of the 2-spheres we have previously considered 
in this chapter contained a wild arc. We now describe a 2-sphere whose wildness is so 
spread about that each arc in it is tame. The sphere is called Bing’ s hooked rug and is 
described in[ B,3 ] . 

The hooked rug Sæ is simultaneously the limit of a sequence of 2-spheres S4, 
S2,**, and the intersection of a decreasing sequence of 3-manifolds-with-boundary W; , 
W,,... . We describe a sequence S1, Wi, S2, W2,.... 

Let Sı be a tame 2-sphere. It is our first approximation to the hooked rung Sq . 
Let Sı be the union of disks E,, E2, ++: , E, such that their interiors are mutually disjoint 
and adjacent E;’s have an edge in common(as do E; and E,). Experimentation with 


subdivisions of S, shows that we can pick E’ s whose diameters are small. 
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We thicken Si so that each E; becomes a topological cube with Æ; as center sec- 
tion. We add an eye bolt H; to the thickened E; so as to form a cube-with-eye-bolt T; as G 
shown in Figure IV.10.A. To avoid complicating the figure we do not show certain T; in 
front and in back. This T; is topologically a solid torus and the loop in each H; loops 
around the stem of the next H; (it being understood also that 1 follows n). Then W, = 
UT, is a hollow ball with handles. It may be shown that the simple closed curve J 
shown in Figure IV.10.A cannot be shrunk to a point in the complement of Wi. 


FIGURE IV.10.A 


This might be an appropriate time to note hat if H; is unhooked from the stem of 
H;,;,J could be slipped over the right end of H; and shrunk to a point. In fact, if in- 
stead of unhooking H; from the stem of H;,1, Hi;_1 were unhooked from the stem of 
H; ,2,J could be shrunk in a more complicated way. A part of it would need to be 
slipped through the hole of H; before it finally is pulled over the right end of H;,,. In- 
deed, if any H; whatsoever were unhooked from the stem of its Hj,,, then with enough 
maneuvering, J could be slipped off. While we do not need this observation in the de- 
scription of this particular hooked rug, the observation is useful in building related 
hooked rugs. 

The approximation S will be obtained by replacing each disk E; in each T; by an- 
other disk in Bd E;U Int T; so that this replaced disk has the same boundary as E;. A 
slice is removed from the loop of each T; to change T; to change T; into a topological 
cube K;. The Bd E; separates Bd K; into two disks one of which has a hook on it. The 
interior of this hooked disk is pushed slightly into Int T; so as to form a disk D; as shown 
in Figure IV.10.B. The disk, except for its boundary Bd D; = Bd Æ; lies in Int T;. 
The 2-sphere Sz = U D; is the second approximation of Sq . 

Each disk D; is given a subdivision into small disks E; , Ej25°**» Eiis as shown in 
Figure IV.10.B such that adjacent E; s in the sequence share and edge. It is not es- 
sential that there be exactly 15 elements in the subdivision and the scheme suggested is 
only for convenience. 


Each Ey is thickened and an eye bolt added to it to from a cube-with-eye-bolt Ty. 
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FIGURE IV.10.B 


The loop in the eye bolt T; goes around the stem of the next eye bolt as shown in Figure 
IV.10.C. Also, the stems of T; and 7,9 intertwine as shown in that figure so that a 
simple closed curve which cannot be shrunk to a point in the complement of T;, cannot 
be shrunk to a point in the complement of U T;. The eye bolts run so close to D; that U 
TiC T;. Then W,= U Tj is a cube with handles and lies in W}. 

A disk Dj is placed in each T; in the same fashion that a D; was placed in each T; 
and we define S3 = U D,;. Perhaps we have gone far enough for the reader to anticipate 
the sescription of Sæ. It is the limit of S 1,52,53,°°', and we have already described 
Si, S2, S3. It is also the intersection of a decreasing sequence of 3-manifolds with 
boundaries W,, W3, W3,°*:, of which we have already described W,, W3. 

To get W +1 from S,,, and W,,, each of the special disks D in Sa +1 is subdivid- 
ed into 15 small subdisks, each of the special subdisks is thickened into a topological 
cube and a topological eye bolt is added as suggested in Figure IV. 10. C. The cube- 
with-eye-bolts 7 shown in Figure IV.10.C are solid even though the figure shows the 
eye bolts as linear and the thickened subdisks as thin. The 3-manifold-with-boundary 
W, +1 is the sum of the T’ s at the(n + 1)st stage and a disk D like that shown in Fig- 
ure IV.10.B is put in each sliced T. The sum of these D’ s is the 2-sphere S„,2. It is 
understood that as n increases without limit, the mesh of the T’ s in W, approaches 0. 

For details of a proof that the limit of the S;’s= W, N WN + ,is a wild 2-sphere 
such that each arc in it is tame, the reader is referred to [B3]. 

While we will not pursue a further study of S here, we list several of its proper- 


ties. 
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Each arc in Sq is tame. 
Sw UInt Sa is a 3-ball. 
Ext Sæ is not simply-connected . 
Ext Sw is not 1-LC at any point of Su . 
We mention two variation of S æ that have been used to illustrate geometric pecular- 
ities. 
Instead of having H;ıs hook the stem of H;,, have it hook the stem of Hiisi) 
The resulting 2-sphere $' has the additional property that if D is any disk in it, 
D U Ext S' » is simply-connected 
In another variation of this variation, at each stage we let the last eyebolt dangle 
instead of having it hook the stem of the first H at this stage. This causes Ext S’.. to be- 
come simply-connected. See examples of Alford [A6] and Gillman[ G2]. 


CHAPTER V THE GENERALIZED SCHOENFLIES THEOREM 


V.1. The Schoenflies theorem for a 2-sphere. The Schoenflies theorem is one of 
the most interesting and useful theorems form plane topology. It implies that each simple 
closed curve in R? is the boundary of a disk. It is sometimes useful to consider the 
Schoenflies theorem on a sphere rather than in Euclidean space. If the planar version 
were shifted to a 2-sphere, it would say that if J is a simple closed curve on a topologi- 
cal 2-sphere, the the 2-sphere is the union of two disks D1, D> such that D; N D2 = 
J =Bd D,=Bd D2. 
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Some people have the mistaken idea that since the plane was studied in high school 
geometry and we know so much about the plane that its study is simpler than the study of 
higher-dimensional topology. One of the ways to make a study easy is to restrict our at- 
tention to easy theorems. This is a way that we sometimes proceed in studying high-di- 
mensional spaces. We are likely to attack very formidable theorems in plane topology 
and their proofs may be quite involved. It may be noted that the proof of the higher-di- 
mensional Schoenflies theorem that we treat in the next § V.2 of this chapter is much 
easier than that given in Chapter III. However, in certain respects the theorem treated 
here is weaker since the hypothesis is more restrictive and the conclusions are weaker. 

Early attempts were made to extend the Schoenflies theorem to higher dimensions. 
A claim[ A; ] that each topological 2-sphere in R? bounds a topological ball was exploded 
by the 1924 discovery[ As ] of the famous Alexander horned sphere described in Chapter 
IV. The discovery of wild spheres showed that the Schoenflies theorem could not be ex- 
tended to higher dimensions without modifications. Under what conditions can we con- 
clude that a 2-sphere in R° bounds a topological 3-ball. Finding the best set of condi- 
tions is still under investigation, but we do have a satisfactory set of conditions that gen- 
eralizes to all dimensions. 

V.2.The generalized Schoenflies theorem. The set of all points in R"*! whose 
distance from the origin is 1 is called the canonical n-sphere S”. The canonical(n - 1)- 
sphere S"~' in S” is the set of points of S” such that the last coordinates of each is 0. 
Any set homeomorphic to S” is called a topological n-sphere. The adjective“ topological” 
is usually dropped and we speak of a topological n-sphere as being an n-sphere. 

The canonical( n — 1)-sphere S"~!in S” has a cartesian product neighborhood in 
that there is a homeomorphism A of S"~' x [ — 1,1 ]into S” such that h(s x0) =s for 
each s€ S"~'. Brown[ B» |has called S"~! bicollared where each of h(S"’-!x (-1, 
0]),A(S"-'x [0,1)) is a collar. Others say that S"~! is flat in S”. 

Brown| B» | showed that a topological(n - 1)-sphere K"~! in R” bounds a topologi- 
cal n-ball in R” if K”~' has a cartesian product neighborhood. This result is called the 
generalized Schoenflies theorem . 

Brown’s work was encouraged by an interesting discovery by Mazur[ M; ] that the 
generalized Schoenflies theorem holds in those cases where the cartesian product neigh- 
borhood has a quality of“ piecewise linearity” at one of its points. Morse [ M;s ] showed 
how to eliminate Mazur’ s extra requirement of “piecewise linearity” . However, the fol- 
lowing proof follows Brown’ s treatment B» | . 

THEOREM V.2.A(GENERALIZED SCHOENFLIFS THEOREM) . Suppose h is a 
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homeomorphism of S” -1 into S” such that h(S"~') has a cartesian product neighborhood . 
Then h can be extended to a homeomorphism of S” onto itself. 

We shall give a proof of this theorem for the case n = 2 that applies equally well in 
higher dimensions. We choose this setting since many readers are better acquainted with 
a round 2-sphere S? with its north pole, south pole, equator, and great circles than they 
are with corresponding parts of S”. 

PROOF OF GENERALIZED SCHOENFLIES THEOREM IN DIMENSION 2. We 
suppose S$! is the equator of S?,a is the north pole, and b is the south pole. We sup- 
pose that in S?,h(S'x [ -1,1])is a cartesian product neighborhood of h(S')and h 
(sx0)=h(s). It follows from the Jordan curve Theorem VII.6.E and invariance of 
domain Theorem VII.6.F of Chapter VII that S? — h(S! x (-—1,1)) consists of two 
components A, B containing h(S 1x1),h(S! x -1) respectively. 

The idea for the proof is quite simple. Show that each of B, A is cellular. (A set in 
Sn is cellular if it is the intersection of a decreasing sequence of n-cells in S” each of 
which lies in the interior of the preceding. ) Then using the fact that B is celular show 
that there is a homeomorphism of the lower half of S?(part on or below equator) onto h 
(S!x[-1,0])U B such that this homeomorphism agrees with h on S ! Since A is 
cellular, a similar agrument shows that there is a homeomorphism of the upper half of S? 
onto h(S'x[0,1])UA. 

The part of the proof that requires ingenuity is in showing that each of A, B is cel- 
lular. We need to show that for each open set U in S? containing B , there is a disk Dy 
in U such that BC Int Dy. We describe Dy as the third member of a sequence of sets 
Do, fi( Do)» ho( Do) = Dy in S*, the first of which is a disk Do such that A UBc Int 
Do. We suppose UC Do. 

Before defining fı we select a map f of S? onto itself such that 

f(A)=a 

f(B) = b,and 

f(h(s x t))is the point of the semicircle on S? from a to b through s whose last 
coordinate is ¢. 

Then f restricted to S? — (AU B) is a homeomorphism. We regard f as killing A 
and B. See Figure V.2.A. Let rı be a homeomorphism of S? onto itself such that b ¢ 
rif (Do) and ri is the identity in some neighborhood of a. Figure V.2.B illustrates 
such an r;. Then 
x «EA, 


fixate eee xE Do-A. 
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That fi is continuous at points of A follows from the restriction that ri is the identity in 
a neighborhood of f(A) = a. The map f killed A but f, raised it from the dead. Let us 
consider how fi( Do) differs from Do. It contains A but not B. Although f;(B) is a 
point of fi( Do), B misses fi( Do). We do not yet claim that fi( Do)is a disk( although 
indeed it is). As applied to Do, the map fi more nearly resembles a homeomorphism 
than f in that fı has only one nondegenerate inverse rather than two. We show SiC Do) 
as shaded in Figure V.2.C. It may be shown that fi( U)is open is S and fi is a home- 
omorphism on Do — B. We have raised A from the dead. In the following step we raise 
B from the dead also. 


FIGURE V.2.A 
We show that B is cellular by showing that for each open subset U of Int Do which 
contains B, there is a homeomorphism ho of Do into U such that BC Int ho( Do). 
Then Dy = ho( Do). 
Let r be a homeomorphism of S° onto itself such that 
r is the identity in some neighborhood of the point f,(B), and 


rofi(Do) CAC U). 
Then the required homeomorphism ho is defined as 
x,xEB 
pa ee Do- B 


We shall show that there is a homeomorphism of the lower half of S? onto A(S! x 
[-1,0])UB that agrees with h on S!. Since B is cellular, there is a sequence of 
topological disks D,,D ,°*, in S? such that 

D,ch(S'x[-1,0))UB, 
ND; = B, and 


和 Di:1C Int D; 
) 
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n(a)=(a) pie 
Q > prc, 


ni(so)=b 


FIGURE V.2.B 


FIGURE V.2.C 
Let $1, $2, ,be a sequence of homeomorphisms of S? onto itself such that 
$, is the identity on S? — 
diameter $; ( D2) <1/2! 
¢,=%, on $- D, 
diameter $,( D3) < 1/2? 


pirl = $i on S? - D; 
diameter $; ,;(D; 42) <1/2'*! 


Let $ = limit ¢;. 
A homeomorphism of the lower half of S? onto h(S'x [ -1,1])U B is given by 


$f-'. Note that $f- ‘agrees with h of S! since f~' = h on S' and ¢ in the identity on 
h(S'). 


THEOREM V.2.B. An(n —1)-sphere in S"( or R") is flat if it has a cartesian 
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product neighborhood . 

The generalized Schoenflies theorem has the following application. 

THEOREM V.2.C.A compact n-manifold is a topological n-sphere if it is he union 
of two open n-balls . 


PROOF. Suppose the compact n-manifold M” is the union of two open balls B L> 
B? . The compact set M” — B 1 lies in BS and there is a topological n-ball B such that 
M” - B? Cn B3c B3C B? and Bd B3 has a cartesian product neighborhood. Since 


Bd B3 also has a cartesian product neighborhood in Br , it bounds an n-ball B in Br i 
Then M” is a topological n-sphere since it is the union of B3 and B% sewed together with 
the identity homeomorphism on their boundaries. 

A subset X of Y is collared in Y if there is a homeomorphism h of X x [0,1 )into 
an open subset of Y such that h(x x0) = x for each x€ X. We call h: X x [0,1] a 
collar of X. Also, X is locally collared if for each x€ X , there is an open subset U of 
X containing x such that U is collared in Y. The generalized Schoenflies theorem has 
the following further application . 

THEOREM V.2.D. Suppose K"~' is a topological ( n — 1)-sphere in R” and U is a 
bounded componet of R” — K"~'. Then K"-'UU is a topological n-ball if and only if 
K"~' is collared in K"~'UU. 

PROOF. If K*~' x [0,1)is the collar, it follows from Theorem V.2. A that the 
part of U bounded by K"~! x 1/2 is an n-ball. Then UU K"~'is this n-ball with a 
collar. 

If f is a map of X into Y, the set of singularities of f is the closure in X of | x € 
X:x4f~'f(x)|. We denote this set of singularities by S(f). The technique we have 
used to reduce singularities by raising sets from the dead may be worth formulating as a 
theorem. 

THEOREM V.2.E. Suppose f is a map of compact metric space X into Y, U is an 
open subset off(X),A = UN f(S(f)) 40, and r is a homeomorphism of f( X ) into U 
such that r is the identity on an open set containing A. Let 

if x€ f-'(A) 
g(x)=| 
f flx) ifxEX-f (A) 
Then g is continuous and S(g) = S(f)-f-'(A). 

ROOF. Both X and S(f)are compact. If «€ X - S(f) there is a neighborhood 

N of x such that NN S(f) =0. One finds successively that f, rf, and f~' rf are 


1050 


From Poincaré to Perelman—The History of Poincaré Conjecture 


homeomorphisms on N. Also, if x € f~'(A),f7'of is the identity in some neighbor- 
hood of x. Finally, if xE S(f) — f-'(A), of is continuous at f(x) € U - fS(f). 
Hence f7! is a homeomorphism in a neighborhood of rf( x). 

EXERCISE V.2.F. Show that the above theorem is false if one omits the hypothe- 
sis that X is compact. 

Answer. If f is a one-to-one map of a ray onto a circle and r is a rotation of the 
circle, f~'rf is not continuous at the inverse of the starting point of the ray. 

V.3.The canonical collared Schoenflies theorem. Suppose Si, S2 are two flat 
(n — 1)-spheres in S” that are homeomorphically close( there is a homeomorphism of S, 
onto S> which does not move any point far). One might wonder if this homomorphism 
can be extended tot a homeomorphism of S” onto itself that does not move any point of 
S” far. A bit of reflection shows that if €, are given(to measure“ not far” and“ close” ) 
before Sı, S2, it is possible to select S; , S2 such that there is a 6-homeomorphism tak- 
ing one onto the other but there is not ¢-homeomorphism taking the ball bounded by one 
onto the ball bounded by the other. Figure V.3 shows two simple closed curves J;, Jz in 
R?(or S?) that are homeomorphically within $ of each other but the disks bounded by 
them are not € close. The purpose of these remarks was to make Theorem V.3.A appear 
somewhat surprising. We shall be interested in conditions under which we can get a rule 
for extending a homeomorphism h of an(n 一 1 )-sphere in S” into S” to a homeomor- 
phism of S” onto itself. 

If X,Y are metric spaces with X compact, let I( X, Y) denote the set of all home- 
omorphism | ha | of X into Y metrized by 


FIGURE V.3 


This notation provides a vehicle for stating the following theorem. 

THEOREM V.3.A(CANONICAL COLLARED SCHOENFLIES THEOREM FOR 
S”). There is a continuous map $ of I(S"~'!x [ — 1,1], S”) into I( S”, S") such that 
each $(h,)1S"-'xO=h, |S"! x0. 
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Perhaps the most spectacular application of the canonical collared Schoenflies theo- 
rem was at the third level of Kirby’ s remarkable diagram[ K; ] giving certain properties of 
maps of R” onto itself. He used it to show that if T” = S! x S! x+- x S! is an n-torus 
and B,, B, are n-cells on 7” with B, C Int B>, then if hı, h are nearby elements of J 
( T" — Int B,, T)then there are nearby elements gı, gz of I( 7", 7) such that g; a- 
grees with h; on T” — Bp. 

We give a proof in dimension 2 that works equally well in higher dimensions. The 
proof consists of showing that the sets and maps used in the proof of the generalized 
Schoenflies theorem given inn the last section can be described in a continuous canonical 
fashion. The proof is complicated and the reader who is only skimming may choose to 
skip to § V.4 and temporarily forego the rigors of the proof. 

PROOF OF CANONICAL COLLARED SCHOENFLIES THEOREM FOR S2. We 
seek a canonical way for describing the maps and sets used in the proof of Theorem V. 
2.A. The map h: S'x [ -1,1]is given, and A,B are precisley defined. Also, f is 
canonical. Instead of defining Do to be any disk in S? with AUBC Int Do we pick it 
to be a special one as follows. Let so be the point of S! whose first coordinate is 1 and 
let Do be the large disk which is the complement of the small open disk with center at h 


(So x0) and radius + d(h(sọx0), AUB). This makes the definition of Do specific 
and if two h’ s are close, their associated Do’s are close. 

To pick fi to be canonical, we need to select an rı that is. Figure V.2.B shows ri 
is a variable rotation. If one wished an equation of such a rotation, one might consider 
the great circle on S? through a,sg,and b. Let c1, di be the points of this great circle 
in the order a, cy, so, b, di, a where cj is halfway between a and so while dl is 
halfway between b and a. Then restricted to the great circle, rı is the identity on 
diaci, takes clso linearly onto c1b , and takes sod; linearly onto bd,. Also, ri is de- 
fined to be the identity on the poles of S? with respect to this great circle. Elsewhere on 
S*,r, is defined to take each semicircle on S2 joining these poles linearly only another 
such semicircle. The second such semicircle is determined by the image of the midpoint 
of the first. 

We proceed in this fashion to select rı, ho, Dy, the D;’s,and $'; canonically . 
This makes the homeomorphism ¢f~! canonical. 

Question. If B? is a 3-ball, it is not possible to get a map $: (Bd B?, R?)—> 
I( B°, R? )such that for each h, € I(Bd B?, R?) , Ph, agrees with h, on Bd B? since 
some h,(Bd B?)’s are wild from their interiors. If I’ (Bd B?, R? )is the set of elements 
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of I(Bd B?, R?) whose images are tame, is there a map $: I' (Bd B?), RP 1(B?, 
R?) such that $h, and h, agree on Bd B’? Our proof of the canonical collared Schoen- 
flies theorem made use of the given collar but one might think that it might be enough to 
know that there be a collar rather than have one selected. 

Theorem V.3.A shows that it is possible to map one topological space into another 
subject to certain restrictions. This is a type of selection theorem. Some selection prob- 
lems are quite hard. We give four examples of questions of which we know only the an- 
swers to the first and fourth. In each case we are dealing with a collection of homeomor- 
phic compact objects in the same space and decide that the distance between two objects 
is the least upper bound of all e’s such that there is an e-homeomorphism of one object 
onto the other. 

1. If G is a collection of straight line segments in R?, is it possible to continuously 
select a point from each? 

2.1 G is the collection of all arcs in R?, is there a map f: G—> R? such that for 
each g€G,f(g)€ g? 

3.1f£ G is the collection of all simple closed curves in R?, is there such a selection 
map f: G>R?? 

4. If G is the collection of all simple closed curves on $2, is there such a selection 
map f: G>S?? 

To see that the answer to Question 4 is negative, one might restrict his attention to 


the circles of radius + on the round unit S?. If a point is selected from a circle, the 


point determines a vector on S° from the center of the small disk bounded by the circle 
to the selected point. That one cannot get a continuous collection of vectors on a 2- 
sphere is sometimes interpreted by the layman to mean that there is a place on the earth 
where the wind is not blowing—you cannot comb the hair on a billiard ball. 

This does not answer the question as to whether there is a map of J’ ( S” -1,S") in- 
to I( S”, .S")such that a homeomorphism in 了 (S"-!, S”) and its images in I( S", S") 
agree on S"-!. 

V.4. Local flatness. Suppose M"~' is a topological ( n — 1)-manifold in an n- 
manifold N”. We say that M"~' is locally flat if for each point p © M"~' there is a 
neighborhood U in N” of p and a homeomorphism of U into R" that takes U Om"! 
onto a canonial(n — 1)-plane in R”. Locally having a cartesian product neighborhood or 
being locally bicollared are essentially the same as being locally flat although these defi- 
nition use the fiber approach rather than the hyperplane one. Other authors use fibers 
with dimensions greater than or equal to 1(see[ R; ] ) ,but we shall ont. We learn from 


1053 “Su _ _2oR, 


从 庞 加 莱 到 佩 雷 尔 曼 一 一 庞 加 莱 猜 想 的 历史 


Theorem V.4.A that S"-! is tame if it is locally flat. 

THEOREM V.4. A. Any homeomorphism of one locally flat (n — 1)-sphere in S” 
(or R") onto another in S"( or R") can be extended to a homeomorphism of S"( or R") 
onto itself. 

The theorem follows from Theorems V.2.A and V.2.B when it is shown that an 
(n — 1)-sphere has a caretsian product neighborhood if it is locally flat. 

THEOREM V.4.B. Suppose the connected(n — 1) -manifold M"~! in the n-mani- 
fold N" is the common boundary of two components of N” — M"-'. Then M"~' has a 
cartesian product neighborhood in N" if M" -lis locally flat . 

Some two-sidedness condition in the hypothesis of Theorem V.4.B is required . 
There is a simple closed curve J in a projective plane P? that does not separate P?. Al- 
though J is locally flat in P?, it is the center line of a Moebius band and does not have 
a cartesian product neighborhood. 

In proving Theorem V.4.B, it is convenient to work with a component U of N” — 
M"~' and note that M"~! is locally collared in M"-'UU. We shall find that the proof 
that M”! is collared in M’~'U U makes no use of themanifold properties of M"~! so 
we state the results as follows. 

THEOREM V.4.C. A subset X of metric space Y is collared in Y if it is locally col- 
lared in 了 . 

The following two lemmas are used in the proof of Theorem V.4.C. They show how 
one may adjust a collar. The adjustment was suggested by Brown in[ By]. A shorter 
version was given by Connerly in [Co |. 

LEMMA V.4.D. Suppose U,, U> are open subsets of X with U, C U, and hi: 
Ui x [0,1), hz: Uy x (0,1) are collars in Y. Then for each open set V in Y containing 
Uz there is an open set V, in Y and a colar h: U, x [0, 1) such that 

U.cVicV 
h=h, on hy'(Y-V),and 
h=h, on hz!(V) 

The lemma is proved by raising a blister over Uz. In describing blisters we shall 
consider certain maps f of U, into (0,1] and use h;( U, x LO, f) )to denote the variable 
cartesian product U „€ u,hilx x [0,f(«))). 

PROOF OF LEMMA V.4.D.Let f,,f> be two maps of U, into (0,1 |such that 

hi(x x t)€ V and is nearer to x than to X — U, if xE U, and t<fi(x), 


R< fis 
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ho( Uz x (0, fo)) Chi ( U2 x [0,fi)). 

The required open set Vi is the blister hy( U2 x [0, fo/2])). In a certain sense 
V = hal U, x [0,f2)) is a blister twice as high. See Figure V.4.D. 

Let g be the homeomorphism of Y into itself that is the identity on Y — V2 and for 
each x € U, sends ha(x x t) to ha(x x (t+ fo(x))/2)for 0< t<fy(x). In certain 
sense, g raises a blister over U2 and squeezes V, into part of V} above Vi. The homeo- 
morphism frees the blister V, since it sends h(x x [0,fo(x))) onto h(x x [f(x)/ 
2,fo(x))). FA=xx[0,f(x)), Figure V.4.D shows ho(A), gho(A),h, (A), 
and gh,(A). Points are raised. 


gh(A) 


FIGURE V.4.D 
The required homeomorphism A : U; x [0,1 ]sends x x [0,1 ]onto 
h(x x [0, fo/2)) U ghi(« x [0,1)) 

where the parametrization is adjusted along h(x x [0,1)) in a natural way as follows. 
If r, is the linear map that sends the segment fz( x )/2, fa( x) Jonto [0, fo(x) |] 

h(xxt)=h(xxt) forO<t<fo(x)/2, 

h(x x t) = gho(x x r,(t)) for fo(x)/2<t<fo(x), 

h(x xt) = gho(x xt) for fo(x) <t <1. 

LEMMA V.4.E. Suppose U,, U, are open subsets of X and hy: Ui x [0,1), h2: 
Ux [0,1) are collars in Y such that each h,(x x t) is nearer to x than to X - U,. 
Then there is a collar h:(U,U U2) x [0,1) such that h = hi on( U, - U2) x [0,1) 
and each h(x x t) is nearer to x than to X —-(U,U U2). 

PROOF. Since Lemma V.4.D syas that we can adjust h, to make it agree with hı 
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in a neighborhood of ( U, N Uz) x 0 in(U,{ U2) x [0,1), we suppose with no loss of 
generality that there is a map fi:( UifN U2)—>(0,1) such that h, agrees with h; on 
(UN U2) x [0, fi). 

Let U', U% be disjoint open subsets of U, U U2 containing U, - U3, U, - U} re- 
spectively. Since each hi(w x 1) is closer to x than to X — U}, there is a map fy: 
U,—~(0,1) such that hi( U’, x [0,1)) misses hs( U’ x LO, fo) )and for t < fo( x), 
h2(x x t)is nearer to x than to X — Up. Let f be a map of U, U U, into(0,1)such that 

f=1 on U,- U, 
f<fi on UN UV- (UU U3) 
f<f2 on U4 
Letting r, be the linear map that takes[0,1]to[0,f(x)],we define h as follows 
h(xxt)=h(xxr,(t)) for xEU - U, 
h(xxit)= h(xxr(t)) for x€ U,- U' 
It is to be noted that hı = hy on x x r,(t) for xE ( ULN U2) - (UU U3) since f < 
fi- 

PROOF OF THEOREM V.4.C.Let | U,} be an open covering of X such that each 
U, has a collar in Y. Since a metric space is paracompact, we can suppose with no loss 
of generality that | U, } is locally finite—that is, each point of X lies in an open subset 
U of X such that U intersects at most a finite number of elements of | U, } . For each U, 
let ha ( U, x [0,1)) be a collar for U, such that each h,(« x t) is closer to x than to 
X- U,. 

Theorem V.4.C follows directly from Lemma V.4.E if | U,} is finite or countable 
but requires a bit of fancy footwork if { U, }is uncountable. 

Suppose | U,} is uncountable and W=(1,2,...,a,...) is a well ordering with 
no last element of the index set of | U,} . For each BE W we let U a= Me gU,. As 
indicated in the following paragraph, it follows from Lemma V.4.E that there is an un- 
countable sequence of collars hz; U x [0,1),h3: Už x[0,1),..., h,: Ut x [0, 
1),...,such that each h,(x x t) is nearer to x than to X - Uj and if BI < By and x 
E Uz but x ¢ Up = a < p, Ua » then hg (x xt)= hg, (x xt). To define h on x x [0, 
1)we let U, be the last element of | U,| to contain x and let h = hy,; on x x [0,1). 

We shall abbreviate h,: U x [0,1 ]by h,. To prove that there is an uncountable 
sequence hz, h3,...,h,,..., as mentioned in the preceding paragraph, one might 
proceed as follows. For each Uj for which there is a collar h, such that each h, («x 


t) is closer to x than to X — Ut , let W, be a well ordering of all such collars. For two 
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sequences hi, hiy, hi,,...(i=1,2)we use the lexicographical ordering to see which J > 
sequence comes first— find the first place where the sequences differ( say in the yth slot) d 
and then decide which of the two sequences comes first on the basis of whether or not hy 

or hê, comes first in W,:if the two sequences agree on each place where each is de- 

fined, the shorter sequence comes first. Instead of showing that there exists a sequence 

hoy h35... has... -> one has the easier task of showing that there is a unique such 

sequence with the additional property that h, +1 is the first sequence in W, , that agrees 

with h, on UZ — Us. If o is a limit ordinal, h, is automatically determined by the na- 

ture of its predecessors . 

V.5. Weakness of the generalized Schoenflies theorem. A homeomorphism of 
R” onto itself is stable if it is the composition of a finite number of homeomorphisms 
each of which is fixed on an open set. The Schoenflies homeomorphisms given by Theo- 
rems [Il .1.A and Ill .6.C are stable since they have compact support. A translation of 
Theorem V.2.A to R” would say that if BY, B3 are n-balls with locally flat boundaries 
in R”, then there is a homeomorphism h: R"— RR" such that h( Bi) = Bs. However 
there is no assurance that h does not shake R" at its very roots. 

In Chapter XIV we do show that in the case where n = 3 and the Bd B/ are PL 
then there is a PL homeomorphism h : R3— RÈ such that h( BY) = h( B3) and h has 
compact support. The side approximation theorem for R? is given in Chapter XIII. As 
pointed out there, this result(or even the approximation theorem) , can be used to show 
that if M? is a locally flat 2-manifold in R? and e > 0, there is a homeomorphism A: 
R?— R? such that d(h, Identity) < €, h is identity outside € — neighborhood of M?, 
and h( MÊ?) is PL. Hence if B}, B3 are two 3-balls with locally flat boundaries in R? 
there is a homeomorphism + : R?—> R? with compact support such that hi (B}) = hy 
( B3). However, it is to be noted that the method of proof is more difficult than that 
used in Theorem V.2.A. 

The annulus conjecture is that if Bi , B3 are locally flat n-balls in R” with BY C Int 

3, B3 — Int Bi is homeomorphic to S" -lx[- 1,1]. Theorem V.2.A does not pro- 
vide a proof of the annulus conjecture since the homeomorphism h given, might not be 
fixed on any open set. However the techniques of Chapter III and the applications cited 
in Chapter XVIII can be used to establish the annulus conjecture in R? and R°. 

The techniques used to prove Theorem V.2. A about a locally flat( n - 1)-sphere 
in R” does not seem to extend to apply to locally flat( n - 1)-manifolds. They apply only 


to( n — 1)-spheres. However the approximation theorems given in Chapter XIII do apply 
to 2-manifolds in R’. 
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CHAPTER V| THE FUNDAMENTAL GROUP 


In Chapter VI we had need to show that certain sets are not simply-connected. In 
the present chapter we introduce machinery that is frequently used for these purposes. 
We give an algorithm for computing the fundamental group of the complement of a finite 
graph in R?. The study of fundamental groups is a part of homotopy theory. However, it 
is not our aim to consider the broad and useful area of homotopy theory but rather to con- 
centrate on a part of it that has had such a strong impact on the study of 3-manifolds. 

Some authors regard R? as euclidean and denote it by E?. To familiarize the reader 
with his notation, we shall occasionally use it in this chapter. 

VI.1.Paths and loops. A path in a topological space X is a map f of the seg- 
ment [0,1 into X. The images f(0) and f(1) are called the beginning and end points 
of the path. They are also called the initial and terminal points . 

Multiplication of paths. If fı , f) are paths in X such that the end of fi is the be- 
ginning of f2, the product of f, and f,(written fı * fo)is the path 


fi(2t), Oxt s3 
fi* hz 1 

fh21-1), 7<t<l 
In moving along the path f, * f) as suggested in F igure VI.1.A, one moves along the 
path fı at double speed until the end is reached and then moves along f) at double 
speed. It is to be noted that fi * f> is not defined unless the end of fi is the beginning 
of fp. 

Inverse. If f is a path, we call 
f '(t)=fQl-1t),0<t<l 

the inverse of f. As indicated in Figure VI.1.B, we are moving along f in the opposite 


direction. 


AC) =A,(0) 


A0) 


FIGURE VI.1.A 
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SOO) 


FOSSO) 


FIGURE VI.1.B 

Homotopy of paths. If fi, f2 are two paths with the same beginnings and ends we 
say that fı is homotopic to fo with ends fixed (written 万 ~ fz) if there is a continuous 
family of maps F,:[0,1]> XI (O<t<1)such that Fo = fi, Fi afi F,(0) = f,(0) = 
f0), FG) = 站 (1) = 户 (1). The map is sometimes called a homotopy. It may be 
convenient to regard the homotopy as a continuous shifting of the path f, until it becomes 
the path f) as suggested in Figure VI.1.C. We may regard F as mapping the unit pla- 
nar square with the opposite vertices(0,1),(1,1)into X such that F(x,y)= F,(x). 
Note that F is constant on each vertical side of the square. On the bottom of the square 
F is determined by fi, and on the top it is determined by f2- 

Equivalence classes of paths. The above homotopy breaks the paths in X into equiv- 
alence classes. We use [f] to denote the set of all paths g in X such that f ~ g- To 
see that f~ g implies g ~ f one need only reflect the unit square across a horizontal 
segment through its center. To visualize the face that fı ~ f2 and f ~ fs implies fı ~ f3 
one might consider the maps F and G on the unit squares showing that fı ~ fiand fo ~ 
fy respectively, squash each of these squares to one half its normal height, and then set 
the second squashed square on top of the first. The homotopy H showing that fı ~ fais 
given by 


H, = Fx, 0<t<y 


= Gr yaral 
Finally, f ~ f. 

Associativity. Suppose fı» f2» f3 are paths such that the end of fı is the beginning 
of fi41,i = 1,2. Then (fi * fo) * fa and fi * (fo * f3) are defined, although they 
may be different as paths. Under( fı * f2) * f3 one considers moving along fi at four 
times normal speed, along fz at four times normal speed, and along f3 at double speed. 
The rates of speed on fi and f3 are interchanged for fı * (J2 * f3). If F is defined so as 
to be constant on each of the slanting segments shown in Figure VI.1.D, there results a 
homotopy showing that fı * (fro * fa ~ (fi * fo) * fz. 
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hp 
(1,1) 
== | 
Posh 


(0,0) 
FIGURE VI.1.C 
(0.1) (1/41) (1/2,1) i CDS 
天 4 
h 
(0,0) (1/2,0) (374,0) (0,1) AER) 
FIGURE VI.1.D 


Loops. Select a point x9€ X and designate it as a base point. A loop in X based 
at xo is a path in X that has this base point as both a beginning and an end point. See 
Figure VI.1.E. Note that any two loops based at x9 can be multiplied. This puts us in 
a position to use equivalence classes of loops based at xo as elements of a group. 

VI.2.The fundamental group. Let xo be a base point in a topological space X. 
We use 7}(X, xo)to denote the fundamental group of X based at x. An element of 
this fundamental group is an equivalence class of loops in X based at xo. If [f] E x, 
(X,x0),[f]-! is the equivalence class of loops containing f~!. To multiply two ele- 
ments | f],[ g ]of zı (X, xo) we select any two elements fE [f], gE[g], and let 
Lfl*lgl=[f~« g]. It can be shown that this multiplication is independent of the el- 


ements chosen in the class. It turns out that the identity element of 7;( X, x9) is the e- 
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Xo 


FIGURE VI.1.E 


Xo 


FIGURE VI.2 
quivalence class containing the constant map fLO,1] = x9. Multiplication is associative 
and 7, is a group. 

It may be shown that if there is a path f in X from xo to x1, then xı(X, x1) is i- 
somorphic to 7,(X, Xo). To get such an isomorphism one could let the loop g based at 
x, correspond to the loop f * g * f~! based at x9, as shown in Figure VI.2. This corre- 
spondence between loops is extended to a correspondence between equivalence classes of 
loops. 

When dealing with a pathwise connected space X, it is customary to ignore the 
base point and use 7,(X) to designate mı(X, xo). We shall frequently do this in the 
followinig sections. 

VI.3.Graphs.A PL finite graph in E? is the sum of a finite number of straight 
segments such that if two of these segments intersect, the intersection is an end point of 
each. It is a 1-complex. 

A plane P in Fis in regular position with respect to a PL finite graph G if only a 
finite number of lines normal to P intersect G in more than one point and each of these 
exceptional normal lines intersects G in precisely two points which are interior points of 


the segments used to describe G. We wish to alter situations as shown in the left side of 
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Figure VI.3.A so that they become as shown in the right side. 


A 


= 
SM SL 


Bad projections Good projections 


FIGURE VI.3.A 

If a plane P is in regular position with respect to G, any plane parallel to P is in 
regular position with respect to G. If one considers the unit vectors from the origin which 
are normal to planes which are in regular position with respect to G, these vectors inter- 
sect the unit sphere with center at the origin in a dense subset of the unit sphere. 
Hence, there are many vectors such that any plane normal to this vector are in regular 
position with respect to G. 

Consider a projection G’ of G into the plane P wich is in regular position with re- 
spect to G. For convenience we regard P as horizontal so that each point of G is on a 
verticalline with its corresponding point in G’. If one segment of G contains a point p 
which is beneath a second segment we say that p is an undercrossing point and the first 
segment passes beneath the second. In drawing G’ , it is convenient to show a gap in the 
lower segment if one passes beneath the other. In the graph G(or its projection G’ ) 
shown in Figure VI.3.B, there are five undercrossing points, three branch points and 
one end point. 

Although for technicalities in giving proofs, one may give lip service to the use of 
polyhedral graphs, in practical situations one usually draws smooth graphs. The graph 
shown in Figure VI.3.B is shown as a smooth graph in Figure VI.3.C. In working with 


smooth graphs one insists that if one smooth segment of G passes underneath another, 
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there is actual crossing in G’ and not mere tangency. 
There is a theory for studying the fundamental groups of the complements of wild ( 


graphs but that is not treated in this book. 


end point 


N 


Ea point undercrossing point 
FIGURE VI.3.B 
a6 
/ 


f 
/ 


a 


FIGURE VI.3.C 
VI.4. Associative words with loops. Suppose G is a graph(either polygonal or 
smooth) in E? with a nice projection as shown in either Figure VI.3.B or VI.3.C. Let 
V1» V2,*"", Um be the points of G that are end points, branch points, or undercrossing 
points. Let A,,A»,°*+,A, be the collection of open arcs and simple closed curves of G 
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such that no point of any A; is a v; but each boundary point of A; is a vj. The closure of 
each A; is either an arc in G or a simple closed curve in G which intersects at most one 
v;. To each A; we associate an arrow going under A; and designate it with a letter a; as 
shown in Figure VI.3.C. It does not matter in which direction the arrows(short oriented 
vectors) point, but it is customary to think of moving along the A;’s of G in some direc- 
tion and for the arrows to go under from the left side of A; to the right. In most draw- 
ings, there is no need to label the v;’s and the A;’s since it is only the a;’s that are 
used. 

Suppose xo is a point of E? — G selected as a base point and f is a loop based at 
xo taking[0,1]into E? — G. Figure VI.4 shows the image of such an f. We suppose 
that f is normal with respect to G in the sense that[0,1]can be broken into a finite 
number of segments bo, b1], Cbi, b2], =+, Cb, -1,b,](0= bo < bi < < b, = 1)such 
that f is a homeomorphism on each[ b;_,, b;] and either no point of f[ b;_,, 6; ] is be- 
neath G or exactly one point of f[ b;_;, b;] is beneath G and f crosses under a segment 
of G at this point but not under an undercrossing, branch, or end point of G. Although 
not each loop of [ f] has such nice undercrossing properties, for each g € [f] and each 
e > there is a piecewise linear loop f such that d[ f, g] <e. Pushes can change f to 


a piecewise linear loop in [ f|that is normal with respect to G. 


all 


"T 


G6 
a 
as 
ag 
a 
a 10 
Ne ag 
lu ay 


FIGURE VI.4 
To each of the r pieces of [0,1] we associate either a blank or a letter. If Fl bis 


各 
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A 


Racy 


) bi] does not cross under G, we associate a blank. If fl b;_1, 6; ] crosses under A; in 
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the direction of the arrow a;, we associate the letter a;; if it crosses under A; in the op- :) 
posite direction, we associate a is : £ 

To the loop f we associate a word made up of letters 

aiaj! az ieee 

written as follows: We ignore blanks and first write down the letter associated with 
flbo, bi], then the letter associated with f[ bı, bo],...,and finally the letter associ- 
ated with f [ b,-1,6,]. In case f crosses under G we obtain a word with a finite number 
of letters. The word associated with the loop shown in Figure V1.4 is ar l aça7 la7ail0， 
It does not contain the letters ajo! and ag | since f went over G at these crossings rather 
than under. (Some authors borrow the convention from functions that if fg is a composite 
function then g is performed first. They let the last letter correspond to the first under- 
crossing. We find it convenint not to write backwards and use the nth letter to denote 
the nth undercrossing) 

Let W(f) be the word associated with f. 

Suppose fı, f2 are two loops associated with the same word W (fi) = W(f2) = 
xix" x. It may be shown in this case that fı ~ fo so fı» fz belong to the same element 
of zı (E? - G). This is shown by the following exercise . 

EXERCISE VI.4.A.Show that if W(fi) = W (fa) then 

fmf 

Solution. Let ¥1,¥29°"'» Ys and y'10¥20777» Ys be values of [0,1] such that the 
fily:)’s and the 户 (Yi) s are beneath G. Since there is a homeomorphism h of 0,1] 
onto itself so that h(y';) = yi, we suppose without loss of generality that y'; = yi- 

We start modifying f, by getting an f3 such that W(f\) =W) = W(f3) and 
f(yi) = fa(yi). To get f3, we modify f, near the y; s. As shown in Figure VI.4.A. 
a. A short are pjq; of fiL0,1 Jabout fi; (yi) is removed, and it is replaced by a folded 
arc that travels from p; up vertically to near G, then travels parallel to G(but not cross- 
ing over or under G ) until it is almost over f(y; )» then descending to 万 [0,1] and 
crosses under G with an arc of 户 [0,1] containing fa( yi)» then rises vertically to near 
G, then runs parallel to G back to a point above q; and then finally drops down to q; - 
Since fa[ y;-1, yi] has the same ends as fol y;-1» yi] and each runs above G except at 
its end points, there is a homotopy of f3 to f2 in E? — G that leaves each of 0, 71,°""> 
y,, 1 fixed. Since fi ~ f3 ~ fa, [fi] and [f2] are the same element of ri( FE’?— G). 

Although we have shown that fı ~ fo if W(f,) = W(f2), one should not conclude 
the converse that fı ~ f2 implies W( fi) = W(f2). Such is not the case. It may be that 
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fı ducks under A; as shown in Figure VI.4.A.b and picks up the letters a,a7!. In fact 
two loops fi , f2 are homotopic if W( fz) can be obtained by either cancelling or inserting 
the adjacent letters a,a;' or a; ‘a; any place in W(f,). In the next section we point 


out other conditions under which different words are associated with homotopic loops. 


FIGURE VI.4.A.a 


FIGURE VI.4.A.b 
VI. 5. Relations. We shall consider operations by which W( fi) can be changed to 
W(fr) if fi ~ fo in E? — G. To do this we consider a relation at each end point, 
branch point, or undercrossing point of G. A relation ( designated by r; = 1)is a word r 


such that it is permitted to cancel or insert either r; or rj! anywhere in any word. (If 
Ti = %1 XQ" Xs, rj! = XXX Med 

VI.5.A. End point relation. If A; reaches out to v; as shown in Figure VI.5. A, 
the loop f going under A; is homotopic to the loop f which agrees with f generally ex- 
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cept that it goes around the v; end of A; instead of crossing under. The relation r; = 1 


corresponding to v; is a; = 1. 
VI.5.B. Branch point relation. If a loop f goes under the A "5 reaching out from 
, it is homotopic to the loop f partially 


1=1. 


a branch point as shown in Figure VI.5.B 
shown. The relation ri = 1 in this case is a, laaja; 


FIGURE VI.5.A 


FIGURE VI.5.B 
VI.5.C. Undercrossing relation. Suppose f goes around an undercrossing as shown 


in Figure VI.5.C Then f ~ f. The relation ri = 1 is aaa; 'a;' =. 
Suppose we associate a relation r; = 1 with each end point, branch point, 


~ fain E? - C if WA) can be changed to W(f2) by 


and un- 


dercrossing point of G. Then fi 
a finite sequence of the following operations : 


1x anywhere. 
1 


(1) Inserting xx -l or 


(2) Canceling xx ~' 
(3) Inserting any ri or its inverse anywhere . 


or xx anywhere. 
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FIGURE VI.5.C 


(4) Canceling any ri or its inverse anywhere. 

We shall show in the next section that the converse of the preceding paragraph is 
true in that if fi ~ fp in E? — G, then W( fı) can be changed to W( f2) with operations 
of these types. 

We did not impose definite rules as to how to get the r;’s. For example, one per- 


son looking at Figure VI.5.C might have written aaa;'a;' = 1 and another might 
A la- ‘aj = 1. However, this does not matter since 
aaj la; 'a; = ap’ 


have written a,a 


=) ny = PO 
j ar G=a; aj=l 


aaa j 


Pag 
To cancel out a,a; lygod aj one might first insert a; laj before a,, then cancel out the 
middle four letters and then the remaining two. We do not need to choose any particular 
r; while looking at Figures VI.5.B or VI.5.C. In fact, frequently, instead of reading a 
relation like ajaaj'a;' = 1 from Figure VI.5.C, it might be simpler to use either 
a, = ajajaj' or aa, = a,a;. 

EXERCISE VI.5 Suppose W(f,) = a;a3',r, = a, is an end point relation, and 
T2 = Ggajga7 ‘ajo! is an undercrossing relation as in Figure VI.3.C. Describe an fo so 
that f3 ~ fı and W(f3) = agawa 'ap az. 

Solution. Slip the graph of fi from under a; to get an f) such that Si ~ fo and 
W(fo) = az'. Next, slide the first part of the graph of fz so that it comes near the sub- 
script 8 of ag in Figure VI.3.C. Push the curve down here and let it cross first under 
ag and ajo in direction of the arrows and then under a; and alo in directions against ar- 
rows, and finally back up near the point of original descent and let if continue as before. 
There results an f3 so that fy ~ fa and W(f3) = agaioa7 lan!las !. 

VI.6.Shelling. In this section we digress from considering fundamental groups to 
look at shelling. Suppose T is a triangulation of a PL disk D2. A shelling of D? is an 
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no 
ordering of the 2-simplexes A,A, AZ of T such that if l<no<n, U A? is a PL 


disk. We say that A? was shelled first and A? saved until last. This last A? is not shelled 
at all but left instead. 

THEOREM VI.6.A. Any triangulation of a 2-disk can be shelled so that any des- 
ignated 2-simplex can be saved until last . 

PFOOF. The proof is by induction on the number of 2-simplexes in the triangula- 
tion T of a disk D?. We are given Aj and it is saved until last. 

If some 1-simplex Al of T spans D?, it separates D? into two disks Di, D3 so that 
Ac Di and Di 站 D2 = A!. Then shell D, saving until last the 2-simplex of T in D? 
containing A! . 

If no 1-simplex of T spans DŻ, start by using for A? any 2-simplex in T other than 
A? with an edge on Bd D. 

Instead of triangulating a disk we may subdivide it inot subdisks . It is to be under- 
stood that if two of the subdisks intersect, the intersection is a subset of the boundary of 
each. Such a subdivision is called a cellular subdivision of a disk. A shelling of this 
subdivison is an ordering D; , D2,*** , Dn of the subdisks such that each Di UD- U +- UD; 
(1<i<n) isa disk. The following is a variation of Theorem VI.6. 

THEOREM VI.6.B. Any cellular subdivision of a-disk can be shelled so that any- 
designated disk of the subdivision is saved until last. 

Shelling off 3-simplexes in dimension 3 plays an important role in the study of 3- 
dimensional topology , but we postpone a discussion of this until the sixth section of Chap- 
ter XIV. 

VI.7. Changing words. In this section we show that if fi ~ fo in F? — G then 
W(f,) can be change to W(f2) with a finite number of operations of the following four 
types: 

(1) Inserting xx~! or x~'x anywhere. 


| ' anywhere. 


(2) Canceling xx or x” 

(3) Inserting any ri or its inverse anywhere. 

(4) Canceling any r; or its inverse anywhere. 

It simplifies matters to regard things as polyhedral so we suppose that G is a finite 
graph, P is a horizontal plane in regular position with respect to G, p is the vertical 
projection into P, G’ = o(G),and fi, f2 are piecewise linear loops normal with respect 
to G such that fı ~ fy in RY ~ G. No vertex of the graph of f; is on pe '(G'), and no 


point of the graph of f; intersects any vertical line through either a vertex of G or an un- 
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dercrossing point of G. 

Let S be a square disk in R? with opposite vertieces(0,0)and(1,1), h; be a PL 
homeomorphism of[0,1]onto the union of the left side and top of S, and g2 be a PL 
homeomorphism of [0,1 ]into the union of the bottom and right side of S. Let F be a 
homeomorphism of Bd S into R? so that F(h,) =f; and F(g2) = fo. 

Since fı ~ fo in R?- G, there is a map F’: SR? — G such that F’ = F on Bd 
S. Let T be a triangulation of S of small mesh and F be a linear map of S under T in- 
to R°- G. At first we let F = F' on vertices on T but then make needed shifts so as to 
get a linear map F: SR? - G so that 

F= F' on Bd S 
and for each 2-simplex A? of T, if oF (A*) intersects G’ , it intersects as shown in Fig- 
ures VI.7.B, VI.7C, VI.7.D or VI.7E. 
(1,1) 


FIGURE VI.7.B 
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FIGURE VI.7.C 


FIGURE VI.7.D 


?(Undercrossing point) 


FIGURE VI.7.E 


While we could cope with any shelling of any arbitrary triangulation of S, there is 
some simplicity in triangulating S as shown in Figure VI.7.A and shelling off MN, 
A _1,°**, A? in the order shown. Recall that h; took[0,1 |Jonto the left side and top of 
S. We suppose As is shelled and we get a new h(say h2) that differs from h; in that 
h2[0,1] contains the slanted and vertical side of A rather than the horizontal side. Al- 
so, h3(0,1)contains vertical and horizontal sides of A? _, rather than a slanted side. As 


i increases, h;[0,1] moves down until ha+1L0,1] is the union of the bottom and right 
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side of S. 

Note that W(f;) = W(F(h,)) and W(fp) = W(F(h,+1)). We complete veri- 
fication that W(f,) can be changed to W( fz) by allowable operations by showing that 
for each i, W(F(h;)) can be changed to W( F(h;,1)) by such operations. We pass 
from h; to h;,, by shelling Again 

If 0F (AG 41-00 GC =0, WC F(h;)) = WC F(h;,1)) and no operation in neces- 
sary. 

If pF (A? 41-1) G’ resembles Figure VI.7.B, F(A2,i-1) N G =Ø so G ei- 
ther passes below or above the triangle since F (S) c R? - G. If it passes below, 
W(F(h;))= W(F(h;.1)), and if it passes below, the operation used depends on 
which sides of A eiet belong to h;[0,1]and h;,,[0,1]. If one of the sides crossing 
under G belongs to A;[0,1] and the other to h;.:L0,1],W(F(h;)) = W(F(h;,1)) 
with no change. If both such sides belong to the same one of hi[0,1],h;,1[0,1], an 
operation of Type 1 or Type 2 changes WF(h;)to W(F(h,,1)). 

If oF (0241-1) G’ resembles Figure VI.7.C, G misses F(A? 4-1). If G is 
below, WC F(h;)) = W(F(h;,,)),and if it is above, an end point relation can be 
used to change W(F(h;)) to W( F(h;41)). 

Also, if Figure VI. 7. D shows the situation, G misses F ( NX +i-1) and 
W(F(h;)) = W(F(h;41)) or can be changed to it by using a branch point relation in 
cojunction with some operation of Types 1 and 2 to make the branch point operation have 
the proper start. 

If Figure VI. 7. E describes the situation, there are more possibilities. If 
F(A?,;_1)is above G,W(F(h;)) = W(F(h;,,)). If it is below, the procedure is 
the same as in consideration of Figure VI.7.D except that we use an undercrossing rela- 
tion rather than a branch point relation. If one part of G is beneath F (A? + i-1)and an- 
other part is above, we ignore the part below below and proceed as in the treatment of 
the case shown by Figure VI.7.B. 

Suppose G is a PL finite graph in R? and f; , fo are loops in R? — G with a com- 
mon base point. The principle results of § § VI.5 and VI.7 can be stated as follows. 

THEOREM VI.7 fi ~ fo in R? — G if and only if W(fi) can be changed to W( fa) 
by a finite number or operations of the prescribed types . 

VI.3. Presentation of groups. We use H = | ail, a2,...} to denote the free 
group with generators a;,a),.... An element of H is an equivalence class of words (fi- 


nite ordered set of letters) where the letters of the words are the generators al, 4 ,... 
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and their inverses a`! 


and only if one can be changed to the other with a finite number of operations where 


1 or xy some- 


each relation consists of either the insertion of two adjacent letters xx ~ 
where in the word, or the cancellation of such a two-letter combination. The identity el- 
ement is the class which contains the word with no letters. 

Suppose H’ = | a1, a2,... lri =r2=* =1| is a group, and two words belong to 
the same equivalence class if one can be changed to the other with a finite number of op- 
erations of the following types: 


' somewhere. 


(1) Inserting xx ~! or x7 


l x somewhere. 


(2)Canceling xx~! or x7 

(3) Inserting an r; or its inverse somewhere. 

(4) Canceling an r; or its inverse somewhere. 

An alternative way to look at H’ = |a,a,°"'lr,,72,°°° = 1} is to let H’ = H/K 
where K is the smallest normal subgroup of H which has elements containing the r;’s. 

We find from § § VI.5 and VI.7 that mı ( E? - G) = | ai, a, a, 17, = 
rz =**t =r, =1} where the a;’ s are the letters attached to the arrows going under arcs 
in G and the r;’s are the relations obtained at the end points, branch points, and un- 
dercrossing points of G. 

If G1, G2 are two finite graphs in E’ such that there is a homeomorphism h of E? 
onto E? such that h(G,) = G2, then 2,( E? - G1) = 2,(E? - G,). However, one 
should not conclude the converse that if x, ( Æ? — G,) = xı ( E? — G3) then there is 
such a homeomorphism h. Leaving a dangling feeler off a graph does not alter the fun- 
damental group of its complement. In fact, there are smooth simple closed curves(tame 
knots)in E> such that the fundamental groups of their complements are the same even 
though there is no space homeomorphism taking one onto the other. However, the differ- 
ence of the fundamental groups of their complements does imply the lack of a space 
homeomorphism . 

There are rules for changing the presentation of a group but we shall not dwell on 
them here. We can add a generator if we add a relation to tell what the generator e- 
quals; a relation may be added that is a consequence of other relations; a relation may 
be deleted that is a consequence of other relations; if a relation tells what a generator e- 
quals, then the generator and the relation may be deleted if no other relation involves the 
generator. 

VI.9.Short cuts. We mention several simplifictions that one discovers as he deals 


with the fundamental group of the complement of a graph in E>. The first three involve 
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changint the graph and the last three involve simplifying the presentation of the group. 
(a) Simplifying projections. If the regular projection of a graph G1 looked like G’, 
as shown in the left half of Figure VI.9.a its complement would have the same funda- 
mental group as the complement of graph G obtained from G1 by a homeomorpism of E3 
onto itself. The projection G', of G shown in the right half of Figure VI.9.a is sim- 


f LO 


Gi 


FIGURE VI.9.a 
(b) Shrinking arcs. If a smooth arc in E? is shrunk to a point, the resulting de- 
composition space is topologically E*. Let G, be a finite graph associated with the pro- 
jection C2 shown on the right side of Figure VI.9.a. There is an arc in G such that if 
this arc is shrunk to a point, G, becomes a finite graph G3 whose projection is shown in 
the left side of Figure VI.9.b. Note that E? - G; is topologically equivalent to E’? - G, 
and 2,(E? - G2) = 7,(E°- G3). 


a 


a 
b 
| © 
e 
© d 
' 7 
Gi 


FIGURE VI.9.b 


Shrinking arcs also enables us to eliminate dangling arcs from finite graphs. See 
Figure VI.5.A. 

(c) Pulling graphs apart. Note that the relation bb~'ca~! = 1 obtained at the 
branch point of G3 merely tells us that a = c. Since no other relation involves b, 


ni(E3- G3) =7,(E°- G4), where the projection C4 of G4 is shown in the right half 
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of Figure VI.9.b. In general, it is permissible to pull a graph G apart at a vertex v if 
the projection of v is a separating point of the regular projection G of G. To compute i 
xı( E? - G1), it would be a short cut to compute xi( E? - G4). One should not con- 
clude that since z; ( E? — G3) = 2,(E° — G4) that E? - G3 and E? — G4 are homeomorphic. 

(d) Droppinig a relation. Instead of pulling a path f under a particular branch 
point or an undercrossing point as suggested in Figures VI.5.B or VI.5.C, it is possi- 
ble to get an equivalent homotopy by pulling the path f to the path f by moving under 
the rest of G. Hence any particular branch point or undercrossing relation r; of 
ri( E? - G) = | ai, a2," , anl Ti = r2 = *** = Tm = 1] is a consequence of the others 
and there is no loss in dropping it from the presentation | al ,az,……，,anlrl= rz=…= 
Tm = 1}. 

(e) Equating generators. Suppose G is a graph whose regular projection G’ is 
shown in Figure VI.9.e. If one followed the suggestions made earlier, one would assign 
different letters to the vectors a; as shown. However, one finds by either moving under 
the part of G on the left, or on the right, that a path going under the lower arc is homo- 
topic to one going under the upper arc. If one writes down the presentation of 7, (E? - 
G) as suggested in the preceding section, if follows from the algebra that a, = az. It is 


a short cut to designate each of al , az by the same letter, say a, without going through 


‘ar. 


\ 


G' 


a 


FIGURE VI.9.e 
(£) Further elimination of generators and relations. Consider a graph G whose pro- 
jection G’ is shown in Figure VI.9.f. Instead of giving the vector c a name, it would 
be a short cut to call it b~'ab. It is convenient not to assign separate letters to vectors 


associated with arcs of G that do not pass above points of G, since these can be as- 
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signed words instead of letters. In Figure VI.9.f we could drop c as a generator and 
combine the relations c = b`! ab and c = d`! ed to become the single relation 
b-'ab =d~'ed. 

As a consequence of this observation, one obtains the following. 

EXERCISE VI.9.A. Suppose G is a simple closed curve which is the union of n 
vertical spanning segments of a cube C and n arcs on the boundary of C. Show that 
m,(E?— G) has a presentation with n generators and n — 1 relations. 

Solution. In Figure VI.9.A we show the cube C with the front face smaller than 
the back and the curve G missing the back face. The generators associated with the arcs 
on the boundary of C are the only ones needed since others do not pass in front of other 
points of G. Hence zı R? — G) can be written with n generators (and inverses). If 
one starts at the top of vertical segments and assigns words for each arc, there result n- 
relations. However, one relation is unnecessary. 

EXERCISE VI.9.B. Suppose C is smooth simple closed curve with n undercrossing 


points. If n>2, then ,(E?— G) has a presentation with n — 1 generators and n — 2 


relations. 
d 
e 
Sa ae 
a b 
G 
FIGURE VI.9.f 
Solution. The n undercrossing points divide G into n arcs A,,A2,...,A,. Let 

a, @2,...,@, be generators associated with the A;’s. 


If some A; does not pass above an undercrossing point, the generator a; can be 
written as the product of other a’s, and the two relations involving a; can be changed to 
a single relation not involving a;. Also, we can ignore another relation so to end up us- 
ing only n — 1 generators and n — 2 relations. 

If each A; passes above an undercrossing point, no one passes above two. If A; 


passes above A,() Ay, we can replace a, by the appropriate three-letter word and drop 
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FIGURE VI.9.A 


the corresponding relation. Dropping another relation gets us down to n — 1 generators 


and n — 2 relations. 
EXERCISE VI.9.C. Can the polygon P shown in Figure VI.9.C be shrunk to a 


point in the complement of the simple closed curve J shown there? 


FIGURE VI.9.C 


Answer. Yes. A computation of ri(R3 - J) shows that it is the infinite cyclic 
group and P corresponds to the identity element. 

VI.10. Why compute fundamental groups? Some mathematicians study the fun- 
damental groups of the complements of curves for their own sake and because they find 
the study interesting. We point out some applications of the study to the topology of 3- 
manifolds . 

To show that the exterior of the Alexander horned sphere is not simply-connected , 


one might show that the simple closed curve J of Figure VI.10.A cannot be shrunk to a 
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point in R3 - X. 
EXERCISE VI.10.A. Compute and simplify 2,(R?— X) of Figure VI.10.A. 
Solution. xı ( R? - X) = |a, b, c,d, el ecd™! = eab-! = bda-!d-! = 
ada~'c~1=1}. Throw out e, b,c and the last relation to get ril(R3 - X) = fa,d}. 
Hence 7 ( R? -— X)is a free group on 2-generators and J corresponds to the word ada -1 
dl!. 


FIGURE VI.10.A 


Sometimes the presentation for ri is so complicated that it is difficult to determine 
if the group is trivial. Even if xi(R3 - G) is nontrivial, there is difficulty in deciding 
which loops in it are homotopic to constants. The loop theorem from Chapter XVII some- 
times offers help. The proof of the following theorem illustrates this. 

THEOREM VI.10.B Suppose C is the cylinder shown in Figure VI.10.B with 
bases B,, B2; T2, T) are two eye bolts embedded in C as shown so that Tı and T, link 
while T;(\Bd C = B;; and X is a closed set in R? such that X(\ C = B, U B}. fjisa 
simple closed curve in R? — (XU C) that cannot be shrunk to a point in R? - (XU C), 
then J cannot be shrunk to a point in R? - ( XU TiU T3). 

PROOF. Assume that J can be shrunk to a point in R? - (XU TiU T3). Sup- 
pose J and Bd C are PL. Let T be a triangulation of A? and f be a linear map of( A?, 
T) into R? - (XU T U T3) such that f takes Bd A? homeomorphically onto J, f is a 
homeomorphism on each simplex A of T, and each f(A) is GP with respect to Bd C. 
Each component of f~'(Bd C) is a simple closed curve on A”. Induction on the num- 
ber of components of f~'(Bd C) is used to show that f does not exist. Assume fo 
(Bd C)has k components and Theorem VI. 10. B is true if it has fewer. Let J; be a 
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simple closed curve of f~'(Bd C) that bounds an innermost disk Di in A?. Then f on 
Jı is not homotopic to a point on Bd C - (BiU B2); otherwise we could redefine f 
near D} and eliminate a component of f~'(Bd C). 

Although J; is a simple closed curve, f( J1) may be singular. However, it follows 
from the loop theorem (see Chapter XVII) that there is a simple closed curve K on Bd 
C — ( Bi U B3) such that K does not bound a disk on Bd C — (B,U B2) but K does 
bound a disk E in the one of C - (T,U T,) or R? - (XU Int C ) containing f( D,). 
We show that this is impossible. 

The simple closed K on Bd C separates B, from B, since it does not bound a disk 
on Bd C - ( B, U B2). It follows from Exercise VI.10.A that E ¢ C- (T U T2). 

If EcR- (XUInt C),then J can be shrunk to a point in R?-(XUInt C). 
The assumption that there was an f led to the contradiction that there is no place for E. 

THEOREM VI.10.C. The complement of the solid Alexander horned sphere is not 
simply-connected . 

PROOF. Exercise VI.10.A shows that the simple closed curve P of Figure IV.3.C 
cannot be shrunk to a point in R? — H,. It follows from repeated applications of Theorem 
VI.10.B that is cannot be shrunk to a point in any R? — H;. The compactness of the 
image of A? under a map shows that it cannot be shrunk to a point in the complement of 
R- N Hi;. 

Suppose X of Figure VI.10.D is a modification of the Fox-Artin arc as shown in 
Figure IV.9.A where a solid cone Co to the left of F and a solid cone Cl to the right 
of F, are added. To help compute x1( R? — X) we have substituted dotted triods for the 
cones. 

EXERCISE VI.10.D.Compute z;( R? - X). 

Answer . 70; ( R? — X) is a free group on two generators. 

The following result follows from an algebraic computation of ,(R?- X). 

EXERCISE VI.10.E. The simple closed curve Jı shown in Figure VI.10.D can- 


not be shrunk to a point in R?- X. 

We are now ready to prove that the complement of the Fox-Artin arc of Figure 9. A 
is not simply-connected. Let A denote the arc and Co, Cı, C2 be the cones shown in 
Figure VI.10.F. 

EXERCISE VI.10.F. J, cannot be shrunk to a point in R? -~ (A U CoU C32). 

PROOF . Following the proof of Theorem VI.10.B, we find that the assumption that 
J; can be shrunk to a point in R? — (AU CoU C3) leads to a disk E in R?-(AUC)U 
C,)such that EN Bd C; = Bd E and Bd E does not bound a disk on Bd C, - A = Bd 
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F 
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X 


FIGURE VI.10.D 


FIGURE VI.10.F 
Cı- { P1; p2; p3}. Again we find that E cannot be in Cı or in R? - (AU CoU Int 
Ci). 
$ We proved Exercise VI. 10.F by showing there is no place for E. 
) 
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The following result can be proved from repeated application of Exercise VI. 10.F. 

THEOREM VI.10.G. The complement of the Fox-Artin arc shown in Figure IV .9. 
A is not simply-connected . 

The following two exercises are related to Antoine’s necklace. 

EXERCISE VI.10.H. The simple closed curve J shown in Figure VI.10.H can- 
not be shrunk to a point in the complement of T, U T, shown there. 

Solution. zi( R3 - (TIU T2)) = {a,6} and J corresponds to the word bab~! 
an. 

EXERCISE VI.10.1. If there are three or more T;’s in FIGURE VI.10.1, then J 
cannot be shrunk to a point in R? - U T;. 

PROOF. Let Mi be a plug with two holes filling T; as shown. First we show that if 
J can be shrunk to a point in R? - (U T;), it can be shrunk in Cr? - UT;)- M. 


FIGURE VI.10.H 
If J can be shrunk in R? - U T; but not in( R? — U T;) - M4, it follows from the 


argument used in the proof of Theorem VI.10.B that there is a disk E in Mi — UT; 
such that E (Bd M, = Bd E c Bd M, - (U T;), and Bd E does not bound on Bd 
Mi -(UT;). Then one or both of T3, T, prevent D; from lying either in M, or R° - 
M,. Hence J can be shrunk to a point( R? -UT,)-M,. 


Let M, be a plug with one hole which finishes finishes filling T}. An argument 
similar to that used above shows if J can be shrunk in R? — U T; it can be shrunk in 
(R?- UT;) -(M,UM)). By putting in more plugs we find that if J can be shumk 
to a point in R? — U Ti it can be shrunk to a point in the complement of a center line of 


the big torus T. This, of course, is impossible. 


EXERCISE VI.10.J. Can the polygon P of Figure VI.10.J be shrunk to a point 
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FIGURE VI.10.I 
in R? -— (Tu U Th)? 


FIGURE VI.10.J 
Answer. Yes. A computation of ri(R3 — (TU Ti2)) shows that it is a free a- 


belian group on 2-generators and P corresponds to the identity element. 

It is an unsolved question( the Poincaré conjecture )as to whether or not each com- 
pact connected 3-manifold whose fundamental group is trivial is a topological 3-sphere. 
In trying to construct counterexamples, one might remove from S? a tubular neighborhood 
of a smooth finite graph in S? and sew this tubular neighborhood back in differently. It is 
known that if the Poincaré conjecture is false, a counterexample can be obtained in this 
way. The fundamental group of the complement of the tubular neighborhood is the same 
as the fundamental group of the complement of the graph. It is not known if the study of 


名 fundamental groups will be of any help in solving the Poincaré conjecture, but hops that 
》 
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it may have encouraged an interest in these groups. 

There is a distinction between being able to shrink a curve to a point and the curve 
bounding a disk. Algebra is sometimes of help in deciding whether or not a map is ho- 
motopic to a constant. For example, it shows that P of Figure VI.9.C shrinks in R? -— 
J ,but it does not tell us if it bounds a disk there. It does not tell us if P bounds a sin- 
gular disk in R? — J whose set of singularities is topologically starlike. We seem to need 
stronger tools to decide the Poincaré conjecture. Perhaps there is a 3-manifold whose 
fundamental group is presented in some complicated exotic fashion and that by some 
clever trick the group can be shown to be trivial. If the clever trick did not cause simple 
closed curves to lie in 3-cells in the 3-manifold, we would have a counterexample to the 
Poincaré conjecture. 

VI.11.A homology cube. The cube with a knotted hole shows in Figure VI.11 is 
denoted by M?. A center line for the knotted hole is provided with short oriented normal 
vectors a,b,c to facilitate the computation of ri( M3) by methods we have used earlier 
in this chapter. One finds that m, (M?) = }a,b,claba"! c7! = bea'!c=1}. 


While this presentation can be simplified, it is not our purpose to do so. 


FIGURE VI. 11 


Let J be the simple closed curve on Bd M? associated with the loop which rises 
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from wo to xı, goes from xi to x on the top while circling the hole twice as shown, goes 
down the side of the hole to x3, and returns to xo on the bottom. Then J corresponds to 
the word a?c~!a~'p-!, 

Let P? be the pill box D? x I shown in the lower part of Figure VI.11, where its 
lateral side is denoted by A}. § XVII.1 has a definition of a pillbox. Use A? to denote 
an annulus on Bd M? whose center line is J and let h be a homeomorphism of A? onto 
AŽ. Suppose M? is sewed to P3 along A? and A3 by h as described in IV.2.B and 
IV.2.D. Then K = M3U ,P? has a 2-sphere as a boundary and x ( K?) = G= | a,b, 
claba lc-1= bea~'e-1 = a’c-'a-'h-1!, One may note that if G is abelianized by 
adding relations ab = ba, ac = ca, be = cb, then the first two relations imply a = b = ¢ 
and the last implies a = 1. Hence, the abelianization of xı( Ks) is trivial. 

Sometimes K? is called a homology cube. One could get many other examples of 
such objects by boring different holes in cubes, but then xı% might need to circle the 
hole a different number of times to make the abelianization of the fundamental group triv- 
ial. Some require that the homology cube be topologically different from a 3-cell but we 
do not. 

Question. Is there some nontrivial knotted hole in a cube such that if a pill box is 
added as described, then the fundamental group of the union is trivial? 

VI.12. Other treatments. The techniques we have used for computing the funda- 
mental group of the complement of graphs might be called the shelling method after our 
treatment of Theorem V1.7. This treatment[ B»; | is covered in a Technical Report issued 
by Washington State University in 1965 by R. H. Bing entitled“Computing the Funda- 
mental Group of the Complement of Curves”. There is another widely used method where 
we enlarge G by digging more tunnels so that the fundamental group of the complement 
of the enlarged graph is free abelian. The extra tubes are then plugged and a theorem by 
van Kampen is used to compute ril(R3 ~- G). Treatments of this technique are given by 
Crowell and Fox[ CF], Fox[ F; ] , and Rolfsen[ Rj ] . 
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附录 X How Famous Can a Function Theorist Be® 


The Twenty-Second Problem 
Koebe and Poincaré 

When Paul Koebe traveled he registered in hotels under assumed names, lest the 
waiters and chambermaids besiege him with questions about whether he were related to 
the famous function theorist, Koebe. If they were to find out that he was the great man 
himself, he would have no peace. It is safe to say that few mathematicians have had to 
be so careful. Hans Freudenthal, whose article in The Mathematical Intelligencer is the 
source of much of the biographical information in this short section, wrote: 

When the first day of my study I was inscribed at the Mathematical Institute of 
Berlin University, it happened that Bieberbach was around and heard that I came from 
Luckenwalde. He turned and asked me: “So you are one of the Luckenwalde streetboys 
who run after Koebe to call ‘there goes the famous function theoretician,” are you?” 

Koebe did hail from Luckenwalde, where his family, in Freudenthal’ s words, “ran 
a renowned fire engine plant.” One wonders if something in the Water of Luckenwalde 
encouraged native sons to talk of “renowned” fire engine plants(or function theorists) . 
Luckenwalde provided Koebe many advantages. Born in 1882, he enjoyed the prosperity 
of his family and received and excellent education, attending gymnasium in Berlin and 
then continuing at the University of Kiel in 1900. He finished at Berlin University in 
1905. He also attended Charlottenburg Technische Hochschule, a more practically ori- 
ented school, perhaps with an idea of picking up useful skills for running a fire engine 
plant. He habilitated at Göttingen in 1907, which placed him in a setting where many 
mathematicians were thinking about uniformization theory and Hilbert’ s twenty-second 
problem. In 1907 Koebe, independently of Poincaré, solved Hilbert’ s twenty-second 
problem and achived a measure of genuine fame—at least within the mathematical com- 
munity. He then continued his work as a function theorist with single-minded determina- 
tion and never strayed, doing other important work .in this area. Koebe remained at 


Göttingen until 1910, when he moved on to Leipzig as extraordinarius. Thence to Jena 


@ 转载 自 Ben H. Yandell .The Honore Class—Hilbert’s Problems and Their Solvers. 
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in 1914 as full professor and back to Leipzig in 1926. 

Koebe was respected, due to his talents, but considered“ conceited and disagree- 
able” at Göttingen. He had a reputation for stealing the ideas of younger mathematicians. 
Reid quotes Courant to the effect that Koebe stole the idea of his thesis, not yet pub- 
lished, of which the two had spoken. Koebe rushed off a paper on the same subject and 
thus claimed independent credit for the result. Then Koebe showed up at a seminar 
where Courant was scheduled to speak on his thesis and by virtue of seniority took the 
position of speaking first. This was not well received by Courant’ s friends, according to 
Reid. They rigged up an elaborate apparatus and hid it in a chamber pot under the 
lectern of a class Koebe was teaching. An alarm sounded at erratic intervals as Koebe 
lectured. When he finally pulled the mechanism out of the chamber pot, it was greeted 
with much laughter. One of the mischief makers, Kurt Hahn, saw to it that an article 
describing the incident appeared in the local paper. 

Freudenthal says that Koebe’ s eccentricities were so widely known that “younger 
people, when introduced to Koebe, almost automatically reacted: ‘Ah, the great func- 
tion theoretician,’” Such a greeting, instead of being recognized for what it was, ，Suc- 
ceeded in getting an assistantship for a friend of Freudenthal’ s. 

Freudenthal also syas an “unidentified” man wearing a big hat, a turned-up collar, 
and dark blue glasses gained access to a Göttingen printer and inserted a footnote into a 
paper of Brouwer’ s on uniformization, acknowledging priority to Koebe. This incident 
supposedly happened in 1912, when Koebe had already moved on to Leipzig, so it con- 
tains the additional oddity of a possible special trip. Freudenthal does not vouch for the 
truth of this story and adds that later Koebe said it was a practical joke played on him. 
At the least, it captures something about how Koebe was perceived in Gottingen. 

Freudenthal also wrote the entry on Koebe in the Dictionary of Scientific Biogra- 
phy, which ends: 

Koebe’s mathematical style is prolix, pompous, and chaotic. He tended to deal 
broadly with special cases of a general theory by a variety of methods so that it is difficult 
to give a representative selective bibliography. Koebe’ s life-style was the same: Koebe 
anecdotes were widespread in interbellum Germany. He never married. 

Koebe died Auust 6, 1945. 

A national hero of France and a best-selling author of exphanations of mathematics 
and science to the layman, Jules Henri Poincaré really was famous. By some, he was 
considered an important philosopher. He was admitted to the French Academy, a body 


of forty writers that passes on the correctness of words and usage in the French language, 
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despite the claim that he never revised a sentence. Poincaré was the greatest mathemati- J l 
cian of his time, his only competition being Hilbert. Mathematicians compare him to 

Gauss, which is the highest honor. Blink at his solution of the twenty-second problem in 

the context of his whole mathematical career and you will miss it, and it was he who first 

asked the question . 

Poincaré published around 500 papers in his lifetime, counting only papers report- 
ing original research. His Oeuvres are eleven large volumes. each labeled a tome. 
While the first appeared in 1916, four years after Poincaré’ s death, the last did not 
come out until 1954, so monumental was the labor involved in selecting what was to be 
published. A separate three-volume set on celestial mechanics is important. Poincaré 
lectured on a different topic in mathematical physics every year at the Sorbonne and oth- 
er institutions, like the École Polytechnique, and auditors turned many of these lectures 
into books. 

Though prolific, Poincaré was a deep mathematician . Just as it took decades for 
the mathematical community to begin to understand and use the ideas contained in Rie- 
mann’s eight-page paper on the zeta function, mathematicians find the same kind of 
depth in Poincaré again and again. Insight appear that are clearly expressed for their 
time, yet for which a precise mathematical vocabulary and technique would not be avail- 
able for decades. 

Poincaré came from a distinguished French family full of professionals, often of a 
technical type, and had a highly intelligent, devoted mother. Nearly all of my account 
of his early years comes from Gaston Darboux’ s “ Éloge Historique D’ Henri Poincaré As 
which appeared as a long obituary in Mémoires de L ’ Académie des Sciences de L’ Institut 
de France in 1914. It also appears at the beginning of the second volume of Poincaré’ s 
Oeuvres. Darboux was the French mathematician whom Hilbert had the temerity to eulo- 
gize during the First World War. He had known Poincaré a long time, having been one 
of the examiners for his doctoral degree and for the Ecole Normale. His account has a 
tone of Olympian praise, but I believe it was written with care and is accurate. 

Poincaré is often mentioned and there are many books about aspects of his work, 
but astoundingly, nearly ninety years after his death, there is no comprehensive, mod- 
em scientific biography of him in English or any Western European language that I have 
been able to find. E.T. Bell wrote in 1937: “To give an adequate idea of this immense 
labor one would have to be a secound Poincaré, so we shall presently select two or three 
of his most celebrated works for a brief description.” This echoes H. F. Baker in his 


1915 obituary for the Royal Society of London: “To give any complete account of his 
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work is a task well nigh impossible on account of its vast range.” 

Poincaré’ s parents were“ lorrains tous les deux,” from the Alsace-Lorraine region 
in the northeast corner of France. Poincaré’ s father’ s family was originally from 
Neufchâteau. An ancestor who died in 1750 was an official of the court, conseiller au 
bailliage de Neufchâteau. Another member of the family was a mathematician at the 
collége de Bourmaont near Neufchateau. Poincaré’ s grandfather, Jules Nicholas, a 
pharmacist, was born in Neufchateau in 1794. He was stationed at the San Quentin mil- 
itary hospital in 1814 during the Napoleonic Wars. In 1817, at twenty-three, he moved 
to Nancy, taking along his parents and sisters. The family acquired a distinguished 
house, which sat between the ducal palace and the porte de la Craffe. When Poincaré 
was accepted into the French Academy, a description of this house was included in the 
welcoming speech by Frederic Masson: “solid, massive and without ornament.” 

Into this house was born Leon Poincaré, Henri’s father, in 1828. Leon became a 
prominent physician and professor of medicine in Nancy. Darboux writes that the Acade- 
my of Sciences received his reports with high appreciation and describes him as having a 
spirit “ trés original.” Leon’s younger brother Antoni, born in 1829, achieved a bril- 
liant rank at the Ecole Polytechnique and sent many communications to the French A- 
cademy about meteorology. He became inspector general of bridges and embankments. 
Henri’ s first cousin Raymond Poincaré, one of Antoni’ s sons, was president of the 
French Republic during the First World War and four times premier. Another son of An- 
toni’s, Lucien, became“ directeur de |” En-seignement secondaire au Ministère de l’ In- 
struction publique et des Beaux-Arts.” Darboux lists other distinguished Poincarés and in 
a footnote even traces the name( possibly) back to 1403 and a Petrus Pugniquadrati, a 
student at the University of Paris. 

Darboux does not list an equivalently rich family tree for Poincaré’ s mother. In 
fact, as Bell points out, he neglects even to mention the family name( Launois) , at least 
when she is first introduced, but he does mention her family’s country estate in Arran- 
cy, where Henri spent some of the best times of his childhood. Poincaré’ s mother is de- 
scribed as “très bonne , très active et très intelligente .” Gaston Julia writes in Le Livre du 
Centenaire de la Naissance de Henri Poincaré 1854 ~ 1954 that Poincaré’ s maternal 
grandmother had a gift for mathematics. 

Henri was bom on April 29, 1854, into this lively and intellecctual family. He had 
one younger sister. Her son Pierre Boutroux( 1880—1922) became a mathematician. 

Darboux says that Poincaré had an exceptionally happy, even blissful, childhood. 


“His mother watched over him with a solicitude full of intelligence.” He spoke very 
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young and had trouble at first expressing the rush of his thoughts. When he was give he 
caught diphtheria. Today we have largely forgotten what this illness entails. It starts as a 
mild sore throat but progresses rapidly as a false membrane forms on the surface of the 
throat and toxins poison the body. Death often came rapidly. Poincaré suffered from a 
paralysis of the larynx that lasted for nine months. The illness left him weak and timid 
for a long time. He wouldn’ t even dare to go down stairs by himself and couldn’ t stand 
the rough play of children his own age. During this period he became an avid reader. 
He never read the same book twice, and at this point the power of his memory became 
evient. Darboux says that he could always remember where in a book, on which page 
and on which lines, he had read something. Though perhaps exaggerated, the spatial 
aspect rings ture. We hear that Poincaré was particularly taken by a book of natural his- 
tory, La Terre avant le déluge , by Louis Figuier. This eraly bestseller of science is a 
provocatively written and gorgeous book. Beautifully colored maps of the continents in 
surprising arrangements and shapes during different paleological periolds apear through- 
out. 

Poincaré’ s schooling began with a tutor named Hinzelin who had published well-re- 
spected educational books and who opened up many subjects to young Henri without re- 
quiring much written work. Poincaré’s mother was nervous about this when Henri en- 
tered the lycée at the age of eight, but he received the highest grade on his first essay. 
With a few notable exceptions he would always be first in school. A notebook survives 
from this first year of school that Darboux says makes clear Poincaré’ s exceptional tal- 
ents. His work on history and geography stands out, and a French composition is partic- 
ularly noted as a “little masterpiece.” The exceptionally poor quality of his handwriting 
is also remarked upon. 

School did not seriously inconvenience Poincaré. Homework got done in a haphaz- 
ard though effective way. From a General( Paul) Xardel, who grew up with Henri( Dar- 
boux refers to him only as General Xardel throughout), we have the image of boks and 
homwork on a table, with Poincaré floating around the room, in and out, talking when 
there was conversation available, answering questions about the homework when asked. 
When he went to write he would pick up the pen with whatever hand was available. 

Instead, the future member of the Academy liked to play. Since he was neither 
strong not coordinated, he preferred games for which imagination and spirit were more 
important. Sometimes he played with the sisters of his friends. During summer vacations 
with his maternal grandparents at Arrancy, Henri was allowed freedom to wander in the 
large garden or the countryside. He liked to walk rapidly through the garden with a 
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walking stick at his side. Sometimes he would stop and draw with the stick in the sand. 
He particularly loved animals and had a chance to observe them in the garden. Once he 
accidentally shot a bird in a tree and was greatly saddened. After that he would never 
shoot a gun. 

Darboux reports that Poincaré was a loving son and brother. He was modest and 
didn’t try to prove his superiority over others. However, when he had good reasons he 
could be immovable in his “passive resistance.” Darboux quotes General Xardel, narrat- 
ing a vacation the two families spent together in 1865: “Henri wanted to see everything, ` 
understand everything and explain to us everything.” At the famous Echo of Ramber- 
champ Henri delivered a complete theory of the echo. Xardel said of Poincaré, “He had 
the gaiety and the expansiveness of a child, the reason of a man.” 

When he was thirteen, Poincaré went to the Exposition in Paris and emerged with 
ideas about politics. This led to the founding of a republic called the“Trinasie” in the 
gardens of Arrancy, with his sister and a cousin. It was a federation of three parts, one 
for each child, and each had their own language as well as a common language, which 
they used to conduct the government. Poincaré found that without seeming to he could 
effectively take all the power, but after discovering this he never did it again. The Tri- 
nasie lasted a number of years and was the trellis upon which many games grew. 

Much of the Summer would pass with this free play in the garden with just one or 
two other children. But then there would be a week of visiting and parties with relatives 
in the region. Poincaré participated actively in the amateur theatricals and charades. 
When he was thirteen or fourteen he wrote a verse drama on Joan of Arc—also a lor- 
raine. Poincaré liked to dance; Darboux says he never tired. This active social life con- 
tinued into the school year and his studies never suffered. 

During this period of play Poincaré was demonstating the ability to concentrate 
when something grabbed his attention—a game, a book, an idea. When interested he 
would not let go, even if the time set aside for the subject was over. This focus caused 
him to sometimes forget to pay attention to the world outside. He never could remember 
if he had eaten. Later in life Poincaré described himself as having a poor memory, and 
this is a way to understand that evaluation from a man who remembered everything he 
read. Darboux tells of a time when Poincaré was seven or eight and was walking with his 
mother and sister, lost in thought, when he discovered he was on the other side of a 
small river from them. He remedied the situation by wading in a straight line through the 
river up to his waist to get back on the correct path. 


When he was fifteen Poincaré discoverd his passion for mathematics. Darboux 
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writes, “From this moment this vocation did nothing but grow and become more and 
more dominating and absorbing.” Unlike the extreme case of Ramanujan, though, it did 
not keep him from pursuing his other studies. David Ruelle says that Kolmogorov had a 
theory, offered as an explanaton for the childish behavior of a colleague, that psycholog- 
ical maturation stopped the moment mathematical talent emerged. By this account 
Poincaré was allowed to mature to a relatively advanced mental age. 

Poincaré passed his first set of exams with distinction, acquiring a baccalauréat in 
letters first and following it three months later with a degree in science. His Latin exam 
was evn better than his French exam. Oddly, he did poorly on the written exam in math- 
ematics. He arrived late and appeared to not understand the question, a simple one on a 
convergent geometric series. Poincaré did very well on the oral examination and the ex- 
aminers knew of his reputation. One of the examiners said that if any other candidate 
had presented such an exam he would have failed. The baccalauréat degress, earned at 
the age of seventeen, marked the end of what Americans call high school. However, for 
students headed for the Grandes Ecoles, the most elite schools in France, two more 
years were spent at the lycée. Poincaré passed on to a course called“ elementary mathe- 
matics.” 

The Franco-Prussian War, fought in great part in the northeast corner of France 
where Nancy lies, disturbed Poincaré’ s years in lycée. The French army attacked the 
Prussian army. The Prussians had been studying the lessons of the American Civil War 
and understood that with the new generation of firearms the defending army could sit 
back and slaughter the advancing forces. The French were slaughtered and surrounded. 
The French regime fell and the Commune of Paris( 1871) had its day. Then the Germans 
took Paris and the weak and vacillating Third Republic was installed. The Prussians an- 
nexed the Alsace and part of the Lorraine, but luckily for Poincaré, Nancy remained as 
part of France, though closer to the border than it had been. The occupation was not po- 
lite. Poincaré had been too young and delicate to serve in the army but had accompanied 
his father in an ambulance to tend the wounded. He waw the brutality of war close up, 
but saw more personally compelling destruction when he accompanied his mother and sis- 
ter to Arrancy. The battle of Saint-Privat had been fought nearby. On the journey they 
were forced to pass “in glacial cold, through burnt villages, empty of inhabitants” . 
They found the family home where they had spent so many summers wrecked and looted. 
Poincaré’ s grandparents were fed on the day of the looting by a poor villager. In an in- 
teresting side note, the Japanese, who had been studying military strategy under the 
French, switched to Germany, which is partly why Takagi ended up in Göttingen rather 
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than Paris . 

It is said that these events made Poincaré a lifelong patriot. They certainly had an 
effect on the attitude of his more political cousin, Raymond. During the period of occu- 
pation Henri leamed German so he could read the only newspapers available. Despite 
the poor behavior of the German soldiers, Poincaré went out of his way throughout his 
career to apportion credit fairly to German colleagues. In some of his first major work he 
called what are now more commonly referred to as automorphic functions, at least in 
English, Fuchsian functions, after the German mathematician Lazarus Fuchs, who had 
some early involvement with them. In the same context he referred to Kleinian groups, 
since Felix Klein was working on the subject at the same time as Poincaré. When 
Poincaré delivered a series of six lectures in Göttingen in 1909 at Hilbert’ s invitation, 
hedelivered five in German (although some of the Göttingers were a bit miffed that he 
had the nerve to talk about integral equations, about which Hilbert was in the process of 
making substantial advances) . 

France and Poincaré continued with remarkable continuity after the interruption of 
1870 ~ 1871. In 1872, Poincaré competed in a concours général given to all lycée stu- 
dents in France and won first prize. The next year he took the “special mathematics” 
course and again took first prize. During this last year at the lycée, Poincaré met two 
young mathematicians, Paul Appell ( 1855—1930 ) and Colson ( probably Clement, 
1853—1939), who also became prominent. Appell had moved to Nancy to escape the 
Germans, as his home town of Strasbourg had become part of the German Empire. On 
the first day of class Appell and Colson sized up Poincaré. They were perched above him 
in the tiered classroom and could observe the notes Poincaré was taking, or not taking. 
He was using a funeral announcement for paper. The notice appeared day after day and 
occasionally Poincaré would scrawl ( griffonner )a line or two on it. They were astounded. 
They thought perhaps he wasn’ t serious. However, he had won first prize in all of 
France the previous year in the concours. They approached a more advanced student( the 
lycée in these final two years flowed into or blended with Ecole Forestiere in Nancy ) and 
persuaded him to ask Poincaré a difficult and “particularly obscure” question. Poincaré 
gave the answer’ without thinking a minute.” 

Appell described Poincaré as a student: 

From the beginning of term his intelligence revealed itself immediately to our pro- 
fessor Elliot as it did to us schoolfellows; he had the genial gift of immediate comprehen- 
sion of the particular detail of each equestion, the general idea form which it came, and 


the place it occupied in the whole. He also had this implicity, this horror of effect, this 
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good sence of someone from Lorraine, this sureness in friendship that he retained all his 
life. 

Poincaré took the exams for the Ecole Polytechnique and the Ecole Normale, the 
two most elite schools in France—doorways to the highest positions in French society, 
including the civil service. There is a bewildering array of institutions of higher learning 
in Paris, and many scholars are on the faculty of more than one. ph. D.s are granted by 
the universities. Poincaré chose the École Polytechnique, partly as a family tradition, 
entering first in his class. He did more poorly in the exam for the Ecole Normale, fin- 
ishing only fifth(in France) . Mathematics occupies a particularly high place in these ex- 
ams. Darboux regarded the fifth-place finish as a small failure. Appell finished second 
and chose the Ecole Normale. 

Darboux, writing forty years later, was able to find many people who remembered 
specific details of Poincaré’ s performance in his school exams. In one story, Poincaré 
spoke slowly, then closed his eyes. He asked if he could stop his demonstration. After 
examining the comer of the table he announced he wanted to deliver a different proof that 
was shorter and more elegant. Another story concerns an examiner, Tissot, who felt that 
Poincaré was going to do too well, so he suspended the examination for three-quarters of 
an hour in order to come up with a harder problem, which he found in an advanced ge- 
ometry book. Poincaré listened and then drew the figure. He stood and stared at the 
ground for quite a long time and then started with a solution using advanced methods. 
Tissot announced that he wanted a more elementary solution. Poincaré then left the 
blackboard and delivered a trigonometric solution right at Monsieur Tissot’ s desk, in his 
face as it were, which prompted Tissot to say, “I desire that you not leave elementary 
geometry.” Poincaré complied and the examiner was happy(and by this time undoubted- 
ly happy to be done). He gave Poincaré the highest grade. 

At the Polytechnique, Poincaré continued to sit in lectures without taking notes. 
One preferred method of working was to march up and down the halls of the school deep 
in thought. Sometimes in the off hours he would join friends who had also come from 
Nancy. They would all join arms and walk and talk, but Poincaré would also often sit 
without speaking or moving, lost in his own thoughts as his friends heatedly discussed 
the events of that“ epoch of crisis” . 

The Polytechnique’ s requirements included physical exercise, gymnastics, drill 
with arms, and drawing. Poincaré did awfully at all of these. His friends were particu- 
larly amused by his attempts at drawig and put together a public exhibit of his drawings, 


with labels in Greek such as “This is a borse.” Sometimes they were wrong. “ Young 
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men are without pity like children,” Darboux says. In a much-repeated story, Darboux 
says Poincaré’ s drawing( dessin ) was so bad that he scored a zero in his examination for 
the Ecole Polytechnique. Normally this would stop the entry of a candidate. However, 
the zero was changed to a 1, which is what appears on the official paper that survives. 
This story is not quite correct. He received a 1 in lavis—wash or tint. Under the cate- 
gory of dessin, or drawing, Poincaré received a 12 out of 20. Despite his difficulties in 
these areas his margin of victory on the total entrance exam was about 7% over his near- 
est competition. His clumsiness in drawing figures later did cause him fall out of first 
place when he graduated, because he fouled up the drawing of a figure during the geom- 
etry exam and annoyed the examiner. We don’t hear of Poincaré being overly concerned 
with the exams. He was governed by an internal standard and internally regulated inter- 
ests. 

Upon finishing at the Ecole Polytechnique, Poincaré enrolled at the school of mines 
and gave every appearance of becoming a mining engineer. Many mathematicians and 
theoretical physicists head off to college with the intention of studying engineering, 
which seems solid and practical to parents. We have seen Cantor and Koebe, for exam- 
ple, at least momentarily on an engineering track, and the physicists Dirac and Feynman 
come to mind. However, most are on a career path in mathematics or physics when they 
leave college. Here, however, we have Poincaré completing school, Passing a postgrad- 
uate engineering course, and then working as a mining engineer. He was happy and 
self-confident, and he was expected to be productive. He performed the duties of his job 
well. From 1875 to early 1879 Poincaré was mostly in Paris. He made trips, including 
one to Hungary, to investigate mining techniques. In early 1879 he was sent to Vesoul, 
seventy-five miles south of Nancy, as a practicing mining engineer. When there was an 
explosion in a coal mine that killed sixteen people, Poincaré promptly descended the 
mine shaft to inspect. Darboux says that he showed considerable “ sang-froid” in his love 
of duty. 

During this period as an engineering student and engineer Poincaré’ s interest and 
capabilities in mathematics grew, and he followed a parallel track at the University of 
Paris, preparing for a Ph. D. degree. In 1878 he published his first original paper, 
which was on differential equations, and submitted a more substantial thesis, also on dif- 
ferential equations, for the degree. (Poincaré did publish a paper in 1874 while a stu- 
dent at the Ecole Polytechnique, on geometry, but it was confined to giving new proofs 
of already established results.) Darboux was assigned to read the thesis and was im- 


pressed—there were enough original ideas for many theses. He found many points, how- 
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ever，that needed clarification or revision . Poincaré would never be very concemed with 
details unless he felt they were important. Darboux reports that Poincaré was accommo- 
dating about making corrections that were asked of him. He later told Darboux that his 
mind had already moved on to other things. The thesis was published in 1879, and 
Poincaré received his doctorate in August of that year, while he was working in Vesoul . 

Poincaré received an appointment to teach at the University of Cean in December 
1879, though some duties as an engineer lingered on. He was a promising young mathe- 
matician who had done some original work on differential equations. But this first work 
was like the odd rumblings that might precede the eruption of a volcano, bucause once 
started, only a word like“ eruption” can capture the work that came in the next three or 
four years . : 

At the beginning of May 1880, Poincaré read a paper by Fuchs about a spectific 
kind of differential equation. On May 28 the Academy of Sciences in Paris received from 
Poincaré a paper that contains many of the key ideas of the theory of automorphic func- 
tions, as an entry for its 1880 prize competition. John Stillwell writes, “Poincaré begins 
in the wilds of differential equations. After a long hack through this jungle, he finally e- 
merges into the light of geometry . ” (In this paper he drew a figure that was incorrect, 
noticed it, and told the reader to ignore the part of it that was wrong. He did not recopy 
the page and draw the figure correctly. ) Poincaré himself supplied a piece of 


Jules Henri Poincaré( courtesy of the Archives of the 
Mathematische Forschungsinstitut Oberwolfach) 

what his life was like at this time and what his path was to full production as a 
mathematician. He wrote in Science and Method , published in 1908: 

For fifteen days I strove to prove that there could not be any functions like those I 
have since called Fuchsian functions. I was then very ignorant; every day I seated my- 
self at my work table, stayed an hour or two, tried a great number of combinations and 
reached no results. One evening, contrary to my custom, I drank black coffee and could 
not sleep. Ideas rose in crowds; I felt them collide until pairs interlocked, so to speak, 
making a stable combination. By the next morning I had established the existence of a 


class of Fuchsian functions... I had only to write out the results, which took but a few 
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hours . 

The I wanted to represent these functions... I asked myself what properties these 
series must have if they existed, and I succeeded without difficulty. . . 

Just at this time I left Caen, where I was then living, to go ona geologic excursion 
under the auspices of the school of mines. The changes of travel made me forget my 
mathematical work. Having reached Coutances, we entered an omnibus to go some place 
or other. At the moment when I put my foot on the step the idea came to me, without 
anything in my former thoughts seeming to have paved the way for it, that the transfor- 
mations I had used to define the Fuchsian functions were identical with those of non-eu- 
clidean geometry. I did not verify the idea; I should not have had time, as, upon taking 
my seat in the omnibus, I went on with a conversation already commenced, but I felt a 
perfect certainty. On my return to Caen, for conscience’ sake I verified the result at my 
leisure . 

Then I turned my attention to the study of some arithmetical questions apparently 
without much success and without a suspicion of any connection with my preceding re- 
searches. Disgusted with my failure, I went to spend a few days at the seaside, and 
thought of something else. One moming, walking on the bluff, the idea came to me, 
with just the same characteristics of brevity, suddenness and immediate certainty, that 
the arithmetic transformation of indeterminate ternary quadratic forms were identical with 
those of noneuclidean geometry . 

Returned to Caen, I meditated on this result and deduced the consequences. . . 
[but ran into a problem ] . 

Thereupon I left for Mont-Valérien, where I was to go through my military service; 
so I was very differently occupied. One day, going along the street, the solution of the 
difficulty which had stopped me suddenly appeared to me. I did not try to go deep into it 
immediately, and only after my service did I again take up the question. I had all the 
elements and had only to arrange them and put them together. So I wrote out my final 
memoir at a single stroke and without difficulty. 

This is a striking passage. Poincaré seems to have an official workday for mathe- 
matics of one or two hours during this period. There is also remarkable evidence of self- 
confidence. When he sees the answer to major difficulties he has other things to do, so 
he does not verify his insight immediately. He has seen the answer. 

Poincaré’ s creation of the theory of automorphic functions secured his reputation as 
a mathematician( though it did not win the 1880 prize competition). He published two 
brief accounts of his results in Comptes Rendus in 1881 and was called to a position at 
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the University of Paris in the same year. He published a full account of his results in a 
series of four papers in Acta Mathematica in 1882-84. Poincaré’s theory of automorphic 
functions and the discrete groups that accompany and generate them are the ground of 
Hilbert’ s twenty-second problem. 

At the beginning of the nineteenth century there was a relatively small roster of 
functions in the world of mathematics. Algebra supplied the bulk of them, but there 
were also trigonometric functions like sine and cosine, the exponential function, and 
special functions created by calculus and/or physics—all functions of real numbers. As 
the nineteenth century progressed and the real numbers were understood and the imagi- 
nary numbers accepted, there was a population explosion in functions. Function theory 
is an attempt to order, understand, and contribute to this explosion. 

What is a function? At first the idea was intuitive. A function took one number as 
an input and gave back another number as an output. One could draw the graph of a 
function. Usually a function was identified with a specific rule by which it could be cal- 
culated. A simple example is f(x) =2x +3. As x changes, the result of multiplying x 
by 2 and adding 3 changes. Sine( x) has a more complicated rule. In its modern, set- 
theoretical formulation a function is a map(it could be totally arbitrary) from a set that is 
the domain to a set that is the range. It doesn’t have to have any smoothness or even 
have a method of calculation. The only constraint is that it take each member of the do- 
main to a unique element of the range. 

We can illustrate a great deal by examining what happened to the sine function. 
| 
| 
| 


| | 
| | 
| | 
| | 


Its graph repeats itself. We could build the whole graph by repeating the section 
from 0 to 2x. One can come up with the sine function in many ways. However, the his- 


torical source and the most natural way to get the sine function is to look at a circle with 


x 


radius 1: 


We place the circle in a coordinate system and then walk around the circle counter- 
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clockwise. If we go 2x around the circle we are back to where we started. (We could use 
degrees, but mathematicians usually use the distance-walked setup. ) 

The sine function is naturally understood by the picture of the circle and from its 
first appearance was understood in this way. If we had historically come up with the sine 
functiion in some other way, it would have been a surprising moment of clarity when 
someone drew this picture and pointed out the connection. In the first half of the nine- 
teenth century something like this happened with what are called elliptic functions—not 
when the acquired the name“elliptic”, but when they were later connected to the torus. 
They were discovered when mathematicians tried to calculate the distance around an el- 
lipse, or a portion of the curve of an ellipse. Planets orbit the sun in elliptical paths, so 
this was a natural thing to try to do. These calculations led to an integral that could not 
be solved using any function that was available off the shelf. The name “elliptic” stuck 
for the function they discovered, but eventually mathematicians were Investigating ellip- 
tic functions that had very little to do with an ellipse. 

Elliptic functions are analytic functions on the complex plane that repeat, like the 
sine function, but in two separate directions, which we can call w and w”. Just as 
Sine( x) = Sine( x + 2n7) for any integer n, an elliptic function f(z) follows the law: 
f(«) = f(z + mw' + nw" )for any integers m and n. We can’t draw graphs of such a 
function( domain together with range) because the domain has two dimensions, as does 
the range, making a total of four. We can draw the domain, though, and mark the pat- 


tern of repetition: 


The shaded area is repeated all over the complex plane. A region that can be 
copied and used to tile the whole plane is called “fundamental region” . Just as the sine 
function“lives” on a circle and we walk around the circle to get the whole function, a 


similar thing can be done here. We can cut out one fundamental region—a parallelo- 


dx 


D This integral was of the fom: | —— S 
v (1 -= x7) (1- k?x?) 
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gram—and glue the edges to each other where the function starts to repeat, first getting 


a cylinder for w” glued to itself and then a torus(donut) when w’ is glued; 


" 


" 


w 


$ 


w 

We go around one dotted circle( through the hole of the donut)and the function re- 
peats with each revolution. We go around the other dotted circle( walking the top surface 
of the donut)and the function repeats. Riemann noticed this fact about elliptic functions 
in his epochal thesis of 1851, which opened up the full range of complex function theory 
for the first time. 

One of the central, remarkable facts about complex analysis is that if we have a lit- 
tle piece of an analytic function we can continue it, building a function uniquely deter- 
mined in all its particulars by the scrap we start with. As we continue, the function( and 
its domain of definition) grows to its own pattern, as its own thing, and we are inclined 
to think at first that we are wandering in the complex plane, because that is where ana- 
lytic functions originally lived. We wander on our creation in what we, by local land- 
marks, think to be a circle and assume we are back to where we started. However, the 
function has a new value. This is curious and difficult, because functions must give only 
one value for a given input. Riemann’ s solution was to say we don’ t really return to 
where we would calculate we are, but are instead wandering on a more complex Rieman- 
nian surface that is the natural home of the function we are investigating. Sometimes it 
has interconnected leaves, a bit like a screw that we are winding up or down. One of the 
main tasks of the theory of functions from this time on was to determine the shape and 
nature of the surface on which a given analytic function of a complex variable lives. The 
elliptic functions, which were the clue to all this, repeat so reliably that with them all 
we need is a torus. 

Poincaré was blissfully unaware of Riemann’ s ideas about surfaces when he began 
to work on automorphic functions almost thirty years later. In the Words of Jean 
Dieudonné: 

Poincaré’ s ignorance of the mathematical literature, when he started his research- 
es, is almost unbelievable. He hardly knew anything on the subject beyond Hermite’ s 
work on the modular functions: he certainly had never read Riemann, and by his own ac- 


count had not even heard of the “Dirichlet principle”, which he was to use in such 
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imaginative fashion a few years later. 

Freudenthal gives a more detailed account of Poincaré’ s “ ignorance merveilleuse” in 
his piece in the volume celebrating Poincaré’ s centennial. (This volume also contains 
praises of Poincaré’ s patriotism, a photograph of his family home, a reproduction of ear- 
ly exam results, and a facsimile of his handwriting. ) Poincaré himself says laconically , 
“I was then very ignorant.” 

The modular functions Poincaré had encountered in Hermite’ s work “repeat” in a 
more complex way than elliptic function under a group of nonlinear transformations of the 
form z— az + b/cz + d where a,b,c and d are integers and ad - be = 1. Fuchs’ s 
1880 paper precipitated Poincaré’ s work on automorphic functions by leading him to in- 
vestigate questions about a type of differential equation and the functions that come from 
it. Assuming they existed, these functions would remain invariant under discrete groups 
of transformations of the form az + b/cz + d with a,b,c and d allowed to be real num- 
bers. In a discrete group no transformation(be it a member of the group or not)can be 
arbitrarily well approximated by other members of the group. Just as in the case of ellip- 
tic functions, where there is a fundamental region that, repeated, covers a domain, the 
groups that Poincaré was thinking about in his work on automorphic functions take a 
more complicated polygonal region(a fundamental region) and cover a domain, which for 
automorphic functions is the upper half of the complex plane. 

Poincaré came at this from the direction of equations and algebraic transformations, 
so he did not have the clear drawings we have today, in a way analogous to( but far more 
complicated than )not knowing how the sine function relates to a circle. This was early 
1880s work. One may be led to think of crystallographic groups, but Hilbert referred to 
Poincaré’ s work in setting up the eighteenth problem. 

As we saw in the passage quoted, after drinking too much coffee Poincaré saw how 
to construct functions that remain invariant under a group of these transformations. It was 
in the air that a discrete group of this type has a fundamental region that is reproduced in 
a distorted way across the upper half-plane. As he put his foot on the step to the om- 
nibus in Coutances, it came to him that these algebraic transformations were of the same 
form as transformations that appear in non-euclidean geometry. Here is a drawing of this 
for the modular group: 

He realized that this picture (and any more complicated picture of a Fuchsian 
group’s division of the upper half-plane ) was a distortion of a whole non-euclidean plane 
and the fundamental regions were exact copies of each other. It is particularly amazing 


that Poincaré was able to “see” this coming from the direction of the equations. 
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Tessellation of the modular group. A dark and a light 
region together make up a fundamental region. 

With the insight that non-euclidean geometry provided, Poincaré proved a wide 
range of results. He showed that if one starts with a polygon that has appropriate geomet- 
rical properties, one can then find a Fuchsian group that generates it. He discovered a 
classification system and explored some examples in detail. He observed that the edges 
of a fundamental region are naturally connected to each other by the action of the gener- 
ating group. Therefore he imagined cutting out the fundamental region and gluing the 
edges together, just as the edges of the parallelogrms are glued together in the case of el- 
liptic functions to get a torus. He quickly observed that the resulting two-dimensional 
surfaces were topologically complex and could not exist embedded ( without distortion) in 
normal threedimensional space. These more complicated surfaces are the natural home 
for automorphic functions, just as elliptic functions live on a torus. Poinicaré proved that 
if one starts with a compact fundamental region one obtains a surface that is characterized 
topologically by its genus—the number of holes it has. He had rediscovered Riemannian 
surfaces. By 1881 Poincaré was corresponding with Klein, who had been working on this 
problem also, and Klein informed him of the existing literature, so he didn’ t have to re- 
produce all of Riemann’ s work. There was a rivalry between Poincaré and Klein in this 
period, felt more strongly by Klein. 

Poincaré published his work on discrete groups in 1882 in Acta Mathematica in a 
substantial setting of the stage. In his second Acta paper , he showed how to construct an 
automorphic function for any discrete group. This paper is a virtuoso performance of 
classical analysis. Then came a third Acta paper exploring a generalization of Fuchsian 
groups that Poincaré named in honor of Klein. (When Poincaré honored Fuchs by calling 
automorphic functions Fuchsian, Fuchs hadn t worked on them. Now, Klein had not yet 
worked on Kleinian groups.) A Kleinian group is like a Fuchsian gruop except that a, 
b,c and d are now allowed to be complex numbers instead of real numbers. This has 
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large consequences, and Stillwell put it, writing in 1985: 

A Kleinian group action on the plane tums out to be just the shadow of a discontin- 
uous group of three-dimensional non-euclidean motions. . . the difference betwwen Fuch- 
sian and Kleinian can be understood as the difference betwwen two and three dimen- 
siors. This is of course a vast difference, and the theory of Kleinian groups after 
Poincaré had to wait for further progress in three-dimensional geometry and topology, 
much of it coming only recently. 

Here is part of a picture of the limit set of a Kleinian group drawn with the aid of a 
computer. (The limit set is the set of points that are approached by repeated actions of 
the group on the points in the domain. ) 


Limit Set of Kleinian Group( courtesy of Peter Liepa) 

Poincaré’ s fourth Acta paper on automorphic function is the most open-ended , 
suggestive, and least rigorous. In a paper like this one, and there were many others, 
one can get an inkling of how deeply Poincaré was looking into the future of mathemat- 
ics, as if he were building a ship in a bottle through a wormhole to the future. Part of 
this paper is about uniformization by automorphic functions, the subject of Hilbert’ s 
twenty-second problem. 

During the same time period as the papers on Fuchsian functions, a long paper( al- 
so in four installments) , “Memoir on the curves defined by a differential equation,” was 
conceived, written, and guided to publication. Many of the ideas were already present 
in Poincaré’s thesis. Darboux informs us that one of the reasons Poincaré was able to 


write so fast was that he never revised. (Hilbert, on his visit to Paris as a young man, 
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expressed reservations about Poincaré’ s work partly for this reason. ) Dieudonné says: 

The most extraordinary production of Poincaré, also dating from his prodigious peri- 4 
od of creativity( 1880 ~ 1883) (reminding us of Gauss’s Tagebuch of 1797 ~ 1801), is 
the qualitative theory of differential equations. It is one of the few examples of a mathe- 
matical theory that sprang apparently from nowhere and that almost immediately reached 
perfection in the hands of its creator. Everything was new in the first two of the four big 
papers that Poincaré published on the subject between 1880 and 1886. 

A differential equation relates the rate of change of something(e.g., physical posi- 
tion) to something else(e.g., force applied). The most famous of all differential equa- 
tions in Newton’s F = ma, force equals mass times acceleration. The force in this e- 
quation is specified in some way, the mass is the mass of the body being pushed, and 
acceleration is the rate at which the velocity of the body being pushed is changing. In 
tum, veloctiy is the rate at which the position of the particle is changing. The goal is to 
move from this equation, which involves acceleration and force in the moment, to a de- 
scription of the movement of the body as time unfolds. We can write differential euqa- 
tions for many things—fluid folw, the orbits of the planets, the propagation of electro- 
magnetism, the flow of heat, or even the growth of a population of fleas. The equations 
for the sun, earth, and moon cannot be solved exactly, and those for more complex situ- 
ations are even more difficult. The central mathematical tool of science, differential e- 
quations have been studied and studied hard. They were clearly the center of Poincaré’ 
s interest in mathematics. Even when he does epoch-making work in geometry or topolo- 
gy, we find he was usually led there by a differential equation. Poincaré’ s first paper 
was on differential equations, his last paper was on differential equations, and he wrote 
at least one paper on differential equations just about every year of his mathematical life 
(as Dieudonné observed). His work on celestial mechanics is about differential equa- 
tions. Poincaré’ s universality as a mathematician did not lead him to differential equa- 
tions. Rather, it could be argued, his interest in differential equations flowered into u- 
niversality . 

The problem with differential equations is that most of them are too difficult to 
solve. When one attempts to calculate the length of a curve, or the area bounded by a 
curve, at first everything works wonderfully (as it does in a first-year calculus class ) . 
Investigating a circle magically leads to the trigonometric functions (which were already 
available), and they in tum supply the number x. However, as we have seen, the sys- 
tem already breaks down when one attempts the length of a part of an ellipse. 

In 1880 a few elementary differential equations were solvable exactly, and there 
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were some existence theorems that asserted the existence of solutions within a region but 
did not specify them. There were also procedures, usually of questionable validity, that 
allowed one to grind out an approximate solution in a given area using a series expansion 
of some kind. Some of these were clever and worked well in practice. Today one can 
buy software that will solve” differential equations on a personal computer. These pro- 
grams often make use of these old methods. 

Poincaré set out to see what he could figure out about the global solutions of a gen- 
eral type of nonlinear differential equation, specifically, in Poincaré’s terms, dx/X = 
dy/Y, where X and Y are polynomials and only real numbers are allowed. He started 
out by looking at the“critical” points of the equation, that is, when X and Y were both 
zero and the equation lost its meaning(no matter how one wrote it) because it involved 
dividing by zero. Cauchy and Charles Auguste Albert Briot ( 1817—1882) had already 
looked at these points and classified them as“ nodes” , “saddles”, “spiral points”, and 
“centers”. However, Poincaré addressed the problem in wholly original terms. In order 
to get a picture of curves that ran off to infinity, he projected the plane onto a half- 
sphere sitting above it, then flattened the sphere so that everything could be drawn on a 
disc. Here we have one of those jumps so striking in the work of Poincaré. Suddenly the 
space one is working in is non-euclidean, and geometry and topology jump into a prob- 
lem on differential equations. One is discovering how to fit things in and have the ends 
match up. 

Poincaré generalizes the problem; the habital for the curves being sought is a sur- 
face determined by a polynomial. Early topological invariants like genus and Betti num- 
bers come into play. One way of viewing the problem when phrased in this way, and 
how geometry and topology get into it, is by viewing the vector field that is defined by 
these equations as hair growing on the surface that has to be combed and to lie flat. The 
vectors come out of every point on the surface(as the hair on one’s head does not). The 
nodes and spirals, etc., represent different kinds of cowlicks. They are curcial in the 
behavior of any curve(or solution of the differential equation). In general, it is impossi- 
ble to comb a hairy surface without getting some cowlicks. An exception is a torus. 

The hair is combed round and round in the same direction. 

Types of critical points would include: 

(You might get a saddle if you aimed two streams of water at each other head-on. ) 

Poincaré introduces the genus, or number of holes in the surface, and then proves 


a remarkable result: 
Genus = (Saddles — Spiral Points — Nodes + 2) /2 
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He showed that centers, though common with very simple equations, occur only in 
exceptional cases when the equations are more complex. Something like what is now 
known as the ergodic hypothesis makes an appearance, though Poincaré was unable to 
prove it. If one looks at some of these illustrations Poincaré included after having fol- 
lowed the popularization of chaos theory and the many diagrams that have a similar feel, 


one is haunted by how deep Poincaré’ s vision into the future was. 


A qualitative picture of the solution to a differential equation. From Quevers de Henri Poincaré 
(vol.2,p.71) 
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In the last section of this paper, published in 1886, Poincaré looked at the prob- 
lem in higher dimensions. He had already started looking at the three-body problem and 
the problems of celestial mechanics. 

Poincaré was working on the qualitative theory of differential equations. The second 
half of Hilbert’ s sixteenth problem is a question in this area. The nodes( sources and 
sinks), spiral points, and saddles are all defined in terms of how solutions approach a 
singularity—a singularity, in this context, is where the function is not defined. Farther 
out in the region of a singularity one might find a limit cycle. A limit cycle is a periodic 
solution—a closed orbit—that has an“ annulus-like” neighborhood in which there are no 


other periodic solutions. One example could be drawn: 


These are a bit like eddies. This particular limit cycle attracts nearby solutions, 
which approach it asymptotically. Hilbert simply want to know how many limit cycles are 
possible for a given equation. (This is one of the unsolved problems. ) 

In 1923 the French mathematician Henri Dulac“ proved” the number of limit cycles 
for these equations was finite. In 1957 Petrovsky and E. M. Landis( 1921—1997) pre- 
sented an estimate of how large this number was. The“solution” to the sixteenth problem 
Petrovsky and Landis published in 1957 was heralded. However, a gap in their argu- 
ment was soon discoverd, resulting in a retraction some years later. The correctness of 
the bound or limit Petrovsky and Landis found remained in a kind of limbo. In 1980 Shi 
Songling published a counterexample. Then in 1981 Yulij S. Ilyashenko found a gap in 
Dulac’s proof, so that not only was the number of possible limit cycles not known, but 
it wasn’t even certain that the number was finite. F inally, Iyashenko( 1991) and Jean 
Ecalle( 1992) independently, and using different methods, gave rigorous proofs for Du- 
lac’s finiteness result, employing radically more sophisticated methods than Dulac had 
at his service. 

This question is seen as important today. Smale included it on his list of problems 
in 1998, which implies some optimism that it might be solved. If we could better under- 
stand the second half of the sixteenth problem, it would be a step in the direction of bet- 
ter understanding the weather or other complex systems that can fall into repeating cy- 
cles. I asked Ilyashenko how things stood in late 2000. He was optimistic but didn’ t 
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expect a solution soon. He said that a paper by S. Yakovenko and himself and subse- 
quent work of V. Yu. Koloshin provide a “Hilbert type” bound to a special case of the ¢ 
sixteenth problem. This is significant because it is the first time any bound of this type 

has been found. 

In 1885 King Oscar of Swden proposed an international competition, with the goal 
of finding a convergent series solution to the n-body problem. With a good solution one 
might prove the stability of the solar system. This was a perfect opportunity for Poincaré. 
Mathematicians including Pierre-Simon de Laplace (1749—1827), Lagrange, Siméon- 
Denis Poisson(1781—1840) , and Dirichlet all claimed to have proved the solar system 
stable. Dirichlet died before he could write down his proof, and the proofs that were 
written down were not convincing. These efforts mostly boiled down to approximate cal- 
culations of the movements of the planets based on infinite series that might not converge 
and trying to extend that indefinitely into the future. These expansions, though often 
useful for practical problems, invariably contained, sooner or later, terms with“ small 
denominators” that could disturb whatever orderly pattern seemed to be unfolding in the 
lower-order approximations. However, these methods had been for years producing reli- 
able calculations of where the planets should be. 

Poincaré asked a great question: Why do these defective methods often work as 
well as they do? His answer was that many of the series involved were asymptotic. He 
showed that these series generally do not converge to any one answer, but they diverge 
so slowly that if we use them as approximations, the error, though it doesn’ t disappear 
in absolute terms, grows ever smaller on a percentage basis. Further, the percentage of 
error often becomes small after a small number of calculations. Poincaré—and indepen- 
dently Jan Stieltjes( 1856 ~ 1894)—inaugurated the general theory of asymptotic series 
in 1886 papers. 

Using a brilliant array of classical techniques with his clarifying theory of asymptot- 
ic series, as well as his new qualitative picture, Poincaré attacked the threebody and n- 
body problems. He proved rigorously that past“ proofs” of stability in celestial mechanics 
were invalid. The series did not uniformly converge. Yet they were good mathematics. 
The three-body problem is complex, has many versions of exactly how it is stated, and, 
at best, starts from an approximation( point masses in Newton’ s equation) . This qualifi- 
cation of the word“ proof” is essential to understanding what has happened in the area. 
Poincaré’ s writings began a new era in celestial mechanics in which the statements of 
theorems and their proofs could be judged by more rigorous standards. In his first paper 


in this area in 1883, predating the prize, Poincaré had shown that there were an infinite 
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number of solutions to a restricted three-body problem of a type G. W. Hill(1838 一 
1914) discovered in 1878. Neither Hill nor Poincaré actually proved the convergence of 
their answers. Poincaré returned to the restricted three-body problem and proved this 
time that if the mass of the second body was small enough, there were periodic solu- 
tions. Each member of the growing array of special solutions to the restricted three-body 
problem( including Poincaré’ s) was not proved stable if jostled in an tiny way. 

Though not a solution to the question about the stability of the solar system, 
Poincaré’ s progress understanding the equations involved was substantial and he won 
King Oscar’ s Prize in 1889. Poincaré proved the existence of“ homoclinic” points, points 
of stability that can be approached from more than one distinct direction and left in more 
than one direction. Disturbed in small ways, the system becomes wildly unstable—in 
modern terms, chaotic. The picture of the path of solution becomes a homoclinic tangle. 
Poincaré said he wouldn’ t try to draw the picture. 

It has recently been found by scholars that the 273-page paper published as the 
prizewinner wasn’t, in fact, exactly the one turned in. After the journal was already in 
print, errors were discovered. Poincaré went back and found that the error was deeper 
than he had initially thought. He ended up paying to have the issue reprinted, which 
exceeded the prize money he won. But the end result was good—the paer finally pub- 
lished was correct and Poincaré had discovered what we now call chaos theory in the 
course of his own somewhat chaotic process. 

By the mid-1890s Poincaré had outrun the mathematical vocabulary of his time. 
For example, in attempting to formulate the question of stability, he was driven to talk 
about what we would now call measure theory. He ended up using the vocabulary of 
probability, which was scarcely more clearly grounded than the as-yet-nonexistent mea- 
sure theory. Poincaré did not neglect calculation in his assault on celestial mechanics. 
His treatment of the classical methods of approximation in celestial mechanics is still be- 
ing recommended, for example by V.I. Arnold in Mathematical Methods of Classical 
Mechanics (Russian 1974, English 1978). Poincaré wrote close to 100 papers on classi- 
cal computational topics in the theory of the solar system. 

Poincaré worked on many other physical problems, and he continued to be unafraid 
of difficult nonlinear problems. One of his most famous results was the stability of a ro- 
tating pear-shaped body of fluid held together only by gravity—this suggests the possibil- 
ity of a pear-shaped star. He wrote and thought about the partial differential equations of 
physics—heat, fluid flow, elasticity, etc. , which were at a very simple level of develop- 


ment in his time. Physicists today are likely to encounter methods associated with 
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Poincaré in these areas. Writing about chaos theory, L. Galgani says: 

Obviously, no revolution is actually fully a revolution. Indeed, in a sense almost 
everything can already be found in Poincaré; the homoclinic phenomenon leading to 
chaos is explicitly described; the possibility of the existence of invariant tori with good 
frequencies satisfying suitable diophantine conditions is explicitly considered and it is 
shown that one cannot exclude it. . . 

In this connection, it is of interest to remark that possibly the present state of 
awareness can be understood if one takes into account the role. . . [ of high speed numeri- 
cal computers]. Indeed the speculations of Poincaré on homoclinic points were probably 
too advanced, even for the community of pure mathematicians, and only after the exhibi- 
tion of their effects by Hénon[ 1964 ] did people become acquainted with them. 

Topology particularly begged for development. Poincaré said, “Every problem I 
had attacked led me to Analysis situs.” The idea and words for an analysis situs or ge- 
ometria situs go back at least as far as Leibniz, who wanted an inherently geometrical 
analysis of space that was as powerful as Descartes’ s analytic geometry, which used al- 
gebra. Despite Leibniz’s early call for order, as of 1894 there was no organized disci- 
pline of analysis situs (or topology), just isolated and mostly intuitively derived special 
results. Riemann had introduced fundamental topological concepts, such as the degree 
of connectedness (how many cuts are required to cut a surface into separate, simple 
pieces) and the idea of a manifold(a surface that is locally similar to euclidean space) . 
Enrico Betti( 1823—1892) generalized the idea of connectivity to higher dimensions, but 
without a general foundation. Johann Listing ( 1806—1882), Augustus Ferdinand 
Mabius(1798—1868) , and Klein discoverd odd, one-sided surfaces. Poincaré had spent 
a major part of his career already dealing with topological questions and had had enough 
of this uncertainty. In 1895 he created algebraic topology—though it would not be com- 
monly called topology until the 1920s and became heavily algebraic only with time. 

As Poincaré himself described the subject: 

Imagine any sort of model and a copy of it done by an awkward artist: the propor- 
tions are altered, lines drawn by a trembling hand are subject to excessive deviation and 
go off in unexpected directions. From the point of view of metric or even projective ge- 
ometry these figures are not equivalent but they appear as such from the point of view of 
geometry of position that is, topology] . 

Roughly, topology attempts to answer the question of which shapes are the same if 
we allow stretching but no tearing. Was his youthful effort a drawing of a horse? For ex- 
ample, the sphere, the torus, and the Klein bottle(these are surfaces, not solid ob- 
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jects) : 


How are they different? The torus has a hole, while the sphere doesn’t. That dis- 
tinguishes them. Both the sphere and the torus have an inside and an outside to their 
surfaces. The Klein bottle doesn’ t. These ideas were known. The question facing 
Poincaré was how these insights could be made precise and generalized. He came up 
with two separate approaches—what we would today call homology theory and the first 
homotopy group(also known as the fundamental group). Dieudonné wrote: “It has been 
rightly said that until the discovey of the higher homotopy groups in 1933, the develop- 
ment of algebraic topology was entirely based on Poincaré’ s ideas and techniques .” 

Poincaré had married Louise Poulain the year he was called to Paris, 1881. She 
was the great granddaughter of Etienne Geoffroy-Saint-Hilaire, who was the antagoniste 
of Cuvier, a naturalist famous for pathbreaking work on fossils and comparative anatomy . 
Despite their scientific disagreements, Saint-Hilaire was responsible for Cuvier’ s obtain- 
ing a position at the national museum. His descendants continued the association with 
the museum, and Darboux reports that Poincaré’ s mother-in-law actually lived at the 
museum for a long time. Poincaré and his wife had three girls and a boy. Much of 
Poincaré’ s extended family was in Paris either permanently or visiting. He saw much of 
his sister and her family, the Boutrouxs. Photographs of family gatherings or vacations 
are full of children. One imagines that the type of life Poincaré lived as a child contin- 
ued into his adulthood. His fame and genius coupled with his mild, distracted disposi- 
tion would have allowed him to be the focus as much as he wanted to be. 

During the 1890s and the first decade of the 1900s Poincaré became increasingly li- 
onized. He traveled widely and was invariably a featured speaker at any conference he 
attended, though Hilbert upstaged him a bit with his list of problems at the 1900 Paris 
Congress. He traveled to the U.S. more than once. Darboux says he was particularly 
excited by a trip to St. Louis, Missouri, in 1903. Toward the end of his life his opinion 
was sought on every conceivable subject, from politics to the effect of comets on the 
weather. In the words of Dieudonné, offering popular explanations of mathematics and 
science was a chore for which he does not seem to have shown great reluctance.” He re- 
ceived honors and titles and served on committees for railroads, the post and telegraph, 


the national observatory, and educational institutions. Three times, in 1899, 1909, and 
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1910, he was president of the Bureau des Longitudes . He was a member of at least twen- 


ty-one foreign academies and many foreign societies, received at least nine honorary doc- 


q 


torates, and was active in the cause of international bibliography. Poincaré never actual- 
ly ceased to be a mining engineer, but remained under the control of the department of 
public works; he was just on assignment at the universities. In fact, in 1893 he became 
chief engineer of mines and in 1910 inspector general. Of course, he won many prizes. 

Poincaré wrote three popular books on mathematics and science: Science and Hy- 
pothesis ( 1902), The Value of Science (1905), and Science and Method (1908 ) , from 
which we quoted his account of his discover of Fuchsian functions. The books mark a 
high point in writing about science and help explain his appointment to the French A- 
cademy as an arbiter of the language. Scholars in the history of science sometimes refer 
to these books as primary sources, in particulr for the comments they contain on time, 
the aether, geometry, and the ideas behind chaos theory. According to Abraham Pais, 
Einstein had read parts of the first in the years preceding 1905 and the birth of the theo- 
ry of special relativity . 

There has been some debate whether Poincaré should receive equal credit with Ein- 
stein for the creation of special relativity, based on a paper he published in 1905 as well 
as for his clear, early statement of some of the basic principles in the popular books and 
other places. It is true that no one was more conversant with the mathematical theory of 
electromagnetism than Poincaré. The difficulties that require the special theory were 
known to him. The mathematics of the solution must have been child’s play. But what 
did it mean physically? Poincaré had all the pieces, and in 1905 he did publish a theory 
of relativity that was similar to Einstein’s. However, Pais makes a convincing argument 
that Poincaré didn’t, in 1905 or ever, fully understand the way special relativity flows 
from two simple hypotheses, that light always travels at a constant speed and that the 
laws of physics remain the same in any inertial frame of reference. As late as 1909, in 
one of his lectures in Gottingen, Poincaré was still referring to a third hypothesis— 
lenght contraction, which follows from the other two. It therefore seems an exaggeraton 
to give Poincaré equal credit with Einstein for special relativity . 

Poincaré continuously wrote papers on ideas that occurred to him—on number theo- 
ry, algebra, and myriad special topics from anslysis. His work on abelian functions and 
algebraic geometry occupies almost as much space in his complete works as automorphic 
functions. However, he was not the clear leading figure in algebraic geometry in this pe- 
riod. (Since this is Poincaré, in another fifty years we might find out this is his deepest 


work.) His most important paper on number theory( 1901), Dieudonné says, “was the 
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first paper on what we now call algebraic geometry over the field of rationals. °” This is 
ground zero for “arithmetic algebraic geometry.” Mordell’s 1921 theorem and Siegel’ s 
1929 results on diophantine equations start here. The mathematician Isabella G. Bash- 
makova notes: “It seems that Poincaré was completely unaware of the work of his prede- 
cessors bearing on the arithmetic of algebraic curves. He knew of Diophantus’ proce- 
dures. ” 

The last of Poincaré’ s series of papers on analysis situs, in 1904, marks an end to 
the period of expansive creation that began on the omnibus in 1880. However, nothing 
is so cut and dried with Poincaré. The key in much of his last work is that by this time 
Poincaré and others had made progress toward creating techniques and vocabularies that 
allowed questions he might have groped after earlier to be addressed more precisely . 

Having invented algebraic topology, Poincaré could now return to the topic of uni- 
formization of surfaces defined in terms of algebraic and analytical equations. His origi- 
nal 1884 attempt at a proof hadn’ t been complete. Hilbert ( though he seems to think 
Poincaré had earlier been more successful than he really had) called completing this pro- 
ject his twenty-second problem. Poincaré probably thought of it as unfinished business. 

We can now express the problem simply, if we bear in mind that to uniformize is to 
parameterize a surface. The surfaces to be uniformized might be generated by polynomial 
equations or in some other way. Hilbert want to prove there exists a parameterization us- 
ing automorphic functions of any surface defined by“any analytic non-algebraic relations 
whatever.” In particular, he wants to be sure“ all regular points of the given analytic 
field are actually reached and represented.” It is easy to parameterize a piece of such a 
surface, and Poincaré had already done this in the Acta papers. He proved the full re- 
sult in 1907 using a process of exhaustion and a universal covering space( from algebraic 
topology), and thereby solved“ Hilbert’ s” twenty-second problem at the age of fifty- 
three. Koebe solved the same problem independently and pursued his solution in its con- 
sequences with more thoroughness the same year. 

Why is this seemingly technical result useful? To understand what a parameter is, 
consider the equation of a circle; x? + y” = 1( We don’ t include complex numbers in this 
simple example) . It is easy to specify both x and y as functions of a third variable, t 


(the parameter) : 


One of the central goals of number theory is to find rational solutions to polynomial 


equations. Once we have the parametric representation above, it is easy to see how to 
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find a lot of rational solutions to the equation for a circle. Any rational number substitut- 
ed for ¢ yields a rational solution. Success in the twenty-second problem makes the auto- 
morphic functions a complete set of building blocks for parameterizing all of the large 
class of surfaces Hilbert asked about, despite the fact that they would seem to be a nar- 
row subset of all possible analytic functions. Remember, it had been quite an achieve- 
ment for Poincaré to prove the automorphic functions even existed. Now they could stand 
in for the functions using ¢ in our simple example and provide a potential handhold on 
myriad new problems. Once again, Hilbert was concemed with stocking the tool chest of 
mathematics . 

Poincaré received his first intimation of mortality in 1908 when he was attending the 
fourth International Congress of Mathematicians in Rome. He suffered from enlargement 
of the prostate, which prevented his delivery of a talk on the future of mathematics. He 
was operated on by Italian surgeons and seemed to recover. Tobias Dantzig gives a sense 
of his presence in this period: 

I saw him often between the years 1906 and 1910, when I was a student at the Sor- 
bonne. I recall above all his unusual eyes: myopic, yet luminous and penetrating. Oth- 
erwise , my memory is that of a man small in stature, stooped and ill at ease, as it were, 
in limb and joint. This last impression was accentuated by his manner of writing on the 
blackboard. . . 

In 1910 and 1911 Poincaré published in two parts what is probably his deepest pa- 
per on algebraic geometry. Then his difficulties returned, and in 1911 he wrote to the 
editor of that because of his.age and health he was sending an incomplete work for publi- 
cation. He had returned to the three-body problem. The work had given him great diffi- 
culties, but he thought it important and wanted his ideas published. This is sometimes 
known as “Poincaré’s last theorem”. He succeeded in reducing the problem of the exis- 
tece of periodic solutions of the restricted three-body problem to a topological theorem 
about areapreserving mappings of an annulus onto itself, subject to certain boundary 
conditions. If all such maps had fixed points, that is, points that were mapped onto 
themselves, then there were periodic solutions to the restricted three-body problem. 
Dieudonné syas this “was probably the first example of an existence proof in analysis 
based on algebraic topology”. In 1913 a young American, George D. Birkhoff(1884— 
1944) , proved the theorem. Many more theorems of this type have followed. It was a 
new way to prove the existence of and understand periodic solutions, and a direct de- 
scendent is the Moser twist theorem in KAM theory. When one looks at the theory of 
mechanics today one could mistakenly think one had wandered into an algebraic topology 
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Jules Henri Poincaré( courtesy of the Musée de la Poste) 
forum. 

Poincaré did not see the proof of his theorem. On July 9, 1912, he had another 
surgery that seemed to be successfl, but eight days later he died suddenly, probably be- 
cause of an embolism. Great mourning ensued. Pall Painlevé—a mathematician turned 
premier’ president of France—called him“ the living brain of the rational sciences,” 
which, though dramatic, was not far from the truth. 

How could anyone be so productive? One answer comes from Poincaré’ s nephew 
Pierre Boutroux, in a letter to Magnus Mittag-Leffler: 

He thought in the street as he went to the Sorbonne, while he was attending some 
scientific meeting or while he was taking one of his habitual grand walks after lunch. He 
thought in his antechamber, or in the hall of meetings at the institute, while he walked 
with little steps, his physiognomy tense, shaking a bunch of keys. He thought at dinner 
table at family get-gogethers, even in the sitting rooms, interrupting himself often 
brusquely in the midst of a conversation, and would leave his interlocutor planted, to 
follow a thought that crossed his spirit. All of his work of discovery was done mental- 
ly. ..without him, most often, having to check his calculations in writing. 

So the answer is: Think rapidly, think all the time, and write down everything on- 
ly once, when you are going to publish it. Start with miraculous natural talent. One is 
drawn to compare Poincaré with Hilbert. Poincaré’ s relatively early death and Hilbert’ s 
long life tend to exaggerate their seven-year age difference. Both were universal mathe- 
maticians under E.T. Bell’ s definition. Both became mathematically productive rela- 
tively late—in their mid-twenties—and neither rushed his schooling. Each was viewed 
as the other’s only real rival. Yet they were very different. 

Hilbert was disciplined in his writing and, though he didn’ t always enjoy it, was 
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systematic in his study of the literature, retaining assistants to do much of the slogginig 
for him. He worked on one subject at a time, to the exclusion of others. Algebra, num- 
ber theory, geometry, analysis ( including analytic number theory ), mathematical 
physics, foundations. Once done with a subject he seldom went back. In contrast, 
Poincaré wrote rapidly and seldom revised. When starting his career, he was almost un- 
believably ignorant of the existing literature. He eventually came to know quite a lot, 
but less through systematic research than because he had an active mind, and once he 
glanced at something he understood and remembered it. Not only did Poincaré not work 
on only one subject at a time, the subjects he worked on were often hybrids. 

We can see some of the point of view Poincaré wanted to leave in his paper “ L’ 
avenir des mathématiques” (“The Future of Mathematics”). This is the talk he didn’t 
get to deliver at the 1908 International Congress in Rome because of the first flare-up of 
his illness—perhaps an answer to Hilbert’ s “ Mathematical Problems.” Its qualitative 
character stands out. Poincaré generally doesn’ t pose specific problems, but talks about 
directions. He discusses the importance of the invention of new words and the impor- 
tance of words in mathematics. The word“energy”is an example, and he calls it prodi- 
giously fecund, comparing it to a machine that economizes effort. He talks in terms of 
the elegance of methods of thought and of “the art of giving the same name to different 
things” when what we say about one thing is equally true of the other. Where a mathe- 
matician less sensitive to language might think of dual theories, Poincaré uses the word 
“analogy,” and analogie or analogue appear again and again in the sixteen-page paper. 
As he thought of the equations needed for automorphic functions and stepped onto the 
bus in Coutances, he saw non-euclidean geometry. As he thought about finding the 
sometimes rational solutions to polynomial equations, he saw the separate rational solu- 
tions as part of a picture—an arithmetic algebraic geometry . When he thought of differ- 
ential equations he saw one picture after another. In his work on dynamics, the three- 
body problem, and nonlinear differential equations, the specific results, important as 
they are, are probably not as important as the fact that Poincaré recast the mathematical 
language in which these problems are phrased. The coordinates of where something is lo- 
cated at a given moment supply the same information that a still photograph would and 
don’t tell us the direction and speed things are going. Poincaré included velocities as 
coordinates of location in what is now called“ phase space,” and the still photo changes 
into a picture of a more complicated space that shows the system as flowing from one 
state into the next, into the next. A specific solution is a clean line or curve in this pic- 


ture. The idea of hair and cowlicks, the qualitative theory, makes an appearance. This 
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change of point of view paid huge dividends. Poincaré didn’ t originate all of the ideas of 
doing “mechanics on a differentiable manifold” —a string new of words—but he trans- 
formed bits and pieces into a systematic vision that he used to investigate hitherto in- 
tractable problems. His ideas are still being explored with great energy. 

Whe have returned many times to the controversy over Cantor’s set theory. Earli- 
er, I glided over Poincaré’ s intuitionism and said that whatever reservations he may have 
had about Hilbert’ s program and set theory, Poincaré was hardly a partisan of a restrict- 
ed mathematics. In“The Future of Mathematics” he puts his point of view concisely. He 
seems to be reactig almost instinctively to the limits of merely mechanical language and 
purely formal systems. For him a machine has levers and grease and pulleys and will let 
him ride down into a mine. In“The Future of Mathematics” he admits that certain results 
arising from Cantor’ s theory are useful. (After all, as we have seen, the words of set 
theory are a remarkably efficient machine for saying things about mathematics. ) But then 
he says, “I think for my own account, and I am not alone, that the important point is to 
not introduce things that one cannot define completely in a finite number of words.” This 
almost seems to jump off the page and conjure Paul Cohen’s minimal model, in which 
“every element can be ‘named’ .” In this modes the continuum hypothesis is true, but 
Cohen then uses it to construct a second model in which the continuum hypothesis is 
false—proving it independent. Poincaré would have undoubtedly have seen Cohen’ s 
method as a more precise rersult, but in his time, more than fifty years earlier, his intu- 
ition told him that these questions were imprecise, and he had some intuition why. 

This book celebrates Hilbert’s problems. In his 1951 article, “A Half-Century of 
Mathematics,” Hermann Weyl wrote: 

David Hilbert. . . formulated twenty-three unsolved problems which he expected to 
play an important role in the development of mathematics during the next era. How much 
better he predicted the future of mathematics than any politician foresaw the gifts of war 
and terror that the new century was about to lavish upon mankind! We mathematicians 
have often measured our progress by checking which of Hilbert’ s questions had been set- 
tled in the meantime. It would be tempting to use his list as a guide for a survey like the 
one attempted here. 

This chapter on Poincaré suggests some ways in which Hilbert’ s problems are in- 
complete. To cover more of the century, Particularly the second half, we should discuss 
Poincaré’ s problems, though he didn’ t leave them in a tidy list. Here are nine such 
problems touched on in the previous pages and unsolved at the time of Poincaré’ s death. 
One could easily find others. 
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1. Describe the limit sets of Kleinian groups. 

2. Investigate what are now called Teichmiiller spaces—first suggested by Poincaré 
in the fourth Acta paper on automorphic functions , 1884. 

3 .Solve the second half of what came to be called Hilbert’ s sixteenth problem— 
and more generally extend Poincaré’ s qualitative methods in the study of differential e- 
quations . 

4. Achieve further results on of the problem of small denominators in the n-body 
problem. (KAM theory did this, 1954 ~ 1963.) 

5. What is the significance of homoclinic points and homoclinic tangles in the n- 
body problem? (Chaos theory addressed this in the second half of twentieth century. ) 

6. Put Poincaré’ s work in algebraic topology on a firm foundation-homotopy and ho- 
mology. Explore the immediate consequences of these ideas. ( Accomplished by many, 
1900—1940. ) 

7.Prove or disprove the Poincaré conjecture for dimensions three and greater—a 
three-dimensional manifold is essentially the same as(homeomorphic to) a three-dimen- 
sional sphere if the manifold is closed, smooth, simply connected, and has the same ho- 
mology. ( Solved five or more dimensions, Smale, 1960 ~ 1961; four dimensions, 
Michael Freedman, 1982; three dimensions, unsolved as of 2000. ) 

8.Explore the ideas in Poincaré’ s 1901 paper about algebraic geometry over the 
field of rational numbers to prove results about diophantine equations. This is now called 
arithmetic algebraic geometry. (Central to Wiles’ s 1994 proof of Fermat’ s last theo- 
rem. ) 

9. Prove Poincaré’ s last theorem—the theorem Poincaré published without proof 
just before he died. (George Birkhoff, 1913.) More generally, extend this topological 
method in the study of dynamics and stability . (Work is ongoing. ) 
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附录 XI ” 陶 哲 轩 怀 念 威廉 瑟 斯 顿 " 


威廉 . 瑟 斯 顿 (William Thurston) , 曾 对 低 维 流 形 和 相关 结构 的 理解 做 出 过 本 
质 性 贡献 的 著名 数学 家 ,在 本 周二 (2012 年 8 月 21 日 ) 去 世 了 ,享年 65 岁 . 

或 许 瑟 斯 顿 最 有 名 的 成 就 是 Haken 流 形 的 双 曲 化 定理 ,该 定理 表明 满足 一 
定 拓扑 条 件 的 任何 三 维 流 形 都 可 以 赋予 一 个 双 曲 几何 结构 ( 即 一 个 能 够 使 得 该 
流 形 等 距 于 一 个 双 曲 的 三 维 球面 H 之 商 的 黎 曼 度量 ) .这 个 连接 着 三 维 流 形 
的 拓扑 结构 与 几何 结构 的 高 难度 定理 引导 瑟 斯 顿 给 出 了 有 广泛 影响 力 的 几何 
化 猜想 ,这 个 猜想 (至 少 理论 上 ) 对 任意 三 维 流 形 的 拓扑 结构 进行 了 完整 的 分 
类 ,分 为 八 种 标准 的 几何 (现在 被 称 为 瑟 斯 顿 标准 几何 ) .这 个 猜想 有 很 多 推论 ， 
包括 琶 斯 顿 的 双 曲 化 定理 和 (最 著名 的 ) 庞 加 莱 猜 想 .事实 上 , 它 把 庞 加 莱 猜 想 
置 于 一 个 概念 上 更 吸引 人 的 一 般 框架 中 ,这 个 框架 中 许多 其 他 的 情况 已 经 被 证 
实 , 瑟 斯 顿 提供 了 一 个 指向 证 实 庞 加 莱 猜 想 的 最 强 有 力 的 证 据 . 直 到 2002 ~ 
2003 年 中 , 佩 雷 尔 曼 (Grigori Perelman) 的 工作 通过 发 展 哈密 尔 顿 (Richard Hamil- 
ton) 的 瑞 奇 流 (Ricei flow) 的 方法 证 明 了 庞 加 莱 猜 想 和 几何 化 猜想 都 是 正确 的 . 
《现在 有 几 个 佩 雷 尔 曼 关于 两 个 猜想 证 明 的 变 体 ; 在 Besseires，Besson， Boileau, 
Msilot 和 Porti 的 几何 化 证 明 中 , 瑟 斯 顿 的 双 曲 化 定理 即 是 一 个 关键 的 部 分 , 它 
容许 绕 过 佩 雷 尔 曼 证 明 中 关键 的 一 步 , 即 亚 历 山 大 洛 夫 空间 理论 ) 

其 斯 顿 结果 中 我 最 喜欢 的 一 个 是 他 关于 球面 反 转 的 优美 方法 (光滑 地 将 
R 中 的 一 个 S? 球面 内 部 翻 到 外 面 ,翻转 过 程 中 不 能 有 折 琶 或 者 奇 点 ) .球面 可 
以 内 外 翻转 这 一 事实 是 非常 不 直观 的 ,经 常 被 称 为 斯 梅 尔 悖 论 ,因为 史 提 芬 .斯 
梅 尔 (Stephen Smale) 第 一 个 证 明了 这 样 的 翻转 是 存在 的 .然而 ,在 琴 斯 顿 方 法 出 
现 之 前 ,关于 球面 翻转 所 有 已 知 的 构造 都 是 非常 复杂 的 . 瑟 斯 顿 的 方法 ,依赖 于 
先 让 球面 产生 波纹 然后 再 扭曲 球面 ,非常 的 概念 化 和 几何 化 , 它 事 实 上 可 以 用 
非 技术 性 的 语言 来 有 效 地 解释 ,几何 中 心 (The Ceometry Center) 制 作 了 一 个 名 为 
“Outside In" 的 视频 很 直观 地 解释 了 这 一 过 程 .该 视频 的 网 址 是 : http: //www. 
youtube. com/watch? feature = player _ embedded&v = w06ID9x6INY 或 http://v. 
youku.com/v _ show/id _ XMjYzNDYONzY = . html? firsttime = 1001. 

除了 对 于 数学 研究 的 直接 贡献 , 瑟 斯 顿 也 是 一 位 出 色 的 数学 解释 者 ,他 有 


O 原作 者 陶 哲 轩 . 
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一 套 军 见 的 窍门 ,除了 能 描述 数学 发 展 的 结果 和 所 隐藏 的 直觉 ,他 还 能 够 描述 
数学 思维 的 发 展 .他 精彩 的 随笔 文章 “数学 中 的 证 明 与 进展 ”, 就 是 一 个 典型 的 
例证 ,我 本 人 非常 欣赏 这 篇 文章 .更 近 的 例证 包括 他 在 MathOverFlow 网 站 上 的 
许多 富有 洞察 力 的 问题 和 解答 . 

遗憾 的 是 我 从 没 见 过 瑟 斯 顿 本 人 (尽管 我 们 在 网 络 上 联系 过 几 次 ) ,但 是 我 
认识 很 多 深 受 他 和 他 的 工作 影响 的 数学 家 .他 的 去 世 是 数学 界 的 一 个 巨大 损 
Ra 
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附录 X 半 ” 琶 斯 顿 与 低 维 拓扑 ? 


这 个 秋天 美国 拓扑 学 界 巨星 陨落 .不 世 出 的 天 才 威 廉 . 瑟 斯 顿 (Wiliam 
Thurston) 因 病逝 世 . 

近 几 年 来 关于 庞 加 莱 猜 想 的 新 闻 见 诸 中 文 媒 体 之 上 ,使 瑟 斯 顿 的 大 名 越 洋 
远 播 ,不 少 国 人 因而 得 知 瑟 斯 顿 的 主要 贡献 在 于 提出 并 部 分 证 明了 蕴涵 庞 加 莱 
(Poincaré) 猜 想 在 内 的 几何 化 猜想 .2006 年 国际 数学 家 大 会 已 经 宣布 几何 化 猜 
想 被 俄罗斯 数学 家 佩 雷 尔 曼 (Perelman) 攻 克 .我 们 现在 解 开 束缚 ,可 以 完全 自由 
地 讨论 三 维 流 形 的 具体 分 类 了 . 瑟 斯 顿 此 去 应 无 遗憾. 

瑟 斯 顿 于 1967 年 从 佛罗里达 州 的 New College of Sarasota 获得 他 的 生物 学 
土 学 位 . 据 他 自己 所 述 ,这 个 学 校 非常 重视 独立 研究 ,所 以 在 本 科 期 间 他 读 了 不 
少数 学 书 .毕业 以 后 去 加 州 大 学 伯克利 分 校 攻 读数 学 博士 .这 个 故事 可 以 激励 
很 多 身 在 其 他 专业 而 热爱 数学 的 同学 . 很 多 最 具 原 创 性 的 数学 家 并 非 一 开始 就 
研究 数学 . 

登 斯 顿 的 博士 和 博士 后 期 间 的 工作 主要 是 关于 分 叶 结 构 的 .所 谓 分 叶 , 就 
是 将 一 个 几何 空间 分 解 为 维 数 统一 的 子 空间 的 并 集 . 对 于 封闭 的 几何 空间 , 低 
一 维 的 分 叶 (codimension one foliation) 的 存在 性 受到 一 个 比较 显然 的 限制 ,就 是 
欧 拉 示 性 数 必须 是 0. 球 面 的 欧 拉 示 性 数 为 + 2, 所 以 球面 是 不 存在 低 一 维 分 叶 
的 ,或 者 说 ,不 存在 一 族 互 不 相交 的 曲线 来 填充 球面 .轮胎 面 欧 拉 数 为 0, 它 的 
确 可 以 被 一 族 圆 圈 填 充 . 瑟 斯 顿 在 这 个 课题 上 获得 了 令 人 惊异 的 结果 :在 任何 
维 数 ,如 果 仅 考虑 光滑 的 低 一 维 分 叶 结 构 的 存在 性 ,那么 这 个 对 欧 拉 数 的 限制 
就 是 唯一 的 限制 .也 就 是 说 ,只 要 一 个 封闭 流 形 的 欧 拉 示 性 数 是 0, 那 么 就 存在 
它 的 一 个 低 一 维 光 滑 分 叶 结构 .这 个 结果 是 出 人 意料 的 ,一 般 而 言 ,这 类 存在 性 
问题 不 会 有 这 人 么 简单 明了 的 充分 必要 条 件 . 瑟 斯 顿 就 是 这 样 , 他 得 到 的 结果 总 
是 让 人 大 吃 一 惊 . 

登 斯 顿 博士 期 间 关 于 三 维 空间 上 分 叶 结 构 的 研究 使 得 他 对 三 维 空间 的 内 
部 构造 有 了 非常 敏锐 的 感觉 .这 种 感觉 把 他 引 至 关于 三 维 空间 的 几何 结构 的 研 
究 , 从 而 发 现 了 最 令 人 吃惊 的 结果 一 一 原来 绝 大 多 数 不 可 约 三 维 流 形 都 能 被 赋 
子 双 曲 度量 . 当 黎 曼 (Riemann) 在 1854 年 提出 他 的 “ 流 形 " 概 念 的 时 候 ， 他 把 当 
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时 还 未 被 广泛 接受 的 双 曲 几何 人 即 非 欧 几 何 ) 作 为 他 的 一 般 度量 概念 的 一 个 非 
党 特殊 的 情形 .现在 我 们 看 到 在 三 维 这 个 人 类 存在 的 空间 维 数 ， 双 曲 几何 是 如 
此 普遍 的 存在 . 当 庞 加 莱 在 19 世纪 未 将 双 曲 几何 从 故 纸 堆 里 翻 出 来 进行 系统 
研究 的 时 候 , 他 不 会 想到 这 个 几何 结构 同 他 另 一 个 关心 的 问题 ( 庞 加 某 猜想 ) 正 
好 构成 三 维 流 形 结构 问题 中 两 个 互补 的 方面 . 

琴 斯 顿 对 待 数学 研究 有 一 种 与 众 不 同 的 态度 他 没有 要 把 证 明 写 得 滴水 不 
漏 的 习惯 .他 更 强调 观察 .思考 EH. 他 这 种 天 马 行 空 的 风格 不 由 得 让 人 想到 
黎 曼 .所 以 瑟 斯 顿 正 式 出 版 的 作品 不 多 ,被 业内 人 视 为 珍宝 .我 们 来 稍微 领略 一 
下 他 的 这 种 风格 ,翻译 一 段 瑟 斯 顿 唯一 正式 出 版 的 研究 型 教科 书 《三 维 的 几何 
与 拓扑 》(Three-Dimensional Geometry and Topology) 的 导读 : 


当 我 们 想 介绍 一 个 课题 的 时 候 ,效率 最 高 的 叙述 顺序 莫 过 于 逻辑 顺 
序 , 正 如 很 多 书籍 所 做 的 那样 : 先 给 出 一 堆 定义 , 却 不 解释 背景 和 来 源 ; 给 
出 好 多 答案 , 却 没有 先 引 出 相应 的 问题 .这 样 一 个 顺序 跟 我 们 接受 这 个 课 
题 的 心理 历程 截然 不 同 . 当 读 者 面 对 这 样 一 个 形式 的 逻辑 演绎 体系 时 ， 唯 
一 的 选择 就 是 被 窑 着 鼻子 走 , 只 能 抱 着 最 终 能 验 然 员 通 的 希望 ， 

然而 数学 是 一 个 庞大 且 高 度 交 又 的 体系 .这 个 体系 远 远 不 是 线性 展开 
的 .学 习 数 学 需要 始终 保持 活路 的 思维 ,不 断 提出 问题 ,不 断 在 脑子 里 形成 
当前 课题 与 其 他 内 容 的 联系 ,这 样 才能 建立 自己 对 这 整个 体系 的 一 个 感 
觉 ,而 并 不 仅仅 是 走马 观 花 . 

任何 有 趣 的 数学 领域 都 不 是 自 成 体系 的 ,也 不 是 完备 的 :相反 ,到 处 都 
是 不 完全 ,到 处 都 是 自然 而 生 却 不 容易 通过 本 领域 的 方法 技巧 来 解决 的 站 
题 和 想法. 这些 不 完全 经 常 能 导致 看 起 来 毫 不 相关 的 几 个 领域 之 间 的 联 
系 . 人 们 在 诠释 数学 时 习惯 于 掩盖 这 些 不 完全 ,这 样 看 起 来 更 加 流畅, 然 
而 ,一 块 饱和 的 海绵 就 失去 了 吸收 的 能 力 …… 


这 本 书 正如 作者 自己 所 说 ,运用 了 一 种 奇怪 的 . 非 逻辑 的 结构 .很 难说 这 本 
书 到 底 适 合 有 一 定数 学 成 熟 性 的 人 还 是 更 适合 初学 者 .很 多 证 明和 想法 能 让 没 
有 太 多 数学 背景 的 人 接受 .比如 第 一 章 ， 只 有 一 个 公式 和 极 少 的 数学 符号 , 满 篇 
都 是 文字 说 明和 示意 图 .但 书 里 的 练习 题 和 思考 题 真是 又 多 又 难 .此 书 的 原型 
是 琴 斯 顿 的 研究 笔记 . 书 里 的 内 容 大 致 相当 于 笔记 的 前 三 节 的 扩充 . 而 笔记 本 
身 经 过 整理 至 少 有 十 三 节 , 越 往 后 越 艰深 . 1997 年 这 本 书 出 版 的 时 候 ,这 些 笔 
记 已 经 在 圈 内 人 中 流传 了 20 多 年 .可 惜 的 是 ， 瑟 斯 顿 本 人 并 没有 足够 的 动力 去 
完成 把 研究 笔记 完全 整理 成 书 的 工作 .他 的 笔记 固然 已 经 十 分 可 贵 ,《 三 维 的 几 
何 与 拓扑 》 这 本 书 更 添 精 彩 . 倘 若 十 三 记 笔记 都 能 由 他 本 人 成 书 , 从 而 完全 展现 
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一 斯 顿 数 学 思想 的 细节 ,将 是 数学 人 何等 大 幸 . 
BWP 1982 年 获得 菲 尔 效 (Fields) 奖 的 主要 成 果 是 提出 并 部 分 证 明了 
几何 化 猜想 .这 个 猜想 是 关于 三 维 流 形 的 . 它 在 二 维 有 一 个 类 比 . 人 们 早 就 知道 


论证 ,多 环 面具 有 点 点 曲率 为 - 1 的 形态 .这 些 几 何 形 态 的 特点 是 ， 由 于 每 一 点 
的 几何 性 质 都 一 样 (特别 的 ,这 些 例子 里 每 一 点 的 曲率 都 一 样 ) ,所 以 在 局 部 上 
个 可 能 通过 测量 来 区 分 两 个 点 .这 种 性 质 称 为 局 部 齐 性 .本 质 上 ,这 种 局 部 齐 性 
来 自 于 它们 的 模型 空间 的 整体 齐 性 .也 就 是 说 ,给 定 模型 空间 X 的 任意 两 点 x 
和 y, 总 存在 一 个 到 自身 的 等 距 映射 ,使 得 f(x) = 7y. 球 面 \ 欧 氏 平面 \ 双 曲 
平面 都 具有 这 样 的 性 质 . 它 们 分 别 是 二 维 世 界 中 三 种 几何 的 模型 空间 : 球 几 何 、 
欧 氏 几何 \ 双 曲 几何 (或 称 为 非 欧 几何 ) .所 有 的 二 维 流 形 都 可 以 被 赋予 这 三 种 
几何 中 的 一 种 .这 就 是 二 维 的 几何 化 . 瑟 斯 顿 的 想法 是 在 三 维 也 实 现 类 似 的 几 
何 化 . 

三 维 的 情况 当然 比 二 维 复杂 .首先 ,如 果 一 个 三 维 流 形 M 的 拓扑 比较 复 
AR HEM, M 中 存在 一 个 拓扑 球面 S? 把 M 分 成 两 个 部 分 ,使 得 两 个 部 分 都 不 是 
球体 (这 样 一 个 球面 称 为 本 质 球面 ) ,那么 这 个 三 维 流 形 的 模型 空间 里 也 必然 包 
含 这 么 一 个 本 质 球面 .而 我 们 知道 三 维 球面 S 和 三 维 欧 氏 空间 Ra 都 不 存在 本 
质 球面 .那么 显然 , M 不 可 能 容许 球 几何 、 欧 氏 几 何 ,或 者 双 曲 几何 ( 双 曲 几何 
空间 AP BREF RR), 因 为 这 些 几何 的 模型 空间 不 能 包含 本 质 球面 .这 一 类 的 
限制 是 拓扑 限制 ,也 就 是 说 ,要 装配 某 种 几何 ,必须 要 具有 某 种 特殊 的 拓扑 性 
质 . 其 实在 二 维 也 有 这 样 的 限制 ,比如 ,高 斯 - 博 内 (Gauss-Bonnet) 定 理 断 言 曲 
面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 曲率 的 积分 .所 以 欧 拉 示 性 数 为 +2 的 曲面 .球面 ,是 不 可 
能 被 赋予 曲率 为 - 1 的 双 曲 度量 的 .三 维 的 拓扑 限制 更 大 , 比如 本 质 球面 的 限 
制 ,实际 上 意味 着 大 部 分 这 样 的 三 维 流 形 不 存在 几何 结构 ( 瑟 斯 顿 证 明 三 维 中 
存在 8 种 几何 ,其 中 7 种 都 不 容许 本 质 球面 ,因为 它们 的 模型 空间 不 是 同 胚 于 
5 就 是 同 胚 于 R). 

容易 想到 ,如 果 三 维 流 形 含有 本 质 球面 ,那么 就 沿 着 这 个 球面 切 开 , 分 成 两 
个 三 维 流 形 . 如 果 这 两 个 组 成 部 分 各 自 还 含有 本 质 球面 ,就 继续 施行 这 种 切割 ， 
直到 所 有 组 成 部 分 都 不 含有 本 质 球面 为 止 .这 个 程序 是 否 总 是 可 行 呢 ? FEET 
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顿 之 前 ,拓扑 学 家 们 已 经 对 三 维 流 形 的 拓扑 有 很 深 的 了 解 , 其 中 大 部 分 工作 都 
是 受到 庞 加 莱 猜 想 的 驱动 .他 们 为 瑟 斯 顿 提 出 几何 化 猜想 准备 了 工具 .比如 ,党 
着 本 质 球面 切 开 的 程序 已 被 证 明 可 行 . 普 通 三 维 流 形 都 可 以 唯一 分 解 成 有 限 个 
不 含 本 质 球面 的 组 成 部 分 .类 比 代 数 概念 ,这 些 组 成 部 分 称 为 素 三 维 流 形 或 者 
不 可 约 三 维 流 形 .这 些 在 本 质 球面 意义 下 不 可 分 割 的 流 形 还 可 以 沿 一 些 本 质 环 
面 切 开 而 分 解 成 更 简单 的 组 成 部 分 .本 质 环 面 也 限制 三 维 流 形 上 某 些 几 何 结构 
的 存在 性 . 琴 斯 顿 猜 想 ,虽然 在 一 般 三 维 流 形 上 不 一 定 存在 几何 结构 ,但 经 过 上 
述 两 步 的 分 解 之 后 ,在 它 每 个 组 成 部 分 上 都 存在 某 种 几何 结构 . 

琴 斯 顿 最 大 的 贡献 在 于 他 证 明 , 经 过 两 步 分解 之 后 ,那些 既 不 含 本 质 球面 
又 不 含 本 质 环 面 的 组 分 上 存在 双 曲 几何 结构 .他 证 明 的 双 曲 化 定理 实际 上 要 更 
广泛 一 些 . 结 合 其 他 一 些 结果 ,几何 化 猜想 的 很 多 情形 都 得 到 了 证 明 ,除了 两 个 
最 困难 的 情形 :(1) 封 闭 流 形 的 基本 群 有 限 是 球 度量 存在 的 充分 必要 条 件 ( 蕴 仿 
庞 加 莱 猜 想 ) ; (2) 基 本 群 无 限 而 不 含 本 质 曲 面 的 流 形 具有 双 曲 度量 .( 这 两 个 情 
FEE 2004 年 由 俄罗斯 数学 家 佩 雷 尔 曼 运 用 偏 微分 方程 的 工具 里 瑞 奇 流 \Ricci 
flow) 证 明 ) 尽 管 瑟 斯 顿 没 能 一 鼓 作 气 完 全 证 明 几 何 化 猜想 ,他 的 双 曲 化 定理 已 
经 给 双 曲 几何 在 低 维 拓扑 中 的 应 用 开拓 了 无 限 的 空间 . 流 形 上 的 几何 结构 比 拓 
扑 结构 更 精细 更 丰富 ,现在 既然 我 们 知道 大 多 数 不 可 约 三 维 流 形 能 被 赋予 双 曲 
度量 , 则 利用 这 个 双 曲 度量 来 研究 流 形 的 拓扑 乃 是 事半功倍 的 .比如 ,困扰 数学 
家 们 100 年 之 久 的 纽 结 分 类 问题 ,在 双 曲 几何 的 威力 下 基本 上 得 到 了 解决 . 根 
据 空间 控 掉 纽 结 之 后 的 补 空间 的 拓扑 性 质 ,复杂 的 纽 结 可 以 分 解 为 简单 纽 结 
( 同 之 前 提 到 的 本 质 环 面 分 解 相关 ) ,而 简单 纽 结 中 绝 大 多 数 的 补 空间 都 具有 双 
曲 几何 结构 .这 种 纽 结 称 为 双 曲 纽 结 .对 于 双 曲 纽 结 ,所 有 通过 双 曲 几何 计算 出 
来 的 量 都 是 纽 结 的 拓扑 不 变量 .这 其 中 有 一 个 量 (实际 上 是 一 个 图 ) 被 用 来 区 分 
所 有 不 同 的 纽 结 .类 似 的 算法 被 归纳 到 计算 机 软件 应 用 中 (比如 软件 SnapPea) , 
用 以 对 具体 三 维 流 形 或 纽 结 的 拓扑 做 细致 的 研究 . 

瑟 斯 顿 对 双 曲 化 定理 的 证 明 动 用 了 大 量 工具 ,有 直接 采用 前 人 的 ,有 经 过 
自己 改进 的 ,还 有 全 新 设计 的 .这 些 工具 涉及 的 领域 非常 广泛 ,包括 低 维 拓扑 、 
微分 几何 .度量 几何 、 复 分 析 、 群 论 . 泛 函 分 析 . 即 便 对 这 些 工具 及 其 在 该 证 明 中 
的 使 用 仅仅 进行 扼要 的 介绍 ,也 需要 400 到 500 页 的 篇 幅 , 比如 迈克 尔 ' 卡 波 维 
# (Michael Kapovich) 的 著作 《 双 曲 流 形 与 离散 群 》(Hyperbolic Manifolds and Dis- 
crete Groups) .在 如 此 丰富 的 思想 与 技巧 的 海洋 中 游 飞 无 疑 是 种 享受 .这 是 瑟 斯 
顿 留 给 这 个 世界 的 宝贵 遗产 . 
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IX 是 -个 法 国人 提出 的 猜想 的 证 明 历程 .法 国人 有 时 候 
是 讨厌 的 ,但 是 他 们 有 一 些 格言 警句 , 那 是 非常 可 爱 的 .比如 这 
一 名 一 “ 吃 是 为 了 肉体 , 喝 是 为 了 灵魂 .在 此 传统 之 下 红酒 
拉 菲 行 遍 世 界 ,走红 中 国 .法 国人 的 重 精神 轻 物质 的 民族 特性 
体现 在 科学 上 便 是 数学 家 多 ,提出 的 数学 猜想 多 .本 书 便 是 法 
国 数学 家 庞 加 莱 提 出 的 一 个 世界 著名 猜想 被 征服 的 历史 

这 样 一 部 洋洋 百 万 字 的 “大 书 ”, 谁 会 去 读 呢 ? 

非 尔 效 奖 得 主 日 本 著名 数学 家 小 平 邦 座 在 1988 年 5 月 28 
日 举行 的 学 习 院 大 学 全 校 报告 会 作 了 题 为 “数学 之 难以 想象 ” 
的 报告 .他 说 许多 人 或 者 因为 不 喜欢 数学 而 弄 不 懂 它 或 者 因 
为 弄 不 懂 而 不 喜欢 数学 .对 于 不 喜欢 数学 的 人 来 说 ,数学 似乎 
是 一 门 暧 味 模糊 不 知 所 云 的 奇妙 学 问 ,假如 做 个 民意 测验 , 大 
多 数 意见 无 疑 将 是 “数学 是 暧昧 模糊 不 知 所 云 的 学 间 ”. 

这 本 书 首先 是 献 给 喜欢 数学 的 人 ,让 他 们 透 过 猜想 仅 得 更 
多 的 数学 ,其 次 是 要 兼顾 到 那些 因为 弄 不 懂 数 学 而 不 喜欢 数学 
的 人 . 

有 人 说 :从 教师 的 角度 看 ,寻找 最 好 的 学 生 , 得 天 下 英才 而 
教之 ,是 人 生 中 的 最 大 幸福 ;对 优秀 的 学 生 而 言 ,有 机 会 在 名 校 
向 大 师 问 学 , 那 也 是 一 件 相当 恒 意 的 事情 :两 者 相向 , 便 是 所 谓 
的 机 缘 . 从 编者 的 角度 看 ,寻找 最 好 的 读者 ,将 书 送 到 他 们 手中 
是 莫大 的 幸福 ;对 热心 读者 而 言 , 在 想 读书 的 时 候 能 及 时 得 到 
相应 的 读物 也 是 一 件 相 当 恒 意 的 事 :两 者 相向 ,也 是 一 种 机 缘 ， 
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这 本 书 的 主要 读者 应 该 是 大 学 师 生 ,但 不 幸 的 是 大 学 现在 越 来 越 将 拓扑 学 
这 样 的 学 问 边缘 化 ,而 且 大 学 越 来 越 中 学 化 ,知识 越 来 越 碎片 化 . 面 对 大 学 毕业 
生 质 量 越 来 越 不 敢 茶 维 的 局 面 ,有 人 对 如 今 的 “大 学 ”进行 了 两 种 解释 :一 是 大 
家 一 起 来 上 学 ,你 想 上 就 有 学 校 给 你 上 (招生 扩大 化 ); 二 是 大 致 地 学 一 下 (学 习 
内 容 浅显 ,将 高 深 冷 僻 学 问 边缘 化 ) .冯友兰 先生 曾 主 张 :“ 一 个 大 大 学 中 ,必须 
有 许多 很 冷 僻 底 学 问 .因为 他 是 要 包罗 万 象 ,而 有 许多 学 问 ,无 论 在 何 时 何 地 ， 
都 是 冷 僻 底 ,然而 维持 这 些 学 间 的 研究 , 正 是 大 大 学 的 责任 .”(《 三 松 堂 全 集 》， 
第 五 卷 ,458 页 ) 

这 本 书 注 定 是 一 本 不 畅销 的 小 众 图 书 ,在 全 社会 都 在 瞩目 畅销 书 的 今天 ， 
它 实 属 异 类 ,但 我 们 希望 宽容 它 . 有 一 篇 文章 中 说 :宽容 异类 ,善待 异 见 ,就 是 时 
代 最 大 的 进步 .数字 出 版 已 能 做 到 个 性 化 定制 ,出 版 社 为 某 个 特定 客户 可 以 只 
出 一 本 书 . 有 一 天 ,人 们 甚至 希望 也 能 定制 属于 个 人 的 生活 ,只 要 代价 不 太 高 . 
当 社 会 的 长 尾 理论 盛行 ,异类 将 成 为 常态 . 

为 异类 留 有 空间 ,为 物种 留 有 多 样 性 ,因为 说 不 定 哪 天 他 们 就 是 幸存 者 或 
拯救 者 . 佩 雷 尔 曼 和 哈密 尔 顿 都 是 数学 界 的 异类 .他 们 之 所 以 成 功 ,原因 之 一 也 
是 因为 他 们 是 异类 . 

目前 在 中 国 , 佩 雷 尔 曼 知 名 度 非常 低 ,但 在 中 国人 知晓 的 苏联 数学 家 中 还 
有 一 位 也 叫 Perelman. 他 是 上 两 个 世纪 的 人 ,1882 年 12 月 17 日 生 于 别 洛斯 托 
克 ,1909 年 毕业 于 彼得 堡 林 学 院 . 

这 位 佩 雷 尔 曼 是 数学 教育 家 , 曾 任 《 自 然 与 人 》《 奇 妙 的 自然 界 》 等 杂志 此 
主编 .他 写 了 大 量 的 科普 小 品 及 50 多 本 趣味 数学 方面 的 书 ,为 中 国 读者 熟悉 的 
有 《趣味 算术 》《 趣 味 代数 ) 和 《趣味 几何 等 ,他 于 1942 年 3 月 16 日 逝世 . 

宣传 佩 雷 尔 曼 这 个 人 物 对 今日 中 国有 特殊 意义 .在 18 世纪 博物 学 家 、 作 家 
怀特 书信 体 写 成 的 博物 记 《 塞 耳 彭 自然 史 》 的 序言 中 ,19 世纪 的 格兰特 ' 艾 仓 
(怀特 专家 ) 曾 写 下 这 样 一 名 话 :“ 那 时 候 的 时 间 ,还 不 是 金钱 ,而 是 享受 、 修 养 和 
自我 发 展 的 机 会 .怀特 正 是 怀 着 尊严 和 不 枉 度 生命 的 感觉 ,这 样 花 去 他 的 时 间 
的 .而 在 我 们 狼 奔 系 突 的 现代 社会 ,这 样 的 日 子 , 已 故 如 烟云 .” 

佩 雷 尔 曼 同 证 明了 费 马 大 定理 的 怀 尔 斯 一 样 都 是 沉寂 多 年 ,苦心 求索 ,而 
不 是 整 天 关心 SCI 及 博士 生 导 师 称 号 的 学 术 庸 人 . 

在 这 个 数学 家 淡出 ,企业 家 凸显 的 时 代 , 像 佩 雷 尔 曼 这 样 的 隐士 数学 家 实 
在 是 少 之 又 少 .不 过 , 正 因 为 稀少 , 才 显 示 出 其 可 贵 的 价值 . 

本 书 的 编写 动力 是 受到 关于 庞 加 莱 猜 想 证 明 的 优先 权 之 争 的 国际 口水 战 
的 吸引 而 产生 的 .优先 权 之 争 数学 史上 很 多 见 . 最 著名 的 牛顿 与 莱 布 尼 兹 的 微 
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积分 优先 权 之 争 导致 了 英国 数学 界 与 德国 数学 界 长 达 一 个 世纪 的 隔断 . 争 来 争 
去 并 没有 一 个 明确 的 结果 . 

本 书 乍 看 似 重 数学 技巧 然 实则 宣扬 数学 文化 .被 人 誉 为 大 时 代 边 上 的 雅 土 、 
文艺 范 儿 的 “活化 石 ” 的 木 心 说 :“ 我 们 这 个 时 代 收 获 的 是 科技 ,失落 的 是 文化 ; 
收获 的 是 物质 ,失落 的 是 精神 .” 

相对 我 们 急 吸 吼 地 宣称 对 庞 加 莱 猜 想 进 行 了 最 后 的 “封顶 ”而 国际 社会 以 
集体 失声 表示 漠然 , 佩 雷 尔 曼 反 倒是 在 国际 数学 界 及 媒体 赞赏 声 一 片 中 选择 了 
隐居 .用 牛津 大 学 的 Du Sautoy 教授 的 话说 :“ 他 有 一 点 使 自 己 蕊 离 于 整个 数学 

就 严格 意义 而 言 ,本 书 编者 纯 属 拓扑 学 外 行 ,从 未 在 专业 刊物 上 发 表 过 一 
篇 专业 文章 .但 用 现代 时 旷 的 语言 说 编者 同时 又 是 一 个 “数学 猜想 控 ” 与 “ 庞 加 
FE” RAR RU MAB, RTS RAR ARR, RAR, 以 其 
无 真 气 也 ." 很 多 作家 都 是 有 怪 癣 的 ,比如 纳 博 科 夫 一 定 要 在 三 英寸 宽 ,五 英寸 
长 的 纸 片上 写作 ; 济 慈 要 穿 上 最 好 的 衣服 才能 写 出 诗 ; 萨 克 雷 必须 在 家 以 外 方 
能 才思 如 泉涌 ; 蒲 柏 需要 粕 苹果 的 腐朽 气味 激发 灵感 .在 数学 界 有 许多 被 称 为 
“ 庞 加 莱 癣 "的 受害 者 《数学 译 林 》 中 曾 有 专文 介绍 过 ,不 妨 罗 列 几 位 于 后 . 

Wolfgang Haken(1928— _) #1 Valentin Poénaru 都 是 普林斯顿 研究 院 (IAS) 的 
欧洲 移民 (WHaken 于 1963 ~ 1965 年 在 IAS, V Poénaru 于 1964 ~ 1965 年 在 
IAS) Poénaru 来 自 罗 马 尼 亚 ,Haken 则 是 受到 传统 的 德国 教育 ,他 以 前 是 研究 纽 
结 理论 的 ,但 是 他 的 成 果 不 被 关注 ,不 仅 因为 儿 百 页 难 读 的 论文 ,而 且 它 的 非 代 
数 方法 并 不 是 当时 的 主流 .Haken 说 :我 不 知道 这 已 经 过 时 了 ,” 并 补充 说 ;“ 你 
知道 得 越 多 ,你 就 有 越 多 的 先入 之 见 . 如 果 你 知道 得 太 多 了 , 那 就 不 再 有 用 Te 
1963 年 ,他 的 妻子 ,也 是 一 位 数学 家 ,建议 他 转身 庞 加 莱 猜 想 的 研究 ,在 看 了 
Papa 的 工作 后 ,Haken 认为 此 猜想 “立刻 就 有 可 能 被 证 明 ”. 

这 两 个 人 都 不 知道 另 一 个 人 在 攻 庞 加 莱 猜 想 .1964 年 , 当 Poénam 宣布 他 
已 经 证 明了 卡 加 莱 猜 想 时 ,Haken 正在 西 德 作 学 术 报 告 , 当 他 听 到 这 个 消息 后 
立刻 把 自 己 锁 在 一 间 房 间 里 ,将 其 证 明 整 理 出 来 并 且 对 外 宣布 了 证 明 , 后 来 ,这 
两 个 人 有 了 交流 ,发 现 他 们 的 证 明 几 乎 是 一 样 的 ,而 且 所 犯 的 错误 也 是 一 样 的 ， 
这 样 , 他 们 两 人 就 成 为 Haken fit #k & A EMER Wy ee 

直到 20 世纪 70 4E AK, Haken 仍然 认为 他 可 以 证 明 猜 想 ,他 说 ; “开始 的 十 年 
十 分 有 趣 ， 因 为 每 当 我 觉得 有 一 个 好 想法 可 以 证 明 唐 加 莱 猜 想 时 ,这 就 意味 着 
我 必须 花 另 一 年 的 时 间 去 找到 为 什么 这 是 行 不 通 的 ,最 后 我 失去 了 信心 ,这 不 
是 生活 .”1973 年 ,Haken 开始 研究 另 一 个 著名 问题 “四 色 猜 想 ” 来 治疗 他 的 “ 庚 
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MER 4 年 后 ,他 与 同事 Ken Appel(1932 一 ) 利 用 大 型 电子 计算 机 证 明了 这 个 
靖 想 ,他 曾 发 暂 说 “我 不 会 再 回去 了 ”, 然 而 又 有 所 保留 地 补充 “除非 是 要 找到 虎 
加 莱 猜 想 的 一 个 反例 ”. 

至 于 Poénaru, 他 在 1987 年 宣布 了 一 个 证 明 庞 加 莱 猜 想 的 120 页 的 提 岗 , 据 
他 说 是 1:20 的 缩放 比例 ,也 就 是 说 详细 的 证 明 需 2 400 页 ,甚至 这 份 专业 的 提 
纲 也 没有 引起 任何 反响 ,他 说 :“ 没 有 杂志 愿意 发 表 这 么 长 的 论文 ,除非 已 经 确 
定 它 真正 证 明了 庞 加 莱 猜 想 .” 

直到 2006 年 12 月 19 日 ,V. Poénam 在 网 上 (ax Xiv) 贴 出 了 他 的 预 印 本 , 宣 
布 他 已 用 他 自己 的 方法 完成 了 细节 ,最 终 证 明了 上 庞 加 莱 猜 想 . 

V. Poénar 出 生 于 罗马 尼 亚 ,在 布加勒斯特 大 学 读 大 学 本 科 ,1962 年 他 是 
斯 德 哥 尔 摩 数学 家 大 会 的 邀请 报告 人 ,其 时 他 申请 政治 庇护 而 到 了 法 国 ,1962 
年 他 在 巴黎 大 学 获得 博士 学 位 ,他 的 导师 是 著名 数学 家 Charles Ehresmann. 

1980 年 以 前 ,大 多 数 的 拓扑 学 家 以 为 用 经 典 的 方法 攻击 庞 加 莱 猜 想 将 是 
无 果 的 .Freedman 也 卷 入 其 中 .Michael Hartley Freedman 是 美国 著名 数学 家 ,1951 
年 4 月 21 日出生 于 洛杉矶 ,1973 年 他 在 Wiliam Browder 指导 下 在 普林斯顿 大 
学 获得 博士 学 位 ;1982 年 由 于 其 四 维 庞 加 莱 猜 想 的 证 明 而 获得 菲 尔 兹 奖 . 他 还 
获得 过 MacArthur Fellowship、Sloan and Guggenheim Fellowship、 美 家 科学 奖 ， 
他 当选 为 美国 国家 科学 院 、 美 国 艺术 和 科学 院 院士 和 纽约 科学 院 院 士 .现在 他 
在 微软 Q 工作 站 (Microsoft Station Q) 工 作 . 就 是 如 此 优秀 而 强 有 力 的 人 物 也 认 
为 他 没有 足够 强 有 力 的 想法 去 取得 成 功 .Freedman 说 :“ 如 果 我 有 了 哪怕 一 点 想 
法 ,我 都 会 把 所 有 其 他 的 事 都 抛 于 脑 后 .” 大 多 数 拓扑 学 家 都 相信 ,如 果 有 朝 一 
日 猜想 被 证 明 , 那 么 解决 者 不 是 Thurston 就 是 一 个 未 被 传统 方法 洗 过 脑 的 非 党 
年 轻 不 知名 的 数学 家 .1983 年 Freedman 利用 牛津 大 学 研究 生 Simon Donaldson 
的 工作 证 明了 必定 存在 两 个 四 维 流 形 .Donaldson 是 从 理论 物理 中 借用 的 技术 ， 
就 此 Freedman 形容 说 :“ 似 乎 有 一 种 离奇 的 东西 与 流 形 联系 着 .” 

自从 1904 年 庞 加 莱 猜 想 提出 以 来 ,很 多 数学 家 宣称 他 们 解决 了 这 个 猜想 ， 
但 是 无 一 例外 地 后 来 在 其 证 明 中 发 现 了 错误 ,英国 数学 家 怀特 黑 德 (John white- 
head, 1904—1960) Æ 1934 年 发 表 了 一 个 证 明 , 这 是 自 庞 加 莱 自 己 的 证 明之 后 的 
第 一 个 公开 的 证 明 , 一 年 后 他 自己 发 现 了 错误 ,于 是 发 表 了 一 个 更 正 , 第 二 年 他 
撤回 了 这 个 证 明 . 

普林斯顿 高 等 研究 院 的 希腊 数学 家 Christos papakyriakopoulos (1914—1976) 
(人 们 都 称 他 为 papa) 一 生 致 力 于 证 明 庞 加 莱 猜 想 , 这 位 著名 的 拓扑 学 家 曾 在 
1956 年 的 一 天 宣布 了 拓扑 学 中 3 个 著名 定理 的 证 明 :Dehn 引 理 、 球 面 定 理 和 环 
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路 定理 .papa 终生 未 婚 , 一 直 住 在 只 有 一 间 房 间 的 公寓 里 ,他 为 了 有 充裕 的 时 间 
研究 庞 加 莱 猜 想 而 拒绝 出 席 晚 宴 的 邀请 ;拒绝 去 教 课 ,以 至 于 没有 获得 终身 职 
位 .1976 年 ,papa 去 世上 后, 人们 发 现 他 的 一 部 160 页 手稿 ,这 是 一 个 庞 加 莱 证 明 
猜想 和 分 类 所 有 三 维 流 形 的 计划 ,在 其 中 一 页 的 上 方 写 着 “ 引 理 14”, 下面 是 空 
白 的 ,Stallings 说 :“ 他 打算 回 到 此 处 补充 上 证 明 , 但 他 始终 未 做 .” 

Andrew Conner 是 Aubum 大 学 的 数学 家 ,他 也 是 庞 加 莱 癣 .他 在 1960 ER 
后 期 开始 不 懈 地 研究 庞 加 莱 猜 想 .有 好 几 次 他 认为 已 经 完成 了 证 明 . 就 在 1984 
年 因为 癌症 去 世 前 的 几 个 星期 ,他 又 宣布 了 一 个 证 明 , 并 把 Haken 和 其 他 4 位 
数学 家 叫 到 病床 前 听 他 讲解 证 明细 节 . 证 明 分 3 步 ,Haken 检查 了 前 两 步 ,第 3 
步 似 乎 有 问题 ,Haken 说 ;我 认为 这 一 步 没有 通过 去 ”, 但 是 当时 Commer LAW 
得 无 力 与 他 讨论 这 些 问 题 了 . 

下 一 个 庞 加 莱 猜 想 的 证 明 是 不 是 会 被 接受 ,看 来 取决 于 这 个 人 做 数学 的 态 
度 .Rourke 的 一 个 学 生 Will Kazaz 说 :“ 如 果 Thurston 说 他 证 明了 猜想 并 把 它 写 
在 一 张 纸 上 , 人 们 会 不 相信 它 并 急 着 去 读 它 ;如 果 Gabai 说 他 证 明了 上 庞 加 莱 狂 
想 , 人 们 也 会 相信 它 , 但 很 不 情愿 去 读 他 的 证 明 , 这 是 个 信誉 的 问题 ,如 果 他 证 
明了 一 个 著名 的 问题 ,那么 人 们 会 读 他 的 证 明 , 但 是 如 果 你 只 是 一 个 一 般 的 数 
学 家 ,假如 你 的 头 20 页 写 得 很 精彩 ,并 有 一 些 新 东西 能 吸引 读者 ,他 们 会 去 读 ， 


Colin Rourke 是 英国 Warwick 大 学 的 数学 家 ,1966 年 在 英国 剑桥 大 学 获 博士 
学 位 .他 从 1968 年 起 一 直 在 Warwick 大 学 任教 ,他 身材 高 大 ,为 人 友善 ;在 毕业 
之 初 是 一 个 进取 的 有 希望 的 拓扑 学 家 .1985 年 3 月 ,他 的 35 岁 的 博士 后 
Eduardo Régo 给 当时 44 岁 的 他 一 个 定理 的 证 明 ,Rourke 发 现 这 个 定理 可 以 直接 
导致 庞 加 莱 猜 想 的 证 明 .1986 年 2 月 ,他 们 确保 已 经 可 以 给 出 庞 加 莱 猜 想 的 证 
明 , 并 且 也 是 这 么 对 外 宣称 的 .数学 家 的 反应 从 冷 暑热 讽 到 谨慎 的 乐观 都 有 ,不 
过 甚至 在 认为 证 明 可 能 是 正确 的 人 中 ,Rourke 也 没有 受到 欢迎 ,他 们 认为 如 果 
一 个 人 的 想法 不 好 的 话 , 他 就 完 不 成 庞 加 莱 猜 想 的 证 明 . 

1986 年 11 月 , 当 Rourke 到 达 伯 克利 时 ,他 的 证 明 已 经 作 了 两 处 修改 ,他 自 
己 由 于 受到 Haken 的 苛刻 的 逻辑 观点 检验 发 现 了 一 处 错误 ,Haken 发 现 了 另 一 
处 ,所 以 证 明 看 来 还 不 宜 公 开 .Rourke 为 了 减轻 压力 开始 和 Warwick 大 学 的 另 
一 位 数学 家 Ian Stewart 合 写 文章 .Stewart 也 是 一 位 科普 作家 ,在 《 卫 报 》 和 《 自 
然 ? 杂 志 上 写 过 文章 .两 人 一 块 在 《新 科学 家 》 上 写 了 一 篇 动人 的 长 篇 文章 ( 据 
Stallings 这 个 直言 不 讳 的 人 说 ,他 觉得 Stewart 这 样 做 的 目的 是 为 数学 弄 出 点 动 
静 来 ,为 了 让 政府 拨款 ,数学 虽然 比较 枯燥 ,但 花 钱 却 不 多 ,所 以 政府 应 该 给 
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钱 ) .由 于 这 些 ,《 纽 约 时 报 》 称 Rourke 认为 ,他 的 证 明 “ 简 单 明 了 ”, 如果 说 许多 : 
数学 家 不 读 他 的 证 明 , 那 是 因为 他 们 很 懒 .Rourke 后 来 回忆 说 :“ 我 当时 十 分 有 4 
信心 ,巴不得 有 一 个 请 我 去 作 报告 的 邀请 

许多 数学 家 都 不 打算 参加 伯克利 的 讨论 班 ,伯克利 的 数学 家 Stallings 只 去 
了 一 次 .他 说 :“ 目 的 只 有 一 个 ,做 个 心理 诊断 ,看 看 Rourke 是 不 是 疯 了 .” 同 时 
数学 家 们 也 担心 讨论 班 的 规定 :只 要 在 讨论 班 的 5 KARA WAR, Rourke 就 
可 以 带 着 他 的 证 明 班 师 还 朝 了 . 

普林斯顿 大 学 的 拓扑 学 家 , 低 维 拓扑 和 双 曲 几何 领域 的 领军 人 物 David 
Gabai 从 一 开始 就 参加 了 讨论 班 .Gabai 于 1980 年 在 William P. Thurston 指导 下 
在 普林斯顿 大 学 获 博 士 学 位 ,他 是 1990 年 东京 世界 数学 家 大 会 的 邀请 报告 人 ， 
2004 年 他 获得 美国 数学 会 颁发 的 几何 学 Veblen 奖 .讨论 班 前 两 天 进行 得 比较 
平和 ,第 3 天 ,Gabai K HL“ Rourke 在 手稿 中 写 的 和 他 在 讨论 班 所 讲 的 完全 不 一 
样 ” .第 四 天 , Gabai 和 一 位 英国 数学 家 Cusson 发 现 了 问题 . Cusson 原 在 Cam- 
bridge 大 学 任教 .后 来 因为 不 愿意 发 表 自己 的 论文 而 离开 了 Cambridge 大 学 . 随 
后 来 到 伯克利 大 学 ,他 本 人 也 数 次 攻 过 庞 加 莱 猜 想 而 未 果 . 但 是 他 说 ,他 知道 为 
什么 他 攻 这 个 问题 不 奏效 .而 这 正 可 用 来 指出 他 人 证 明 中 的 漏洞 .Gabai 和 Cus- 
son 发 现 为 了 绕 过 Haken 的 证 明 中 的 死胡同 ,Rourke 添加 了 一 种 叫 标记 分 裂 瀑 
布 (tug-breakingcascude) 的 技术 .Gabai 和 Cusson 都 不 相信 它 ， 当天 下 午 Cusson 就 
证 明 中 可 疑 部 分 的 一 张 图 提 了 一 个 问题 ,Rourke 给 了 看 似 可 靠 的 一 个 回答 ,过 
了 一 会 ,Cabai 又 让 他 解释 另外 一 个 问题 ,Rourke 看 了 一 会 说 “但 是 我 们 已 经 分 
开 了 瀑布 ",“ 不 ! 你 没有 分 开 , 你 只 能 分 裂 标记 ,但 这 是 一 个 伪 标 记 , 或 者 是 一 
个 别 的 什么 东西 .” 

这 个 错误 应 该 是 Haken 在 6 个 月 前 指出 的 一 个 错误 的 翻版 . 当时 Rourke 以 
为 他 解决 了 它 . 最 后 一 天 早上 ,Rourke 最 终 宣布 证 明 失 败 , 他 承认 自己 “有 点 失 
落 和 灰心 ” .讨论 班主 持 人 Robion Kirby 总 结 说 :“ 庞 加 莱 猜 想 是 一 个 孤 注 一 撕 的 
命题 ,或 者 你 得 到 全 部 ,或 者 你 什么 也 得 不 到 ,如 果 说 Rourke 是 一 个 攀登 者 , 那 
么 他 已 经 死去 .” 

讨论 班 后 的 第 二 天 ,Gabai 用 计算 机 给 他 的 导师 Thurston 发 了 一 份 电报 ,其 
标题 是 “ 庞 加 莱 猜 想 遭 到 了 核 攻击 1”. 

直到 1986 年 12 A, Rourke 感到 他 仍然 能 证 明 庞 加 莱 猜 想 ,他 说 :“ 这 个 间 
题 十 分 诱 人 ,证 明 被 归结 为 一 些 奇妙 的 技术 细节 .Kirby 是 对 的 ,除非 每 个 细节 
都 写 下 来 ,否则 什么 也 得 不 到 .” 

当然 这 些 得 了 庆 加 莱 猜 想 癣 的 人 在 一 般 的 新 闻 上 是 绝对 难以 见 到 的 .就 在 
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前 不 久 ,美国 《华盛顿 邮 报 》 的 两 名 记者 多 尼 (Leonard Downi Jr. ) 4 #4 #t (Robert 
G.kaiser) 写 了 一 本 书 ,名 为 《关于 新 闻 的 新 闻 : 美 国 新 闻 的 危机 》, HHS: 

“新 闻 界 的 许多 人 以 为 ,在 这 个 空前 繁荣 及 安定 的 时 代 , 美 国人 宁愿 要 被 娱 
乐 ,而 不 要 被 告知 .这 种 态度 已 影响 了 电视 的 新 闻 秀 和 许多 报纸 . 它 引 诱 着 新 闻 
界 将 严肃 新 闻 推 开 , 并 使 得 耀眼 有 如 通俗 剧 的 新 闻 大 行 其 道 .举国 迷恋 名 人 这 
种 新 闻 已 影响 到 新 闻 业 ,也 使 得 许多 新 闻 人 抢 着 想 去 变 成 名 流 .” 

但 这 里 所 说 的 名 人 完全 不 包括 科技 名 人 .在 1898 年 美国 选中 学 生 最 崇拜 
的 人 物 时 ,还 没有 演艺 人 员 , 到 了 1948 年 再 作 类 似 调查 ,演艺 明星 占 了 14% ,而 
到 了 1986 年 再 作 调 查 ,排名 前 10 的 全 都 出 身 演艺 圈 , 连 爱 因 斯 坦 这 样 赫赫 有 
名 的 大 众 知晓 的 科学 家 都 排 不 上 ,更 何况 相对 小 众 的 数学 家 了 . 

本 书 中 出 现 的 这 些 人 物 在 笔者 眼中 是 耀眼 的 群星 ,而 在 普遍 民 众 眼中 根本 
不 县 娱乐 价值 ,所 以 在 国内 除 《科学 时 报 》 进 行 了 几 次 深度 报道 外 ,其 余 的 媒体 
仅 热 闪 了 一 阵 便 默 默 无 闻 了 . 

亲眼 之 余 , 读 读数 学 科普 是 一 件 很 美好 的 事 , 而 许多 美好 的 享受 都 需要 相 
应 的 环境 配合 . 明 末 的 江南 ,文人 雅士 喝 茶 时 , 光 是 饮 茶 的 场合 就 要 讲究 :“ 心 手 
闲适 , 披 咏 疲倦 , 意 绪 禁 乱 , 听 歌 拍 曲 , 歌 轩 曲 终 , 杜 门 避 事 , 鼓 琴 看 画 , 夜 深 共 
ABEL, AAMA, RERI, ERME, WAIN, AERA, BAAT, 
MEEA RMON REES ERS NS MAK, LESS E h 
寺 观 ,名 泉 怪 石 .” 场 合 不 适当 ,就 无 法 正 正经 经 喝 一 杯 茶 ,更 何况 认 认真 真 读 一 
KË. 

在 如 今 定居 海外 的 中 国 数学 家 猛 呼 爱国 , 身 处 高 校 象牙 塔 中 的 数学 教授 高 
枕 无 忧 远离 市 场 压力 而 狂 喊 缺 钱 的 时 候 ,让 我 们 大 家 一 起 静 下 心 来 读 一 读 弃 美 
国 高 薪 而 留 在 自己 国家 的 佩 雷 尔 曼 在 第 一 篇 论文 的 首页 加 注 的 一 段 谢 辞 :“ 我 
的 部 分 经 济 来 源 是 我 在 一 九 九 二 年 秋天 访问 (纽约 ) 库 朗 数 学 研究 所 (Courant 
Institute) 与 一 九 九 三 年 春天 访问 纽约 州立 大 学 石 溪 分 校 ,以 及 一 九 九 三 至 一 九 
九 五 年 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 担 任 米 勒 研究 员 (Miller Fellow) 时 所 存 下 来 的 钱 . 
我 感谢 每 一 位 促成 让 我 有 这 些 机 会 的 人 .” 这 段 话 告诉 我 们 : (1) 俄 罗斯 的 经 济 
情况 还 是 很 粮 ;(2) 很 多 顶尖 的 研究 并 不 需要 大 多 的 资源 ; (3) 丰 富 的 物质 不 必 
然 买 得 到 学 术 人 才 与 学 术 的 精神 . 

在 阅读 本 书 时 一 个 无 法 回避 的 问题 是 :为 什么 我 们 国家 投了 这 么 多 科研 经 
费 而 没 使 庞 加 莱 猜 想 终 结 于 中 国 .一 个 直观 的 感觉 是 我 们 很 多 数学 家 变 得 世俗 
了 ,缺乏 必要 的 激情 . 

列宁 的 黑 格 尔 阅 读 笔记 中 有 这 样 一 名 名 言 :" 没 有 激情 ,世界 上 任何 伟大 的 
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事业 都 不 会 成 功 .” 

缺乏 激情 从 表面 上 看 是 个 人 的 问题 ,但 深入 挖掘 下 去 却 有 体制 方面 的 因 
素 .著名 经 济 学 家 、 耶 鲁 大 学 终身 教授 陈志武 在 其 新 浪 微 博 中 说 的 一 段 话 间接 
地 回答 了 这 个 问题 :“ 跟 国内 同行 合作 做 研究 ,时 常 碰 到 术语 不 对 称 的 问题 .对 
我 拿 耶鲁 经 费 一 起 做 的 研究 ,国内 大 学 同行 要 “立项 ' ,否则 成 果 不 算 . 问 :这 是 
什么 级 别 项 目 ? 国家 级 、 部 委 级 、 校 级 还 是 院 级 系 级 ? 开始 我 不 明白 :如 果 我 们 
把 研究 做 好 了 , 管 他 什么 级 别 ? 与 行政 级 别 何 干 ?! 可 对 国内 同行 来 说 ,级 别 就 
是 饭碗 1” 一 切 都 要 规划 ,一 切 必须 在 规划 之 中 .但 纵 观 数学 史 , 从 来 没有 哪 一 个 
重大 成 果 是 被 规划 出 来 的 ,是 通过 定 级 别 定 出 来 的 ,所 以 庞 加 莱 猜 想 没有 终结 
于 中 国 实 属 必然 . 

斯 蒂 芬 ' 茨 威 格 曾 在 (人 类 群星 闪 泡 时》 里 写 道 : 一 个 人 生命 中 最 大 的 幸运 ， 
莫 过 于 在 他 的 人 生 中 途 , 即 在 他 年 富力 强 的 时 候 发 现 了 自己 的 使 命 " 庆 加 莱 与 佩 
雷 尔 曼 都 是 如 此 ,我 们 对 他 们 充满 羡 幕 .同时 也 对 佩 雷 尔 曼 “平生 不 鲜 黄 金屋 , 灯 
下 窗 前 常 自足 ”( 阿 英 ) 的 处 事 风格 充满 敬意 ,这 些 都 是 当下 中 国 最 稀缺 的 . 


刘 培 杰 
2012 年 12 A14 
于 哈工大 
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